OM BEVISER

Poul Printz

Enhver, der har stiftet bekendtskab med matematik selv pa et relativt beske-
dent niveau, er klar over, at matematiske beviser udggr et meget vaesentligt ele-
ment af matematikken. De opgaver, man treffer pa alle trin af matematikun-
dervisningen, kan stort set inddeles i to kategorier: bevisopgaver og beregnings-
opgaver. I de fgrste opfordres man til - ud fra visse forudsaetninger - at bevise
en pastand om en geometrisk figur, en talmeengde, en funktion eller en anden
matematisk begrebsdannelse. I de andre skal man foretage en beregning, der
f.eks. resulterer i en talveerdi, men ogsa her indgar der principielt et bevis -
nemlig et bevis for, at det fundne resultat er korrekt og udtgmmende. Beviser
indtager altsa en helt central plads i matematikken.

1 Hvad er et matematisk bevis

Der er mange andre end matematikere, der taler om beviser. Politiet kan have
beviser for, at en bestemt person har begaet en forbrydelse. Klimatologer
kan haevde at have leveret et bevis for, at freongasser er i feerd med at ned-
bryde luftens ozonlag. Medicinske forskere kan bevise, at AIDSviruset har sin
oprindelse i Afrika, og sociologer kan bevise, at der er en sammenhaeng mellem
socialt miljg og antallet af forbrydelser.

Men alle disse beviser adskiller sig afggrende fra matematikkens beviser.
Forst og fremmest kan man aldrig fole sig absolut sikker pa de ovennsevnte
typer af beviser, men ma sla sig til tals med forskellige grader af sandsynlighed
for deres rigtighed.

Et matematisk bevis er en raekke overbevisende argumenter, der ud fra ngje
definerede forudssetninger fgrer frem til rigtigheden af et bestemt udsagn. Hvis
man fuldt ud forstar og accepterer de logiske principper, der indgar i beviset, vil
man aldrig veere i tvivl om den absolutte sandhed af det beviste. I det fglgende
vil der blive givet er raekke eksempler pa matematiske beviser med fremheevelse
af en raekke vigtige bevismetoder og -teknikker.

2 Det direkte bevis

Et bevis vil oftest formuleres saledes. Bevis, at for det eller det geelder dette
eller hint. Eller med en lidt andet formulering: Hvis noget er sandt, sa er noget



andet ogsa sandt.

En seetning af formen “Hvis A, sa B”, hvor A og B er to udsagn, kaldes en
implikation. For at vise dens rigtighed skal man godtggre, at i alle tilfselde, hvor
A er sand, da er B det ogsa. Derimod kraeves der ingen redeggrelse for, hvad
der sker, nar A er falsk.

Eksempel 2.1. Den retvinklede trekant XY Z med sideleengder x, y og z har
arealet iz2, hvor z er trekantens hypotenuse. Bevis, at trekantens gvrige vinkler
er 45°.

Her er udsagnene A og B abenbart:

2

A: Trekanten er retvinklet, og dens areal er %z (z er hypotenusen) og

B: /X = /Y = 45°.

For at fore et bevis af denne art, vil det oftest veere hensigtsmaessigt at
analysere begge udsagnene A og B. Vi ved, at hvis trekanten er ligebenet - altsa
x = y - sa er vinklerne X og Y begge 45°. Vi kan derfor gennemfgre beviset
ved at godtggre, at © = y eller, hvad der er det samme, at x —y = 0. Det er
en vigtig omskrivning af problemet, for ud fra oplysningerne om trekanten kan
vi sige noget om leengden af z og y. Da trekanten er retvinklet, kan arealet T’
udtrykkes ved 3zy, og desuden geelder Pythagoras, sa 2 + y? = z2. Heraf fés
imidlertid ved brug af oplysningen T = %22, at

1 1 1
T= 122 = Z(xz +9°%) = 2%Y-

Den sidste ligning kan omskrives til
2?4y =2zy eller (z—y)?>=0

hvoraf vi endelig slutter, at x = y.

Bemerk, at vi ved denne “tilbage—frem” slutningsmade har arbejdet som
tunnelbyggere, der starter fra hver sin side om at mgdes.

I bevissituationen kan man beskrive processen saledes: Analysér udsagnet B
og find ud fra analysen et nyt udsagn B; med den egenskab, at hvis B; er sand,
sa er B det ogsa. Ga eventuelt videre til B, B3, osv. Afvekslende analyseres
udsagnet A, og man kan finde et udsagn A1, der folger af A og dernzest eventuelt
udsagn Ay, Az osv., til de to slutningskeeder mgdes i et feelles udsagn. Hvor
lange de to slutningskeeder bliver, afheenger naturligvis af problemet, men ogsa
af den bevisvej, man veelger at fglge, og der kan ofte vaere valg mellem forskellige
muligheder.

Nar de to slutningskseder mgdes, er det veesentlige arbejde overstaet, men det
egentlige bevis bestar i pavisning af en matematisk slutningskaede — og mate-
matikere foretreekker den kortest mulige — der forer fra A til B. I matematiske
veerker og i facitlister til opgavesamlinger praesenteres dette faerdige arbejde, og
det kan komme til at tage sig mirakulgst ud. Derved kan sadanne fremstillinger



komme til at skreemme leesere med en spirende interesse for matematiske pro-
blemer bort. Og det er synd. For de oprindelige lgsere af opgaverne har ofte haft
de samme problemer med dem, som begynderen nu star over for, og de faerdige
lgsninger afslgrer ikke den arbejdsproces, der ligger bag. Og det er denne proces
med overvinding af problemer, der ggr det spandende og indsigtsgivende at
beskaftige sig med matematikopgaver.

Eksempel 1 fortsat. Ovenfor indsa vi, at vi kunne gennemfgre beviset. I sin
feerdige form vil det f.eks. kunne se saledes ud:

“Da trekanten er retvinklet, er 2% + 3% = 22. Tillige er trekantens areal T
givet ved T' = ay = 122, hvoraf 2zy = 2. Heraf folger, at 2% + y* = 2zy
eller (x —y)? = 0 eller z = y. Derfor er trekanten ligebenet og vinklerne ved
grundlinjen lige store”.

2

Beviset kan naturligvis udformes mere eller mindre kortfattet atheengigt af
det publikum, man skriver for.

For at kunne gennemfgre et bevis ma man have en vis matematisk bag-
grundsviden. I eksempel 1 ma man saledes kende den pythagoraiske leeresaet-
ning, formlen for arealet af en retvinklet trekant, og man ma kunne foretage
nogle simple algebraiske omskrivninger. Desuden méa man kende sztningen, at
i en ligebenet trekant er vinklerne ved grundlinjen lige store. Det er klart, at
jo mere omfattende ens matematiske viden er, og jo mere opfindsomt man er
i stand til at kombinere dens enkelte elementer, jo bedre er man i stand til at
fore matematiske beviser.

Eksempel 2.2. Bevis, at i en vilkarlig trekant ABC' geelder uligheden

3
ma+mb+mc>1(a+b+c),

hvor mg, mp og m. er medianernes leengder, og a, b og ¢ er sideleengderne.

Udsagnet A udsiger her blot, at punkterne A, B og C danner en trekant. Vi
ma derfor benytte vor viden om trekanters sider og medianer. I trekanter gzelder
nogle simple uligheder om sideleengderne kaldet trekantsulighederne. Det vil
derfor veere hensigtsmeessigt at betragte passende trekanter, hvori medianerne
indgar.

Betragter vi trekant ACM, hvor M er midtpunktet af linjestykket BC, fas:

a
Mg + > >b

Vi ma kunne udlede ganske lignende udtryk for my og m.:
+ b >
mpy B &

c
mc—|—§>a



Adderer vi disse uligheder, far vi

1
Mg + My + me > i(a—&—b—i—c)

Det er en ulighed, der minder om det gnskede. Men det er ikke godt nok.
Vi har kun faet vist, at medianernes sum er stgrre end den halve omkreds. Den
skulle vises at veere storre end tre fjerdedele af omkredsen. Der méa abenbart
inddrages mere viden om medianerne. Vi kan skaeve til, at der fremkommer en
ulighed, hvori tallet 3 indgar. En kendt s&tning siger, at medianerne i en trekant
deler hinanden i forholdet 2 til 1. Betragter vi AOC, hvor O er medianernes
skeeringspunkt, er AO = %ma og CO = %mc, sa det geelder, at

2 2

gma+ gmc >b

Ved at betragte COB og BOA fas pa samme made

2 2
-m -Me > a
37073

2
gma+ gmb >c

Ved addition af disse uligheder fas %(ma +mp+me) > a+b+cog dermed den
forlangte ulighed.

Dvelse 2.3. Bevis uligheden m, +myp + me < a+b+c.
(Vink: Bestem passende trekanter, hvori to af siderne indgar.)

3 Det indirekte bevis

Ikke sjeeldent kan det veere vanskeligt eller uoverskueligt at gennemfore et di-
rekte bevis for en satning pa formen: Hvis A sa B. Man bgr sa overveje, om
det er bekvemmere at gennemfgre et indirekte bevis

Eksempel 3.1. Bevis, at hvis 2™ — 1 er et primtal, sa er n et primtal.

Umiddelbart er det ikke let at se, hvordan man skal gennemfgre et direkte be-
vis. Vi antager derfor omvendt, at n tkke er et primtal, altsa n er et sammensat
tal, s vi kan skrive n = nyng. Sa er imidlertid 2" —1 =2™"2 —1 = (2™ )2 — 1.
Men (2™)" — 1 er delelig med 2™ — 1, s& 2" — 1 er et sammensat tal. Vi ser
altsa, at antagelsen af, at n er sammensat, forer til, at 2" — 1 er sammensat.
Sa ma vi omvendt kunne slutte, at hvis 2" — 1 er et primtal, sa er ogsa n et
primtal.

Eksempel 3 viser et indirekte bevis. I stedet for at vise ssetningen: Hvis A sa
B eller udtrykt ved implikationspil A = B, vises i stedet: Hvis B ikke geaelder,
sa geelder A heller ikke, eller implikationen nonB = nonA.

Ofte udtrykker man det saledes, at man gar ud fra, at B ikke geelder, og ved
logiske slutninger nar man frem til en modstrid med, at A er gyldig.



2In+4

Eksempel 3.2. Bevis, at broken {77

forkortes for nogen veerdi af n.

, hvor n er et naturligt tal, ikke kan

Lad os antage, at brgken kan forkortes for en passsende veerdi af n. Sa vil
brgken
2(2In+4) 42n 48

3(14n+3)  42n+9
ogsa kunne forkortes. I den fremkomne brgk er teelleren imidlertid netop én

mindre end naevneren, og den kan derfor ikke forkortes. Dermed er vi naet til
en modstrid, og vi indser, at den oprindelige brgk ikke kan forkortes.

Ovelse 3.3. Vi antager, at n er et helt positivt tal (et naturligt tal). Bevis
under denne forudszetning, at hvis n? er lige, sa er n ogsa lige.

Kan beviset gennemfgres, hvis vi stryger forudssetningen om, at n er et
naturligt tal?

Ovelse 3.4. 1 en by kan man komme med bus fra A til B, men man kan ikke
komme med bus fra A til C. Bevis, at man ikke kan komme med bus fra B til

C.

@velse 3.5. Vis, at hvis n? kan deles med 3 (hvor n er et naturligt tal), sa er
n deleligt med 3.

Vink: Et tal, der ikke er deleligt med 3 kan skrives som enten 3m + 1 eller
3m — 1.

Dvelse 3.6. Bevis, at ligningen 22 — y? = 2 ikke har heltallige lgsninger.

Det indirekte bevis er overordentlig meget anvendt i matematik. Mange af
matematikkens “store” satninger bevises indirekte. Det gaelder saledes Euklids
bergmte bevis for, at der er uendelig mange primtal, og Cantors bevis for,
at reelle tal ikke er tellelige, der begge er medtaget i de fleste elementzere
leerebgger. Vi vil her give et bevis for en bergmt seetning, som normalt ikke ses
i sadanne bgger.

Seetning 3.7 (Aritmetikkens fundamentalseetning). FEthvert helt tal kan pad én
og kun én made oplgses i primfaktorer.

Bevis. For de fleste uden dybere indsigt i matematikken lyder saetningen ret
indlysende, og det er ogsa rigtigt for forste del af den. Det er let at vise, at et
tal kan oplgses i primfaktorer, altsa kan skrives

n = DPp1p2p3 ... Pr,

hvor py, pa, . . ., pr er ikke ngdvendigvis forskellige primtal. Vi raesonnerer saledes:
Hvis n selv er et primtal, er sagen klar. Hvis n ikke er et primtal, findes der
primtal, der gar op i n. Det kan hgjst veere endelig mange, da intet tal storre
end n kan ga op i n. Vi betegner det mindste primtal, der gar op i n med p;.
Sa er n = pym,. Pa denne made fortsaettes til vi har n = p1paps ... py, 0g vi sa
endda har opnaet, at p’erne optraeder efter storrelse.



Eksempel 3.8. Denne oplgsning vil f.eks. for tallet 2100 forega saledes:
2100=2-1050=2-2-525=2-2-3-175=2-2-3-5-35=2-2-3-5-5-T7.

Det kan se ud, som om vi samtidig har faet bevist den anden del af hoved-
seetningen, at denne oplgsning (naturligvis pa neer faktorernes rackkefglge) kun
kan forega pa én made. Vi har faet primfaktorerne frem i rackkefglge. Sa simpelt
er det imidlertid ikke.

For at belyse dette neermere vil vi betragte alle hele tal, der kan skrives pa
formen 3n+ 1, dvs tallene 1,4,7,10,13,16,19,22,25,28. ... eller med andre ord
de tal, der giver resten 1 ved division med 3. Vi teenker os, at vi kun kender
disse tal og ikke har kendskab til de mellemliggende tal af den naturlige talfglge.
Sa vil vi kalde alle de tal i raekken, som ikke er delelige med andre tal end 1
og tallet selv, for primtal, mens de resterende tal er sammensatte. Efter denne
definition er tallene 4,7,10,13,19,22,25 osv. primtal, mens 16, 28,40,49 osv.
er sammensatte. Vi kan nu pa samme made som ovenfor bevise, at primtals-
oplgsning er mulig blandt disse tal. Betragt f.eks. tallet 100. Det mindste tal,
der gar op, er tallet 4, sa 100 = 4 - 25 er en primtalsoplgsning. Men vi kan ogsa
oplgse 100 = 10 - 10. Tallet 100 har altsa to forskellige primtalsoplgsninger, og
der er intet i beviset ovenfor, der garanterer, at noget sadant ikke ogsa er muligt
blandt de naturlige tal.

Eksempel 3.8 viser, at man meget let snydes af plausible argumenter. Vi kan
abenbart ikke uden videre tillade os at sige, at nar vi for et naturligt tal finder
primfaktorerne pi,ps2,p3 osv. i reekkefplge nede fra, sa har vi fundet samtlige
primfaktorer.

For at praesentere et bevis ma der altsa inddrages egenskaber ved de naturlige
tal, som talreekken 1,4,7,10,... ikke besidder.

Vi vil give et bevis for primtalsoplgsningens entydighed. Beviset fgres in-
direkte. Vi teenker os altsa, at der findes tal med to forskellige primtals-
oplgsninger. Findes der sadanne tal, ma der ogsa veere et mindste sadant tal.
Lad det veere tallet a, hvor altsa

a = pi1p2pP3 .. .-Pr = 4192493 - - - dm,

og alle tallene p1,p2,ps3,.--,Pr,q1,92,43, - - -, Gm €r primtal. Vi kan nu slutte, at
alle p’erne er forskellige fra alle ¢’erne, for ellers kunne vi forkorte den fzlles
faktor bort og dermed finde et mindre tal end a med to primtalsoplgsninger. Vi
teenker os p’erne og ¢’erne opstillet efter stgrrelse, og vi teenker os, at p; < ¢;.
Sa er p; det mindste primtal, der fremkommer i de to primfaktoroplgsninger.
Dividerer vi p; op i q1,42,43,-- -, Gm, fas en raekke divisionsligninger med rest

q1 = $1P1 + 71,92 = S2P1 + 72, ,@m = SmP1 + Tm-

Her er alle r’erne mindre end p;. Multiplicerer vi de fremkomne ligninger, far
vi

a=q1q2G3 - @m = (5101 +7r1)(S2p1 +72) - -+ (SmP1 + T'm) = P1P2P3 - - - P



Ganges parentserne ud, fas en rakke led, der alle indeholder p;, panser leddet
r1rars - - - . Samles disse led til leddet p1S har vi

@ =71ToT3 Ty + P15 = P1P2p3 - Pr

eller
R=rirors -1 :Pl(pQPS P — S)

Tallet R er mindre end a. Oplgser vi r’erne i primfaktorer, kan ingen af
disse veere p1, da alle r’er er mindre end py. I p1(paps - pr — S) fremkommer
imidlertid p; som faktor. Dermed har vi bevist, at tallet R har to forskellige
primtalsoplgsninger, og det er i modstrid med, at a var det mindste tal med
denne egenskab.

Ovelse 3.9. Overvej pa hvilket punkt argumenterne i beviset ovenfor for prim-
talsoplgsningens entydighed svigter for talmaengden 1,4,7,10,...

4 Induktion

For nylig blev der sat verdensrekord i dominobrikveeltning, og rekordsaetteren
sikrede sig en plads i Guiness’ rekordbog. Han havde stillet i tusindvis af domi-
nobrikker pa hgjkant og omhyggeligt sgrget for, at det for hver eneste brik gjaldt,
at hvis den veeltede, sa veeltede dens nabo ogsa. Da alle brikker efter flere dages
arbejde var stillet op, veeltede han den fgrste brik, og efter 13 minutters forlgb
var alle brikker veeltet.

En raekke dominobrikker, der velter, illustrerer udmeerket grundideen i
det matematiske induktionsbevis. Kun behgver matematikere ikke som domi-
nospilleren at ngjes med et et endeligt antal brikker.

Eksempel 4.1. Bevis, at for ethvert helt positivt tal gaelder formlen
1
1-142:343-54+---4+n-2n—-1) = 6n(n+1)(4n71)

Beviset skal fgres for alle n - altsa for uendelig mange veerdier - og det lyder
jo ret uoverkommeligt. Men vi kan jo prgve for nogle veerdier og se, om det
lyder rimeligt.

Forn=1harvil-1=1=%-1-2-3=1

Forn=2harvil-1+2-3=7=¢-2-3.7=7

Forn=3harvil-142-34+3-5=22=¢-3-4-11=22

Formlen passer altsa ”i begyndelsen”, men der er jo langt til uendelig, sa det
er abenbart uoverkommeligt at prgve alle veerdier af.

Man kan imidlertid na til et almengyldigt bevis ved at gennemfgre et bevis
for det "n’te skridt”. Det forlgber saledes:

Vi antager, at formlen er gyldig for n = p, dvs.

1
114234354 +p2p—1) = zp(p+1)(4p— 1),



For n = p+ 1 geelder da
11423435+ --+p2p—1)+(p+1D2p+1)-1)

s+ DUp— 1)+ (p+ DEE+1) - 1) = 2

=+ V(P +2)(4p+3) = £+ D+ 2)(Ap+1) ~ 1)

(p+1)(4p* —p+12p +6)

Det sidste er imidlertid formlen, vi gnsker at bevise, for n = p 4+ 1. Formlen
gaelder altsa for n = p 4+ 1, hvis den geelder for n = p. Dermed er induktions-
skridtet udfgrt og formlens almengyldighed bevist.

Et induktionsbevis bestar altsa af to dele: Man beviser, at formlen gaelder ”i
begyndelsen”. Dernaest beviser man, at nar den geelder for en tilfzeldig veerdi,
sa geelder den altid for den naeste veerdi. Ganske som ved analogien med domi-
nobrikkerne har man dermed sikret sig, at den gzelder for alle veerdier.

Eksempel 4.2. Man vil maske veere tilbgjelig til uden bevis at tro pa gyldighe-
den af en sa&etning, hvis den geelder for et stort antal n, men man kan naturligvis
aldrig fole sig sikker.

Matematikeren Goldbach fremsatte i 1752 den hypotese, at ethvert ulige tal
stgrre end 1 kan skrives som en sum af et primtal og 2 gange et kvadrat tal,
altsi n =p+2-a?.

Han kunne ikke bevise det, men det stemte s& hgjt op i talrackken, han orkede
at prove efter. Det viser sig, at antagelsen holder for ulige tal op til 5777. For
5777 geelder den imidlertid ikke, hvad man relativt let kan afggre selv, da man
kan afprgve kvadrattallene op til 532. Det viser sig imidlertid, at 5777 og 5993
er de eneste undtagelser fra reglen op til 121000.

I 1919 fremsatte matematikeren Polya en anden formodning. Nar man
oplgser et tal i primfaktorer - f.eks. 84 = 2-2-3 .7 - er der enten et lige
antal faktorer eller et ulige antal. Nar man prgver talreekken nedefra, opdager
man, at der hele tiden er flest tal med et ulige antal primfaktorer, og Polya frem-
satte den formodning, at dette ville gaelde vilkarligt hgjt op i talreekken. T 1960
lykkedes det ved forenet brug af avanceret talteori og store computere at vise,
at af tallene op til 906180359 har praecis halvdelen et lige antal primfaktorer, sa
Polyas formodning er altsa forkert.

Eksempel 4.3. En fglge af positve hele tal ai,a9, -+ ,an, -+ er givet ved, at
a; = 0,a2 =6 og apy2 = an41 + 2a,. Vis, at det almindelige element a,, kan
udtrykkes ved formlen

anp =2"+2-(=1)".

Dette vises ved induktion. I ”begyndelsen” finder man, at
a1 =2"42-(=1)'=0 og ax=2>+2(—-1)%=6,

sa formlen passer der. Antages formlen at vere rigtig forn =pogn =p+1,



fas

2P Lo (—1)PT £ 2. (2P + 2. (—1)P)
= 9.9+l 4 9. (— )p+1 4 (- )p+1
_ op+2 _ 9., ( )p+1

— P2 L 2. (—1)PF2,

Up+2 = Qpt1 + 2ap

Hermed er induktionsskridtet gennemfort; formlen er altsa rigtig for n =
p+ 2, hvis den er rigtig for n = p og n = p+ 1. Da den tillige er rigtig for n = 1
og n = 2, er den gyldig for alle n.

Ovelse 4.4. Formlen a, 2 = a,+1+2a, siges at bestemme folgen ay,as, - ,ap, - -

ved rekursion. Et eksempel af lignende art er den bergmte Fibonaccifslge, der
dukker op mange steder i matematikken. Her er a3 = aa = 1 og apy2 =
An 41 + a,.

Bevis ved induktion, at det almindelige led kan skrives a, = ar™ + (s™,
hvor r og s er rédderne i andengradspolynomiet 22 = 1 4+ . Vis dernsest, at

a=+5/50g =—5/5.
Dvelse 4.5. Overvej, om folger givet ved en rekursionsformel af typen
On42 = M1 * Gpi1 + M2 " Gy,

hvor m, og my er vilkarlige hele tal, altid har det almindelige led bestemt ved
en formel af typen ar™ + 3s™.

Eksempel 4.6. Det er ved et induktionsbevis vigtigt, at man foruden induk-
tionsskridtet sikrer sig gyldigheden i ”begyndelsen”. Vi betragter formlen

Vi antager, at formlen er gyldig for n og har derefter

n+1 n“_n—&—l n+1 n_n—l—l(ﬁ)” n+1 n>
2 2 2 2 \2 n -
n+1 1 1 1

n!(1+ E)" = (n+ 1)!5(1 + ;)” > (n+1)!

hvor vi ved den sidste vurdering har benyttet, at for ethvert n er (1 + ) > 2,
der let kan bevises ved differentialregning (eller binomialformlen) og kendes
fra de fleste laerebgger. Induktionsskridtet lader sig altsa gennemfgre, men for
n=1,n=2 ogn =3 har vi, at

1 3
1 >10 ; 12>2 3 > 3!
2 2

der alle er falske. Det samme gelder for n = 4 og n = 5. Det lover jo ikke godt,
men for n = 6 har vi, at 36 = 729 > 6! = 720.



Seetningen geelder altsa for n = 6, og vi har derfor bevist, at den geelder for alle
n > 6.

Ogsa for formlen (n/3)™ > n! kan man gennemfgre induktionsskridtet, men
alligevel er denne formel falsk for alle n.

Eksempel 4.7. Vi vil med induktion bevise, at enhver teellelig maengde
a1,a2,...,0n,... bestar af lige store tal.
For n = 1 er der kun ét tal, sa her er sztningen rigtig. Antag dernzest, at enhver
talmaengde pa n = p elementer bestar af lige store tal, sa vi vil vise, at enhver
talmaengde med n = p + 1 elementer ogsa bestar af lige store tal. Vi betragter
hertil illustrationen nedenfor:

P P

— ——~—
ajaz...apap41 Og 104203 ...0p4+1

Hver af de markerede maengder pa p elementer indeholder lige store tal ifglge
induktionsantagelseen. Men disse meengder lapper over hinanden, derfor ma
alle tallene veere lige store. Dermed er induktionsskridtet gennemfort og beviset
tilendebragt.

Resultatet er abenlyst forkert, sa der ma veere noget galt i rsesonnementet.
Fejlen er, at man ikke har sikret sig, at induktionsargumentet gaelder for hvert
n. For skridtet fra n = 1 til n = 2 geelder det ikke, da de to maengder i dette
tilfzelde ikke lapper over hinanden.

1 1
~~ ~~
ap az 0g ap az

Det svarer til, at den anden dominobrik ikke veelter, nar den fgrste gor det,
og sa nytter det naturligvis ikke noget, at alle de fglgende ville veelte, hvis den
foregaende gjorde det.

Hvis vi om en talmaengde ved, at to vilkarlige af dens tal er lige store, kan vi
derimod slutte, at alle tallene er lige store.

En af talteoriens grundpiller er den sakaldte Fermats lille setning. Den siger,
at for ethvert primtal p og for ethvert naturligt tal n er n? — n deleligt med p.
Med kendskab til binomialformlen kan vi bevise denne sztning ved induktion
(den er ellers ikke nem at bevise uden nagermere kendskab til talteori). For n =1
fas 11 — 1 = 0, hvori selvfglgelig p gar op.
Vi antager derneaest at n? — n er delelig med p og betragter derneest (n + 1)P —
(n+1). Ifplge binomialformlen er

(n+1)P =nP + (f)np—l - (g>np—2 +t (pp 1>n+1p,

hvor alle binomialkoefficienterne (’1’), (’2’), cee (pf 1) er delelige med p. Vi kan
derfor skrive
(n+ 1) =02 +17 + p- f(n)

hvor f(n) er et polynomium med heltallige koefficienter. Men dermed er

(417 = (n+1) =n? —n+p- f(n).
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Her gar p op i p- f(n) og ifslge induktionsantagelsen ogsa i n? — n. Dermed er
induktionsskridtet fuldfgrt, og seetningen er bevist.

Det er maske ikke klart, at vi i ovenstaende bevis har benyttet, at p er et
primtal. Det har vi imidlertid i bemgerkningen om, at binomialkoefficienterne
(5 ) = #!_q)!, 0 < g < p, alle er delelige med p. Binomialkoefficienten WL;)!
er et helt tal, og p er stgrre end g. Derfor kan faktoren p i teelleren ikke forkortes
vaek af nogen faktor i nsevneren. Den ma derfor indga som faktor i binomialko-
efficienten. Beviset kan saledes ikke bruges for et sammensat tal.

F.eks. er (g) = % = 15 ikke delelig med 6.

Ovelse 4.8. Vis ved induktion, at for alle naturlige tal n geelder
a) 327+ 4 27F2 er delelig med 7
b) 3" + 42"+3 er delelig med 13.

Ovelse 4.9. Vis, at for n > 1 gaelder

1+1—|—1—|— +1<21
12 22 32 n? n

Ovelse 4.10. Vis, at for ethvert naturligt tal n geelder

R S S N SR |
1-2 2-3 3-4 n-(n+1) n+1

Dvelse 4.11. En talfglge er bestemt ved a; = 2 og a,, = \/a,,_1 for n > 2.
Vis, at for n > 1 geelder

1
1<an<1+271771.
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