1 Talteori

Talteori er leeren om de hele tal, og her spiller primtallene en helt central rol-
le. I de forste afsnit introduceres grundleeggende teori om delelighed, primtal,
antallet af divisorer, storste feelles divisor og ikke mindst restklasser. I de se-
nere afsnitintroduceres mere avanceret teori som Eulers ¢ -funktion, Fermats
lille seetning, Eulers satning, den kinesiske restklassesatning og flere seetnin-
ger om primtal. Kapitlet kreever ikke forhdndskendskab til talteori, men in-
troducerer alle begreber. Man skal dog vere forberedt pé at niveauet vokser
meget hurtigt, og at der er mange udfordrende opgaver undervejs.
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1.1 Delelighed, primtal og primfaktoroplesning

( N

Definition af delelighed, divisor og multiplum
Lad d og n veere hele tal. Vi siger at d er divisori n, eller at d gdropin,
hvis der findes et helt tal g s&

n=gq-d.
At d er divisori n, skrives d | n. Nar d er divisor i n, siger vi at n er delelig
med d, og at n er et multiplum af d.

Fx er 12 delelig med tallene 1, 2, 3, 4, 6 og 12, og disse er netop samtlige
positive divisorer i 12. Tallene —26, 0, 39 og 130 er alle multipla af 13.
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Opgave 1.1.1. Bestem samtlige positive divisorer i 60 og samtlige positive di-
visorer i 98.

Saetning 1.1.1. Delelighedsregler
Lad a,b,c €Z.

1. Hvisa|boghb|c,davila]|c.
2. Hvisa | b,davila|b-c.

3. Hvisa|boga|c,davila|b+coga|b—c.
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Bevis. 1. Ata | b betyder at der findes et helttal ¢, sd a-q; = b.At b | c betyder
at der findes et helt tal ¢, s& b - g, = c. Dermed er

c=b-gp=a-q - q=a-(q-q)
hvilket viserat a | ¢. O
Opgave 1.1.2. Bevis resten af setningen.

Opgave1.1.3. Omdeheletal n og m oplysesat2 | n og6 | m. Hvilke affolgende
tal er da med sikkerhed delelige med 4?
ayn+m, bpnm—m, c)m?+n, dm(m+n), e n(m+1).
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Opgave 1.1.4. Om de hele tal m og n oplyses at n + m = n?. Hvad kan man
med sikkerhed slutte? a) n | m, b) m | n, c) n og m er ulige, d) n og m er lige.

e w

Definition af trivielle og segte divisorer

De trivielle divisorer i et positivt heltal n er 1, —1, n og —n. En divisor d i
n kaldes en cegte divisor i n hvis den ikke er en triviel divisor.

Definition af primtal og sammensatte tal
Primtallene er de positive heltal storre end 1 som kun har trivielle diviso-
rer. De forste ti primtal er derfor

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29.

Positive heltal storre end 1 som har en @&gte divisor, kaldes sammensatte
tal.

\.

Opgave 1.1.5. Bestem alle primtallene op til 100.
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Definition af primfaktor

Et primtal der er divisor i et tal n, kaldes en primfaktori n.

Fx er primfaktorerne i 60 netop 2, 3 og 5.

Definition af primfaktoroplesning

At primfaktoroplase et tal betyder at skrive det som et produkt af primtal.

Fx er primfaktoroplesningen af 60 lig med 22 - 3 - 5, primfaktoroplesnin-
gen af 13 lig med 13 og primfaktoropl@sningen af 72 lig med 23 - 32.

Generelt er primfaktoroplosningen af et postivt heltal n, n > 1,

_ %02 a
n=pp Py

hvor p;’ erne er forskellige primtal, og a;’erne er positive heltal.

Om lidt skal vi se at alle positive heltal storre end 1 har en primfaktoroples-
ning, og at denne er entydig pa neer raekkefolgen af faktorerne. Primtallene
fungerer altsd som en slags byggesten som alle positive heltal starre end 1 er
bygget op af.

Opgave 1.1.6. Bestem primfaktoroplgsningen af 1001 og af 11400. Bestem
samtlige primfaktorer i 1024 og 1001.

Seetning 1.1.2. Ethvert positivt heltal n storre end 1 har en primfaktor.
Specielt er den mindste divisor i n sterre end 1 en primfaktor.

Bevis. Lad n veere et positivt heltal storre end 1, og lad p veere den mindste
divisor i n storre end 1. Da mé p veere et primtal: Antag nemlig at p ikke er et
primtal, dvs. at p har en aegte divisor storre end 1. Denne divisor mé ogsé veere
divisor i n ifelge seetning 1.1.1 i modstrid med at p er den mindste. Dermed
er p et primtal og altsé en primfaktori n. O

Szetning 1.1.3. Aritmetikkens fundamentalsaetning

Et positivt heltal n storre end 1 har en primfaktoroplesning, og denne
primfaktoroplesning er entydig (pa neer faktorernes raekkefolge).

Bevis. Eksistens: Lad n veere et positivt heltal storre end 1, og lad p, veere en
primfaktori n (vi ved at en sddan findes ifglge seetning 1.1.2). Nuer n = p; - ¢q;.
Hvis g; = 1, har vi fundet en primfaktoroplesning af n. Ellers velger vi en
primfaktor p, i q;. Nuer n=p; - p,- . Vifortsetter p4 denne méde til vi far et
qr=1,0gdaq,q,... er en aftagende folge af positive hele tal, ma vi for eller
sidenfa et g, =1. Dermed er n = p; - p> -+ p,, hvor p;’erne er primtal, og n har
altsd en primfaktoroplesning.

Entydighed: Antag at der findes positive heltal med to forskellige primfaktor-
oplesninger, og lad n vere det mindste af disse, s&

prppPr=n=dqy-q2-(s.



Ingen af primfaktorerne pa venstresiden kan veere lig med en af primfakto-
rerne pd hojresiden, for sa ville vi ved at dividere med dette primtal fa et tal
mindre end 7 med to forskellige primfaktoroplasninger, i modstrid med at n
er det mindste. Betragt nu primtallene p; og g;. Enten er p; < g, eller om-
vendt. Antag uden tab af generalitet at p; < q;, og betragt tallet

m=(q—p) G- qs ;.

Tallet m er mindre end n og har dermed ifelge antagelsen en entydig prim-
faktoroplesning. Men

m=qy-qx-qs—pr-q2-q3-(qs
=n—p1-q2-q3--(qs
=pip2-p3Pr—aG2- G5 qs),

hvor sidste linje viser at der findes en primfaktoroplesning af m som indehol-
der primtallet p;, mens

m=(—m)q-qs g,

viser at m ogsa har en primfaktoroplesning som ikke indeholder p; da p, ikke
gar op i q; — p;. Dette er i modstrid med antagelsen, og alle positive heltal
storre end 1 har dermed en entydig primfaktoroplgsning. O

En helt central folge af entydigheden af primfaktoroplesningen er at hvis
a,b,n € N, hvor n = a - b, da er primfaktoroplesningen af n lig med pro-
duktet af primfaktoroplesningen af a og primfaktoroplgsningen af b. Dette
leder til folgende korollar som det er vigtigt at forsta nar man arbejder med
delelighed.

Korollar 1.1.4. Lad py, p», ..., p; veere r forskellige primtal, og lad yder-
ligere a;, @, ..., a, vere positive heltal. Et helt tal n er deleligt med pro-
duktet

ay a
pl pz ...prr,

netop hvis det er deleligt med hvert af tallene p;"*, p,?,..., p;".

Bevis. Antag at n er delelig med pla ! ]920!2 .- pyf". Da folger det af seetning 1.1.1
athvert af tallene p,"*, p,*,...,p; " garopin.

Antag modsat at n er delelig med hvert af tallene pla ' pza 2 ...,py . Da pl.ai
garopin,i=1,2,...,r, kan n skrives pa formen n = pl.ai - g. Fordi prim-
faktoroplesningen af n er entydig, betyder det at pl.ai indgér i primfaktor-
oplesningen af n, for alle i = 1,2,...,r, og altséd at n kan skrives pé& formen

n=p/'p,-p;"-q.Detteviser at p;" p,* - p; " gdropin. O

Opgave 1.1.7. Fire forskellige positive hele tal har produktet 2008. Hvad er
summen af de fire tal?

Opgave 1.1.8. Hvor mange nuller ender tallet 20! pa?
(20! betyder 20-19---1 og siges ”20 fakultet”).

Opgave 1.1.9. Gar 4004 opi238-65-12212

( N

Definition af kvadrattal

Kvadrattallene er alle tal der kan skrives pa formen a?, hvor a er et helt
tal, dvs. tallene 0,1,4,9, 16,25, ...

Det er en rigtig god idé at kende de forste 20 kvadrattal.
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Opgave1.1.10. Vis at kvadrattallene storre end 1 netop er de positive heltal n,
hvor alle primfaktorer indgér i en lige potens i primfaktoroplesningen af 7.

Opgave 1.1.11. Bestem det mindste positive heltal n s& v n - 261 er et helt tal.

Szetning 1.1.5. Primtalsegenskaben

Lad p veere et primtal, oglad a og b veere hele tal. Hvis p |ab, davilp | a
ellerp | b.

Dette er ikke altid tilfeeldet hvis p ikke er et primtal.

Opgave1.1.12. Vis s@tningen.
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[ Saetning 1.1.6. Der findes uendeligt mange primtal. ]

Bevis. Antag modsat at der kun findes endeligt mange primtal, og lad disse
veere py, ps, ..., Pm- Betragt tallet

n=pip P+l

Da n > 1, har n en primfaktor p. Denne primfaktor p mé veere blandt prim-
tallene py, ps, ..., Pm, dvs. p gar bdde op i n og i pip>-- pm, 0g dermed i
n—pipo- pm = 1, hvilket er en modstrid. Altsa er der uendeligt mange prim-
tal. O

Eksempel 1.1.1. Hyvis vi skal vise at et helt tal n er deleligt med fx 6, er
det ifolge korollar 1.1.4 nok at viseat2|nog3|nda6=2-3,0g2 o0g3
er to forskellige primtal. Det er fx nemt at se at tallet 33333330 er deleligt
med 6 da det er lige og deleligt med 3.

Opgave1.1.13. Hvilke af folgende tal 1004620396, 10982-505 0g 102971-2031-
315 er delelige med 10? Hvilke af felgende tal 5025 - 2092, 205 - 262 - 515 og
50035 -408 er delelige med 100?

Opgave 1.1.14. Vis at produktet af tre pa hinanden folgende heltal altid er de-
leligt med 6. Vis at produktet af fem pd hinanden folgende heltal altid er de-
leligt med 60.

Opgave 1.1.15. Lad a og b vere to positive heltal hvis sum er 2002. Er det
muligt at 2002 gar op i a b? (Georg Mohr-Konkurrencen 2002) Hint: 3

Szetning 1.1.7. For ethvert positivt helt tal m findes m p& hinanden fol-
gende hele tal som ikke er primtal.

Bevis. Betragt de m pa hinanden folgende hele tal
(m+1)+2, (m+1)+3, (m+1)+4,..(m+1)+m+1.

Det forste tal er 2 en aegte divisor, i det neeste er 3, osv. Altsé er ingen af de m
pa hinanden felgende tal primtal. O

};7
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1.2 Omskrivning vha. kvadratsaetninger

I talteori ensker vi ofte at faktorisere nar det er muligt, da det er nemmere at
sige noget om et produkt end om en sum, netop fordi vi ved produktet kan
teenke i primfaktoroplesning. Hver gang vi ser et udtryk som a?— b?, omskri-
ver vi derfor straks til (a + b)(a — b).

Eksempel 1.2.1. Hvis vi fx gnsker at bestemme alle primtal p og g som
opfylder

p’—2q"=1,
kan vi omskrive og f&
(p+1(p—-1)=24".

Da hojresiden er lige, ma p veere ulige. Dermed vil 4 gé& op i venstresi-
den, og dette giver at g er lige, dvs. g = 2. De eneste primtal som lgser
ligningen, er altsd g =2 og p =3.

Eksempel 1.2.2. Hvis vi skal finde samtlige heltallige losninger til lignin-
gen

n®+389=m?,
omskriver vi straks til
389 =m?—n?=(m+n)m—n).

Da 389 er et primtal, er det nemt at se at faktorerne m+n og m—n er £389
og £1. Laosningerne er derfor (m, n) = (£195,+194). Hvis 389 ikke var et
primtal, fik vi lidt flere muligheder, men stadig kun endeligt mange.

Leeg merke til at det er fordi vi omskriver m? — n? til et produkt, at vi

meget nemt kan danne os overblik over de mulige lesninger, netop fordi
vi kan se pa primfaktoroplesningen.




Opgave 1.2.1. Bestem alle par (x, y) af positive heltal som opfylder ligningen
x6=y2+53.

Opgave 1.2.2. Vis at m3 — m er delelig med 6 for alle hele tal m.

Opgave 1.2.3. 1 en retvinklet trekant hvori alle sideleengder er hele tal, har
den ene katete lzengde 1994. Bestem leengden af hypotenusen. (Georg Mohr-
Konkurrencen 1994)

Opgave 1.2.4. Om tre hele tal p, g og r geelder at p + g> = r2. Visat 6 | pqr.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2008)

Eksempel 1.2.3. Nogle gange skal der lidt mere sofistikerede omskriv-
ninger vha. kvadratseetningerne til for at lese en problemstilling. Lad a
veere et positivt heltal storre end 1. Hvis vi fx ensker at vise at a* + a® + 1
er et sammensat tal, kan vi omskrive pé folgende made.

at+a’+1=(a*+1P%-a*=(a*+1+a)a’*+1—a).

Heraf fremgér det klart at a* + a? + 1 er et sammensat tal nér a > 1.
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Opgave 1.2.5. Vis at hvis der for to hele tal a og b geelder at a®+ b? +9ab er
deleligmed 11, da er ogsé a’—b? delelig med 11. (Georg Mohr-Konkurrencen
2004) Hint: 28

Opgave1.2.6. Lad n og m vere to hele tal som kan skrives som sum af to kva-
drattal. Vis at da kan deres produkt mn ogsa skrives som sum af to kvadrattal.
(Hint: Skriv n og m som sum af to kvadrattal, bestem produktet nm, og om-
skriv vha. af kvadratsetningerne sa det bliver en sum af to kvadrattal.)

Opgave 1.2.7. For hvilke positive heltal n er n* + 4 et primtal? Hint: 8

Grunden til at vi gerne vil faktorisere, er som sagt at det i talteori er meget
nemmere at sige noget om et produkt end om en sum. Indtil nu har vi kun
omskrevet vha. kvadratseetningerne, men de kan ikke altid bruges nar man
vil omskrive til produkt.

Eksempel 1.2.4. Hvis vi fx vil bestemme samtlige par af positive heltal x
og y som er lgsning til ligningen

2x°+5y%=11(xy —11),

onsker vi at omskrive sé der er et produkt pa den ene side og et tal pd den
anden. I forste omgang fés

112=11xy —2x*>—5y%
Hojresiden kan nu omskrives til produkt:
112=(2x—y)(5y —x)

Pointen er som tidligere at vi nu har et produkt, hvor de ubekendte ind-
gér, pa den ene side af lighedstegnet og et tal pa den anden. Det er ikke
altid helt let at finde en omskrivning, men i dette eksempel kan man geet-
te sig frem til at produktet skal veere pa formen (ax —by)(cy —dx), og
herefter er det ikke sé sveert at finde a, b, ¢ og d. Nar vi forst har omskre-
vet, kan vi lose ligningen sddan:

Hvis begge faktorer er negative, er2x < y < %x, hvilket er en modstrid
da x er positiv. Dermed er begge faktorer positive. Det er nu nemt at tjek-
ke mulighederne igennem, og man far at den eneste lgsning er x = 14 og

y =27. (Baltic Way 1998)

J

Opgave 1.2.8. Bestem alle par af positive heltal (x, y) som opfylder ligningen
2y2x2 +16x% + y2 =448.

Opgave 1.2.9. Bestem alle par af positive heltal (x, y) som opfylder ligningen
x?+2x—xy—3y =1997.

(Georg Mohr-Konkurrencen 1997)
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1.3 Antal divisorer

Nar man skal bestemme antallet af positive divisorer i et positivt heltal, er det
en god dé at se pd primfaktoroplesningen for at finde samtlige divisorer pa en
nem og overskuelig mdde.

7

Eksempel 1.3.1. Hvis vi fx skal bestemme antallet af divisorer i
60=2%.3.5,
sa er samtlige divisorer
1, 2, 2%, 3, 2:3, 2°-3, 5, 2-5, 2°.5, 3.5, 2-3-5, 2%.3.5,
Alts4 alle tal p& formen 2% -3” .5¢, hvora=0,1,2, b=0,10g ¢ =0, 1.

Tallet 60 har derforialt3-2-2 =12 divisorer.
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Seetning1.3.1. Etpositivt heltal n storre end 1 med primfaktoroplesning
n=pp,>...pem,
hvor p;’erne er forskellige primtal, har
(I+a))1+ay)...(1+a,,)

forskellige positive divisorer.

D

Zi

ey

Eksempel 1.3.2. Hvis vi gnsker at bestemme alle positive heltal n med
netop p divisorer, hvor p er et primtal, da skal vi finde alle

n:plalpzaz...pfy‘l'"
for hvilke
(1+a))1+as)...(1+a,)=p.

Da p er et primtal, og alle faktorerne pa venstresiden er storre end 1, md
m =1oga; = p—1.Altsa er samtlige positive heltal med netop p divisorer

. J

Opgave 1.3.1. Bevis seetningen.

alle tal pa formen g”~!, hvor g er et primtal.
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Opgave 1.3.2. Bestem alle positive heltal storre end 1 som har et ulige antal
positive divisorer.

Opgave 1.3.3. Et positivt heltal n, som hgjst er 500, har den egenskab at nar
man velger et tal m tilfeeldigt blandt tallene 1,2, 3,...,499,500, sa er sandsyn-
ligheden 1%0 for at m gér op i n. Bestem den storst mulige veerdi af n. (Georg
Mohr-Konkurrencen 2006)

Opgave1.3.4. Lad n vere produktet af samtlige positive heltal mindre end en
million med preecis syv divisorer. Vis at n er et kubiktal, dvs. et tal pa formen
m3, hvor m er et helt tal.

Opgave 1.3.5. Bestem samtlige positive heltal n som er delelige med 1001 og
har preecis 1001 divisorer.



1.4 Storste feelles divisor og Euklids algoritme
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Definition af storste faelles divisor

Den storste feelles divisor for to hele tal n og m er den storste divisor
der gér op i bade n og m. Den storste feelles divisor betegnes gcd(n, m)
(greatest common divisor).

Fx er ged(12,18) =6, ged(100, 125) = 25 og ged(35,36) = 1.

Opgave1.4.1. Bestem gcd(12,45), gcd(1000, 1205), gcd(1024,12), gcd(88,90) og
gcd(1002,1003).

Opgave 1.4.2. Lad n € Z. Bestem gcd(n, n + 1). Bestem gcd(n, n +2) nar n er
lige, og nér n er ulige.

Seztning 1.4.1. Lad n, m og q vere hele tal. Da er

gcd(n, m)=ged(m, n—qgm).

Bevis. En felles divisor i n og m er ifolge seetning 1.1.1 ogsa divisor i m og
n—qm. Tilsvarende er en feelles divisor i m og n —qm ogsa divisori m og n
dan=(n—gm)+qm.Tallene n og m og tallene m og n—qm har altsd preecis
de samme feelles divisorer, og dermed ogsa samme starste feelles divisor. O

4 w

Eksempel 1.4.1. Euklids algoritme

Nar man skal bestemme storste feelles divisor mellem to sma tal, kan man
fx se pé deres primfaktoroplesning, men for sterre tal tager det tid at be-
stemme primfaktoroplesningen. Man kan i stedet bruge en anden meto-
de til at bestemme storste feelles divisor, nemlig Euklids algoritme. Den-
ne algoritme bygger pd seetning 1.4.1.

Forst viser vi hvordan Euklids algoritme fungerer ved et eksempel. Vi gn-
sker at bestemme gcd(1078, 70). Forst skrives 1078 som et produkt af 70
plus en rest r, 0 < r < 70. Derefter skrives 70 som et produkt af r plus en
ny rest, osv. til vi fr resten 0 :

1078 =15-70+28
70=2-28+14
28=2-14+0.

Dette viser ifolge seetning 1.4.1 at

gcd(1078,70) = gcd(1078— 15 - 70, 70) = ged(28, 70) = ged(28, 70— 2 - 28)
= gcd(28,14) = ged(28 —2 - 14, 14) = ged(0, 14) = 14.

Definition af Euklids algoritme

Generelt fungerer Euklids algoritme saledes: Lad n og m veere ikke-
negative heltal, hvor n > m. Forst skrives n som et multiplum af m med
en rest 17, 0 < r; < m. Derefter skrives m som et multiplum af r; med en
rest 1,, 0 < 1, < 17, osv. indtil vi far resten 0. Resten bliver mindre for hvert
skridt, dvs. pa et eller andet tidspunkt er vi sikre pa at fa en rest pa 0.

n=q¢g,-m+r, 0<n<m
m=q,-n+n, 0<n<n
r1=q3-r2+r3, OSr3<r2

Th2=qk Tk—1+ Tk, 01 <1

Te—1 = qk+1° Tk +0.
Af dette ses at

gcd(n, m)=ged(m, r;) =ged(ry, 12) =--- = ged(r, 0) = 1.
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Opgave 1.4.3. Benyt Euklids algoritme til at bestemme gcd(754, 338).
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Definition af primisk og indbyrdes primisk

Lad a og b vere to hele tal. Tallet a er primisk med b (eller omvendt)
hvis deres eneste positive felles divisor er 1, dvs. hvis gcd(a, b) = 1. Nar
a er primisk med b, siger vi at a og b er indbyrdes primiske.

Eksempel 1.4.2. Idéen med at se pa den storste felles divisor kan fx
benyttes til at vise at broken ”,122* +”2711 er uforkortelig for alle hele tal n €
7Z\{0,—2} da dette er ensbetydende med at teeller og naevner er indbyrdes
primiske. Vi benytter seetning 1.4.1 til at bestemme storste feelles divisor

mellem teeller og neevner:

gcd(n2+n—1,n2+2n)=gcd(n2+n—1,n2+2n—(n2+n—l))
:gcd(n2+n—1,n+1)
:gcd(n2+n—1—n(n+1),n+1)
=gcd(—1,n+1)=1.

Dette viser at broken er uforkortelig for alle heltal n € Z\{0,—2}.
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Inden duregner flere opgaver, f&r du brug for en god lille regneregel om storste
feelles divisor:

Sezetning 1.4.2. Lad a, b og c vere hele tal, hvor b og c er indbyrdes
primiske. Da er
gcd(a, b)=gcd(ac, b).

Opgave 1.4.4. Vis seetningen.

ey

Eksempel 1.4.3. Vikan fx bruge seetning 1.4.2 hvis vi fx vil undersoge for

hvilke hele tal n at gcd(n?+25,4n+1) er storst. Da4n+1 og 4 er indbyrdes

primiske, er

ged(n? +25,4n+1)=ged(4(n® +25),4n+1)

=gcd(4n®+100—n(4n+1),4n+1)
=gcd(—n +100,4n +1)
=gcd(4(—n+100)+(4n+1),4n+1)
=gcd(401,4n+1)

Dette viser at gcd(n? + 25,4n + 1) hojst er 401, og det er det, netop nér

4n+ 1 ==401. Eneste mulige n der lgser denne ligning, er n =100, dvs.
gcd(n?+25,4n + 1) er storst nr n = 100.

\ J

Opgave 1.4.5. Vis at broken
n+2n
nt+3n2+1
er uforkortelig for alle n € Z.

Opgave 1.4.6. Lad m € Z, m # 1. Vis at broken

m*+3mé—-3m?2+2m—2
m—1

er uforkortelig. Hint: 20

Opgave 1.4.7. Bestem alle n € Z sa

3n2+3n+9
3n+2

er et helt tal. Hint: 14

Opgave 1.4.8. Lad a,, = n?+500 for alle n € N. Vis at der findes et helt tal N s&
gcd(ay,, a,.1) < N for alle n €N, og bestem det mindste heltal N med denne
egenskab. Hint: 11



Definition af af mindste faelles multiplum

Det mindste feelles multiplum af to positive hele tal a og b er det mindste
positive hele tal som de begge gar op i, og det betegnes lcm(a, b) (least
common multiple).

Fx erlcm(4,6) =12, lem(5,7) =35 og lcm(50, 100) = 100.

. J

Opgave 1.4.9. Bestem lcm(10,12), lem(2-3%-78,22.33.73.11) oglem(13,17).

g )

Seaetning 1.4.3. Lad a og b veere to positive hele tal. Lad py, ps, . . ., p,, vaere

: 3 1 3 — al. 0{2”. ay — ﬁl. /32“. ﬁn
samtlige primdivisoreria ogb,a=p, " -p,*---p,"ogb=p;"' -p, - py".
Daer

ged(a, b)= plmin(al'ﬁl) : pzmi“(azﬁz) .. pmin(anfu),
lem(a, b) = p"@P) . pmaten)  pmaxanpa),

a-b=Ilcm(a, b)-gcd(a, b).

Opgave 1.4.10. Bevis setningen.

e w

Sztning 1.4.4. Bezouts identitet

Lad n og m vere hele tal. Da kan storste felles divisor mellem 7 og m
skrives som en heltallig linearkombination af n og m, dvs. der findes hele
tal s og t s&

gcd(n, m)=sn+tm.

Bemeerk at tallene s og ¢ ikke er entydige.

. J

Bevis. Beviset bygger pa Euklids algoritme. Vi viser ved induktion efter i at
alle resterne r;, i = 1,2,..., k, fra Euklids algoritme kan skrives som en heltal-
lig linearkombination af n og m da dette specielt viser at r;. = gcd(n, m) kan
skrives sddan. Saet ry = m, og husk at r;_; = g; 1 1; + r;41 i Euklids algoritme.

Induktionsstart: Bade ry og r; kan skrives som heltallige linearkombinationer
afnogmdaryp=m=0-n+1-mognr=1-n—q, - m.

Induktionsskridt: Antag nu at for et j > 1 kan r; skrives som en heltallig line-

arkombination af n og m for alle i < j, og seet r; = s;n + ¢;m. Vi viser nu at

ri+1 kan skrives som en heltallig linearkombination af n og m:
ris1=Tj1—qjlj=Sian+tiam—qgja(sjn+t;m)

=(sj1—qjrsjn+(tj1—qjt;)m.

Dermed er induktionen fuldfert. O

Eksempel 1.4.4. I eksempel 1.4.1 viste vi ved at benytte Euklids algorit-
me at gcd(1078,70) = 14. Nu kan vi bruge algoritmen baglzans sa at sige
til at bestemme hele tal s og t sd 14 =5-1078+¢ - 70:

14=70—2-28=70—2(1078—15-70)=—2-1078+31-70.

\ J

Opgave 1.4.11. Bestem hele tal s og t s gcd(754,338)=s-754+ ¢ - 338.
Opgave 1.4.12. Bestem alle tal p&d formen s-15+1¢-35, s,t € Z.

Seetning 1.4.5. Lad a, b, ¢ € Z. Der findes hele tal x og y som laser lig-
ningen

c=ax+by,

netop hvis ¢ er et multiplum af gcd(a, b). Med andre ord er ¢ en heltallig
linearkombination af @ og b netop nar ¢ er et multiplum af deres storste
feelles divisor.

\ J

Opgave 1.4.13. Vis s@tningen. Hint: 12
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1.5 Restklasser

s )

Definition af division med rest

Lad neNogmeZ.Dafindes q,r €Z, hvor0<r <n,sa
m=q-n+r.

Vi siger at m har resten r ved division med n.

Fx har m = 38 resten r = 3 ved division med n =5da38=7-5+3, og
m =—27 har resten r =1 ved division med n=4da—27=—7-4+1.

Idéen i restklasseregning, som vi om lidt vil introducere mere formelt, er
atman veelger et tal n ogidentificerer andre tal ved deres rest ved division
med n.

Hyvis vifx ser pad n =5, s deler vi alle de hele tal ind i restklasser athangigt
af deres rest ved division med 5. Vi far altsa fem restklasser - en for hver
af de fem rester 0, 1, 2, 3, 4. Fx bestar restklassen 1 af tallene

...,=—9,—4,1,6,11,16,....

. J

Regning med restklasser er helt centralt i talteori fordi det i rigtig mange sam-
menhange gor en problemstilling meget mere overskuelig hvis vi kun identi-
ficerer tal ved deres rest ved division med et positivt helt tal z. I resten af dette
kapitel af det et af de mest grundlaeggende veerktojer til losning af komplice-
rede talteoretiske problemstillinger.

Definition af kongruens

Lad n veere et positivt heltal. Tallene a, b € Z siges at veere kongruente
modulo n hvis

nla—>b.

At a og b er kongruente modulo n, skrives

a=b (mod n).

10
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$
L
Atn|a—b, er ensbetydende med at a og b har samme rest ved division

med n, dvs. to tal er kongruente modulo 7 netop hvis de har samme rest
ved division med n. (Det overlades til laeseren at bevise dette).

Eksempel 1.5.1. Hvis vi fx tager vores modulo 10-briller p4, sa kan vi ikke
se forskel pd —2 og 18. Der geelder nemlig at —2 = 18 (mod 10) da 10 gar
opi18—(—2) =20, eller sagt med andre ord da bdde —2 og 18 har rest 8
ved division med 10.

Hvis vi tilsvarende tager vores modulo 7-briller p&, kan vi ikke se forskel
pafx 8, 15, 71 og 701 da de alle har rest 1 ved division med 7.

Definition af restklasse

Restklassenrepraesenteret ved a modulo 7 er netop alle tal der er kongru-
ente med a modulo 7, dvs. de tal der har samme rest som a ved division
med 7. Altsd netop tallene

..., 3n+a,—2n+a,—n+a,a,n+a,2n+a,3n+a,....

Der er uendelig mange repreesentanter for hver restklasse. Nar vi taler om
resten af et tal modulo 7, mener vi resten r som opfylder at 0 < r < n,
og det er ogsa den vi vil benytte som den primaere repraesentant for en
restklasse.

Eksempel 1.5.2. Restklassen repraesenteret ved 8 modulo 10 er tallene
...,—12,-2,8,18,28,....
Restklassen repraesenteret ved 1 modulo 7 er tallene

...,—13,-6,1,8,15,22,....




Opgave1.5.1. Lad neNoga, b €Z. Bevis at a = b (mod n) netop hvis de har
samme rest ved division med n.

Opgave 1.5.2. Formulér med andre ord hvad det betyder at et helt tal a opfyl-
der at a =0 (mod n).

Opgave 1.5.3. Formulér med andre ord hvad det vil sige at de hele tal a og b
opfylder at a = b (mod 2).

Opgave 1.5.4. Undersog om a) 182 = 92 (mod 18), b) —43 = 1 (mod 4) og c)
111 =13 (mod 11).

Seetning 1.5.1. Lad n,keNoga,b, c,d € Z. Da geelder folgende regne-
regler:

i) Hvisa=b (mod n)og c =d (mod n),daera+c=b+d (mod n).
ii) Hvisa=b (mod n)og ¢ =d (mod n),daera—c=b—d (mod n).
iii) Hvisa =b (mod n)ogc =d (mod n), daera-c=b -d (mod n).
iv) Hvisa=b (mod n),daerc-a=c-b (mod n).

v) Hvis a = b (mod n), da er a* = b* (mod n).

Bevis. i) Ata=b og c =d (mod n) betyderatn |a—b og n | c —d. Dermed
man|(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d) ogaltsda+c=b+d (mod n).

iii) Ata = b og ¢ =d (mod n) betyderat n | a—b og n | ¢ —d. Dermed ma
nlcla—b)+b(c—d)=ac—bd,ogaltsda-c=b-d (mod n). O

Opgave 1.5.5. Bevis resten af seetningen.

Seetningen viser at man kan omskrive en kongruensligning ligesom man kan
omskrive en almindelig ligning nér det geelder regningsarterne plus, minus
og gange. Det samme gelder ikke umiddelbart for division. Fxer3-4=3-2
(mod 6), mens 4 # 2 (mod 6).

11

Eksempel 1.5.3. Hvis man fx skal lose ligningen
xX+7=2 (mod8),

kan man omskrive til x =2 —7 (mod 8) ifplge regneregel ii). Dermed er
x = —5 = 3 (mod 8), dvs. lesningerne er netop restklassen 3 modulo 8.
Losningsmangden er altsd

{...,—13,—5,3,11,19,...}.

Eksempel 1.5.4. For at bestemme resten af tallet 24° - 18'6- 1017 ved di-
vision med 5 kan vi regne modulo 5 og benytte regnereglerne i saetning
1.5.1 pa denne made:

24°.18%.101"=(—1)°-3%.1"=—1-(3%® - 1=—1:(-1®=—1=4 (mod5).

Undervejs benytter vi fx regneregel v) til at konkludere at nar 24 = —1

(mod 5), er 24 = (—1)° (mod 5) osv. Desuden benyttes regneregel iii) fx

til at konkludere at nar 24° = (—1)°, 18' =316 0g 1017 =17 (mod 5), da er
249.18'.1017 =(—1)°-3'6-17 (mod 5).

Opgave 1.5.6. Los ligningen x —12=5 (mod 11).
Opgave 1.5.7. Bestem resten af 2719 .172.514 ved division med 13.

Opgave 1.5.8. Bestem sidste ciffer i 20072°%7. (Georg Mohr-Konkurrencen
2007)

Szetning 1.5.2. Nulregel modulo primtal

Lad p veere et primtal, og lad a og b vere hele tal. Da gaelder nulreglen
modulo p, dvs. athvis a- b =0 (mod p), daer a =0 eller b =0 (mod p).

Opgave 1.5.9. Vis setningen.
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Bemerkning. Nulreglen geelder ikke for et sammensat tal n. Det kan
man fx indse ved at betragte n = a - b, hvor a og b er agte divisorer i
n.Herera-b =0 (mod n), mens a Z0 (mod n) og b #0 (mod n).

Eksempel 1.5.5. Hvis vi skal lgse ligningen
x2=4 (mod 6),

ved vi at hvis et tal x er lesning, sé er alle tal i den retsklasse x repree-
senterer modulo 6, ogsé lesninger. Tilsvarende ved vi at hvis x ikke er
en lgsning til ligningen, da er der heller ikke andre repraesentanter for
restklassen repraesenteret ved x modulo 6, som er lasninger. Det folger
nemlig af seetning 1.5.1.

Nér vi skal lose ligningen, kan vi altsa nejes med at tjekke en re-
preesentant for hver af de 6 restklasser modulo 6, fx repreesentanterne
0,1,2,3,4,5. Ved indseettelse ses at det kun er x =2 og x =4 blandt disse
tal der lgser ligningen. Losningsmengden bestér derfor af restklasserne
repraesenteret ved 2 og 4 modulo 6.

\ J

Opgave 1.5.10. Los ligningerne a) x> =4 (mod 5), b) x?2=2 (mod 5), ¢) x>=1
(mod 8), d) x? =0 (mod 2).

Seetning 1.5.3. Hvis p er et primtal storre end 2, da er de eneste losninger
til ligningen
x>=1 (mod p)

retsklasserne 1 og —1 modulo p.

\. J

Opgave1.5.11. Bevis seetningen. (Husk at enhver matematiker straks omskri-
ver vha. kvadratsatningerne nér hun ser en differens mellem to kvadrattal!)
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Definition af tveersum

Tveersummen af et positivt heltal er summen af dets cifre. I det felgende
betegner ¢(n) tversummen af n € N. Fxer £(1245)=1+2+4+5=12.

Definition af den alternerende tvaersum

Den alternerende tvcersum af et tal n € N fas ved at tage forste ciffer, traek-
ke det neeste ciffer fra, leegge det naeste til, osv. Fx er den alternerende
tveersum af 913263 ligmed 9—1+3—-2+6—-3=12.

Sezetning 1.5.4. Lad neN.
i) Tallet 3 gar op i n netop hvis det gér op i tveersummen af 7.
ii) Tallet 9 gar op i n netop hvis det gar op i tveersummen af r.

iii) Tallet 11 g&r op i n netop hvis det gér op i den alternerende tveersum
af n.

\ J

Bevis. i) Lad a,,,a,,—;,..., a;, ay vere cifrene i n, sa
n=a,10"+a,, 110" +..-+a,10 + a,.
Nu viser vi at n = t(n) (mod 3).
n=a,10"+a,_ ;10" +...4+ 4,10+ a,
=, 1"+ Ay 1"+ ta; - 1+a
=a,+au_1+--+a;+ay=t(n) (mod3).
Dermed er n delelig med 3, netop nér tveersummen er det. O

Opgave 1.5.12. Bevis resten af saetningen.

Opgave 1.5.13. Overvej hvordan man nemt kan afgere om et tal er deleligt
med 18 og med 22.



1.6 Restklasseregning og kvadratiske rester

I kapitel 1.2 lgste vi ligninger med hele tal bl.a. ved at omskrive vha. kvadrat-
seetninger og se pd primfaktoroplesning. En anden metode er at regne mo-
dulo et tal for at fi information om lgsningerne. Det svaere er som regel at
gennemskue hvilket tal det kan betale sig at regne modulo. Forst ser vi pa kva-
dratiske rester da de i mange sammenhange er interessante nar man fx skal
lgse ligninger.

s )

Definition af kvadratisk rest
En restklasse @ modulo 7 er en kvadratisk rest modulo n hvis ligningen

x’=a (modn)

har en heltallig l@sning.

\

Eksempel 1.6.1. Man finder fx de kvadratiske rester modulo 8 ved at ud-
regne kvadratet pa samtlige rester:

0°=0, 1°=1, 2°=4, 3°=1, 4°=0, 5°=1, 6°=4, 7°=1

modulo 8. Af dette kan man se at de kvadratiske rester modulo 8 netop

er 0, 1 og 4, mens 2, 3, 5, 6, og 7 ikke er kvadratiske rester modulo 8.
Faktisk behgver man kun udregne kvadraterne pa 0, 1,2, 3,4 for at be-

stemme de kvadratiske rester modulo 8 da a? =(8—a)? (mod 8).

J

Opgave1.6.1. Bestem de kvadratiske rester modulo 3, modulo 4 og modulo 5.

Eksempel 1.6.2. Man kan fx benytte kvadratiske rester til at vise at sum-
men af kvadraterne pa tre p& hinanden folgende tal ikke kan veere et kva-
drattal. Tre pd hinanden folgende tal har resterne 0, 1 og 2 (i en eller an-
den rekkefolge) modulo 3, og dermed er summen af kvadraterne pa dem
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kongruent med
0°+12+22=0+1+1=2 (mod 3).

Da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 3, kan summen af de tre kvadrater
ikke veaere et kvadrattal.

Her undersogte vi om ligningen

n?+(n+17+(n+2)*=m?

havde heltallige lgsninger n og m ved at regne modulo 3 for at fa infor-
mation om n og m. Dette viste at m? = 2 (mod 3), dvs. vi fik en ligning
der ikke havde lgsninger, og vi kunne derfor konstatere at den oprindeli-
ge ligning heller ikke havde l@sninger. Hvis vi havde opnéet en ligning der
havde lgsninger ved at regne modulo 3, kunne vi ikke omvendt konstate-
re at den oprindelige ligning havde lesninger, men vi kunne maske finde
information om hvilken rest eventuelle losninger skulle have modulo 3.

J

Opgave 1.6.2. a) Vis at summen af kvadraterne af fire p& hinanden folgende
hele tal ikke kan veere et kvadrattal. b) Vis at summen af kvadraterne af fem
pa hinanden folgende hele tal ikke kan veere et kvadrattal. c) Vis at summen af
kvadraterne af seks pa hinanden folgende hele tal ikke kan veere et kvadrattal.
Hint: 33

Eksempel 1.6.3. Hvis man vil vise at en ligning hvor der indgar kvadratet
pa en af de ubekendte, ikke har losninger, er det er ofte en god ide at for-
soge at reducere problemstillingen til en ligning af typen x? = a (mod n)
da ikke alle rester er kvadratiske rester modulo 7.

Hvis vi gnsker at vise at ligningen

15x>—=7y*=9,

ikke har nogen heltallige losninger, regner vi modulo et helt tal for at for-
soge at opnd en ligning af typen x> = a (mod n) som ikke har nogen hel-

tallige lgsninger. Da primfaktorerne i 15, 7 og 9 er 3, 5 og 7, er det oplagt
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at forsege at regne modulo et af disse tal. For at illustrere metoden prover
vi med alle disse tre tal.

Forst regner vimodulo 3. Dette giver 7y =0 (mod 3), og dermed ifolge
nulreglen at y er deleligmed 3 da 3 er et primtal. Vikan nu seette y =3y,
og indseette dette i ligningen. Dette giver”

15x*—63y7 =9
som reduceres til
5x°—21y7=3.
Huvis vi igen regner modulo 3, fis 5x2 = 0 (mod 3), hvilket viser x er dele-
lig med 3. Vi kan nu satte x = 3x; og omskrive ligningen til
2 2 _
45x; =21y =3,
og yderligere til
2 2 _
I5x =7y =1.

Regner vi igen modulo 3, skal y;° = 2 (mod 3), men 2 er ikke kvadratisk
rest modulo 3. Ligningen har derfor ingen heltallige lgsninger.

Hvis vi i stedet regner modulo 5, far vi
3y2 =4 (mod>5).

Da vi gerne vil opna en ligning af typen y? = a (mod 5), overvejer vi om
der ikke er et tal ¢ vi kan gange med pa begge sider sa ¢ -3 =1 (mod 5).
Det er ikke sveert at se at ¢ = 2 opfylder dette. Ved at gange med 2 pa
begge sider fas

y>=3 (mod5),

men 3 er ikke kvadratisk rest modulo 5. Ligningen har altsa ingen heltal-
lige lesninger.

Regner vi derimod modulo 7, far vi

x>=2 (mod7),
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og da 2 er kvadratisk rest modulo 7, forteller det os kun at x = 3 eller
X =4 (mod 7). Det ser altsa ikke umiddelbart ud til at virke.

I dette eksempel kan man alts& bade regne modulo 3 og modulo 5, men
det er langt det hurtigste at regne modulo 5. I praksis m& man forsege sig
lidt frem for at finde ud af hvad der virker.

J

Opgave 1.6.3. Vis at ligningen x2 + 10 =57 ikke har nogen positive heltallige

lesninger.

Opgave 1.6.4. Bestem alle heltallige losninger til ligningen x?>—3y? =17.

Opgave 1.6.5. Findes der fire forskellige heltal med den egenskab at produktet

af vilkérlige to lagt til 2006, giver et kvadrattal? (Baltic Way 2006) Hin: 9

Opgave 1.6.6. Bestem alle heltallige losninger til x? + y? + z? = 2x y z. Hinz: 34

Szetning 1.6.1. Lad p vere et ulige primtal. Da er netop halvdelen af alle
tallene 1,2, ..., p—1 kvadratiske rester modulo p.

Opgave 1.6.7. Bevis s@tningen. Hint: 24

Eksempel 1.6.4. Nu skal vise paligninger som kan lgses ved at regne mo-
dulo et bestemt tal, men som ikke involverer kvadratiske rester. Vi ensker
at bestemme alle positive heltallige lasninger til ligningen

1+3"=2",

Da der star en potens af 2 pd den ene side af lighedstegnet, regner vi forst
modulo 8 og udnytter at ndr m > 3, da er 2 =0 (mod 8). Hvis n er lige,
er 3" =1 (mod 8), og hvis n er ulige, er 3" = 3 (mod 8). Blot ved at se pa
ligningen modulo 8 kan man altsé konstatere at der ikke findes losninger
nédr m > 3. Det ses nu let at den eneste lgsning er n =1 og m =2.

\

Opgave 1.6.8. Bestem alle positive heltallige losninger til 7" =3 42",
Opgave 1.6.9. Bestem alle positive heltallige losninger til 6(x!+3)= y? +5.



Opgave 1.6.10. For hvilke positive hele tal n gar 1599 op i 46" +34" —7" —5"?
(Hint: 1599 =39-41.)

Opgave 1.6.11. Antag at n € N, og at d; < d, < ds < d, er de fire mindste
positive divisorer i . Bestem samtlige n som opfylder at

— g2 2 2 2
n=d?+d?+d?+d>.

Hint: 43
Opgave 1.6.12. Bestem alle heltallige losninger til 19x3 —84y? = 1984. Hint: 4

Opgave 1.6.13. Bestem det mindste k € N saledes at der findes n, m € N med
k=19" -5 (Baltic Way 1999) Hint: 46
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1.7 Nyttige faktoriseringer

Nu skal vi se pa nogle nyttige faktoriseringer som man har brug for i rigtig
mange sammenhange.

Opgave 1.7.1. Reducér udtrykkene
az_bz a3_b3 a4—b4
a-b’' a-b’ a-b’

a®+ b®
a+b ’

a®+ b3
a+b

0g

Szetning 1.7.1. Lad n veere et positivt heltal. Da er
i) a®—b"=(a—b)a" ' +a"2b+a”3b%+.--+b" ).
ii) Forulige n:a"+b"=(a+b)a"'—a"?b+a"3b?>—---+b" ).

iii) a?'—b?" =(a—b)a+b)a®+b?)---(a®" +b¥"").

\ J

Bevis. i) ogii) folger umiddelbart ndr man ganger parenteserne pa hojresiden
sammen:

(a—b)a"'+a"*b+a"*b*+--+ D"
=a"—a" "' b+a" ' -b—a"? b*+a" - b*—a" 3 -b*+---+a-b" ' —b"

=a"—Db"

(@a+b)a"'—a"2b+a"3b?—--+b")

=a"+a" ' b—a"tb—a"? - b*+a" % b +a" 3 b3+ +a- b+ b"
=a"+b"

Ved at omskrive vha. kvadratsetningerne n gange fas iii):

_ bzn — (azn—l _ bzn—l)(azn—l + bzn—l)

— (a2n72 _ bznfz)(a2n72 + b2n72)(a2n71 + bznfl)

n

ClZ

—=(a—Db)a+Db)a*+b?)---(@® +p*"). O
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Eksempel 1.7.1. Faktoriseringerne kan fx benyttes hvis man gnsker at
vise at a® + b? delelig med 81, nér a + b er delelig med 9.

Antag at a + b er delelig med 9, og altsa at a = —b (mod 9). Forst fak-
toriserer vi a® + b® vha. setning 1.7.1.

a’+b?=
(@a+b)at—a’b+a®b*—a’b3+a*b*—a®b®+a’b®—ab” + bd).
Vived at a + b er delelig med 9, dvs. vi skal blot vise at den anden faktor
ogsd er delelig med 9, for at vise at a® + b? er delelig med 92 = 81. Da
a=—b (mod?9), er
a®—a’b+ah*—---+a*b®—ab’ + b= b+ b5+ + b®
=9p°®
=0 (mod9).

Dermed er a® + b® delelig med 81.
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Opgave 1.7.2. Lad a og b vere hele tal, og lad n veere et positivt heltal. Vis at
hvis d er en positiv divisor i n, da gar a? —b% opia” —b".

Opgave 1.7.3. Vis at hvis a” —1 er et primtal for positive hele tal a og n med
n>1,daera=2, ogn eretprimtal.

Opgave 1.7.4. Bestem det storste hele tal n s& n + 10 gér op i n3 +100.

Seetning 1.7.2. Lad n vere et positivt heltal storre end 1 med primfak-

3 ay Q2 ar 8ng
toroplesning n = p; 'p,---p, . Tallet o(n) er summen af alle positive
divisoreri n. Sa geelder

a;+1 ar+1 ar+1
1 —1 T —1
o-(n):pl 2 T i
pi—1 p2—1 pr—1

. J

Opgave 1.7.5. Vis setningen.

16

};’n
- g/ﬁ,;z\

Opgave 1.7.6. Lad n > 3 vaere et ulige tal. Vis at n? gdropi 1”7 +2" +---+ n".
Hint: 27

( N

Definition af den p-adiske valuation

For ethelt tal n og et primtal p er den p -adiske valuation v,(n) det storste
hele tal @ som opfylder at p* gér op i n. Specielt er v,(0) = co.

Fxer 1,(24)=3, v3(16) =0 og v5(100) = 2.

\ J

Den p-adiske valuation kan i mange sammenhange vaere praktisk. I kapitel
1.15 gér vi i dybden med flere af dens egenskaber, men for nu nejes vi med
en grundleggende regneregel, som vi allerede har brugt flere gange uden at
naevne den, og som folger direkte af Aritmetikkens fundamentalsetning.

Seetning 1.7.3. Lad a og b vere hele tal og p et primtal. Da er

vp(a-b)=uvy(a)+ v,(b).

Opgave 1.7.7. Lad p veere et primtal og a et positivt heltal, hvor v,(a—1)> 0.
Lad yderligere k veere et positivt heltal som ikke er delelig med p. Vis at da er

vla—1)= v,!,(a’C —-1).

Opgave 1.7.8. Bestem 1,(31024—1).

Opgave 1.7.9. Antag at m er et ulige positivt tal som ikke er delelig med 5, og
at a og n er positive heltal. Vis at hvis 2" +3™ = a", da er n = 1. Hint: 5

Opgave1.7.10. Lad a, b og m veere positive heltal. Vis at
ged(m®—1,m? —1)= meed@b) 1,

Hint: 47

Opgave 1.7.11. Vis at ethvert tal der bestar af 2" ens cifre, har mindst »n for-
skellige primfaktorer. Hint: 7

En anden nyttig formel er binomialformlen:



Szetning 1.7.4. Binomialformlen

Lad n veere et positivt helt tal. Da er

(a+b)" =a”+(?)a”‘1b1 +(Z)a”‘2b2+---+(

. J

" l)alb”_1+b”.

Bevis. Formlen folger af at ndr man ganger ud, svarer hvert led til at man
veelger a fra i parenteser og b fra n —i parenteser, dvs. alle led er pa formen
a’b", ogleddet a’ b~ forekommer netop (}) gange. O

Eksempel 1.7.2. Binomialformlen kan fx bruges hvis vi gnsker at be-
stemme de to sidste cifre i 3%6. Bemaerk at

43
38 =98 =(10-1)"= (42)10— 1=430—1=29 (mod 100).

Her udnytter vi at alle pa neer de to sidste led nér vi udregner (10 —1)*3
vha. binomialformlen, er delelige med 100. Dette er en metode der kan

bruges i mange sammenhenge.

\. J

Opgave 1.7.12. Bestem de fire sidste cifre i 997%3.

Opgave 1.7.13. Lad a og b veere to positive indbyrdes primiske heltal, hvor
b > 1. Bestem det storste hele tal n sa (b%+a)? —a? er deleligmed b". Hins: 44
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1.8 Primiske rester og Eulers ¢ -funktion

( N

Definition af primisk rest

Lad n e Noga € Z. Tallet a er en primisk rest modulo n hvis gcd(a, n) = 1.

\. J

Seetning 1.8.1. LadneNoga,b Z.

i) Hvis a = b (mod n), og a er en primisk rest modulo 7, da er b ogsa
en primisk rest modulo 7.

ii) Hvis a og b er primiske rester modulo 7, da er ab ogsa en primisk
rest modulo 7.

\ J

Bevis. i) Antag at gcd(n,a)=1. Hvis a = b (mod n), vil n | a—b, og der findes
dermed et g € Z sd a = gn + b. Hvis d er divisor i gcd(n, b), ma d derfor
ogsa veere divisor i a og altsd i gcd(n,a)=1. Dermed er b ogsa en primisk rest
modulo 7.

ii) Antag at gcd(n,a) = 1 og gcd(n, b) = 1. Dette viser at n og a ikke har en
feelles primfaktor, og at n og b ikke har en feelles primfaktor. Da primfaktor-
oplesningen af ab er produktet af primfaktoroplesningen af a og primfak-
toroplgsningen af b, kan n og ab heller ikke have en felles primfaktor, og
dermed er a b ogsé en primisk rest modulo n. O

e A

Definition af primisk restklasse

Seetningens forste del viser at hvis en repraesentant for en restklasse er
en primisk rest modulo 7, da er alle andre repreesentanter for restklassen
ogsa primiske med 7. Vi kan derfor nu definere en primisk restklasse:

En restklasse repraesenteret ved tallet a modulo n kaldes primisk med n

hvis a er primisk med 7.
Seetningens anden del viser at nar vi ganger to primiske rester, far vi igen

en primisk rest.
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Definition af Eulers ¢ -funktion

Lad n € N. Eulers ¢ -funktion ¢(n) er per definition antallet af primiske
restklasser modulo 7.

Fxerrestklasser modulo 12 repreesenteretved0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11.
Af disse er det netop restklasserne 1,5,7,11 der er primiske med 12, dvs.
at ¢(12)=4.

\.

Opgave 1.8.1. Bestem ¢(3), ¢(4), ¢(5), ..., $(19).

Seetning 1.8.2. For et primtal p geelder at

p(p)=p—1.

Bevis. Samtlige restklasser modulo p er repraesenteretved 0, 1,2,...,p—1, og
blandt disse er det kun 0 der ikke er primisk med p. Dermed er ¢(p)=p —1.
Od

Sztning 1.8.3. For et primtal p og a € N gaelder at

p(p")=p“(p-1.

Bevis. Samtlige restklasser modulo p® er repreesenteret ved 0,1,2,...,p%—1,
og blandt disse er det netop de p®~! multipla af p

0,p,2p,...,(p“‘1—1)p

der ikke er primiske med p“. Altsé er

p(p")=p*—p*=p*p-1. D
Inden vi ser mere pa Eulers ¢ -funktion, skal vi se pa hvorfor primiske rester
er sa interessante. Da vi tidligere loste ligninger ved at betragte dem modulo
et positivt heltal n, manglede vi en forkortningsregel der sagdeata-b=a-c
(mod n) medferer at b = ¢ (mod n). Det viser sig at denne regel gelder nar
a er en primisk rest modulo 7, og det er en helt central arsag til at primiske
rester er sd interessante.

18

Definition af multiplikativ invers
Lad n €N, oglad a € Z. Et helt tal b som opfylder at

a-b=1 (mod n)

kaldes en multiplikativ invers til a modulo n, eller nogle gange blot en
invers til a modulo n. Den multiplikative inverse til a betegnes a~!, og
den er ifolge seetningen nedenfor entydig modulo z hvis den findes.

Szetning 1.8.4. Lad n € N. Tallet a € Z har en multiplikativ invers mo-
dulo 7 netop néar a er en primisk rest modulo 7. Den multiplikative in-
verse er entydigt bestemt modulo 7.

Bevis. Antag at a er en primisk rest modulo n, dvs. at gcd(n,a) = 1. Ifolge
Bezouts identitet findes s, € Zsd 1 = sa+ t n. Tallet s opfylder altsdatas =1
(mod n), hvilket viser at der findes en multiplikativ invers til 2 modulo 7.

For at vise at den multiplikative inverse er entydigt bestemt, antager vi at
ab =1 (mod n)ogac =1 (mod n). Dette viser at

c=(ba)c=blac)=b (mod n).

Altsa er den multiplikative inverse restklasse til a entydigt bestemt modulo 7.

Antag til slut at a ikke er en primisk restklasse modulo n. Da vil d =
gcd(n,a) > 1 ga op i bdde n og alle multipla af a, og der findes derfor ikke
ethelttal s sd sa=1 (mod n). O

Seetning 1.8.5. Lad n€Noga, b, c € Z. Hvis a er primisk med »n galder
at

a-b=a-c (modn) = b=c (modn).




Bevis. Antag at a er primisk med n, ogata-b =a-c (mod n). Da a er primisk
med n, ved vi fra saetning 1.8.4 at a har en multiplikativ invers a~, dvs. at

-1

ata-b=al

-a-c¢ (mod n),

ogaltséd b =c (mod n). O

Eksempel 1.8.1. Denne setning er en slags forkortningsregel, og den gor
det muligt at lgse ligninger af typen

ax+b=c (modn),

nar a er primisk med 7.

Hyvis vi fx gnsker at lase ligningen
5x+1=7 (mod?9),
kan vi forst treekke 1 fra pa begge sider:
5x =6 (mod9).

For at fjerne 5-tallet skal vi nu gange med den multiplikative inverse til 5
modulo 9. Ved at prove sig lidt frem ses at denne er 2. Ved at gange med
2 pa begge sider fas

Xx=2-6=3 (mod?9).

Losningen til ligningen er altsd restklassen 3 modulo 9.

\. J

Opgave 1.8.2. a) Bestem samtlige primiske restklasser modulo 15, og bestem
den multiplikative inverse til hver af dem. b) Les ligningen 7x + 19 = 36
(mod 15).

Opgave 1.8.3. Lad p veere et primtal. Vis at de eneste restklasser modulo p
som er deres egen multiplikative inverse, er restklasserne 1 og p —1.

Seetning 1.8.6. Lad k €N, oglad ay, a,, ..., a,_; veere repraesentanter for
samtlige restklasser modulo k. Hvis m, r € Z, og m er primisk med k, da
repraesenterer de k tal

mag+r, may+r, ma,+r, ..., Mmap_1+r

ogsa samtlige restklasser modulo k.
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Bevis. Hvis vi viser at de k restklasser reprasenteret ved
mag+r1r, ma,+r, ma,+r, ... map_+r

alle er forskellige modulo k, da ma de netop repraesentere samtlige k restklas-
ser modulo k. Antag at ma; +r = ma; +r (mod k). Da k og m er indbyrdes
primiske, kan vi forkorte med m nar vi regner modulo k, og dermed er

ma;+r=ma;+r < ma;=ma; < a;=a; (mod k).
Dette viser at de k restklasser
mag+r1r, may+r, ma,+r, ..., map_1+r

alle er forskellige og derfor udger samtlige restklasser. O

Seaetning 1.8.7. Lad m, k €N, og antag at m og k er indbyrdes primiske.
Daer

p(mk)=p(m)- p(k).
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Bevis. Lad m, k €N, og antag at m og k er indbyrdes primiske. De m k rest-
klasser modulo m k er repraesenteret ved resterne 0, 1,2, ..., mk—1. Viopstiller
nu disse rester saledes

0 1 2 m—1
m m+1 m+2 m+(m—1)
2m 2m+1 2m+2

2m+(m—1)

(k—.l)m (k—15m+1 (k—ljm+2 (k—l)m.—i-(m—l)

Der er netop ¢(m) rester som er primiske med m blandt resterne
0,1,2,...,m—1, dvs. at de rester i skemaet som er primiske med m netop er
placereti ¢(m) sojler. Hver af disse sgjler indeholder ifalge seetning 1.8.6 net-
op samtlige restklasser modulo k, dvs. der er netop ¢(k) af dem som er pri-
miske med k. Samlet er antallet af restklasser som bé&de er primiske med k og
primiske med m altsa ¢(m)¢ (k). De restklasser som bade er primiske med m
og primiske med k, er netop dem der er primiske med mk. Dette giver det
onskede. O

7

Seetning 1.8.8. Lad n € N med primfaktoroplesning n = pla ! pza 2.pp,
hvor p;’erne er forskellige. Da er

o(n)=p ;= Dps> (D=1 p& Ly —1).

. J

Opgave 1.8.4. Bevis s@tningen.
Opgave 1.8.5. Bestem ¢(120) og ¢(98).
Opgave 1.8.6. Bestem alle n sa ¢p(n) =8, og alle m sa ¢p(m)=14.
Opgave 1.8.7. Lad n,a €N. Vis at ¢(n%) = n®1¢(n).
Opgave 1.8.8. Lad n veere et heltal storre end 1. Vis at
> pd)=n,
dn

hvor d er samtlige positive divisorer i . Hint: 6

20

1.9 Wilsons saetning

Seetning 1.9.1. Wilsons sztning

For ethvert primtal p gelder

(p—1)!=—1 (mod p).

J

Bevis. For p =2 er (2—1)! =1 =—1 (mod 2). Antag at p er et primtal storre
end 2. Ifplge opgave 1.8.3 er de eneste af de primiske rester modulo p som
er deres egen inverse, resterne 1 og p — 1. Hvis vi betragter de primiske rester
1,2,...,p—1kan alle paneer 1 og p — 1 parres med deres inverse. Dermed er

(p—1=1-2-3---(p—1)=1:-(p—1)=—1 (modp). O

Opgave 1.9.1. Bestem alle positive heltal n for hvilke n gdropi(n—1)!+1.

Opgave 1.9.2. Er det muligt at dele en mangde bestdende af ti p4 hinanden
folgende positive heltal i to disjunkte delmangder som samlet indeholder al-
le ti tal, s& produktet af elementerne i hver af de to delmaengder bliver det
samme tal? (Disjunkte maengder er maengder der ikke har nogen elementer
til feelles). Hint: 40

Bemerkning. Det er et kendt resultat af matematikerne Erdds og Sel-
fridge at produktet af to eller flere pa hinanden folgende positive heltal
aldrig er en potens af et helt tal. Det var i mange ar en formodning og
blev forst vist generelt af de to matematikere i 1974. (En potens af et helt
tal er et tal p& formen n', hvor m,n € Z, og m > 1).

Af dette folger ogsa at produktet af to eller flere pa hinanden folgende
positive heltal ikke er et kvadrattal, og at man derfor ikke kan skrive dette
produkt som produktet af to ens faktorer.

\ J

Opgave1.9.3. Vis at hvis et primtal er pa formen p =4n+1, daer—1 kvadratisk
rest modulo p. Hint: 39



1.10 Fermats lille seetning og Eulers satning

Szetning 1.10.1. Eulers satning
Lad n €N og a € Z. Hvis a er primisk med 7, er

a®™=1 (mod n).

Bevis. Lad ay,ay,...,a,(,) vaere reprasentanter for de i alt ¢(n) primiske re-
stklasser modulo 7. Tallene

a-ay,a-a,...,a-Ae(p)

er ogsa primiske rester ifplge saetning 1.8.1, og de er desuden forskellige ifalge
seetning 1.8.5 da vi kan forkorte med a néar a er primisk med n. De er altsa ogsa
netop samtlige primiske rester modulo n. Dermed er

ay-dp---Agn) =(a-a))a-ay)-(a- 6l¢(n))

=a®™.q,-ayaym (mod n).

Da a;’erne alle er primiske med 7, kan vi forkorte og fa

a®™=1 (modn). O

Et vigtigt specialtilfeelde af Eulers seetning er Fermats lille seetning:

g )

Seetning 1.10.2. Fermats lille seetning
Lad p veere et primtal, og lad a € Z veere primisk med p. Da er

aP"'=1 (mod p).

Korollar 1.10.3. Lad p vere et primtal, oglad a € Z. Da er
a’ =a (mod p).
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Opgave 1.10.1. Bevis korollaret.
Opgave 1.10.2. Vis at a'® = a (mod 2730) for alle hele tal a.

Eulers satning kan ogsé bruges til at vise en af mange interessante forskelle
pa primtal p& formen 4m + 1 og primtal p& formen 4m + 3.

Seetning 1.10.4. Hvis et primtal er pd formen p = 4m + 1 for et helt tal
m, da er —1 kvadratisk rest modulo p.

Hvis et primtal er pa formen p = 4m + 3 for et helt tal m, da er —1 ikke
kvadratisk rest modulo p.
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Bevis. Ifplge opgave 1.9.3 er —1 er kvadratisk rest modulo et primtal p pa for-
menp=4m+1.

Antagnu at p er et primtal p pa formen p =4m + 3, og at der findes et helt
tal x s& x2=—1 (mod p). Daer

4m+2 =( 2)2m+1 = (_1)2m+1 =

X X —1 (mod p),

men ifolge Eulers setning er x*"*2 =1 (mod p), hvilket er en modstrid. Altsa
er —1 ikke kvadratisk rest for noget primtal pd formen p =4n+3. 0

Eksempel 1.10.1. Eulers s@tning kan ogsa benyttes til at reducere eks-
ponenten hvis man fx ensker at udregne 6'%? (mod 25). Da

$(25)=¢(5*)=(5—1)5=20,

og 6 er primisk med 25, er 62 = 1 (mod 25) ifolge Eulers setning. Dermed
er

692 =62(62°® =62-18=11 (mod 25).

Opgave 1.10.3. Bestem 17'6°! (mod 32).
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Seetning 1.10.5. Lad n,a, b €N, oglad m € Z veere en primisk rest mo-
dulo n. Antag at a = b (mod ¢(n)). Da er

m®=mP" (mod n).

Opgave 1.10.4. Bevis seetningen.

Eksempel 1.10.2. Nu kan vi endnu mere direkte reducere eksponenten
ved etregne modulo ¢ (7). Hvis vi fx ensker at bestemme de to sidste cifre
1797323, skal vi regne modulo 100. Da ¢(100) = ¢(2%)¢(5%) = 40, og 797 er
primisk med 100, kan vi regne modulo 100 pa grundtallet 797 og modulo
¢(100) =40 pa eksponenten 323:

79738 =(—3)3=73 (mod 100).

\.

Opgave1.10.5. Findes der hele tal x;, x, ..., x; med sum 1492 som opfylder at
X[+ x] 4+ x{ =707072
Opgave 1.10.6. Bestem de to sidste cifre i 3214 .97828.13521,

7

7“'
Opgave 1.10.7. Bestem sidste ciffer i 7
~——
1000
Opgave 1.10.8. Bestem de tre sidste cifre i 40074003""
Opgave 1.10.9. Bestem de sidste tre cifre i 2003292™" | Hint: 35

Eksempel 1.10.3. Findes der et helt tal n hvis cifre er lutter 1-taller, sé-
ledes at n er delelig med 1999?

Ja, og det kan man benytte Eulers satning til at vise. Tal hvis cifre kun
er 1-taller, er pa formen

10m—1
9

)

og derfor er vi interesserede i at finde et m sd 10" —1 er delelig med 1999.

22

};7
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Da 1999 er et primtal, er 10 og 1999 indbyrdes primiske og ¢(1999) =
1998. Ifolge Eulers seetning er

10"%% =1 (mod 1999).

Dermed gar 1999 op i 10199 —1=9-1111111...111. Da gcd(1999,9) = 1,
N———’

1998
ma1999gaopilllllll...111.
—_—

1998

Opgaven er fra Georg Mohr-Konkurrencen 1999, og den kan faktisk ogsa
lases alene ved brug af skuffeprincippet og simple overvejelser om rester.
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Opgave 1.10.10. Vis at hvis m € N ikke er delelig med 2 eller 5, da findes uen-
deligt mange hele tal n hvis cifre er lutter 1-taller, sa n er delelig med m. (Ad-
varsel: Pas pa primfaktoren 3.)

Opgave1.10.11. Antagat n, k > 2 er to hele tal. Vis at da er mindst et af tallene
p=n+k"og q=nk* "~V 41 ikke et primtal. Hinz: 22



1.11 Orden

7

Eksempel 1.11.1. Betragt folgen af potenser

20,21,22,23,2%,2°,20,27,28 .
modulo 5:
1,2,4,3,1,2,4,3,1,....
Vileegger hurtigt meerke til at folgen modulo 5 er periodisk med periode-
leengde 4. Tallet m = 4 er det mindste positive hele tal sa 2 =1 (mod 5),
og det er oplagt at perioden derfor vil gentage sig med laengde 4.

Som vi skal se i den folgende defintion, kalder vi 4 for ordenen af 2 mo-
dulo 5.

Definition af orden

Lad n € N, og lad a € Z vare primisk med n. Ordenen af a modulo n
er det mindste positive heltal m s& a™ =1 (mod n). Ordenen betegnes
ord,(a).

Bemeerk at det folger af Eulers seetning at der findes et sddant tal.

Opgave 1.11.1. Bestem ordg(2), ordg(3) og ord;((7).

\.

Sezetning 1.11.1. Lad n,k €N, oglad a € Z veere primisk med n. Da er

a*=1 (mod n)
hvis og kun hvis ord,,(a) er divisor i k.

Specielt er ord,,(a) divisor i ¢(n).

Opgave 1.11.2. Bevis setningen.

23

Seetning1.11.2. Lad n, m, k €N, oglad a € Z veere primisk med n. Antag
ata™ =1 (mod n) og a* =1 (mod n). Da glder at

a®dmb) =1 (mod n).

Opgave 1.11.3. Bevis seetningen.

7

Eksempel 1.11.2. Hvis vi gnsker at lgse ligningen
x*=1 (mod 64),

sa kan vi udnytte at et x der opfylder ligningen, mé veere primisk med
64, dvs. der gelder ifplge Eulers saetning at x?©®4 = 1 (mod 64). Ifolge
seetning 1.8.3 er ¢(64) = ¢(2%) = 2% = 32. Nu ved vi at x opfylder at x3 =1
(mod 64) og x3? =1 (mod 64). Det folger derfor af seetning 1.11.2 at

1= x84 = ¥ (mod 64),

dvs. den eneste lgsning til ligningen x3 =

dulo 64.

(mod 64) er restklassen 1 mo-

\

Definition af Mersennetal

Tallene M,, = 2" — 1, hvor n € N, kaldes Mersennetal, og man har vist
at M, er et primtal for n =2,3,5,7,13,17,19,31,61,87 samt en del flere.
Man formoder at der findes uendeligt mange Mersennetal som er prim-
tal, men det er ikke bevist. Det storste kendte Mersenneprimtal er i skri-
vende stund Mg 589 933, 0g det blev fundet i 2018.

J

Opgave 1.11.4. Lad p veere et ulige primtal. Vis at hvis g er primfaktor i Mer-
sennetallet M), =2P —1, da er g pa formen g =2pk +1 for et positivt heltal k.
Hint: 1
Opgave 1.11.5. Lad a > 1 og n veere positive heltal. Vis at hvis p er en ulige
primfaktor i a®" +1, da er p — 1 delelig med 2"*!. Hint: 42
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Eksempel 1.11.3. Lad n veere et ulige tal storre end 1. For at vise at n ikke
gér opi3”+1, antager vi det modsatte og seger at opna en modstrid.

Antag derfor at der findes et ulige tal n storre end 1 s& n garopi3”+1.
Lad p veere den mindste primfaktor i n. Det smarte ved at velge den
mindste primfaktor i n er at da har n og ¢(p) = p —1 ingen feelles prim-
faktorer, dvs. gcd(n, p —1) = 1. Dette kan vi nemlig udnytte nér vi ser pa
ordenen af 3 modulo p pa folgende méade.

Dap|3"+1,er3"=—1 (mod p), og p # 3. Dette kan fortalle os noget
om ordenen af 3 modulo p. Vi har nemlig nu at

32" =(3"?=(—1)*=1 (mod p),

og altsd at ord,(3) gér op i 2n ifelge seetning 1.11.1. Da ord,,(3) ogsé gér
opi¢(p) =p—1, mé ord,(3) ga op i gcd(2n, p — 1). Fordi p er ulige,
og ged(n, p —1) = 1, mé ged(2n, p —1) = 2. Men da er ord,,(3) = 1 eller
ord,(3) = 2, og altséd 3 = 1 (mod p) eller 32 = 1 (mod p), hvilket ikke er
sandt for noget ulige primtal. Vi har derfor opndet en modstrid og vist at
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Definition af Fermattal

Fermattallene er f, =2%" +1for n=0,1,2,.... Fermat studerede disse tal
og opdagede at fy, fi, fo, f3 0g fi var primtal. Han kom derfor med den
forkerte pastand i 1650 at alle Fermattal er primtal. Der er p.t. ikke fundet
nogen primtal for n > 5, og man ved i dag at Fermattallene f;, fs, f7, ..., f33
ikke er primtal.

Fermattallene vokser dog sa steerkt at det absolut ikke er simpelt at un-
derspge om et Fermattal er et primtal, og det har taget mange ar og en
stor indsats fra mange matematikere at na frem til det man ved om Fer-
mattal i dag. Selv om man ved at Fermattallene f;, fs, f7,..., f33 ikke er
primtal, kender man ikke primfaktoriseringen af dem alle, fx kender man
for f,q og f>4 ikke en eneste faktor i dem, men har blot vist at de ma veere
sammensatte tal.

Du kan leese mere om Fermattal i kapitel 1.17.

Opgave 1.11.9. Betragt Fermattallet f, = 22" + 1. Vis at hvis f, gar op i
3Un=1/2 41, daer f, et primtal. Hint: 32

n ikke gdr op i 3" + 1 for noget ulige tal n storre end 1.

Opgave 1.11.10. Bestem alle par (x, p) af positive heltal sa p er et primtal,
Bemaerkning. I eksemplet valgte vi den mindste primfaktor p i n fordi vi x<2p,og xP L gdropi(p—1)°+1. IMO shortlist 1999) Hint: 15
sd ved at ¢(p) = p—1 er primisk med n, og det er et trick der er veerd at

skrive sig bag egret da det er anvendeligt i en del sammenhange.
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Opgave 1.11.6. Vis at 2" —1 ikke er delelig med n for noget positivt heltal n,
n>l.

Opgave1.11.7. Lad p veere et ulige primtal, oglad g og r veere primtal sdledes
at p gropiqg” +1. Vis at enten gér 2r op i p —1, eller ogsé gar p opi g% —1.
Hint: 13

Opgave 1.11.8. Bestem alle primtal p og g s pq gar op i (5P —2P)(59 —21).



1.12 Folger

En del opgaver til internationale matematikkonkurrencer handler om folger
af heltal som man typisk skal vise har en bestemt egenskab, fx at de er perio-

diske fra et vist trin, ikke indeholder kvadrattal, ....

7

Definition af periodiske folger

En folge a;, ay, as ... kaldes periodisk hvis der findes et positivt helt tal m
sd a,.,, = a, for alle n € N. Periodens leengde er det mindste positive
hele tal m med denne egenskab.

Folgen a,, a,, as, ... kaldes periodisk fra et vist trin hvis der findes positive
hele tal m og k sé a,,, = a, foralle n > k.

Eksempel 1.12.1. Betragt felgen modulo et smart tal

I folgen
1,9,7,7,4,7,5,3,9,4,1,...

er hvert ciffer fra og med det femte summen af de fire foregdende modulo
10. I dette eksempel skal vi undersgge hvilken af disse talkombinationer
der kan indgd i felgen: a) 1,2,3,4, b) 3,2,6,9, ¢) 0,1,9,7.

Dader kun findes et endeligt antal kombinationer med fire cifre, og det
naeste ciffer i folgen er entydigt bestemt af de fire foregdende, vil folgen
veere periodisk fra et vist trin. Men da man ud fra fire cifre i folgen og-
sd entydigt kan bestemme det foregédende ciffer, kan man fortseette den
uendeligt i begge retninger med en fast periode. Derfor er den periodisk
helt fra starten.

I mange opgaver med folger kan man netop konkludere at folgen ma
veere periodisk fra et vist trin da der kun er endeligt mange muligheder.
Herefter skal man sé overveje om det forst er fra et vist trin at den er pe-
riodisk, eller om den som i dette eksempel er periodisk fra starten.

At folgen er periodisk betyder at 1,9,7,7 optreeder igen leengere frem-
me i folgen, og cifferet lige inden kan man regne ud, mé veaere 0. Dermed
optreeder kombinationen 0, 1,9, 7 i folgen.
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Vi mangler stadigt at finde ud af om 1,2,3,4 og 3,2,6,9 indgér i fol-
gen. Da den er periodisk, kan man jo i princippet blive ved til man har
fundet hele perioden, og sa se om de indgar. Dette er dog ikke altid en
god strategi da leengden af perioden kan veere temmelig stor. Det kan
som regel betale sig at lede efter et andet system i folgen med en kor-
tere periode. Reducerer vi i dette eksempel folgens cifre modulo 2, far vi
1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,.... Her ud fra kan vi se at folgen har 1, 1,1, 1,0 som
periode nar vi regner modulo 2, og dette udelukker a) og b).

I dette eksempel blev folgens tal konstrueret modulo tallet 10, men det
viste sig smart at reducere folgen yderligere modulo 2. At falgen er kon-
strueret modulo 10, og neeste tal i folgen er entydigt bestemt ud fra de fire
foregdende, giver ifolge skuffeprincippet at den er periodisk, og det er et
standardtrick der kan benyttes i mange sammenhange. Dette brugte vi
til at vise at en kombination faktisk fandtes. Da vi regnede modulo 2 var
til gengeeld for at vise at noget ikke fandtes, sa teknikken kan benyttes til
begge dele.

J

Opgave 1.12.1. Folgen a;,a,,...ergivetveda; =a,=10g a,» =a,a,,1+1
for n > 1. Vis at der ikke findes noget n, n > 2, sa a,, er et kvadrattal.

Opgave 1.12.2. Fibonaccitallene er defineret ved F, = 0, F = 1 og
E,=F, 1+ F,_, for n > 2. Vis at for ethvert helt tal k findes et positivt helt
tal msa k garop i F,.

Opgave 1.12.3. En folge af positive hele tal ay, a,, a, ... er givet ved

ag=m 08 Gap.1= af’l +487, n=0.
Bestem de veerdier af m for hvilke folgen indeholder flest muligt kvadrattal.
(NMC 2006)

Opgavel.12.4. Lad a,, a,, ... veere en folge af heltal med uendeligt mange po-
sitive og uendeligt mange negative tal. Antag at der for ethvert positivt heltal
n fas n forskellige rester nar tallene a,, a,, ..., a, deles med n. Vis at ethvert
helt tal optraeder netop én gang i talfelgen. (IMO 2005)
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Eksempel 1.12.2. Omskrivning af felge til ny folge

Nar man skal arbejde med nogle folger, er det nemmere at omskrive til
en anden folge og arbejde med den.

Om en folge af heltal ag, a,, a,, ... oplyses at ay < a; og
a,=3a,_1—2a,_,forn>1.

Vi onsker at vise at a,, = a,,,+1 (mod 2™) for alle positive heltal m.

Folgen er ikke periodisk, og da det tal vi er interesserede i at regne mo-
dulo, athaenger af indekset, kan vi heller ikke betragte folgen modulo et
fast tal. I stedet udnytter vi rekursionsformlen a,, = 3a,,_—2a,_, ogom-
skriver pé folgende made:

ap—ap1 =20y 1—2ay2=2(ap1—ay ),

Vi kan nu betragte en ny folge b, = a, — a,_; hvis rekursionsformel er
meget simplere, nemlig b,, =2b,,_;. Dermed fés rekursivt at

bn+1:2bn:...:2nb1.

Altsa er a1 — a,, = 2" b,, og derfor ma a,, = a,,,; (mod 2™) for alle
positive heltal m.

\. J

Opgave 1.12.5. En folge xg, X1, X, ... er givet ved xo = a, x; =2 og
Xy =2Xp_1Xp—o—Xp_1—Xp—2+1, n>1.

Find alle hele tal a sa 2x3,, —1 er et kvadrattal for alle n > 1.

Opgave 1.12.6. Lad a veere et helt tal. Folgen xy, x;, ... er defineret ved xy = a,
x1=3o0¢g

Xp=2Xp_1—4x,5+3

for alle n > 1. Bestem det starste hele tal k, for hvilket der findes et primtal p
sa pka gdr op i xp9;; — 1. (BW 2011) Hinr: 21
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Opgave 1.12.7. Lad a; og a, vaere to positive hele tal. En folge af positive hele
tal ay, a, a,, ... er givet ved

At ag—

A= — k>0,
k1= 5015

hvor i for hvert k er den maksimale potens af 2015 som gar op i a +ay_;. Vis
at hvis folgen er periodisk fra et vist trin, da er leengden af perioden delelig
med 3. (BW 2014) Hint: 2

Opgave 1.12.8. En fplge af positive heltal a;,a,,as,... opfylder at hvis
m,neN, m<nogmgaropin,davila, gdopia, oga, <a,.Bestem
den mindst mulige veerdi af a,y. (Baltic Way 2000)



1.13 Den kinesiske restklassesaetning

I nogle opgaver har man brug for at undersege om der findes lgsninger x til
kongruenssystemer af typen

Xx=a; (modn;), x=a, (modny), ..., x=a, (modn,).

Dette handler den kinesiske restklassesatning om.

e w

Sztning 1.13.1. Den kinesiske restklassesztning

Lad n veere et positivt heltal og n = nyn,...n,,, hvor gcd(n;, n;) = 1 nar
i # j. Da findes uendeligt mange heltallige losninger x til kongruenssy-
stemet

x=a; (mod n;)

X =a, (mod ny,)

X =a,, (mod n,).

Samtlige lesninger udger netop en restklasse modulo 7.

\. J

Bevis. Setningen vises ved induktion efter m. Den er oplagt sand for m = 1.
Betragt nu tilfeeldet m = 2. Vi gnsker at bestemme en lgsning x til

a; (mod n;)

a, (mod n,).

En sddan lgsning ma veere péd formen x = a; + gny, hvor q € Z opfylder at
a, + gn, = a, (mod ny). Da gcd(n;, ny) = 1, findes en invers "1_1 til n; mo-
dulo n,. Dermed ma g = (a, — al)nl_l (mod n,) opfylde det onskede, dvs. at
x = aj +(ap — a;)ny ' ny leser kongruenssystemet. Altsa har kongruenssyste-
met lgsninger.

Vi viser nu at samtlige losninger netop udger en restklasse modulo n. Det
er klart at hvis y = x (mod n), da er y ogsa en lgsning. Antag nu at x og y er
lpsninger. Da vil bade n, og n, gd opi x —y, og da gcd(n;, ny) =1, vil ogsa n
gaopi x —y.Dermed udger lesningerne netop en restklasse modulo 7.
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Vi skal nu til selve induktionsskridtet, men har faktisk lavet alt arbejdet i
tilfeeldet m = 2. Antag nu at setningen geelder for m. Vi ensker nu at vise at
seetningen ogsa geelder for m + 1. Lad n = nyn,... ny4q, hvor ged(n;, nj) =1
ndr i # j. Betragt kongruenssystemet

x=a; (modn;)

X=a, (mod n,)

X =dmi1 (mOd nm+1)-

Ifolge induktionsantagelsen udger samtlige losninger til de m forste kongru-
enser netop en restklasse modulo n’ = nn,...n,,. Lad a’ veere en repraesen-
tant for denne restklasse. Losningerne til kongruenssystemet

x=a’ (modn)

X =y (mod nypyq)

er identiske med lgsningerne til det oprindelige kongruenssystem, og de
udger ifelge induktionsantagelsen én restklasse modulo n’'n,,,; = n da
gcd(n’, ny,41) = 1. Dermed er seéetningen bevist. O

Eksempel 1.13.1. Vignsker ved hjeelp af den kinesiske restklassesaetning
at bestemme samtlige losninger til kongruenssystemet

x=3 (mod?7)
x =2 (mod 17).

Den forste ligning viser at x =3+ ¢ - 7. For at den anden ligning ogsé er
opfyldt, mé&3+¢g-7=2 (mod 17). Ved at prove os lidt frem ses at 5 er invers
til 7 modulo 17da5-7=1 (mod 17) . Dermed er x =3+(2—3)5-7=—32
en lgsning til kongruenssystemet, og vi ved fra den kinesiske restklasse-
setning at samtlige lesninger er x =—32+k-7-17, k € Z.
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Opgave 1.13.1. Bestem samtlige heltallige lgsninger til kongruenssystemet

x =3 (mod 6)
X =6 (mod 19).

Eksempel 1.13.2. 1 det foregdende eksempel sa vi hvordan man kan be-
nytte den kinesiske restklassesaetning til at bestemme samtlige lasninger
til et kongruenssystem, men i nogle opgaver har man blot behov for at vi-
de at der findes en lgsning.

I dette eksempel vil vi vise at der findes 1000 (eller s mange det skal
vaere) pd hinanden folgende hele tal som alle er delelige med et kubik-
tal storre end 1. Forst veelger vi 1000 forskellige primtal py, ps, ..., Prooo-
Ifolge den kinesiske restklasseseaetning har felgende kongruenssystem en
lgsning:

x+1 = 0 (mod p13
x+2 = 0 (mod p23 )
x+1000 = 0 (mod p13000).

Hvis x er en lgsning, daer x +1,x +2,...,x + 1000 tusind pa hinanden
folgende hele tal som alle er delelige med et kubiktal.

\.

Opgave 1.13.2. Vis at for alle positive heltal n findes der n pa hinanden fol-
gende hele tal, s tal nummer i er delelig med en i’te potens af et helt tal storre
end 1.

Opgave 1.13.3. Vis at for alle positive heltal n og m findes n pa hinanden fol-
gende positive heltal, s hvert af disse er deleligt med mindst m forskellige
primtal.

Opgavel.13.4. Vis atder eksisterer en folge af positive heltal a,, a,, . .., s sum-
men af vilkarlige n p& hinanden folgende elementer er delelig med n?. (Baltic
Way 2006).
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1.14 Mere om divisorer

Eksempel 1.14.1. I dette eksempel vil vi vise at hvis a, b, c og d er posi-
tive heltal, hvor ab = cd, daer

a"+b"+c"+d"

et sammensat tal for alle positive heltal n.

Nar vi skal viseat a” +b" +c" +d" er sammensat, skal vi gerne kunne
faktorisere udtrykket, og derfor ensker vi at se pa hvilke feelles faktorer
a,b,cogdhar.Daab = cd, kan vi se at en primfaktor i a ogsé er divisor
i c eller d. Dermed findes hele tal r og u sda =ru, hvorr | cog u|d.
Dette udnytter vi til at indse at der findes positive heltal r, s, u og v s&
a=ru,b=sv,c=rsogd=uv.Nu har vi klarlagt ssammenhangen
mellem de fire tal og kan derfor faktorisere:

a"+b"+c"+d"=r"u"+s"v" +r"s"+u"v" ="+ v")(s" + u").
Da begge faktorer er storre end 1 for alle positive heltal n, er

a’+b"+c"+d"

et sammensat tal.

J

Opgave 1.14.1. Om tre positive heltal a, b og c gelder at a er ulige, og at der
ikke findes et positivt heltal d storre end 1 som gar op i alle tre tal a, b og c.
Desuden er

2 1 1

a' b ¢
Bevis at ab ¢ er et kvadrattal. Hint: 37
Opgave1.14.2. Bestem alle positive heltallige l@asninger x, y og z til ligningen
13 1999 z
—t—=—
x2  y2 1997



Eksempel 1.14.2. Nar divisorerne er potenser af heltal, kan man udnytte
dette. Hvis vi ser pd ligningen

x(x+1)=y",

kan vi se at hvis der findes en heltallig losning, da ma bade x og x + 1
veere n'te potenser af et helt tal da to pa hinanden folgende hele tal ikke
har nogen feelles divisorer. Mendamé 1 = x+1—x = b"* —a” hvilket ikke
kan lade sig gore nér n > 1.

Viudnytter altsa her at to pd hinanden folgende tal ikke har nogen feel-
les divisorer, til at indse at ligningen ikke har nogen heltallige lasninger
nar n > 1. I det hele taget kan man udnytte at feelles divisorer for n og
n+ a ogsa er divisorer i a.

Bemzerkning. Ovenstdende eksempel er et specialtilfeelde af den tidlige-
re omtalte seetning af Erdos og Selfridge der siger at produktet af to eller
flere pa hinanden folgende positive heltal aldrig er en potens af et helt
tal.
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Opgave 1.14.3. Vis at ligningen
B +3=4y(y+1)

ikke har nogen heltallige lasninger.

Opgave 1.14.4. For hvilke positive heltal m og n, hvor m er ulige, er m" +1 et
kvadrattal?

Opgave 1.14.5. Vis at der ikke findes positive heltal x, y og n, n > 1, for hvilke
x(x+1)(x+2)=y".

Du ma ikke bruge szetningen af Erdés og Selfridge!
Opgave 1.14.6. Bestem alle positive heltal n sd n2"~! + 1 er et kvadrattal.
Opgave 1.14.7. Bestem alle par x og y af hele tal for hvilke

1+2% 4225 = 32,

(IMO 2006) Hint: 19
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Eksempel 1.14.3. Nu skal vi se et eksempel pa hvordan man kan bestem-
me den starste feelles divisor vha. moduloregning.

Lad a, m og n veere positive heltal, hvor m er ulige og a > 1. Vi vil nu
bestemme gcd(a™ —1,a” +1). Seet gcd(a™ —1,a" + 1) =d. I stedet for at
forsege at reducere dette udtryk regner vi a”*” modulo d pa to forskellige
madader da det kan give os informationer om d.

Desuden er
a"=(@a@")"=(-1"=-1 (modd)

Dermed er 1 =—1 (mod d), og altséd d =1 eller d = 2. Det er nemt at se at
d =2 nar a er ulige, og d =1 nér a er lige.

I dette eksempel kombinerede vi den viden vi havde om en feelles divisor
d, til at bestemme d vha. moduloregning, og det kan ofte veere en god
strategi.
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Opgave 1.14.8. Bestem samtlige positive heltal n, m > 2 for hvilke 2" —1 gar
opi2™+1.

Seetning 1.14.1. Lad a, n og m vere positive heltal, hvor a > 1. Szt
d=gcd(n,m), n=dn’ og m=dm’. Da geelder

ged(a™+1,a" +1)
a?+1 hvis bade n’ og m’ er ulige,
=4 2 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er ulige,
1 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er lige.

ged(a™—1,a" +1)
a®+1 hvis m’ er lige,
=< 2 hvis m’ er ulige, og a er ulige,
1 hvis m’ er ulige, og a er lige.
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Bevis. I foregdende eksempel har vi vist en del af seetningen, nemlig at

/ / 2 hvis m’ er ulige, og a er ulige
dym’ _ dyn — ) ’
ged ((a ) L{a®)" + 1) { 1 hvis m’ er ulige, og a er lige.
Resten af beviset overlades til leeseren i en opgave. O

For at bevise resten af seetningen er det nyttigt med folgende lemma, men det
kan ogsé geres pd mader hvor man ikke far brug for lemmaet.

Lemma 1.14.2. Lad x veere et positivt heltal. For to positive heltal s og
t, hvor ged(s, t) =1, geelder at

ged (i(—l)ixi,i(—l)ixi) =1.

i=0 i=0

\.

Opgave 1.14.9. Vislemma 1.14.2. Hinr: 41
Opgave 1.14.10. Vis setning 1.14.1.

Opgave 1.14.11. Vis at to forskellige Fermattal er indbyrdes primiske. (Husk
at Fermattallene er tal pa formen f,, = 22" +1forn=0,1,2,...).

Opgave 1.14.12. Vis at Fermattallet f, gar op i 2/» — 2 for alle ikke-negative
heltal n.

1.15 Den p-adiske valuation

Vi starter med de mest grundleeggende regneregler for den p-adiske valua-
tion, hvor vi allerede tidligere har neevnt den forste i saetning 1.7.3.

Sztning 1.15.1. Regneregler for den p-adiske valuation

Lad p veere et primtal, og lad a og b vere hele tal. Da er

—

vy(ab)=v,(a)+v,(b).

2. vy (ged(a, b)) =min(v,(a), v,(D)).
3. v, (lem(a, b)) =max(v,(a), v,(b)).
4. vy(a+b)>min(v,(a), v,(b)).

5. Hvis v,(a)# v,(b), daer v,(a+b) =min(vp(a), vp(b)).

Opgave 1.15.1. Bevis seetning 1.15.1.

Opgave 1.15.2. Lad b og n veere positive heltal med n > 1. Antag at der for
ethvert positivt heltal k findes et heltal a; si k gar op i b —a;’. Vis at da ma
b = A" for et helt tal A. (IMO shortlist 2007)

En anden grundleggende satning om den p-adiske valuation er Legendres
formel, der viser hvordan man beregner v, (n!).

( N

Saetning 1.15.2. Legendres formel

For et primtal p og et positivt helt tal n geelder at

o3 - 5542

hvor s,(n) er summen af cifrene ndr n skrives i p-talssystemet.




Bevis. Bemeerk forst at ifolge saetning 1.15.1, 1), er
vp(nl)=v,(1)+ vy (2)+ -+ vy(n).

Vi teeller hvor mange gange p gar op i n! pé’l folgende méde: Tallet p gér op
i netop { J blandt tallene 1,2,..., n. Tallet p? gar op i netop [ 2 J blandt tal-
lene 1,2,...,n, osv. Hvis der for et k € {1,2,..., n} geelder at v,(k) = @, da gér
p.p% ..., p“ opik, mens p®*!, p@*2 . ikke giropi k. Det betyder at k bidra-

ger med 1 til hver af [%J, l%J, lp” J, men ikke til nogen af { e J [pf+2J
Dermed mé

0y (1) = Uy (1)+ 1y (2) -+ + vy () = EH%H%F

som onsket.

Betragt nu n skrevet i p-talssystemet n = Zf:o a;p’, hvor a;’erne er hele tal

som opfylder at 0 < a; < p foralle i =1,2,...,k. Nuer s,(n) = Zf:o a;, ogvi
har

| 1| e | agp +agpt e+ agp®
v,(n!)= {—J {
p Z p] ]Z p]

Opgave 1.15.3. Bestem alle positive heltal n s 2" gérop i n!.

Szetning 1.15.3. Lifting the exponent lemma (LTE)

Lad p veere et primtal, oglad a og b veere to hele tal som er primiske med
p.
Nar p er ulige, gelder

1) vy(a"—b")=vy(a—Db)+v,(n), hvisp |a—b.
2) v,(a” +b")=v,(a+b)+v,(n), hvis p|a+ b, og n er ulige.

Nar p =2, geelder

3) w(a" —b")=v,(a—b), hvis n er ulige.
4) w(a"—b")=wv(a—b)+ r(a+ b)+ r,(n)—1, hvis n er lige.

Bevis. Viviser 1), mens resten overlades til laeseren i en opgave. Beviset fores
ved induktion efter v,(n). Lad p vaere et ulige primtal, og lad a og b vere to
hele tal som er primiske med p, og hvor p garopia—b.

For induktionsstarten betragter vi béde tilfeeldet hvor v,(n) = 0, og hvor
vp(n)=1. Antag forst at v,(n) = 0. Ifolge setning 1.15.1, 1), er

vp(a"—b")=v,(a—b)+ vp(a"*1+a”*2b+---+b”*1).
Da a =b (mod p), og a og b er primiske med p, er

n—1

a" '+a"?b+---+b" =na (mod p),

og vy(a™ —b")=vy(a—b)=vy(a—Db)+v,(n).

Antagnu at v,(n)=1, ogat n=pn’. Dermed er v,(n’) =0, og det folger af det
vi netop har vist, at

vp(a"—b" =v,((a")" —(b")" )= v,(a” - b").
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Setnu a = b + kp. Ifelge binomialformlen 1.7.4, seetning 1.15.1, 1) og 5), og
fordi p gar opi(’?) forallei=1,2,3,...,p—1, ma

vp(a”? —bP)=v,((b+kp)’ —b")

(oo o)

Uy ((’;)bp_lkp) = vp(psz_lk): vp(p2)+ vp(bp_l)Jr vy (k)

2+v,(k)=2+ vp(a—b)—l = vp(a—b)+ vp(n)

dak= %, og b er primisk med p. Dermed er induktionsstarten pa plads.

Nu er vi néet til induktionsskridtet. Antag at 1) er sand for alle 2, hvor v,(n) =
N for et givet positivt heltal N. Se nu pa et n med v,(n)= N +1, og seet n =
pN*tln’. Daer

vy(a—b)=wv, ((apw)pn’_(bplv)pn’)
=, (apN —pr)+ 1=v,(a—b)+N+1=v,(a—Db)+v,(n).

Hermed er induktionen fuldfert. O
Opgave 1.15.4. Bevis resten af LTE (seetning 1.15.3).

Opgave 1.15.5. Bestem alle positive hele tal n s& der for ethvert ulige tal a
geelder at 2217 gdr op i a” — 1. (China Girls Math Olympiad 2017)

Opgave 1.15.6. Lad p > 2025 veere et primtal. Lad desuden a og b vee-
re to positive heltal hvor v,(a + b) = 1 og v,(a?**® + b?*?) > 1. Vis at
vp(a®"% + b20%) > 2025.

Opgave 1.15.7. Bestem det mindste positive hele tal n s& 2190 gar op i
2025™ —1. Hint: 18

Opgave 1.15.8. Bestem alle positive hele tal n sa n? gar op 2" + 1. (IMO 1990)
Hint: 10

Opgave 1.15.9. Findes der et positivt helt tal n sa n har preecis 2000 forskellige
primdivisorer, og sa n gar op i2” 4+ 12 (IMO 2000) Hint: 25
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1.16 Summer af to kvadrattal

Primtal p& formen p =4m +1 og primtal p& formen p = 4m + 3 har forskelli-
ge egenskaber. Fx har vi tidligere vist at —1 er kvadratisk rest modulo et ulige
primtal p netop nér p er pa formen p =4m + 1.

I dette kapitel vil vi vise at et ulige primtal p kan skrives som en sum af to
kvadrattal netop nar p er pa formen p =4m + 1. Og endnu mere generelt: Et
positivt heltal n kan skrives som sum af to kvadrattal netop nar alle primfak-
torer i n p& formen 4m + 3 indgér i en lige potens i primfaktoroplesningen af
n.Inden vi er klar til det, har vi brug for nogle hjelpesatninger.

Seetning 1.16.1. Lad p veere et primtal pa formen p =4m +3. Hvis p gar
op i summen af to kvadrattal a® + b?, da gar p op i bade a og b.

Bevis. Antag at a®+ b? =0 (mod p), og at a ikke er delelig med p. Da findes
en invers a~! til @ modulo p, og dermed har vi

a’(a ¥+ b*(@?*=0 (mod p).

Altsa er
1+(ba)?=0 (mod p),

hvilket er en modstrid da —1 ikke er kvadratisk rest modulo p ifelge setning
1.10.4. Derfor mé p gd op i @ og dermed ogséd i b. O

Korollar 1.16.2. Primtal p pa formen p = 4m + 3 kan ikke skrives som
sum af to kvadrattal.

Bevis. Det folger umiddelbart af seetning 1.16.1. O

Primtal pa formen p = 4m + 1 kan derimod altid skrives som sum af to kva-
drattal, og det skal vi se neermere pd om lidt.



Definition af kvadratfrit

Et positivt helt tal kaldes kvadratfrit hvis alle primtal i primfaktoroplas-
ningen af tallet kun indgari 1. potens.

Opgave1.16.1. Om et helt tal n oplyses at n er kvadratfrit, og at samtlige prim-
faktorer i n er pa formen 4m + 3. Vis at n ikke kan skrives som sum af to kva-
drattal.

Opgave 1.16.2. Vis at n? + 3 ikke er et kubiktal for noget positivt heltal n. Hinr:
45

For at bevise at primtal pa formen p =4m + 1 kan skrives som sum af to kva-
drater, har vi brug for folgende seetning.

g )

Saetning 1.16.3. Thues szetning

Lad n veere et helt tal storre end 1, og lad k veere det hele tal som opfylder
at k—1 < v/n < k. Antag at a € Z er primisk med n. Da findes x,y €
{1,2,...,k—1},sa

eller

ay=x (mod n) ay=—x (mod n).

. J

Bevis. Betragt alle tal pa formen a y’+x’, hvor x’, y’ €{0,1,2,...,k—1}. Dader
er k? > n par (x/, y’), findes ifolge skuffeprincippet mindst to par sd ay’ + x’
har samme rest modulo n. Der findes altsa x;, x,, y1, » €{0,1,2,..., k—1}, s&
a(y — y») = x, — x; (mod n), hvor x; # x, eller y; # y».

Antag at x; = x,. Daviln gdopia(y; — ), ogdaged(a,n)=1,viln gdopi
N—¥,dvs. yy =mday,pe{0,1,2,...,k—1}. Hvis vi antager at y; = y,, far vi
tilsvarende at x; = x,, hvilket er en modstrid.

Dermed er

0<|x;—x|<k—1 og O0<|yy—p|<k—1.
Setnu y =|y; — }»| 0g x =|x; — x,|. Daer
eller

ay=x (mod n) ay=—x (modn). O
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Szetning 1.16.4. Et ulige primtal p kan skrives som sum af to kvadrater
netop ndr p er pa formen p =4m+1.

Opgave 1.16.3. Bevis seetning 1.16.4. Hins: 29

Sezetning 1.16.5. Sum af to kvadrattal

Et positivt heltal n kan skrives som sum af to kvadrattal, netop nér alle
primfaktorer i n pa formen 4m + 3 indgar i en lige potens i primfaktor-
oplesningen af 7.

Opgave 1.16.4. Bevis seetningen.
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1.17 Primtallenes forunderlige verden

Vihar allerede set at der er uendelig mange primtal, og dette resultat har veeret
kendt i hvert fald siden Euklid skrev sine elementer ca. 300 f.v.t. Primtallene
er fascinerende og uforudsigelige, og der er stadig mange formodninger om
primtal som venter pa at blive bevist.

Her skal vi se pd bdde formodninger og resultater om primtal som det ligger
uden for disse noters raekkevidde at komme med et bevis for.

e w

Formodning 1.17.1. Tvillingeprimtal

Tvillingeprimtal er to pd hinanden fplgende ulige tal som begge er prim-
tal, fx er 5 0g 7, 11 og 13 samt 17 og 19 tvillingeprimtal. Det formodes at
der findes uendeligt mange tvillingeprimtal, men det er endnu ikke lyk-
kes nogen at bevise det. Det er stadig et af de helt store uloste sporgsmal
i talteori.

. J

Opgave 1.17.1. Trillingeprimtal er tre pa hinanden folgende ulige tal som alle
er primtal. Hvor mange primtalstrillinger findes der?

Formodning 1.17.2. Goldbachs formodning

Goldbachs formodning fra 1742 siger at alle positive lige tal storre end 2
kan skrives som en sum af to primtal. Fx4=2+42,6=3+3,8=3+5, osv.

Det er indtil videre vist at dette er sandt for alle lige tal mindre end 4-10'8,
men at vise det generelt er stadig et stort ulgst problem, som mange i
tidens lgb uden held har keempet med.

. J

Der er ikke noget (kendt) system i den made primtallene fordeler sig p4, og det
er nok en del af drsagen til at primtallene er sa fascinerende. Man ved alligevel
ca. hvor mange primtal der er op til et helt tal n for meget store veerdier af n.
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Szetning 1.17.1. Primtalssatningen

Lad 7(n) betegne antallet af primtal mindre end n. Da er

Der findes ogsa endnu bedre tilnaermelser til 7z(n) end %

Szetning 1.17.2. Bertrands postulat

Bertrands postulat siger at for et positivt heltal 7, n > 3, findes mindst ét
primtal p s&
n<p<2n-—2.

Bertrand kom med dette postulat i 1845, og pastanden blev allerede vist
af Chebyshevi 1850, men navnet Bertrands postulat har alligevel haengt
ved.

Opgave 1.17.2. Vis at (2,7 ) ikke er et kvadrattal for noget positivt heltal 7.

Opgave 1.17.3. Lad n vere et positivt heltal. Vis atde 2n tal 1,2,3,...,2n kan
parres til n par s summen af hvert par er et primtal. Hint: 16

Seaetning 1.17.3. Dirichlets szetning
Lad a og b veere to indbyrdes primiske positive heltal. Da indeholder den
aritmetiske progression

b,a+b,2a+b,3a+b,4a+Db,...
uendeligt mange primtal. Eller sagt med andre ord: Der er uendeligt
mange primtal pa formen an + b.

Denne sa@tning blev forst vist af Dirichlet i 1837.




Der findes ikke noget elementeert bevis for seetningen, men man kan vise spe-
cialtilfeelde af den som fx at der findes uendeligt mange primtal p& formen
3n+2,4n+1,4n+3 0g6n+>5.

Eksempel 1.17.1. For at vise at der findes uendelig mange primtal pa
formen 37 +2, antager vi, som i Euklids bevis for at der findes uendeligt
mange primtal, at der kun findes endeligt mange. Kald disse py, p», ..., p;,

og betragt tallet
N =3p1pop3---pr +2

Da N =2 (mod 3), kan N ikke kun have primfaktorer p& formen 3n +1,
og N har derfor en primfaktor pa formen g = 3n + 2, men dette er en
modstrid da ingen af primtallene py, p», ..., p, garopi N.

Hvis man skal vise at der er uendeligt mange primtal p& formen 4n +1,
kreever det en smule mere snilde og teori. Her er det ikke nok at betragte
primfaktorer i 4p, p, --- p, + 1, da produktet af primtal pa formen 4n + 3
godt kan have rest 1 modulo 4, og vi far derfor brug for teori om forskelli-
ge egenskaber ved primtal pa formen 4n + 1 og pa formen 4n + 3. Fx ved
vi at —1 kun er kvadratisk rest modulo ulige primtal pa formen 4n + 1.
Dette kan udnyttes pa folgende mdade: Antag igen at der kun findes en-
deligt mange primtal pa formen 4n+1, oglad disse veere py, p>, p3...., Pr-

Betragt tallet ,
N=02pip---pr)" + 1.

Leeg meerke til at vi p4 denne made har konstrueret et tal N s —1 er kva-
dratisk rest modulo alle divisorer g i N da

2pip--pf=—1 (mod q).

En primfaktor g i N er derfor pa formen 47 + 1, men dette er en mod-
strid da ingen af primtallene py, p», ..., pr gar op i N. Dermed findes der
uendeligt mange primtal pa formen 4n + 1.

\ J

Opgave 1.17.4. Vis at der findes uendeligt mange primtal pa formen 4n + 3,
pé formen 67 +5 og pa formen 2¥n + 1, hvor k er et positivt heltal. Du ma
selviplgelig ikke benytte Dirichlets seetning. Hint: 30, 23, 17
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1.18 Den kvadratiske reciprocitetssaetning

Den kvadratiske reciprocitetssatning viser en meget smuk sammenhang
mellem kvadratiske rester, og den er et godt vaerktej til at tjekke om et tal er
kvadratisk rest modulo et andet tal. Men for vi nar til den, skal vi se pa Legen-
dresymbolet og Eulers kriterium.

Definition af Legendresymbolet

Lad p veere et ulige primtal, og lad a € Z veare primisk med p.
Legendresymbolet

)

p

er da 1 hvis a er kvadratisk rest modulo p, og —1 hvis a ikke er.

Opgave 1.18.1. Lad p veere et ulige primtal. Vis at
1 2 -1
GG 5)-e
p p p

Szetning 1.18.1. Eulers kriterium

Lad p vere et ulige primtal, og lad a € Z veere primisk med p. Da er

(g) = apTi1 (mod p).

\ J

2

Bevis. Hvis a er kvadratisk rest modulo p, har kongruensligningen x
(mod p) en lpsning x. Altsa er

=a

p—1
2

a? =xP"'=1 (mod p)

ifolge Fermats lille seetning.

Hvis a ikke er kvadratisk rest modulo p, da ved vi ifolge seetning 1.8.4 at for
hver primisk rest x € {1,2,...,p — 1} findes en unik primisk rest y = x'a sa
xy =a (mod p), hvor x # y. Dermed kan alle resterne 1,2,..., p —1 parres to
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og to s& produktet af hvert par er a. Altsa er

p—1
2

a? =(p—1)!=—1 (mod p)

ifolge Wilsons seetning. O

g )

Korollar 1.18.2. Lad p veere et ulige primtal, oglad a, b € Z veere primi-

. J

Bevis. Korollaret folger umiddelbart af Eulers kriterium. O

e w

Korollar 1.18.3. Lad p veere et ulige primtal. Da er
—1

) (5)-14

p —1
2

> )14

p —1

Del 1) er allerede vist tidligere, men tages alligevel med her.

\. J

hvis p=1 (mod 4)

hvis p=—1 (mod 4)
hvisp=1eller p =7 (mod 8)
hvis p=3eller p=5 (mod 8)

Bevis. Del 1) folger umiddelbart af Eulers kriterium, men vi har ogsé bevist
det tidligere i seetning 1.10.4.

I del 2) viser vi kun tilfeeldet hvor p =1 (mod 4), og overlader tilfeeldet p =3
(mod 4) til leeseren i en opgave. Hvis p =1 (mod 4) er

2t (pT_l)!z(z-1)-(2-2)-(2-3).--(2-%4)52-4.6---(;9—1)
52.4.6...(_1).(_pT_?’)...(_5).(_3).(_1)
E(—l)pT (T)' (mod p)
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Ifelge Eulers kriterium geaelder nu at

Dermed er (%) =1nér p =1 (mod 8), og (%) =—1nér p =5 (mod 8). O
Opgave 1.18.2. Vis korollar 1.18.3, 2), for p =3 (mod 4).

( N

Seetning 1.18.4. Lad a vere et helt tal og b et positivt helt tal storre end
1 med primfaktoroplesning

b :pltxlpztlz...p;lzn'

Da er a kvadratisk rest modulo b hvis og kun hvis a er kvadratisk rest
modulo p; foralle i =1,2,...,n.

\ J

Opgave 1.18.3. Bevis seetning 1.18.4.

Opgave 1.18.4. Lad n veere et ulige positivt heltal og p en primdivisori2” —1.
Vis at p ==+1 (mod 8).

Opgave 1.18.5. Lad x og y vere indbyrdes primiske hele tal. Vis at hvis p er
en ulige primdiviser i x> +2y?2, daer p =1 eller p =3 (mod 8). Hint: 26

Definition af Sophie Germain-primtal

Et Sophie Germain-primtal er et primtal p s& 2p + 1 ogsé er et primtal.
Disse primtal er bl.a. interessante da ¢(2p + 1) er det dobbelte af prim-
tallet p og ¢(2p + 1) derfor kun har to ikke-trivielle positive divisorer.

Opgave 1.18.6. Vis at hvis p er et primtal, og p =3 (mod 4), daer 2p+1 divisor
i Mersennetallet M, = 2P —1 netop hvis p er et Sophie Germain-primtal. Hinz:
36



Bemerkning. Kriteriet i opgave 1.18.6 viser fx at Mersennetallet M;; =
21 —1 ikke er et primtal da 11 er et Sophie Germain-primtal fordi 2- 11+
1 =23 ogsa er et primtal, og 23 dermed er divisor i My; =2047.

Opgave 1.18.7. Find mindst ét primtal p > 11 for hvilket M,, = 2P —1 ikke er
et primtal.

Opgave 1.18.8. Vis at ligningen 16 = x® (mod p) har en heltallig lasning for
alle ulige primtal p.

Opgave 1.18.9. Fermattallene er som tidligere nevnt f, = 22" + 1, for
n=1,2,3,....Visat hvis p er en primdivisori f,, n > 2,daer p =1 (mod 2"*?).
Hint: 38

Bemeaerkning. Det var vha. kriteriet i opgave 1.18.9 at Euler geettede at
641 =5-25+2 4 1 var primfaktori f; = 22" +1.

\ J

Seetning 1.18.5. Lad x og y veere to indbyrdes primiske heltal og a, b, ¢
hele tal. Hvis p er en primdivisor i ax?+ bxy + cy? som ikke gar op i
abc,daer

D =b*—4ac
kvadratisk rest modulo p.

. J

Opgave 1.18.10. Bevis seetning 1.18.5.

e w

Szetning 1.18.6. Den kvadratiske reciprocitetssaetning

Lad p og q veere to forskellige ulige primtal. Da er

(e
q)\p

37

Bemarkning. Euler formulerede den kvadratiske reciprocitetsseetning i
1783, men uden bevis. Det blev Gauss der i 1801 fik udgivet det forste kor-
rekte bevis for setningen efter fejlslagne forseg fra bl.a. Legendre. Den
kvadratiske reciprocitetssaetning kaldes af mange Aritmetikkens perle, og
det var Gauss’ favoritseetning inden for talteori. Der findes nu mange helt
forskellige beviser for seetningen, men de er alle for omfangsrige til disse
noter.

\ J

Opgave 1.18.11. Underseg om 37 og 143 er kvadratiske rester modulo 2003.
(2003 er et primtal).

Opgave 1.18.12. Lad p veere et ulige primtal. Vis at

3\ _ 1 hvisp=4+1 (mod 12)
p) | -1 hvisp=+45 (mod12)
S5\ 1 hvisp=+£1 (mod5)
p) | -1 hvisp=+2 (mod5)

Opgave 1.18.13. Bestem samtlige par af hele tal (x, y) som opfylder ligningen
162x2=7+151y2.

Opgave 1.18.14. Lad a, b og c veere positive heltal som er parvis indbyrdes
primiske. Vis at hvis a>—ab + b? = c?, da er enhver primdivisor i ¢ p4 formen
6k +1.

Opgave1.18.15. Visathvis p =2"+1, n > 1, er et primtal, da gér p op 3% +1.

Opgave 1.18.16. Bestem alle positive heltal k for hvilke der findes et heltal a
s42007 garop i (a + k)* —a3.

Opgave 1.18.17. Vis at hvis et positivt heltal a er kvadratisk rest modulo alle
primtal, da er a et kvadrattal.

Opgave 1.18.18. Lad n veere et positivt heltal storre end 2. Vis at Fermattallet
f,, har en primfaktor sterre end 2"4(n + 2). Hint: 31
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Hints

1. Betragt ord,(2).

2. Lad m veere det storste hele tal s& 2™ gar op i alle elementer i folgen, og betragt

10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.
22.
23.

24.

2’ N e e > e

folgen b, = 5.

Udnyt at ab = a(2002 — a).

Kubiske rester modulo 7.

Vis at v5(2™ +3™)=1.

Husk se&tning 1.7.2.

Faktoriser 102" —1.

Omskriv forst til n* +4=(n?+2)7>—(2n).

Antag at det er sandt, og vis at det forer til en modstrid. Brug kvadratiske rester.
For n > 1 betragt den mindste primdivisor p i n.

Regn pé gcd(a,, a,1), og udnyt undervejs at hvis s, ¢ € Z og ¢ er ulige, da er
ged(s, t)=gcd(2s, ).

Visforstathvisc =ax+by, x,y €Z,damagcd(a, b)gaopi c. Vis efterfolgende
at hvis ¢ er et multiplum af gcd(a, b), da findes ifglge Bezouts identitet x, y € Z
sdc=ax+by.

Betragt ord,(q).

Udnyt at 3n +2 og 3 er indbyrdes primiske.

Lad g veere den mindste primfaktor i x, og se pa ord,(p —1).
Benyt induktion efter 7.

Indirekte: Betragt (2p, pops -+ pr)> +1hvor py, p,, ... er samtlige primtal pé for-
men 2fn +1.

Vis forst at n er en potens af 2.

Omskriv ligningen til 2% +22*" = (y —1)(y +1).
Hvorfor er gcd(m*, m—1)=1?

Betragt i stedet folgen y, = x,, — 1.

Antag at p er et primtal, og vis at da gar p opiq.

Indirekte: Betragt 6p,pspy -+ - pr + 5 hvor py, p,, ... er samtlige primtal pa formen
6n+5o0g p; =5.

Vis at hvis x, y € {1,2,...,p — 1} er to forskellige rester modulo p som opfylder
at x2= y? (mod p),daer x +y = p.

38

25.

26.
27.
28.
29.

30.

31.
32.
33.
34.
35.

36.
37.

38.
39.
40.
4]1.

42.
43.
44.
45.
46.
47.

Vis ved induktion efter N: For ethvert positivt heltal V findes et positivt ulige tal
n med preaecis N forskellige primdivisorer som opfylder at n gar opi2” +1.

Udnyt at y har en multiplikativ invers y~! modulo p.
Vis at hvis a + b er delelig med n, da er a” + b" delelig med n?.
Vis forst at (a — b)? er delelig med 11.

Lad p veere et primtal pa formen p =4m+1. Udnyt Thues seetning samt at—1 er
kvadratisk rest modulo p, til at vise at p kan skrives som sum af to kvadrattal.

Indirekte: Betragt 4p, p3 ps -+ - p, + 3 hvor py, ps, ... er samtlige primtal pa formen
4n+3o0gp, =3.

Udnyt opgave 1.18.9.

Betragt ord, (3).

I alle tre delopgaver er det smart at regne modulo 4.

Vis at 2" gar op i badde x, y og z for alle positive heltal 7.

Den store udfordring er at bestemme 20022%°! (mod 400). For at bestemme den-

ne rest er det smart at regne modulo 2* og modulo 5%, og derefter kombinere
resultaterne.

Betragt ord,,,(2).

Vis at der findes positive hele tal u, v og wsaau=bc, bv=ac, cw = ab hvor
u, v og w er parvis indbyrdes primiske.

Betragt ord,,(2).
Udnyt Wilsons setning til at finde et x der opfylder at x> =—1 (mod p).
Regn modulo 11.

Antag modsat at det ikke er sandt, oglad s’ og ¢’ veere to positive heltal med den
mindste sum for hvilke det ikke er sandt.

Lad p veere en ulige primfaktor i a®" + 1, og betragt ord,(a).
Inddel i n lige og n ulige, og se pa kvadratiske rester modulo 4.
Se pa (b*+ a)? —a’ modulo b*.

mi+1=(m+1)(m?>—m+1).

Se pa sidste cifferi k.

Brug Bezouts identitet.



3 Lesninger

Opgave 1.1.1. Samtlige divisoreri60er1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60. Samt-
lige divisoreri 98 er 1,2,7,14,49,98.

Opgave 1.1.2.2) At a | b, betyder at der findes et helt tal g s& b = a-q. Dermed
erb-c=a-q-c=a-(q-c),ogdetviserata|b-c.

3)Ata | b og a | c, betyder at der findes hele tal ¢, 0og ¢, s& b = a - q; og
c=a-q,. Dermed er b+ c = a(q; + ) og b — c = a(q; — g»), og det viser at
alb+cogal|b—c.

Opgave 1.1.3. Antag at n og m er hele tal sd 2 | n og 6 | m. Da er n =2n’ og
m =6m’, og dette viser at m(m + n)=6m’(6m’ +2n’) = 4(9m’? +3n’) altid er
delelig med 4. Ingen af de andre tal er altid delelig med 4: a) n+m er ikke altid
delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =12.b) nm—m, c) m?+n oge) n(m+1)
er ikke altid delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =6.

Opgave 1.1.4. Antag at m og n er hele tal som opfylder at n + m = n?. Da er
m = n(n—1), hvilket viser at n | m. Man kan til gengeld ikke slutte atb) m | n,
c) n og m er ulige, eller d) n og m er lige, da fx n = 3 og m = 6 ikke opfylder
hverken b), c) eller d).

Opgave 1.1.5....,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.

Opgave 1.1.6. 1001 =7-11-13. 11400 =23-3-52-19. Tallet 1024 = 2'° har kun
en enkelt primfaktor, nemlig 2. Primfaktorerne i 1001 er 7, 11 og 13.

Opgave 1.1.7. Da primfaktoroplgsningen af 2008 er 2008 = 23 - 251, er eneste
mulighed for de fire tal 1,2,22,251. Dermed er deres sum 258.

Opgave 1.1.8. I primfaktoroplesningen af 20! er potensen af 5 netop 5* mens
potensen af 2 er storre end 24. Derfor ender 20! pa netop fire nuller.

Opgave 1.1.9. Tallet 4004 gér ikke op i 238 -65-1221 da 4 gar op i 4004, men
ikke i 238-65-1221.

Opgave 1.1.10. Lad m veere et positivt heltal storre end 1 med primfaktor-

oplesning m = pla ! pza 2...p/", hvor p;’erne er forskellige primtal. Da er prim-
2a, _ 2a,

faktoroplesningen af m? = p; ' p, - prz " Dette viser at alle primfaktorer
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i et kvadrattal indgar i en lige potens i primfaktoroplesningen. Antag om-

vendt at n er et positivt heltal, hvor alle primfaktorer i n indgar i en lige po-
q 3 q _ 201 2a, 2a, 2

tens i primfaktoroplesningen. Daern =p; 'p, *---p; ', dvs. n = m*, hvor

m=p/ p,* - p;", og detviser at n er et kvadrattal.

Opgave 1.1.11. Lad n vaere det mindste positive heltal sd v - 261 er et helt tal.
Dama n-261 = n-29-32 vaere et kvadrattal, og altsd méa 29 veere en primfaktor
i n da 29 skal indgd i en lige potens i primfaktoroplesningen af n - 29 - 32. For
n=29er+/n-261=3-29, dvs. n =29 er det mindste positive heltal s& v'n - 261
er et helt tal.

Opgave 1.1.12. Antag at p er et primtal, og at p | ab. Hvis et af tallene a og
b er £1 eller 0, er udsagnet oplagt. Antag derfor at |a|,|b| > 1. Antag desuden
i forste omgang at a og b er positive. Primfaktoroplesningen af ab er netop
primfaktoroplgsningen af a gange primfaktoroplesningen af b da primfak-
toroplgsningen er entydig. Da p indgér i primfaktoroplgsningen af ab, ma p
derfor ogsé indga i primfaktoroplgsningen af a eller primfaktoroplesningen
af b. Dermed ma p | a eller p | b. Beviset kerer pa helt samme méde hvis et
eller begge af tallene a og b er negative.

Udsagnet geelder ikke altid hvis p ikke er et primtal. Fx gdr 6 opi4 -9, men
hverken i 4 eller 9.

Opgave 1.1.13. Kun 10982-505 er deleligmed 10 da det er det eneste af tallene
der indeholder 2 - 5 i sin primfaktoroplesning. Kun 5025 - 2092 er delelig med
100 da det er det eneste af tallene der indeholder 22 - 52 i sin primfaktoroplas-
ning.

Opgave 1.1.14. Blandt tre pa hinanden folgende heltal findes altid mindst et
som er deleligt med 2, og et som er deleligt med 3. Dermed er produktet af
dem deleligt med 2-3 = 6. Blandt fem pé hinanden folgende heltal er der altid
mindst et der er deleligt med 3, mindst et der er deleligt med 4 = 22, og et der
er deleligt med 5. Dermed er produktet af dem deleligt med 3 - 22 - 5= 60.

Opgave 1.1.15. Da a + b =2002, er b =2002—a. Derforer ab = a(2002—a)=
2002a — a®. Hvis 2002 skal gé op i ab, skal 2002 derfor ogsa ga op i a®. Vi
betragter nu primfaktoroplesningen af 2002, som er 2002 = 2-7-11-13. Dermed
skal hver af primfaktorerne 2, 7, 11 og 13 ga op i a?, og derfor ogsé i a ifolge
seetning 1.1.5. Men hvis 2, 7,11 og 13 gédropia,sama2-7-11-13 =2002 ogsa
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gé op i a ifelge korollar 1.1.4. Men det er umuligt da 0 < a < 2002 fordi a og b
er positive heltal sa a + b =2002. Altsa kan 2002 aldriggd opiab.

Opgave 1.2.1. Ved at omskrive fas
53=x%—y2=(x3+y)x>—y).
Da 53 er et primtal, ma x3+ y =53 og x3—y = 1. Dermed er x =3 og y =26
eneste lpsning.
Opgave 1.2.2. Tallet m3 — m er deleligt med 6 for alle hele tal m da

mi—m=m(m?*-1)=m(m—-1)(m+1)

viser at m3 — m er et produkt af tre pa hinanden folgende hele tal, og 2 og 3
hver iseer gar op i mindst et af de tre tal.

Opgave 1.2.3. Kald den ukendte katete a og hypotenusen c. Da er
22.9972=19942 = > —a’=(c + a)(c —a).

Da c + a og ¢ — a har samme paritet (dvs. de enten begge er lige eller ulige),

ma de begge veere lige. Vi har derfor

c+a c—a
2 2

9972 =

’

hvor 997 er et primtal. Heraf ses at 5% = 9972 og 5% = 1. Dette giver ¢ =
1+997% = 994010.

Opgave 1.2.4. Omskriv sammenhangen mellem p, g og r til

p=r’—q*=(r+q)r—q).

For at vise at 6 gar op i pqr, viser vi at 2 og 3 hver iser gar op i mindst et af
tallene p, g og r, og dermed i deres produkt. Hvis hverken g eller r er lige, er
de begge ulige, og sd er r +¢ lige, og altsé p = (r +q)(r —q) lige. Altsd er mindst
etaftallene p, g og r deleligt med 2. Hvis hverken ¢ eller r er deleligmed 3, da
har de hver iseer rest 1 eller 2 ved division med 3. Hvis de har forskellig rest, er
r + q delelig med 3, og hvis de har samme rest, er r — g delelig med 3. I begge
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tilfelde er p delelig med 3. Dermed er mindst et af tallene p, q og r deleligt
med 3. Samlet giver dette at deres produkt pqr er deleligt med 6.

Opgave 1.2.5. Da

a’+b*+9ab=(a—b)*+11ab,
er (a — b)? delelig med 11, og da 11 er et primtal, m& a — b ogsé veere delelig
med 11. Altsé er a®> — b? =(a + b)(a — b) delelig med 11.

Opgave 1.2.6. Lad n = a®+ b? og m = ¢+ d?. Vi skal nu vise at produktet nm
ogsa er en sum af to kvadrattal, og det gor vi ved at omskrive vha. af kvadrat-
setninger.

nm=a*c®+a*d*+b*c?+ b?d?
=(ac+bd)}*—2abcd+(ad—bc)*+2abcd
=(ac+bd)?*+(ad—Dbc).

Opgave 1.2.7. For alle n > 1 viser omskrivningen
n*+4=(n*+2f—(2n)*=(n*+2n+2)n*—2n+2).

at n* + 4 ikke er et primtal. For n =1 er n*+4 =5 et primtal.
Opgave 1.2.8. Forst omskriver vi sdledes:
2xzy2 +16x% + y2 =448
2x%(y2+8)+ y* +8=456
2x?+1)(y*+8)=23-3-19.
Da 2x2 +1 er ulige, ma 2x? + 1 vaere lig med 1,3, 19 eller 57. Af dette ser man

at x =0, 1,3. Ved at efterprgve disse muligheder far man folgende losninger
(1,12) 0g (3,4).

Opgave 1.2.9.Da x y+3y = y(x+3) og x>+2x = (x+3)(x—1)+3, kan ligningen
omskrives til

1994=(x+3)(x—1)—y(x+3)=(x+3)(x—1—y).



De eneste faktoriseringer af tallet 1994 er 1994 -1 0g 997-2, og da x +3 er den
storste af faktorerne, far vi derfor lpsningerne (x, y) =(1991,1989) og (x, y) =
(994,991).

Opgave 1.3.1. Det folger af korollar 1.1.4 at enhver positiv divisor i n er pa
formen

pflpfz...pr’fl'",

hvor B; er et aftallene 0, 1,...,a;. Dermed har nialt (1+a;)(1+a5)...(1+a,,)
forskellige positive divisorer ifalge multiplikationsprincippet.

Opgave 1.3.2. Antag at n = pla ! pza 2...pp" har et ulige antal positive divisorer,
og altsd at (1 + a;1)(1+ a»)---(1 + a,,) er ulige. Da er 1 + ; ulige og «; lige for
allei=1,2,..., m.Dette viser at n er et kvadrattal. Omvendt har alle kvadrattal
ogsa et ulige antal positive divisorer. De hele tal som har et ulige antal positive
divisorer, er derfor netop kvadrattallene.

Opgave 1.3.3. Hvis sandsynligheden er ﬁ for at et tilfeeldigt valgt tal m blandt
tallene 1,2,3,...,499,500 gar op i n, ma n have preecis fem positive divisorer.
Et tal med primfaktoroplesning p;" p,* ... p; har (1 + a;)(1 + @y)...(1 + a;) di-
visorer, dvs. n = p* for et primtal p. Det storst mulige n» med den enskede
egenskab er derfor n =3* =81 da 5* > 500.

Opgave 1.3.4. Tal med netop syv divisorer ma ifplge seetning 1.3.1 veere pa
formen p®, hvor p er et primtal. Et sddant tal er derfor altid et kubiktal da
p®=(p?)?, og produktet af sddanne tal er derfor ogsé et kubiktal.

Opgave 1.3.5. Da n skal veere delelig med 1001 =7-11-13, ma bade 7, 11 og
13 indga i primfaktoroplesningen af n. Saet

n=7".11%.13%.p/...p%, @;>1, §>3

Antallet af divisorer i n er netop (a; +1)(a, +2)---(a; + 1), og dermed er
(a;+ 1) +1)---(as+1)=1001=7-11-13.

Af denne ligning ses at s < 3, og dermed at s =3 og n =7%-11%.13%. Nu er

(a1 +1)(ar +1)az+1)=7-11-13,
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og dvs. at a1, a, 0g a3 er 6, 10 og 12 i en eller anden raekkefolge. De mulige
veerdier af n er altsd 7611101312 76.1112.1310 710.716.7312 710.7712.136
712.116.1310 0g 7121110136,

Opgave 1.4.1. gcd(12,45) = 3, gcd(1000,1205) = 5, gcd(1024,12) = 4,
gcd(88,90) =2 og gcd(1002,1003) =1.

Opgave 1.4.2. Hvis d er divisorin og n+1, mé d ogsa veere divisori(n+1)—1=
1, ogaltsd gcd(n, n+1)= 1. Hvis d er divisorin og n+2, ma d ogsa veere divisor
i2=(n+2)—n. Hvis n erlige, har vi derfor gcd(n, n +2) =2, og hvis n er ulige,
ged(n,n+2)=1.

Opgave 1.4.3. Da 754 = 2-338+ 78, 338 = 4-78+26 0g 78 = 3-26 + 0, er
gcd(754,338) = 26.

Opgave 1.4.4. Da b og c ikke har nogen felles primfaktorer, ma de feelles di-
visorer i a og b veere de samme som de feelles divisoreri ac og b. Dermed er
gcd(a, b)=gcd(ac, b).

Opgave 1.4.5. Broken er uforkortelig nar storste feelles divisor for naevner og
teeller er 1. Ifplge seetning 1.4.1 er

gcd(n4 +3n%+1,n%+2n)= gcd(n4 +3n%+1—n(n®+2n),n®+2n)
=gcd(n®+1,n%+2n)
:gcd(n2 +1,n*+2n—n(n?+1))= gcd(n2+ 1,n)
:gcd(n2 +1—n-n,n)=gcd(1,n)=1.

Opgave 1.4.6. Broken er uforkortelig nér storste feelles divisor for naevner og
teeller er 1. Ifplge seetning 1.4.1 er

ged(m* +3m® —3m*+2m—2,m—1)=
gcd(m4 +3m3—-3m?+2m—2—-3m*(m—-1)—2(m—1),m—1)=
ged(m*, m—1).

Da m og m—1 er indbyrdes primiske, ma m* og m — 1 ogsé vaere indbyrdes
primiske, dvs. gcd(m*, m —1) = 1. Dermed er broken uforkortelig.
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Opgave 1.4.7. At % er et helt tal, er ensbetydende med at 3742 gar op i

3n2+3n+9, dvs. at gcd(3n+2,3n?+3n+9)=3n+2. Ved at udnytte at 3n +2
og 3 er indbyrdes primiske far vi af seetning 1.4.1 og seetning 1.4.2 at

gcd(3n +2,3n%+3n+9)= gcd(3n +2,3n%+3n+9—n(3n+2))
=gcd(3n+2,n+9)
=gcd(3n+2,3(n+9))
=gcd(3n+2,3n+27)
=gcd(3n +2,25).

Altsa er 3";2# er et helt tal, netop nér 37 + 2 er divisor i 25, dvs. netop nar
3n + 2 er blandt tallene +1,+5,+25. De eneste muligheder er derfor n = —9,
n=—logn=1.

Opgave 1.4.8. Forst regner vi pd gcd(a,,, a,+1). Ved at udnytte at 2n+1 og 2 er
indbyrdes primiske far vi af seetning 1.4.1 og seetning 1.4.2 at

ged(a,, a,.1) = ged(n? +500, n® 4+ 2n + 1 +500)
=gcd(n?® + 500, n° +2n + 14 500 — (n* +500))
=gcd(n® +500,2n + 1) = ged(2(n* +500),2n + 1)

=gcd(2n? +1000,27 + 1) = gcd(2n® + 1000— n(2n +1),2n +1)

=gcd(1000—n,2n + 1) = gcd(2(1000—n),2n + 1)

=gcd(2000—2n,2n +1)=gcd(2000—2n +(2n +1),2n+1)

=gcd(2001,2n +1).

Heraf ses at gcd(a,,a,+1) altid er divisor i 2001 og dermed hajst 2001. Da
gcd(aq000, @1001) = 2001, er det den mindste veerdi for N.

Opgave 1.4.9. lcm(10,12) = 60, Icm(2-3*-78,22.33.73.11) = 22.3%.78 . 11,
lcm(13,17)=13-17 =221.

Opgave 1.4.10. Den storste potens af p; som gar opibéde a og b, er pl.min(a" Bi)

fori=1,2,...,n. Derfor ma deres storste feelles divisor veere

min(ey,f1)  min(a,f2) | min(a,,B,)
pn *

ged(a, b)=p, P

Ifplge korollar 1.1.4 gdr a op i et tal, netop nar p% gar op i tallet for i =

1,2,...,n. Tilsvarende for b. Bdde a og b gar derfor op i et tal netop nar
max(a;,[5;)

p; garopitalletfori=1,2,..., n. Derfor md mindste feelles multiplum
veere
lem(a, b) = plmax(al’ﬁl) . pzmax(“%ﬁﬂ .. p;naX(anﬁn)_

Da a; - f; = min(a;, B;)- max(a;, B;) forallei =1,2,...,n, fas
a-b=gcd(a,b)-lcm(a, b)

som onsket.

Opgave 1.4.11. Med brug af opgave 1.4.3 fas gcd(754,338) =26 =338—4-78 =
338—4(754—2-338)=—4-754+9-338.

Opgave 1.4.12. Tallene pé formen s-35+ ¢ - 15, s, t € Z, er netop alle multipla
af gcd(35, 15) = 5. Vi viser forst at alle multipla af 5 kan skrives pa denne form:
Ifolge Bezouts identitet findes hele tal s” og ¢’ s& 5 = gcd(35,15) = s"-35+1-15.
(De kan ogsé nemt findes, fx 5=—2-35+5-15). Dermed kan alle multipla af 5
skrives pa formen s-35+ ¢ - 15, da

5m=ms’-35+mt’-15.

Sa viser vi at ethvert tal pa denne form er et multiplum af 5: Da 5 gar op i bade
150g35 ma5ogsagaopis-35+1-15,s,t €Z.

Opgave 1.4.13. Viviser forst at alle multipla af gcd(a, b) kan skrives pa formen
ax+by, x,y €Z, og der dermed findes x, y € Z der loser ligningen, ndr ¢ er
et multiplum af gcd(a, b). Ifolge Bezouts identitet findes hele tal x’ og y’ sa
ged(a, b)=x'a+y’b. Dermed er

mgcd(a,b)=mx'a+my’b,

som gnsket.

Nu vises omvendt at ¢ er et multiplum af gcd(a, b) hvis der findes x, y € Z
sd c=xa+yb.Dagcd(a, b) gar op i bade a og b, mé det ogsé gd opiet c pa
formen ¢ = xa + b y. Dermed er ¢ et multiplum af gcd(a, b).



Opgave 1.5.1. Antag ferst at a og b har samme rest ved division med 7, dvs. at
a=qg;n+rogb=qyn+r,0<r<n.Dagarnopia—b =(q,n+r)—(qyn+r)=
(g.—qp)n, og dermed er a = b (mod n).

Antag omvendt at a = b (mod n), dvs. at n | a—b. Lad a = g,n + r,; og
b=qyn+r,, 0<r,, r,<n.Davedviatn garopia—b =(q,—qn)n+(r,—1p),
ogdermed ogsdir,—r,.Da—n<r,—r,<n,mar,—r,=0,ogaltsd r, =1,
som gnsket.

Opgave 1.5.2. At a =0 (mod n), betyderat n | a—0=a, dvs. at n gdrop i a.
Restklassen repraesenteret ved 0 er derfor netop alle multipla af 7.

Opgave 1.5.3. At a = b (mod 2) betyder at 2 | a— b, altsé at a og b har samme
paritet, dvs. at de enten begge er lige, eller begge er ulige.

Opgave 1.5.4. a) 182=92 (mod 18) da 18|182—92 =90.b) —43 =1 (mod 4) da
4|1—(—43)=44.¢) 111 #13 (mod 11)da114111—13 =98.

Opgave 1.5.5. ii) At a = b og ¢ =d (mod n), betyderatn|a—b ogn|c—d.
Dermedman | (a—b)—(c—d)=(a—c)—(b—d), ogaltsd a—c = b—d (mod n).
iv) Ata=b (mod n), betyderatn|a—b. Dermed ma n | c(a—b)=ca—cb,
ogaltsd c-a=c-b (mod n).

v) For at vise at @ = b (mod n) medforer at a* = b* (mod n), benyttes iii) k—1
gange.

Opgave 1.5.6. Ligningen x — 12 = 5 (mod 11) omskrives til x =5+ 12 = 6
(mod 11). Det er alts& netop restklassen repraesenteret ved 6 modulo 11 der
lgser ligningen, og lasningsmengden er derfor {...,—16,-5,6,17,28,...}.

Opgave 1.5.7. Viregner modulo 13 ved brug afregnereglerne fra saetning 1.5.1:

27103172514 =1103.42.(52)7=1.3-(=1)’ =—3=10 (mod 13).

Opgave 1.5.8. Sidste ciffer i et positivt heltal er netop resten ved division med
10, derfor regnes modulo 10:

20072077 = 72007 = (72)193. 7= (—1)!%%.7=-7=3 (mod 10).

Alts4 er 3 sidste ciffer i 20072097,
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Opgave 1.5.9. Lad p veere et primtal, og antag at a - b = 0 (mod p). Dette be-
tyderat p | a- b, og altsé at p | a eller p | b, hvilket jo netop betyder at a =0
eller b =0 (mod p).

Opgave 1.5.10. a) Losningerne til x> = 4 (mod 5) er netop restklasserne re-
prasenteret ved 2 og 3 modulo 5. b) Ligningen x? = 2 (mod 5) har ingen los-
ninger. ¢) Losningerne til x? = 1 (mod 8) er netop alle ulige tal. d) Lasningerne
til x> =0 (mod 2) er netop alle lige tal.

Opgave 1.5.11. Ligningen x? =1 (mod p) omskrives til
0=x?—1=(x+1)(x—1) (mod p).

Ifelge nulreglen ved vinu at x +1 =0 eller x —1 = 0 (mod p). Dermed er de

eneste losninger restklasserne 1 og —1 modulo p.

Opgave 1.5.12. ii) Vi viser at n = t(n) (mod 9), da dette viser det gnskede:

n=a,10"+a, 10"+ .-+ a,10+a,
=@ 1t @y 1 oty 1+ a
=a,+a, 1+ --+a,+ay=t(n) (mod9).

iii) Vi viser at n er kongruent med plus eller minus den alternerende tveersum
af n modulo 11, da det viser det onskede.

n=a,10"+a,, 110"+ ...+ a,10+a,
=ay, ()" +ap_ (1) 4t ar - (—1) +ag

=-1D"a,,—a,_;+-—(=1)"a; +(=1)"ay) (mod11).

Opgave 1.5.13. Et tal er deleligt med 18 netop hvis det er lige, og tveersum-
men er delelig med 9. Et tal er deleligt med 22 netop hvis det er lige, og den
alternerende tveersum er delelig med 11.

Opgave 1.6.1. De kvadratiske rester modulo 3 er 0 og 1. De kvadratiske rester
modulo 4 er 0 og 1. De kvadratiske rester modulo 5 er 0, 1 og 4.

Opgave 1.6.2. a) Vi regner modulo 4. Bemeerk forst at et lige tal i anden har
rest 0 ved division med 4, mens et ulige tal i anden har rest 1. Da der er to lige
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og to ulige tal blandt fire pa hinanden folgende tal, sd er summen af kvadra-
terne af fire pa hinanden folgende tal kongruent med 2 modulo 4. Da 2 ikke
er kvadratisk rest modulo 4, kan denne sum ikke vere et kvadrattal.

b) Vi regner igen modulo 4. De der er 2 eller 3 lige tal og tilsvarende 3 eller 2
ulige tal blandt fem pa hinanden folgende tal, er summen af kvadraterne af
fem pa hinanden folgende tal kongruent med 2 eller 3 modulo 4. Da hverken
2 eller 3 er kvadratiske rester modulo 4, kan denne sum ikke veere kvadrattal.

¢) Viregner igen modulo 4. Da der er tre lige og tre ulige tal blandt seks pa hin-
anden folgende tal, er summen af kvadraterne af seks pd hinanden fglgende
tal kongruent med 3 modulo 4, og da 3 ikke er kvadratisk rest modulo 4, kan
denne sum ikke veere et kvadrattal.

Opgave 1.6.3. Hvis vi betragter ligningen x2 + 10 = 5Y modulo 4, far vi at
x2+2=1 (mod 4). Altsa er x?> =3 (mod 4), og da 3 ikke er kvadratisk rest mo-
dulo 4, har ligningen ingen lgsninger.

Opgave 1.6.4. Hvis vi betragter ligningen x> —3y2 = 17 modulo 3, fr vi at
x? =2 (mod 3), og da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 3, har ligningen ingen

lgsninger.

Opgave 1.6.5. Produktet af to lige tal er altid deleligt med 4, dvs. produktet
af to lige tal lagt til 2006 har rest 2 modulo 4, men 2 er ikke kvadratisk rest
modulo 4. Hvis der findes fire tal med den gnskede egenskab, mé tre af disse
derfor veere ulige. Blandt tre ulige tal findes to som har samme rest modulo
4. Produktet af disse to har rest 1 modulo 4, og dermed har produktet lagt til
2006 rest 3 modulo 4, men 3 er ikke kvadratisk rest modulo 4. Derfor findes
der ikke fire tal med den enskede egenskab.

Opgave 1.6.6. Hvis x? + y? + z? = 2x y z, skal enten et eller tre af tallene x, y
og z veere lige. Antag at kun et af tallene er lige, fx x = 2x,. Da vil y2 + z2 =
4x,yz—4x7 =0 (mod 4). Vi ved at et ulige tal i anden har rest 1 modulo 4, og
dermed har ligningen i dette tilfeelde ingen lgsninger. Altsa er alle tre tal lige.
Ved at saette x = 2x;, y = 2); 08 z = 2z far vi x{ + y2 + zi = 4x,)12,. Ved
samme argumentation felger nu at x1, y;, z; er lige, og da dette kan gentages,
vil x, y, z veere delelige med 2" for alle n € N. Dermed er den eneste lgsning
x=y=z=0.
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Opgave 1.6.7.Lad x,y €{1,2,3,...,p—1} og x # y. Antag at x> = y? (mod p),
hvilket betyder at p | x>—y? =(x—y)(x+y).Da x # y (mod p), gr p ikke op i
x—y,o0gdermed gar p ifplge nulreglenopix+y.Dax,y €{1,2,...,p—1}, méa
X + y = p. Af dette folger at tallene 12,22,...,(22)? alle har forskellige rester
modulo p, mens x? =(p—x)? (mod p). Dvs. blandt tallene 12,22,...,(p—1)? er
der netop 25" forskellige kvadratiske rester. Ingen af resterne 12,22,..., (22
kan veere repraesentant for 0-restklassen ifolge nulreglen. Altsa er netop halv-
delen af tallene 1,2, ..., p — 1 kvadratiske rester modulo p.

Opgave 1.6.8. Hvis m =1, er der ingen lesning. Hvis m =2, er n = 1. Antag at
m > 2. Betragter vi ligningen 7" = 3 + 2" modulo 8, far vi (—1)"” = 3 (mod 8)
hvilket er umuligt. Dermed er den eneste lgsning m =2 og n = 1.

Opgave 1.6.9. Af ligningen 6(x!+3) = y2 +5 ses at y? er ulige, og dermed at
y ogsé er ulige. Da alle kvadrater af ulige tal har rest 1 ved division med 8, er
y? =1 (mod 8). For x > 4 er 6(x!4+3)=6-3 =2 (mod 8), mens y2+5 =6 (mod 8).
Der er altsa ingen lgsninger nar x > 4. Nu er det let at tjekke mulighederne
x =1,2,3. Samtlige lgsninger er dermed (x, y)=(2,5) og (x, y)=(3,7).

Opgave 1.6.10. Et tal er deleligt med 1599 = 39 - 41 netop hvis det er deleligt
med bade 39 og41. Viregner nu modulo henholdsvis 39 og 41 for at undersege
for hvilke 7 tallene 39 og 41 gdrop i S =46" 434" —7" —5".

S=46"+34"—7"—5"=7"+(=5)"—7"—5" =((—1)"—1))5" (mod 39),
dvs. at S er delelig med 39, netop nar 7 er lige.
§=46"+34"—-7"—-5"=5"+(-7)"—7"—=5"=((—-1)"—1))7" (mod 41),

dvs. at S er delelig med 41 netop nar n er lige. Samlet er S delelig med 1599
netop nér n er lige.

Opgave 1.6.11. Antag at n = d7 +d3 +d3+dZ. Hvis n er ulige, er alle divisorer i
n ulige. Altsa vil d?+d? +dz +d; =1+1+1+1=0 (mod 4), hvilket er umuligt.

Hvis 7 er lige, vil d, =1 0g d, = 2, og dermed n =1+0+dZ +d; #0 (mod 4),
dvs. at 4 ikke gér op i n. Samlet ser vi at d; = p, og at d, =2p eller d, = g, hvor
p og q er ulige primtal. Hvis d, = q, vil n = 1+2?+ p?+g? =3 (mod 4), hvilket
er umuligt da n er lige. Dermed er n =1+4+ p? +4p? =5p?+5=5(p? +1). Af



dette ses at 3 ikke gér op i n. Dermed er p =5, og dvs. at n =5(5%+ 1) =130 er
det eneste tal der opfylder det enskede.

Opgave 1.6.12. Hvis vi betragter ligningen 19x3 —84 y? = 1984 modulo 7, skal
x opfylde at 5x% =3 (mod 7), dvs. at x3 =3-3 =2 (mod 7), men 2 er ikke kubisk
rest modulo 7. Dermed har ligningen ingen heltallige lesninger. (Man finder
samtlige kubiske rester modulo 7 ved at se pa resterne af 0%, 13, 23,33, 43,53, 6%).

Opgave 1.6.13. For n = m =1 er k = 14. Antag at der findes et k < 14 med den
onskede egenskab.

Hvis n er ulige, er k =19" —5™ =(—1)" —5 =4 (mod 10). Sidste cifferi k er
derfor 4, dvs. k =4. Men 19" —5" = 1—2" (mod 3) har aldrig rest 1 modulo 3,
dvs. dette er ikke muligt.

Hvis n er lige, er k = 19" —5™ = (—1)" —5 = 6 (mod 10). Sidste ciffer i k er
derfor 6, dvs. k = 6. Men 19" —5™ = 3" —1 = 0 (mod 4), dvs. k = 6 er ikke
muligt.

Dermed er k =14 det mindste k pa denne form.

Opgave 1.7.1. Resultatet folger af seetning 1.7.1.

Opgave 1.7.2. Lad d veere divisor i n, og set n = d n’. Ifelge seetning 1.7.1 i) er
a"—b" =@ —(bN" =(a% — b (@) + (@) b 4+ (b)),
Altsé gar a? —b% opia”—b".
Opgave 1.7.3. Antag at a” —1 er et primtal. Vi udnytter at
a"—1=(a—1)a" ' +a"*+...+a+1),

til at indse at a = 2. Hvis n har en ikke-triviel divisor d, ved vi fra opgave 1.7.2
at a” — 1 er delelig med a? — 1, hvilket viser at a” — 1 ikke er et primtal da
1<a?—1<a"—1.Dermed ma n vare et primtal hvis a” —1 er et primtal.

Opgave 1.7.4. Da
n®+100 = n®+102—900 = (n + 10)(n®> — 1071 + 100)— 900,

gdr n+10 op i n®+100 netop nar n+ 10 gar op i 900. Det storste n s& n°+100
er delelig med n + 10, er derfor n = 890.
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Opgave 1.7.5. Summen af samtlige positive divisorer i n er lig med
L+pr+p++p A+ D+ P+ 4Py ) (L4 P+ P2 4+ p)

da hver divisor netop svarer til et led ndr man ganger alle parenteserne sam-
men. Vha. omskrivningen i setning 1.7.1 i) giver dette det onskede.

Opgave 1.7.6. Bemark forst at hvis a + b er delelig med n, da er
b =—a (mod n) og dermed

a"™'—a"Pb+--—ab" 2+ b" '=na"'=0 (modn).

Altsdera”+b" =(a+b)a" '—a"2b+---—ab" 2+ b"1) delelig med n?
da begge parenteser er delelige med n. Dette medferer at

1"4+2"+-..+n" =
(1"+(n—1)”)+(2”+(n—2)”)+---+((n;1)n+(n;l)n)+(n”)

er delelig med n?.

Opgave 1.7.7. Vived at v,(a —1) > 0. Dette betyder at a — 1 er delelig med p,
og altsd a =1 (mod p). Ifelge setning 1.7.1 er

ak—1=(a-1D)@* " +a"2+---+1).
Nu undersoger vi den sidste faktor modulo p:
a" ' +akF 4. 41= 1+1+---+1=k#0 (mod p).
Da k ikke er delelig med p, er

k—1

vp(ak—l): vp(a—1)+v,(a db @t b condt D=v,(a—-1),

som onsket.

Opgave 1.7.8. Forst faktoriseres 31024 —1 =32 — 1 vha. seetning 1.7.1.

32" _1=(3—=1)3+1)3%+1)3% +1)---(3% +1).
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Da 3™ =1 (mod 4) for lige m, er alle parenteser paneer (3 + 1) delelig med 2,
men ikke med 4. Dermed er 1,(3'%%4—1)=12.

Opgave 1.7.9. Antag at m er et ulige positivt tal som ikke er delelig med 5. Ved
at faktorisere far vi

a=2"M4+3Mm=(243)2M 1 —2Mm2.34...2.3M2 4 3m71),
Dette viser at 5 gar op i a. Hvis n > 1, skal 5 ogsa ga op i
2m—1_2m—2_3+._'_2_3m—2+3m—1
Men da 2 =—3 (mod 5), er

am=l_pm=2.34..._p.3m 2 gm-lzpm-lom-ly ... 4om-l
=m2"!

Z0 (mod5),

Dermedern=1.

Opgave 1.7.10. Lad d = gcd(a, b), ogseta=da’ ogb=db’.

Forst viser vi at m“%—1 gar opigcd(m®—1, mP—1): Vi ved fra opgave 1.7.2 at
m®—1 gar opibade m*—1o0g m?—1, og dermed ogsd i gcd(m®—1,m? —1).

Derefter viser vi at gcd(m® — 1,m? — 1) gar op i m% — 1. Sat
n=gcd(m®—1,m?—1). Da er m* = 1 (mod n) og m? = 1 (mod n). Ifel-
ge Bezouts identitet findes hele tal sog t sad =sa+th.Dad <aogd<b,
ma netop en af s og ¢ veere positiv. Antag uden tab af generalitet at s er
positiv. Da er d — t b = sa og altsa

mé=m®-m?) " =m? P =m® =(m**=1 (mod n).

Dermed mé n ga op i m% — 1, hvilket samlet viser at gcd(m® —1,m? —1) =
mgcd(a,b)_ 1.

Opgave 1.7.11. Lad n vere et positivt heltal, k € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} og N, «
tallet med 2" cifre som alle er k. Ved at faktorisere N, ;. vha. setning 1.7.1 fas

102" —1

= = k(107 + 1)(10% +1)(10%° +1)--- (102" +1).

Nn,kzk'
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Hvis n; < 1y, ma 10> +1géopi
1022 —1=(10—1)(102" + 1)(10? +1)(10% +1)---(102" " +1).

Dermed mé ged(10?™ + 1,102 +1) g& op i ged(10*” —1,10*” + 1) = 1. De n
faktorer 10* +1,i=0,1,2,...,n— 1, i faktoriseringen af N, i er derfor parvis
indbyrdes primiske, dvs. de ma hver have en primfaktor der ikke er primfaktor
i de andre faktorer. Dette viser at N, ;. har mindst n forskellige primfaktorer.

Opgave 1.7.12. Vi bestemmer 997% modulo 10* vha. af binomialformlen:
703 703 _ [ 703 _ 4
99 =(100—1)"" = 1 100—1=70300—1=299 (mod 10%).

Dermed er de fire sidste cifre 0299.

Opgave 1.7.13. Vi regner modulo b* pa udtrykket (b? +a)? —a” og udnytter
undervejs binomialformlen:

b
(b2+a)b—abz(l

)bzab_l =b3a’' (mod b*).

Da a og b ikke har nogen fzlles primfaktorer og b > 1, er a?~! ikke delelig
med b. Dette viser at (b? +a)? —aP er deleligmed b*®, men ikke med b*, dvs.
atn =3.

Opgave 1.8.1. ¢(3)=2, $(4) =2, $(5)=4, $(6) =2, $(7)=6, $(8) =4, $(9)
$(10) = 4, p(11) = 10, ¢(12) = 4, ¢(13) = 12, ¢(14) = 6, P(15) = 8, PH(16)
$(17)=16, ¢(18) =6, ¢(19) = 18.

)

6
8,

Opgave 1.8.2. a) Samtlige primiske restklasser modulo 15 er repraesenteret
ved 1,2,4,7,8,11,13, 14. Deres multiplikative inverse ses af folgende: 1-1 =1
(mod 15),2:-8=1 (mod 15),4-4=1(mod 15),7-13=1 (mod 15),11-11 =1
(mod 15), 14-14 =1 (mod 15). b) 7x +19=36 = 7x =2 <= x =13:2 =11
(mod 15). Losningen er altsa restklassen 11 modulo 15.

Opgave 1.8.3. Det folger af seetning 1.5.3
Opgave 1.8.4. Det folger af seetning 1.8.3 0g 1.8.7.



Opgave 1.8.5. Ifolge setning 1.8.8 er ¢(120) = ¢(23-3-5)=22-2-4 =32 og

P98)=¢(2-7%)=7-6=42.

Opgave 1.8.6. Lad n=p," p,*---p,", og antag at ¢(n) =8. Da er

8=p" Pyl (= D= 1) (p — ).
Da p; —1 skal gé op i 8, ma primdivisorerne i n veere blandt primtallene 2, 3
og 5. Dermed kan man nemt tjekke at de eneste muligheder er n = 24 = 16,

n=2%.3=24,22.5=20,n=3-5=150g n=2-3-5=30.

=14.Daer

Ladnum=p,"' p,?---p;", og antag at ¢(m)

14=p" g gt (= Dpe = 1)+ (pr — 1),

Da p;—1 skal g& op i 14, ma primdivisorerne i m vere blandt primtallene 2 og
3. Nér m ikke har andre primdivisorer end 2 og/eller 3, er 7 ikke en divisor i
¢(m), hvilket er en modstrid. Derfor findes ingen m sa ¢(m) = 14.

Opgave 1.8.7. Lad primfaktoroplosningen af n vaere n = p,"'--- py,". Ifolge

seetning 1.8.8 er

p(n®)=(p " p, - ptm)

=i (o~ 1) Pt (o —1)
((pal)a 1, (pam)a— )( a;— I(Pl—l) am—l(pm_l))
=n""lo(n).

Opgave 1.8.8. Lad primfaktoroplesningen af n veere pla ! pza 2...ppm . Vihar tid-

ligere set at summen af samtlige positive divisoreri n er
A+p+pi e+ p A+ po+pi e py ) (L4 pr +pf o+ 4+ pr)

Desuden ved vi fra setning 1.8.7 at ¢(ab) = ¢(a)- ¢(b) for to indbyrdes pri-
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miske hele tal a og b, og derfor ma

> @) =] [(1+¢mp)+op++¢(p)

dln i

I
—

L

(1+( i—D+(pi—1pi+---+(pi— l)pl-“ifl)
1

~
Il

phi—1
Pi—l)

—

(1+(pi—1)
1

a; _
p; =n.

o

Il
—

Opgave 1.9.1. Hvis 7 er et primtal, geelder ifglge Wilsons setning at

(n—1)=—-1 (mod n),

dvs.at n garopi(n—1)+1.

Hvis n > 1 ikke er et primtal, findes et primtal p som gér op i n, hvor p < n.
Da p garopi(n—1)!, kan p og dermed heller ikke 7 gé op i (n —1)! + 1. Altsa
er betingelsen kun opfyldt nér 7 er et primtal eller n = 1.

Opgave 1.9.2. Vi viser indirekte at svaret er nej. Antag at mangden

S={n,n+1,...,n+9}

kan deles i to disjunkte meengder S; og S, sd produkterne 7; og 7, af hen-
holdsvis elementerne i S; og S, er ens. Blandt ti p&4 hinanden folgende tal kan
hgjst et veere deleligt med 11, men hvis et af tallene var deleligt med 11, ville
de to produkter ikke vaere ens. Tallene i S reprasenterer saledes restklasserne
1,2,...,10 modulo 11. Ifelge Wilsons sztning geelder nu at

ﬂf =mn,=(11—1)!=—1 (mod11).

Ved at tjekke kvadratet pa alle resterne modulo 11 ses at —1 ikke er kvadratisk
rest modulo 11, hvilket viser at det ikke er muligt. (Senere skal vi se at —1 ikke
er kvadratisk rest modulo nogen primtal pa formen 4n + 3).
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Opgave 1.9.3. Antag at p er et primtal pa formen p = 4n + 1. Ifolge Wilsons
seetning geelder

—1l=(p—-1'=1-2---2n-2n+1)---(p—2)-(p—1)
=1-2---2n-(—2n)---(—2)-(-1)
=(=1"(2n))* =((2n))* (mod p).

Dvs. at ((2n)!)?> =—1 (mod p), og altsa at —1 er kvadratisk rest modulo p.

Opgave 1.10.1. Hvis a ikke er primisk med p, era =0 (mod p),ogdaera=0=
aP . Hvis a er primisk med p, siger Fermats lille saetning at a”?~! =1 (mod p),
og dermed er a” = a (mod p).

Opgave 1.10.2. Bemerk forst at 2730 =2-3-5-7-13, og at p = 2,3,5,7,13
opfylder at p —1| 12. Ifplge Fermats lille seetning ved vi at

-1

a’” =1 (mod p)

hvis a er primisk med p. I dette tilfeelde vil yderligere a'® = a (mod p) da vi
ved at p—1 | 12. Hvis a ikke er primisk med p, vil a'®* =0= a (mod p). Samlet
er a'® —a delelig med primtallene 2,3,5,7,13 og dermed ogsé med 2730 som
er produktet af dem.

Opgave 1.10.3. Ifolge setning 1.8.3 er ¢(32) = ¢(2°) = 2% = 16. Da 17 er primisk
med 32, geelder ifolge Eulers setning at 171 = 1 (mod 32). Altsé er

171601 — 17.(1716)1° = 17.190 =17 (mod 32).

Opgave 1.10.4. Antag uden tab af generalitetata > b.Daa = b (mod ¢(n)), er
a = q-¢(n)+ b for et ikke-negativt heltal . Ifolge Eulers saetning er m?(" =1
(mod n), og dermed

m®=mad P — ()4 b =19 .m0 = P (mod n).

Opgave 1.10.5. Bemeerk forst at x; + x, + - + x; = 1492 = 1 (mod 7). Ifelge
korollar 1.10.3 er x” = x (mod 7) for alle hele tal x. Dermed er

x17+x27+~-~+x,35x1+x2+~-~+xk51 (mod 7).

Altsa findes der ikke hele tal med sum 1492 s x{ + x; +--- + x,Z = 70707, da
70707 =0 (mod 7).

Opgave 1.10.6. Da ¢(100) = ¢(22)- ¢(5%) = 40, og 3, 97 og 13 alle er primiske
med 100, kan vi reducere eksponenterne modulo 40.
321497828 13521 — 314 (3128 |3
=31.(—1)8.3%8.13
=(-1)8.3%2.13
=3%.13=17 (mod 100).

De to sidste cifre i 3214 -97828.1352! er derfor 17.

Opgave 1.10.7. Da ¢(10) =4 og gcd(10, 7) = 1, ensker vi at udregne eksponen-
ten modulo 4. Vi ved at 7* =(—1)* (mod 4) har rest 3 modulo 4 nér x er ulige,
dvs. at

7.
77 =73=3 (mod 10).

Dermed er sidste ciffer 3.

Opgave 1.10.8. Da ¢(1000) = ¢(2%)- ¢ (5%) = 22-52-4 = 400 og gcd(4007,1000) =
1, bestemmer vi forst 4003%%°! (mod 400) sa vi kan udnytte Eulers sa@tning
til at reducere eksponenten i 40074°%3™" (mod 1000). Da gcd(4003,400) = 1,
¢(400) =160 0g 4001 = 1 (mod 160), folger det af Eulers setning at

4003 =3 (mod 400).
Ved at benytte Eulers satning igen far vi

40074093 =73 = 343 (mod 1000).

34001

De tre sidste cifre i 40074°93™" er altsa 343.

22001

Opgave 1.10.9. For at bestemme de sidste tre cifre i N = 20032°°2"" gnsker
vi at udregne N modulo 1000, dvs. at vi er interesserede i at udregne ekspo-
nenten 20022°°! (mod ¢(1000)) da gcd(2003,1000) = 1. Lad r vere resten af



20022091 modulo ¢(100) = 400, dvs. at 0 < r < 400 og r = 20022901 = 22001
(mod 400). Problemet er nu at gcd(2,400) = 2, dvs. de er ikke indbyrdes primi-
ske, og vi udregner derfor i forste omgang r modulo 2 og modulo 52 hver for
sig. Da ¢(5%) = 20, er

r=2*"=2 (mod5%) ogr=2*"=0 (mod2*).

Altséer r = k-2* hvor 0 < k < 5% 0g 2*k =2 (mod 2°). Den inverse til 2 modulo
25 er 13, og derfor er

k=2-13*=13%=22 (mod5?).

Derfor ma k = 22, og dermed r = 2*-22. Altsa er 20022001 = 24.22 = 352
(mod 400). Vi er nu klar til at udregne N modulo 1000.

N = 32002°%" _ 3352 _ 176 _ (10—1)'76

176\ , (176
= . 10° — ] 10+1=241 (mod 1000).

De tre sidste cifre i N er dermed 241.

Opgave 1.10.10. Lad m vere et positivt heltal som hverken har 2 eller 5 som
primfaktor. Da det om lidt viser sig at der er nogle sarlige problemer omkring
primfaktoren 3, satter vi m’ = 32m. Lad yderligere g € N. Fordi gcd(m’, 10) =
1, ved vi fra Eulers szetning at

10720 =(1020"))9 =1 (mod m’).
Dermed gar m’ op i

10720m) 1 —=32.1111111...111.
| —
q-p(m’)

Dam’=3?m,garmopi
ng=1111111...111
~—_———

q-¢(m’)
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for alle g € N. Der findes altsd uendeligt mange tal n, med den onskede egen-
skab.

Opgave 1.10.11. Hvis p ikke er et primtal, er vi feerdige. Antag derfor at p er et
primtal. Vi skal nu vise at g ikke er et primtal for at vise at mindst et af tallene
p og q ikke er primtal.

Afp=n+k*fasn=p—k" ogk™ —1=p—n—1, ogsamlet at

q=nk"" 1+ 1=(p—k"kP " + 1.
Fordi k er primisk med p, ved vi ifglge Fermats lille seetning at
g=(p—kMkP " 1+1=—kP1+1=-1+1=0 (mod p).
Da k, n > 2, kan man nemt vise ved induktion efter n at k" —1 > n. Altsa er

qg=nk*¥"1+1>n+k"""1'> n+ k"= p. Heraf folger at g ikke er et primtal.

Opgave 1.11.1. Da 2! = 2,22 = 4,23 = 8,2* = 7,25 = 5,26 = 1 (mod 9) er
ordg(2) =6.

Da 3! =3,32=1 (mod 8) er ordg(3) = 2.

Da7'=7,72=9,72=3,7* =1 (mod 10), er ord,(7) = 4.

Opgave 1.11.2. Lad m = ord, (a). Et positivt helt tal k kan skrives som q-m+r,
hvor 0 < r < m. Dermed er

af=a9™" =@ -a" =a” (mod n).

Bemerk at a” =1 (mod n) hvis og kun hvis r =0,da 0 < r < m, og m er det
mindste positive hele tal s& a” = 1 (mod n). Altsé er a* = 1 (mod n) hvis og
kun hvis r =0, dvs. hvis og kun hvis ordenen m er divisori k.

Ifolge Eulers setning er a?") =1 (mod n), og dermed er ordenen m divisor i

¢(n).

Opgave 1.11.3. Hvis a” =1 (mod 1) og a* =1 (mod n), sa ved vi fra setning
1.11.1 at ord,,(a) gar op i bdde m og k og dermed i gcd(m, k), Altsa er

a®dmk =1 (mod n).
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Opgave 1.11.4. Da g garop i 2P — 1, er 2 = 1 (mod q). Ifelge seetning 1.11.1
er ord,(2) divisor i p, og da p er et primtal, md ord,(2) = p. Af Fermats lille
seetning folger at 297! =1 (mod g), og dermed at p gdropig—1.Dag—1er
lige, md g —1 =2pk for et positivt heltal k, dvs. at g =2pk + 1.

Opgave 1.11.5. Lad p vere en ulige primfaktoria®’ +1.Da p > 2, er
n n n 2
a’ =—1#1 (mod p) og a* = (a2 ) =1 (mod p).

Dette viser at ordenen d af @ modulo p er divisor i 2”1, men ikke i 2", og
dermed at d =2""1. Altsd ma 2"+ gd opi¢p(p)=p—1.

Opgave 1.11.6. Antag at der findes et helt tal n storre end 1 sa 2" —1 er delelig
med 7, og lad p veere den mindste primfaktor i 7. Bemeerk at p er ulige da
p ogsé er divisor i 2" — 1. Lad desuden d = ord,(2). Nu ved vi at d > 1 og
yderligere at d er divisori ¢(p) = p—1 og dermed mindre end p. Menda 2" =1
(mod p), gar d ogsa op i n i modstrid med at p var den mindste primfaktor i
n.

Opgave 1.11.7. Lad d veere ordenen af ¢ modulo p. Fordi p | g" +1 og p > 2,
ma

g"=—1#1 (mod p)ogg?" =(-1)*=1 (mod p).

Dette viser at d er divisor i 2r, men ikke i r, og da r er et primtal, md d =2
eller d =2r.

Hvis d = 2r, davil 2r gdopi ¢(p) = p—1. Hvis d = 2, er g*> = 1 (mod p),
dvs. at p gdropi g% —1. Altsa gaelder enten at 2r | p—1ellerat p | g% —1.

Opgave 1.11.8. Bemeerk forst at hverken 2 eller 5 gar op i (5P —27)(59 —24).
Dermed er p og g forskellige fra 2 og 5. Ifolge Fermats lille seetning er 5 =5
(mod p), og 2P =2 (mod p). Altsa er 5 —2P =5—2 = 3 (mod p). Tilsvarende
er 59 —29 = 3 (mod gq). Dermed har vi at hvis p | 5» —2P, er p = 3, og hvis
q |59 —219, er g =3. En mulig lesning er p =3, og g = 3.

Antagnuat p =3, mens g #3. Davil g |5°—23=125—8=117=32-13, dvs.
q = 13. Tilsvarende far vi hvis g =3 og p #3, at p =13.

Antag til slut at hverken p eller g er 3. Dama p | 59 —29 og q | 5P —2”. An-
tag uden tab af generalitet at p > g sd gcd(p,q —1) = 1. Da 5P = 2P (mod q),
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er (5-271)? = 1 (mod q). Dermed er ordenen af 5-2~! modulo g divisor i
gcd(p, g —1)=1, dvs. ordenen er 1. Men dette betyder at 5-271 = 1 (mod q),
ogdermed 5=5-2"1-2=2 (mod q), hvilket betyder at ¢ = 3 i modstrid med
antagelsen. Altsé er der ingen lgsninger i dette tilfeelde.

Samtlige lesninger (p, q) er (3,3), (3,13), (13, 3).

Opgave 1.11.9. Lad f, = 22" +1, og antag at f, gar op i3/ 12 4+1=3""+1.
Daer3? ' =—1 (mod k), mens

32" — (322”71)2 =(-1=1 (mod f,).

Altsd er ord , (3) divisor i 22", men ikke i 22"~!. Dette viser at ordy, (3) = 22" =
fn — 1. Vi ved desuden ifolge Eulers s@tning at ordy (3) = f, — 1 skal gd op i
¢(fn), og dermed specielt at ordy, (3) < ¢(f,). Men hvis f, ikke er et primtal,
saer ¢(f,) < fr,—1. Altsd ma f,, veere et primtal.

Opgave 1.11.10. Ved at indseette ses at de eneste losninger for x =1 er (1, p),
hvor p er et primtal, og at eneste lgsning for x =2 eller p <3 er (2, 2).
Antagnuat x, p > 3, ogat xP~! garopi(p—1)*+1.Da p erulige, er (p—1)*+1
ulige, og dermed er x ogsd ulige. Lad g veere den mindste primfaktor i x. Da
er g ogsa ulige, og gcd(x,qg—1)=1.
Daggéaropi(p—1)*+1, ma

(p—1)*=—-1 (modgq) og (p—1*=1 (mod q).

Lad d = ord,;(p—1). Ovenstdende viserat d > 1, ogatd garopigcd(2x,q—1)=
2,o0galtsd d =2. Nuer

p—1#1 (modgq) og (p—1=1 (mod q).

Da g er et primtal, viser dette ifplge setning 1.5.3 at p —1 = —1 (mod g), og
altsd at p =qg.Vived nu at p | x, x er ulige og x < 2p. Dermed er x = p, nar
x,p=3.

Ifolge antagelsen gér xP~! op i (p —1)* + 1, og derfor m&

Pli(p—1P+1=p2- p—2_[Plps .| P 1).
PP (p—1P +1=p*-(p (1)’7 + (p_2+)



Parentesen pd hojresiden er ikke delelig med p da alle led pa neer det sidste
er delelige med p, og derfor ma p”~! | p? og dermed p < 3. Det er nemt at
tjekke at (3, 3) er en lgsning.

Samtlige losninger er derfor (1, p), (2,2) 0g (3, 3), hvor p er et vilkarligt prim-
tal.

Opgave 1.12.1. Folgen er selviplgelig ikke periodisk, men regner vi modulo 4,
er folgen periodisk fra et vist trin. Her farvi 1,1,2,3,3,2,3,3,2,3,3, ..., dvs. at
folgen er periodisk fra n = 3 med perioden 2,3, 3. Da 2 og 3 ikke er kvadratiske
rester modulo 4, er a,, ikke et kvadrattal for noget n > 2.

Opgave 1.12.2. Lad k veere et fast helt tal, oglad a,, betegne resten ved division
af F, med k. Da der kun er k? par af restklasser modulo k, m4 der findes to
ens par (a;,a;41) og (aj,a;41), 0 < i < j. Det er klart ud fra definitionen af
Fibonaccitallene at folgen ay, a,, ay, ... dermed er periodisk fra et vist trin. Da
a,_; kan bestemmes ud fra a,, og a,.; (a,_1 = a,.1 — a, (mod k)), er folgen
desuden periodisk fra starten. Lad m veere leengden af perioden. Da har ay =0
og a,, samme rest modulo k, dvs. at F,, er delelig med k.

Opgave 1.12.3. Bemeerk forst at hvis a,, er et kvadrattal, har a,, rest 0 eller 1
modulo 4.

Hvis a, har rest 2 eller 3 modulo 4, da har alle de resterende elementer i fol-
gen skiftevis rest 2 og rest 3, og folgen indeholder derfor ingen kvadrattal. Hvis
ay har rest 0 modulo 4, da har alle de resterende elementer i folgen skiftevis
rest 2 og rest 3, og folgen kan derfor hojst have a, som kvadrattal. Hvis a, har
rest 1 modulo 4, da har a, rest 0, og derefter har alle de resterende elementer
rest 2 eller rest 3. Dette viser at det hojst er de to forste led i folgen der kan
veere kvadrattal.

Antag at folgen indeholder to kvadrattal a, og a,. Da er ay = s2, hvor s er
ulige, oga; = s'1°+487=r2.Lad r = s°+r.Daer t? = (s°+r)?> = s10+2s5r +r2,
og dermed 2s°r + r? = 487. Hvis s = 1, er r(2 + r) = 487 hvilket er umuligt.
Hvis s =3, er 4867+ r? =487, ogdermed r = 1. Hvis s > 3, har ligningen ingen
lgsninger. Dermed er m = ay =9 den veerdi af m for hvilken folgen indeholder
flest kvadrattal.

Opgave 1.12.4.Lad A, ={a;, ay,...,a,}. Maengden A,, bestar af n forskellige
tal da de har forskellige rester modulo n. Bemerk desuden at hvis a;, a; € A,
damd k =|a; —a;|<n,forellersvil a;,a; € Ay og a; = a; (mod k).
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Vi har nu at forskellen mellem det storste og det mindste tal i A,, er min-
dre end n, og derfor ma A,, indeholde n pa hinanden folgende tal. Da folgen
indeholder uendeligt mange bade positive og negative tal, mé alle hele tal fo-
rekomme mindst en gang. Samlet giver dette at alle heltal netop optreeder en
gang i folgen.

Et eksempel pa en mulig folge: 0,—1,1,-2,2,.....

Opgave 1.12.5. Vi betragter i stedet folgen y,, =2x,, —1. Daer
Yn=22Xp_ 1 Xp o= Xp1—Xp2+1)—1=4%x, 1%, 2—2X,_1—2X, 5 +1
=(2x,1—1)2xp2—1)=Yy1Yp2 ndrn>1.
Bemeerk at y; =3, 3, =31 0€ 13 = 11 )» = 3°),. Ved induktion ses let at y;,, =

325y, , hvor s og t er positive heltal. Dermed er ys,, et kvadrattal for alle n > 1
precis ndr y, er et kvadrattal. Da y, = 2a — 1, fas det gnskede resultat netop

nara = w, m=1,2,3,....
Opgave 1.12.6. Vi betragter i stedet folgen y,, = x, — 1. Daer
In=X%p—1=2(yp 1+ 1)—=4(Vp 2+ 1)+3—-1=2y, 1 —4¥p >

for alle n > 2. Dette kan vi anvende endnu engang og fa

Yn= Z(ZYH—Z _4yn—3)_4.Vn—2 =—8¥n-3-

Nu kan vi finde x59;; —1:

S = L = P == = o= =0 =27
Altsa er k =2011.

Opgave 1.12.7. Antag at fplgen er periodisk fra et vist trin. Betragt det stor-
ste hele tal m sd 2™ gér op i alle elementer i folgen. Seet by = 7&. Folgen
by, by, ... opfylder samme rekursionsformel som ay,a,,... da 2015 er ulige,
og vi ved at folgen indeholder mindst ét ulige tal. Betragt nu folgen by, b, ...
modulo 2. Da 2015 er ulige, ma by,; = by + by_; (mod 2). Da vi yderligere
ved at der findes mindst ét ulige element i fplgen, m& den modulo 2 vare
..,1,1,0,1,1,0,1,1,0,.... Dette viser at periodeleengden for by, b, ... modulo
2 er 3, og dermed at periodelaengden for a;, a,, ... er delelig med 3.
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Opgave 1.12.8. Bemerk forst at

2 3 4
2000 = 2A1000 = 2" As00 = 27 A5 = 2 A125
>2%ay5>2%5>2"a; > 2" =128.
Betragt folgen a; = 1 og a,, = 2917%*-+% for n = p/ p,?--- p.*. Denne folge

opfylder den gnskede betingelse, og da 2000 = 2* - 53, er a,(y, = 128. Dermed
er 128 den mindst mulige veerdi af a, .

Opgave 1.13.1. Samtlige losninger er x =63+ k- 114, k € Z.

Opgave 1.13.2. Forst veelger vi n forskellige primtal p;, ps, ..., p,. lfolge den
kinesiske restklasseseetning har folgende kongruenssystem en lasning:

x+1 = 0 (mod pll)
x+2 = 0 (mod pzz)
x+n = 0 (modp,)).

Hvis x er en losning, daer x +1,x +2,..., x + n n pad hinanden folgende hele
tal sa tal nummer i er delelig med en i’te potens af et helt tal storre end 1.

Opgave 1.13.3. Veelg nm forskellige primtal pyy,..., pip,Po1---» Poms -+ Pum-
Seet q; = pj1pj2---Pjm for j =1,2,...n. Daer qy,4s,...,q, indbyrdes primi-
ske. Den kinesiske restklasseseetning giver da at der findes et positivt heltal x
som er lgpsning til kongruenssystemet

x+1=0 (modgq;), x+2=0 (modg,), ..., x+n=0 (mod q,).

De n pa hinanden folgende tal x+1, x+2,..., x +n er nu delelige med mindst
m forskellige primtal hver.

Opgave 1.13.4. Vi viser at folgen eksisterer ved at vise hvordan man konstru-
erer det naeste element ud fra de foregdende. Veelg forst a; fuldsteendigt frit.

Antag nu at ay, a,, ..., a,, opfylder at summen af vilkarlige n pa hinanden
folgende elementer er delelig med n? for alle n < m. Vi ensker at konstruere
A1, S8 Q)+ Ao+ ...+ Ay, + Ayyyq €1 delelig med 12, dvs. s&

i1 =—Amepio +...+a,) (mod n?) T

forallen <m+1.

Lad py,..., pr vaere samtlige primtal mindre end eller lig med m + 1, og lad
a; veere det storste hele tal sd pia" < m+1.Lad yderligere a,, ,, veere en lgsning
til folgende kongruenssystem:

— 2a
x = —(am_pltzl+2+...+am) (mod p;™)
x = —(a__ a4, +...+a,) (mod 2O”C)

= m_pkk+2 m P )

Vi ensker nu at vise at a,,., opfylder t for alle n < m + 1 da det giver det gn-
skede.

Forst viser vi at a,,,; opfylder t for alle n = plp", i=12,....,k og B; =
1,...,a;—1.Vived at summen af

am_pllli+2, R/ R |

er delelig med pl.za" og dermed ogsd med pl.2 Pt Hvis vi grupperer elementer-
ne i pl.ai_ﬁ " grupper med pl.ﬁ ’ pa hinanden folgende elementer i hver, ved vi
om samtlige grupper pa naer den sidste, at summen af elementerne i gruppen
er delelig med pl.zﬁ ' pga. konstruktionen af a;, a, ..., a,,. Men da summen af

. . . 26i o

samtlige elementer i alle grupperne er delelig med p;”', ma summen af ele-
menterne i den sidste gruppe ogsa vaere det. Vi har hermed vist at T er opfyldet
foralle n = piﬁ", i=1,2,...,kogB;=1,...,a;—1. Per konstruktion af a,,, ; ved
vi desuden at T er opfyldet for alle n = pl.a", i=1,2,...,k.

Nu ensker vi at vise at 1 er sand for alle n < m + 1. Da n er et produkt at
primtalspotenser pl.ﬂi, i=1,2,....,kogfB;=1,...,a;, erdet nok at vise at hvis 1
er sand for n = n; og n =n, med nyn, < m+1 og ged(ny, n,) =1, da er T ogsa
sand for n = n; n,. Antag at t er sand for n = n, og n = n, med nyn, < m+1og
gcd(ny, ny) = 1. Da summen af n; p& hinanden folgende elementer er delelig
med 12, ma summen af n = ny n, pa hinanden folgende elementer ogsa vere
delelig med n?. Tilsvarende geelder for n,. Da gcd(n, np) = 1 geelder altsé at
summen af n; n, pa hinanden folgende elementer er delelig med n? = nn?
hvilket netop var hvad vi skulle vise.

Opgave 1.14.1. Af ligningen ses at 2bc+ac = ba.Da a er ulige, md a | bc,
b |ac ogc|ab.Dermed findes positive heltal u, v og w,sdau=bc,bv=ac



ogcw=ab.Afdettefarviab-ac =cw-bv, dvs. a’> = vw. Tilsvarende for b
og ¢, sa vi samlet har

2

a’=vw, b’=uw, c’*=uv. *t

Vi vil nu vise at gcd(u, v) = gcd(u, w) = 1. Lad p veere en primfaktori u. Af t
sesnu at p ogsa er primfaktori b og ¢, og dermed ikkeia da a, b og c ikke har
nogen felles divisorer. Da a? = vw, gar p heller ikke op i v og w. P4 denne
made ses at gcd(u, v) =ged(u, w)=1.

Vi har nu at ¢ = uv og gcd(u, v) = 1. Dermed mé u og v vaere kvadrattal.
Tilsvarende ses at w er et kvadrattal. Da abc = uvw, ma abc vaere et kva-
drattal.

Opgave 1.14.2. Seet d = gcd(x, y), x =d-x; og y = d-y;. Ved at gange igennem
med x?- y2-1997 og dividere med d? fas

1997-13- y7+1997-1999- x> = x7 -y} - d* - z.

Dette viser at x? | 1997-13 og y# | 1997-1999, og da 13, 1997 0g 1999 er primtal,
ma x; =y =1.Nuer

z-d*=1997-(13+1999)=1997-2012 =2%.503 - 1997.

Dette giver mulighederne d = 1 og d = 2, og altsé lgsningerne (x, y,z) =

(1,1,22-503-1997) og (x, ¥, z) =(2,2,503 - 1997).

Opgave 1.14.3. Ved omrokering far vi
x3=4y*+4y-3=2y+1P2—4=2y—1)2y +3).

Dagcd(2y —1,2y +3)=gcd(2y —1,4) =1, er bdde 2y — 1 og 2y + 3 kubiktal,
men der findes ikke to kubiktal hvis forskel er 4. Dermed har ligningen ingen
heltallige l@sninger.

Opgave 1.14.4. Hvis m” + 1 er et kvadrattal, findes et positivt heltal x sa
mt=x?—1=(x—1)(x+1).

Da m er ulige, er x lige, dvs. at gcd(x —1, x +1) = 1. Dermed findes to positive
heltal a og b séledesat x—1=a" ogx+1=b".Mendaer2=(x+1)—(x—1)=
b" —a", hvilket giver at n = 1.
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Tallet m”" +1 er dermed et kvadrattal, nir n =1 og m = (2k +1)>—1 for alle
k eN.

Opgave 1.14.5. Antag at der findes en lesning, og seet w = x +1. Da er

n

y'=(w-NDw(w+1)=ww?*-1).

Da gcd(w, w? —1) = 1, findes positive heltal a og b séledes at w = a” og
w?—1=b".Dermed er 1 = w?>—(w?—1)=(a?)"—b", hvilket er en modstrid
dan>1.

Opgave 1.14.6. Ved at tjekke n = 1,2, 3,4, 5 indses at blandt disse opfylder kun
n =5 det onskede. Vi viser indirekte at der ikke er flere n der opfylder betin-
gelsen.

Antag at n > 6, og at m?>=n2""1+1.Daer

(m+1)(m—1)=n2""1,
dvs.at2" 2| m+1eller2" 2| m—1. Dermed er m >2"2—1, og
m?> (2" 2 —1)P2 =221 "l 1 =2 12" 3 )+ 1> n2" 1= m?

da2"3—1> n nar n > 6. Men dette er en modstrid.

Opgave 1.14.7. Det er indlysende at der ikke er nogle lasninger for x < 0, og
for x =0 er der to lgsninger (0, 2) og (0,—2).

Antag at x > 0. Hvis (x, y) er en lgsning, da er ogsé (x,—y) en lgsning, og
derfor kan vi antage at ogsa y > 0. Vi omskriver nu ligningen til

2°1+2*)=(y—1)(y +1),

hvilket viser et y er ulige. Da netop en af faktorerne y —1 og y + 1 er delelig
med 4, fir vi at x > 2, samt at en af faktorerne er delelig med 2*~!.
Seet nu

y =2""'m + ¢, hvor m er ulige og positiv, og € = %1.
Ndr vi indseetter dette i ligningen, far vi

2°(1+2""Y =2 " m+ el —1=2""m* +2"me,
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eller aekvivalent

1+21 =2"2m? + me.

Derfor er

1—em =2""2(m?-38).

Hvis € = 1, m& m?—8 <0, hvilket giver m = 1. Dermed er
1-1=2"2(1-8)

hvilket er umuligt.
Hvis € =—1, ma

1+ m =2""%(m?—8)>2(m?—8),

dvs. at 2m? —m — 17 < 0. Dette giver at m = 1 eller m = 3. Det er igen nemt
at se at m =1 ikke er en lgsning. Hvis m = 3, far vi at x =4, dvs. at y =23, og
disse veerdier opfylder den oprindelige ligning.

Dermed er samtlige losninger (0, 2), (0,—2), (4,23) og (4,—23).

Opgave 1.14.8. Set m=dn+r,0<r < n, for et ikke-negativt heltal d. Da er

2M 41 =29 4L 1=(2M%2" +1=192"+1=2"+1 (mod2"—1).

Da n > r, er der ingen positive heltal m, n > 2 som opfylder betingelserne.

Opgave 1.14.9. Antag modsat at det ikke er sandt, og lad s’ og ¢’ vaere de to
positive heltal med den mindste sum for hvilke det ikke er sandt. Bemeerk at
bade s’ og t’ ma vaere storre end 1, og at s’ # t’. Antag uden tab af generalitet
ats’>t’.Nuer
1 #gcd(z (=1)x° Z( 1) x7)
i=0
s'—1 . t’—1 t'— o
=ged( D (-1)x’ (-1 2 Z( 1)’ Z —1)'x')
i=0

s'—t'—1 t'—

gea(| 3 (et S ),

i=0

Dermed er t’ og s’—t’ endnu et par af indbyrdes primiske positive heltal for
hvilke det ikke er sandt, nu med sum s’ i modstrid med minimaliteten af s’+¢’.
Dette viser lemmaet.

Opgave 1.14.10. Forst viser vi forste del af seetningen:
a?+1 hvis bdde n’ og m’ er ulige,

gcd(a™+1,a"+1)=1 2 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er ulige,
1 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er lige.

Antag at bade n’ og m’ er ulige. Da er

(@)t —(a?)" 2+ —a?+1),

1)((ad)m’—1 _(ad)m/—Z +.

a"+1=(a’+
am™+1=(a%+ —a+1).

Ifelge lemma 1.14.2 ved vi nu at

' +1 (@)™ +1
gcd((a) (@) ):1’

ad+1 ad+1

ogaltsd atged(a” +1,a™ +1)=a® +1.
Antag nu at enten n’ eller m’ er lige, og lad det uden tab af generalitet veere
m’. Da
(ad)n’ —a'=
(@™ =a™=—1 (mod gced(a” +1,a™ + 1)),

—1 (mod ged(a” +1,a™ +1)) og

er

" = (@) Y™
" = (@)™ )"

(—=1)™ =1 (mod ged(a” +1,a™ +1)),
(=1)" =—1 (mod ged(a” +1,a™ +1)).

Dermed er gcd(a”+1,a" +1)ligmed 1 eller 2, og det er nemt at se at gcd(a” +
1,a™+1)=1nér a er lige, og gcd(a” +1,a™ +1)=2 nar a er ulige.

Nu viser vi det vi mangler af anden del af seetningen, nemlig at

ged(a™—1,a" +1)=a® +1 hvis m’ er lige.



Antag at m’ er lige, og saet m’ = 2¥u, hvor u er ulige. Da er

a™—1=(a%"P" -1

= (@ = 1)@ + 1)@ + 1)@} +1)---(a® "

+1)

ifolge seetning 1.7.1. Vi ved fra forste del af setning 1.14.1 at ndr j > 1 er
ged(a? +1,a%"? +1)lig med 1 eller 2 afhaengig af om a er lige eller ulige, og
desuden at ged(a?” +1,a%* +1)=a® + 1 da ged(n’, u) = 1 og bade n’ og u er
ulige. Den del af setningen vi allerede har vist, giver at gcd(a%" +1,a%%—1) =
gcd((ad)"/ +1,(a?)*—1) er 1 eller 2 afhaengig af om a er lige eller ulige. Da

a" +1=(a® +1) (@)= (@) 2+ +1),
hvor sidste faktor er ulige uanset pariteten af a, kan vi samlet konkludere at
ged(a™—1,a"+1)=a+1.

Opgave 1.14.11. Det folger af seetning 1.14.1 at
ged(fy,, fin) =ged(2?” +1,22" +1)=1

nar n # m.

Opgave 1.14.12. Det folger af seetning 1.14.1 at

ged(fy, 2/ —2) = ged(22" +1,22 ' —2)=ged(22" +1,2° —1)=22"+1=f,.

Opgave 1.15.1. St v,(a) = k og v,(b) = m, og antag uden tab af generalitet
at k > m. Dermed er a = p*u og b = p™v, hvor u og v er hele tal som er
primiske med p. Da u og v er primiske med p, ved vi ogsa at gcd(u, v) og
lem(u, v) er primiske med p.
1) Daab=pmuy, er vp(ab)=k+m=uv,(a)+ v,(b).
2) Da

ged(a, b)=ged(p*u, p™v)=p™ -ged(u, v)
fordi k > m, er

Up (gcd(a, b)) =m= min(vp(a), vp(b)).
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3) Da
lem(a, b)=lem(p*u, p™v)=p* -lem(u, v)

fordi k > m, er
v, (Iem(a, b)) =k = max(vp(a), vp(b)).

4)Daa+b=p™(u+ pk_m V), er
vla+b)=m= min(vp(a), vp(b)).

5) Hvis v,(a)> v,(b), dvs. k> m, er a+b = p™(u+ p*™v), hvor u+p*"v
ikke er delelig med p, og dermed er v,(a + b) = m = v,(b).
Opgave 1.15.2. Antag for modstrid at b ikke er en n’te potens af et heltal. Da
findes en primdivisor p i b sa n ikke gér op i v,(b). Dermed ved vi at v,(b) #
v,(ay) for ethvert ay, og ifolge setning 1.15.1, 5), betyder det at

v,(b—a})=min(v,(b), v,(a)) < v,(b).
Hvis vi vaelger et k med v, (k) > v,(b), betyder det at k ikke gér op i b —a/,
hvilket er en modstrid. Dermed mé b = A” for et helt tal A.

Opgave 1.15.3. Vi skal bestemme alle n hvor v,(n!) > n— 1. Ifplge setning
1.15.2 er det netop de n hvor

n—1<w(n!)=n—s(n),

dvs. alle n hvor 1 > s,(n). Dette er tilfeeldet netop nar n er en potens af 2, dvs.
2"l gar op i n! netop nér n er en potens af 2.

Opgave 1.15.4. Forst viser vi 2). Lad p vere et primtal, og lad a og b vere to
hele tal som er primiske med p. Antag yderligere at p |a+ b , og at n er ulige.
Ifplge LTE (seetning 1.15.3), 1), er

vy(a”+b")=v, (a" —(=b)")= vy (a—(=b))+ vy(n)=v,(a+b)+ v,(n).

Nu viser vi 3). Antag at a og b er ulige, og at n er ulige. Fra satning 1.15.1 ved
vi at

va"—b")=wnla—b)+ vz(a”_l +a"2h+.--+ b"_l): v(a—Db)
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daa™'+a"2b+---+b"! er ulige fordi a, b og n er ulige.

Nu viser vi 4) ved induktion efter v,(n). Antag forst at v,(n) =1, dvs. at n =2n’,
hvor n’ er ulige. Ved at benytte LTE (seetning 1.15.3), 3), fas
va(a" —b")=v,((a®)" —(bA)" ) = vy(a*— b?)
=wm(a—b)+v(a+b)=wv(a—b)+ wr(a+ b))+ v,(n)—1.

Antagnu at 4) er sand for positive hele tal » med v,(n) = N for et positivt heltal
N. Betragt n hvor v,(n)=N +1, og set n=2N"pn’ Nuer

Vz(dn—bn): Uy ((aZ)ZNn/_(bz)ZNn/)
=w(a?— b3+ r(a®+ bH)+ 1,2V n')—1
=w(a—b)+v,(a+b)+1+N—1
=w(a—b)+v,(a+b)+ v(n)—1,

da a?+ b? er delelig med 2, men ikke med 4. Hermed er induktionen fuldfort.

Opgave 1.15.5. Ved at sette a = —1 ses at n ma veere lige. Lad n = 2m for et
helt tal m. Ifolge LTE (seetning 1.15.3), 3), har vi

wa"—1)=w(a—1)+wm(a+1)+ w(n)—1=v(a®>—1)+ v.(m),

dvs. vi skal bestemme alle positive heltal n sd v,(a? — 1)+ vy(m) > 2017 for
alle ulige tal a. Nar a = 3, mé v,(m) > 2014, og det er ogsd en tilstraekkelig
betingelse da v,(a*>—1) = 1,(a—1)+v,(a+1) > 3. Dermed er svaret alle positive
n med v,(n) > 2015, dvs. alle tal pa formen n = 22°15. n/, hvor n’ er et positivt
heltal.

Opgave 1.15.6. Antag at p er et primtal, p > 2025, og at v,(a + b) = 1 og
vp(a®%?® + b?9%) > 1. Forst ser vi pa tilfeeldet hvor a og b er primiske med
p. Ifolge ITE (seetning 1.15.3), 2), er

v,l,(azo25 + h2925) = vy(a+b)+v,(2025)=1,

hvilket er umuligt. Altsd ma p ga op i enten a eller b, og dermed i dem begge,
dvs. v,(a*%?® 4+ b202°) > 2025.

Opgave 1.15.7. Tallet n» ma veaere ordenen af 2025 modulo 2'°°, Da
gcd(2025,2109) = 1, findes ordenen af 2025 modulo 2'°, og den er divisor
i ¢(21900) = 2999 Altsd er n en potens af 2. Seet n = 2™. Ifolge LTE (seetning
1.15.3),4), er

15(2025%" —1) = 1,(2025%" —12") = 1,(2025— 1) + 15(2025 + 1)+ 1,(2")—1
= 1,(2024) + 1,(2026) + m—1 = 1,(2%-253)+ 1 + m—1 =3+ m.

Det mindste positive heltal 7 s& 219 gar op i 2025" —1 er altsd n =297,

Opgave 1.15.8. Det er oplagt at 7 = 1 er en lgsning. Antag derfor at n > 1, og
at n? garop i2" +1. Lad p veere den mindste primdivisor i n, og bemeerk at p
er ulige da p gérop i2” + 1. Vived at 2" =—1 (mod p), hvilket viser at 22" = 1
(mod p), og altsd at ord,(2) er divisor i gcd(2n, p—1). Fordi p er mindste prim-
divisor i n, mé ged(n, p —1) =1, dvs. ord,(2) < 2. Dermed er 22 =1 (mod p),
og vi kan slutte at p = 3. Saet v3(n) = k. AfLTE (seetning 1.15.3), 2), fas

2"+ 1)=2+1)+v3(n)=1+k.

Da n? gérop i 2" +1, er 2k = v3(n?) < 1+ k, dvs. k = 1. Ved indsettelse ses
at n =3 er en lpsning. Seet nu n = 3n’, hvor n’ er et helt tal storre end 1 som
er primisk med 3. Lad g vaere mindste primdivisor i n’. Vi ved at g > 3, og at
23" = _1 (mod q), dvs. specielt at 82" =1 (mod q). Det betyder at ord,(8) er
divisor i gcd(2n’, g — 1), og da g er mindste primdivisor i n’, mé ord,(8) < 2.
Altsi ved viat g garopi82—1=63,dvs. g =7.Men 2" +1=(23)" +1=2
(mod 7), hvilket er en modstrid. Dermed er n =1 og n = 3 de eneste lgsninger.

Opgave 1.15.9. I stedet for kun at vise at der findes et positivt heltal » med
precis N = 2000 forskellige primdivisorer, sd n gér op i n?+1, viser vi folgende
mere generelle udsagn, som ogsa deekker N =2000: For ethvert positivt heltal
N findes et positivt ulige tal n med preecis N forskellige primdivisorer som
opfylder at n gar op i 2” + 1. Dette viser vi ved induktion efter N.

For N =1 har n = 3 den onskede egenskab. Lad nu n vere et positivt ulige
tal med preecis N forskellige primdivisorer som opfylder at n gar op i 2" + 1.
Lad yderligere p veere en fast primfaktor i 2" + 1. For ethvert positivt heltal k
geelder ifplge LTE (seetning 1.15.3), 2), at vp(2””k +1) = v,(2" + 1) + k, og for



enhver primfaktor g i 2" + 1, g # p, folger det af LTE (seetning 1.15.3), 2), at
vq(znp" +1)=v,(2" +1). Dermed ma 2mpf 1= p*(2" +1)u hvor u er primisk
med 2" + 1. Hvis vi veelger k tilstreekkelig stor, ma u > 1, hvilket betyder at
277" 41 har en primfaktor py som ikke gar op i 2" + 1 og dermed heller ikke i
n.

Saet m = pynp*. Nuhar m ialt N + 1 forskellige ulige primfaktorer. For en-
hver primfaktor g i2”+1, dvs. specielt alle primfaktoreri n, giver LTE (seetning
1.15.3), 2), at

v(2" +1)=v,(2" + 1)+ vq(pkpo) > vy(n)+ vq(Pkpo) = yy(m).

Og for p, giver LTE (seetning 1.15.3), 2), at
U™+ 1) = 0, (2" + 1)+ 12 1= v, (m).

Dermed mé v,(2™ +1) = v,(m) for enhver primdivisor g i m, dvs. m méa gé op
i2™ + 1. Dette afslutter induktionen.

Opgave 1.16.1. Antag at a®> + b> = n, oglad n = pp, ... p;. Daer a®> + b> =0
(mod p;)forallei=1,2,...,s. Ifolge seetning 1.16.1 mé p; gd opibéde a og b,
dvs. at n gar op i a og b hvilket er en modstrid.

Opgave 1.16.2. Antag at n2 + 3 = m3. Hvis man betragter ligningen modulo 8,
ser man ved at gennemga de mulige restklasser for 7 og m at n ma veere lige
samt at m har rest 3 modulo 4. Ifplge antagelsen er

n?+22=mi+1=(m+1)(m*>—m+1).

Desuden er m?—m+1=3?—3+1=3 (mod 4), dvs. at der findes en primfaktor
p i m*—m+1som har rest 3 modulo 4. Dermed er n2+22 =0 (mod p), og ifolge
seetning 1.16.1 ma p ga op i 2. Dette er en modstrid, og dermed er antagelsen
forkert.

Opgave 1.16.3. Fra korollar 1.16.2 ved vi at primtal pa formen p =4n + 3 ikke
kan skrives som sum af to kvadrattal. Vi mangler derfor blot at vise at primtal
pa formen p =4n + 1 altid kan skrives som sum af to kvadrattal.

Lad p = 4n + 1. Vi ved at der findes et helt tal z s& z?+ 1 = 0 (mod p). Da
gcd(z, p) =1, findes ifolge Thues satning hele tal x og y, hvor 0< x < ,/p og

0<y<,p, sa

zy=x (modp) eller zy=—x (mod p).
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Da z2+1=0 (mod p), ma (yz)*+ y?=0 (mod p), og dermed
x2+ y2 =0 (mod p).

Da0< x?+y?<2p, ma x2+y?=p.

Opgave 1.16.4. Bemaerk forst at alle kvadrattal kan skrives som sum af to kva-
drater da 0 er et kvadrattal. Hvis to tal kan skrives som sum af to kvadrattal,
da kan deres produkt ogsd ifelge opgave 1.2.6. Tallet 2, alle primtal p& formen
4m + 1 samt alle kvadrater kan skrives som sum af to kvadrater, og dermed
kan alle positive heltal, hvor primtal pa formen 47 + 3 indgér i en lige potens
i primfaktoroplesningen, ogsa skrives som sum af to kvadrater.

Antag at n = a®+ b?, og at primfaktoroplesningen for n indeholder et prim-
tal g pd formen 4n+3. Da g gér op i en sum af to kvadrater, vil g ifolge seetning
1.16.1 g& op i bdde a og b. Dermed vil g2 gé op i a? + b? = n. Vi reducerer nu
n,a? og b* med qg* ogfar a?+b? = n,. Hvis n, er delelig med g, kan vi gentage
proceduren en gang til og se at g2 vil ga op i n,. P4 denne made indses at g
indgar i primfaktoroplesningen for 7 i en lige potens.

Opgave 1.17.1. Blandt tre pa hinanden folgende ulige tal vil det ene veere de-
leligt med 3, og da de alle tre skal veere primtal, ma det ene primtal i et saet
trillingeprimtal veere 3. Dermed er der kun et szt trillingeprimtal, og det er 3,
50g7.

Opgave 1.17.2. For n =1 er (Zn" ) =2 ikke er et kvadrattal. For n > 1 findes ifolge
Bertrands postulat et primtal p s n < p <2n.Da

(Zn) _ (2n)2n—1)2n—2)---(n+1)

n n!

ma p ga op netop én gang i teelleren, men ikke i neevneren. Binomialkoeffici-
enten (*”) er derfor delelig med p, men ikke med p?, hvilket viser at (*') ikke
kan veere et kvadrattal.

Opgave 1.17.3. Vi viser det ved steerk induktion efter n. Det er oplagt sandt for
n=1,23dal+2=3,3+4=70g5+6=11.Antagat N > 3, og at pastanden
er sand for alle n < N. Ifglge Bertrands postulat findes et primtal p, 2N < p <
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AN —2,dvs. p=2N+r,hvor 0 < r <2N —2. Desuden ma r veere ulige da p er
ulige. Dermed kan tallene r,7 +1,...,2N parres sd parrenes sum er p:

_2N+r+1 2N+r—1

p=@2N)+(r)=2N—-1)+(r+1)=--- - " g

Ifelge induktionsantagelsen ved vi yderligere at tallene 1,2,3, ..., r—1 kan par-
res sd parrenes sum er primtal. Dette afslutter induktionen.

Opgave 1.17.4. Primtal pa formen 47 + 3: Antag at der kun findes endeligt
mange primtal pa formen 4n + 3, og kald disse py, p», ..., p;, hvor p; = 3. Be-
tragt tallet

N =4p,psps -+ pr +3.

Primtallet p; = 3 kan ikke veere divisor i N da det ikke gar op i 4p>psps - p;-
Primtallene p,, ps,..., p; kan heller ikke veere divisorer i N da de gar op i
4popsps-- pr, men ikke i 3. Da N = 3 (mod 4), kan N ikke kun have primfak-
torer pa formen 47 + 1, og N har derfor en primfaktor p& formen g =4n +3,
men dette er en modstrid.

Primtal pa formen 67 + 5: Bemeerk forst at alle primtal pa neer 2 og 3 er pa
formen 67+ 1 eller 67 +5. Antag at der kun findes endeligt mange primtal pa
formen 67 + 5, og kald disse py, p, - .., pr, hvor p; =5. Betragt tallet

N =6p:pspy---pr +5.

Primtallet 5 kan ikke veere divisori NV, da 5 ikke gér op i 6p, p3p, - - - p,. Primtal-
lene p», p3, . .., p; kan heller ikke veere divisoreri N da de garopi6p,psps--- pr,
men ikke i 5. Da N =5 (mod 6), kan N ikke kun have primfaktorer pa formen
6n+1, og N har derfor en primfaktor pa formen g = 6n +5, men dette er en
modstrid.

Primtal pa formen 2¥n+1, hvor k > 1: Antag at der kun findes endeligt mange
primtal pa formen 2€7 + 1, og kald disse py, p», ..., p. Betragt tallet

k—
N=Cppps-p ) +1,

og lad g veere en primfaktori N. Set x =2p;p,--- p,. Da x27 =-1 (mod q),
er x2' =1 (mod q), og dermed md ord,(x) = 2k, Dette betyder at 2% gar op
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i ¢(q) = g —1, og altsé er g pa formen 27 + 1. Dette er i modstrid med at
ingen af primtallene py, p», ..., p, gdr op i N. Altsa findes der uendeligt mange
primtal pa formen 257 +1.

Opgave 1.18.1. Da i> = (p — i)’ (mod p) og 12,22,...,(’77_1)2 er pT_l forskellige
kvadratiske rester (det sidste skyldes at a® = b? (mod p) medforer at p gér op
i(a+b)a—Db)), er netop halvdelen af tallene 1,2, 3,..., p—1 kvadratiske rester
modulo p. Dette giver det enskede.

Opgave 1.18.2. Hvis p =3 (mod 4), er

p—1

27(”7_1)!52-4-6---(;9—1)

52.4.6...(’97_3).(_pT_l)...(_5).(_3).(_1)

E(—n’”T“(pT_l)! (mod p)

Ifelge Eulers kriterium geaelder nu at

2 p—1 p+1
— =27 =(-1) % d p).
(p) (=1)* (mod p)

Dermed er (%) =1nar p =7 (mod 8), og (%) =—1nar p =3 (mod 8).

Opgave 1.18.3. Antag at a er kvadratisk rest modulo b. Dafindeset x s x> =a
(mod b), og dermed ogsa x> = a (mod pl.a") forallei =1,2,...,n. Altsd er a
ogsa kvadratisk rest modulo pl.a" forallei=1,2,...,n.

Antag omvendt at a er kvadratisk rest modulo pia" forallei =1,2,...,n,
dvs. at der findes et x; sa xi2 = a (mod pia") forallei =1,2,...,n. Ifolge den
kinesiske restklasseseetning findes en lgsning x til kongruenssystemet

x=x; (mod pia"), forallei=1,2,...n.

2

Dermed er x = a (mod pl.ai) for alle i = 1,2,...,n, og altsd x2 = a

(mod b).
Opgave 1.18.4. Lad n = 2m + 1 og p en primdivisor i 2" — 1. Da er 2?>"*1 =

— 2
= X

1 (mod p), og altsd 2 = ((2_1)’”)2 (mod p). Dette viser at 2 er kvadratisk rest
modulo p, og altsa at p =+1 (mod 8) ifelge korollar 1.18.3.



Opgave 1.18.5. Hvis p er primdivisor i x? +2y?2, er x> +2y2 =0 (mod p). Da
vi ved at x og y er indbyrdes primiske, ma de begge vere primiske med p,
og dermed har y en multiplikativ invers y~! modulo p. Altsd er (y ' x)? =—2
(mod p), hvilket viser at —2 er kvadratisk rest modulo p. Ifelge korollar 1.18.2

IR

Derfor giver korollar 1.18.3 at p =1 eller p =3 modulo 8.

Opgave 1.18.6. Antag at p er et primtal, p =3 (mod 4), samt at 2p+1 er divisor
iM, =2P—1.Da2P =1 (mod2p +1), og p er et primtal, er p ordenen af 2
modulo 2p+1. Ifglge Euler-Fermat er p da divisori ¢ (2p+1). Vi ved yderligere
at @(2p+1) < 2p, dvs. p(2p +1) = p eller p(2p + 1) = 2p. Ifolge formlen for
Eulers phi-funktion, er ¢(n) kun et primtal hvis bade n og n — 1 er primtal,
sd vi kan udelukke ¢(2p + 1) = p. Dermed ma ¢(2p + 1) = 2p, hvilket ifolge
formlen for Eulers phi-funktion giver at 2p + 1 er et primtal.

Antag omvendt at p er et primtal, p = 3 (mod 4) samt at g = 2p + 1 er et
primtal. Da g =7 (mod 8), kan vi ifelge Eulers kriterium og korollar 1.18.3 slut-
te at

q-1 2
22 =[—|=1 (mod g),
Lol

og altsd at primtallet g =2p + 1 gér op 27 —1=2r—1 =M,.

Opgave 1.18.7. For Sophie Germain-primtallene p = 23 og p = 83 viser kri-
teriet fra opgave 1.18.6 at 2p + 1 er divisor i M,,, og dermed at M, ikke er et
primtal.

Opgave 1.18.8. Hvis p = £1 (mod 8), da er 2 kvadratisk rest modulo p ifplge
korollar 1.18.3. Dermed findes et x s& 2 = x? (mod p) og altsd 16 = 2* = x8
(mod p).

Hvis p =3 (mod 8), da er —2 kvadratisk rest modulo p ifelge korollar 1.18.3
ogkorollar 1.18.2. Dermed findes et x s4 —2 = x? (mod p) ogaltsd 16 = (—2)* =
x8 (mod p).
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Hvis p =5 (mod 8), da er p = 8n+5. Ifolge Fermats lille seetning er 287+4 = 1
(mod p), og dermed 16 =24 = ((2_1)”)8 (mod p), hvor 27! er den multiplikati-
ve inverse til 2 modulo p.

Opgave 1.18.9. Antag at p er primfaktori f, =22" +1. Daer 22" =—1 (mod p)
0g 22"" =1 (mod p). Dette viser at ordenen af 2 modulo p er divisor i 2!,
men ikke i 2", dvs. ordenen er 2"**!. Dermed er 2"*! divisor i p — 1, og altsa
p =1 (mod 2""™1). Specielt er p = 1 (mod 8), dvs. 2 er kvadratisk rest modulo
p. Ilfolge Eulers kriterium har vi dermed at

1—(3):2”2‘ (mod p)
= p = p_

Dette viser at 2*!, som er ordenen af 2 modulo p, gérop i pT_l, ogaltsd at 2"
garopip—1.

Opgave 1.18.10. Antag at x og y er indbyrdes primiske, og at p er en primdi-
visori N =ax?+bxy+cy? hvor p ikke gdropiabc.Da x og y er indbyrdes
primiske, gar p ikke op i nogen af dem da p gar op i begge to eller ingen af
dem fordi gcd(p,abc)=1.Sat D = b>—4ac. Daer

0=4aN =(2ax+byy—Dy? (mod p).
Da p ikke gér op i y, har y en invers y~! modulo p. Dermed er
D=(y'(2ax+Dby)? (mod p),

og D er altsa kvadratisk rest modulo p.

Opgave 1.18.11. Ifplge den kvadratiske reciprocitetsseetning og korollar 1.18.2

IR
(- (R

Altsa er hverken 37 eller 143 kvadratiske rester modulo 2003.
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Opgave 1.18.12. Den eneste primiske kvadratiske rest modulo 3 er 1, og de
primiske kvadratiske rester modulo 5 er 1 og 4. Ifglge den kvadratiske reci-
procitetsseetning har vi derfor at

1-1=1 hvis p=1 (mod 12)
(i):(_l)”zl(ﬂ): —1-(-1)=1 hvisp=—1 (mod12)
p 3 1-(-1)=—1 hvisp=5 (mod 12)
—1-1=-1 hvis p=—5 (mod 12)

5 (p)_ 1 hvisp=+£1 (mod5)
(5) B (E) | =1 hvisp=+£2 (mod)5)
Opgave 1.18.13. Antag at (x, y) opfylder ligningen. Da er 11x? =7 (mod 151),
hvilket er akvivalent med at (11x)?> = 7-11 (mod 151). Nu undersoger vi om
7-11 er kvadratisk rest modulo 151, som er et primtal. Ifolge den kvadratiske
reciprocitetsseetning og korollar 1.18.2 0g 1.18.3 er

7N (7 )(11)_(1s1)(151) _(4)(8)_, (2)(4)__,
151 ) \151\151) \ 7 JL1r ) \7)\nir) ~ \ajlur)
Da 7-11 ikke er kvadratisk rest modulo 151, har vi opnéet en modstrid og der-

med vist at ligningen ikke har nogen l@sninger.

Opgave 1.18.14. Antag at a> —ab + b? = ¢?, og lad p veere en primdivisor i
c. Ifolge seetning 1.18.5 er D =(—1)>—4-1-1=—3 dermed kvadratisk rest mo-

dulo p. Altsé er
F-G))
1=[—|=|—]|[=]
p p J\p

Ifolge korollar 1.18.3 og opgave 1.18.12 viser dette at p =1 (mod 6).

Opgave 1.18.15. Antag at p = 2" +1, n > 1, er et primtal. Da p er et
primtal, ma n veere lige, for hvis n er ulige, er p delelig med 3. Dermed er
p=4"4+1=2 (mod 3) og altsa ikke kvadratisk rest modulo 3. Ifplge den kva-
dratiske reciprocitetssetning og Eulers kriterium er

(P &3 (3 )25t
_1_(3)_( g (P)_(P)_?) fessizl
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Altsa gar p op i3 +1.

Opgave 1.18.16. Bemeerk forst at 2007 =32 -223. Lad k veere et positivt heltal,
og antag at der findes et heltal a sa
k*+3k*a+3ka®=(k+a)’—a’=0 (mod3®-223) *

Hvis vi regner modulo 3, ses at k = 0 (mod 3). Seet k = 3m. Da er 1 ensbety-
dende med

Zm@Bm?+3ma+a®)=0 (mod 3?-223)

Hvis 223 gar op i m, er ligningen sand for alle a. Antag derfor at 223 ikke gar
opim, oglad m™! veere den inverse til m modulo 223. Da er + ensbetydende

med at
3m?+3ma+a’*=0 (mod223)<
34+3am +(@am™)?>=0 (mod223) &=
3—220am+(am™ =0 (mod 223)<=
(am™—110*—55=0 (mod 223)

Ifelge den kvadratiske reciprocitetssatning er
55\ (5 \(11)_ (223\( (223
223) \223)\223) \ 5 11
_(3)(3\__(1\__(2)_,
~\s)lur) \3) \3)
Dermed findes altsa et helt tal x s& x> =55 (mod 223). Nar am ' —110 = x

(mod 223), hvilket er ensbetydende med at a = (x+110)m (mod 223), er t op-
fyldt. Hvis 3 gar op i k, findes derfor et heltal a s& (k+a)®*—a® =0 (mod 2007).

Opgave 1.18.17. Antag at a er et positivt heltal som ikke er et kvadrattal, og
at a er kvadratisk rest modulo alle primtal. Lad m veaere det storste hele tal
s4 m? gar op i a, og set a = m?b. Da er b kvadratfrit. Da a er kvadratisk
rest modulo alle primtal, er b pr. konstruktion ogsé kvadratisk rest modulo



alle primtal. Antag forst at b = 2. Da er b ikke kvadratisk rest modulo p =5,
modstrid. Dermed er b > 2.

Hvis b er lige, saettes b =2b’, og hvis b er ulige, settes b = b’. Bemaerk at
b’ ogsé er kvadratfri, og primfaktoroplesningen af b’ derfor kan skrives som

b'=pip2-- P

hvor p;’erne er forskellige ulige primtal.
Lad c veere et helt tal s& (pin) =—1. Vi onsker at finde et primtal der opfylder
at

Ifplge den kinesiske restklassesatning udger samtlige losninger til kongru-
enssystemet netop en restklasse modulo 8b’. Da denne restklasse er primisk
med 8b’, findes ifolge Dirichlets seetning et primtal blandt repraesentanterne
for restklassen. Derfor et det muligt at veelge et primtal p der opfylder kon-
gruenssystemet. Da 2 er kvadratisk rest modulo p fordi p =1 (mod 8), er

(B)-()-06)-G)-FG)) G-

hvilket er en modstrid.

Opgave 1.18.18 For n =3 og n =4 ved vi at f;, er et primtal, og vi kan derfor
antage at n > 5. Lad nu
ko k Kom
fn=p"p" Dy,

veere primfaktoroplgsningen af f;,.

Vi ved fra opgave 1.18.9 at p; = 1 (mod 2"*?) for alle i = 1,2,...,m. Valg
X1, Xp,..., Xy, S& p; = 2" 2x; + 1. For at vise at der findes en primdivisor i f,
som er storre end 2" 4(n + 2), mangler vi nu blot at vise at der findes et i sa

x; > 2%(n+2).
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Forst vurderer vi summen k; + k, +---+ k,,, opad til. Da p; > 2"*? +1, er
22” + 1 2 (2n+2 + 1)k1+k2+"’+km Z 2(n+2)(k1+k2++km) + 1'

Altsa er

n

ki+ky+-+ky <

n+2

Nu vurderer vi summen x; k; + x5k, + -+ x,,, k;,, nedad til. Ifplge binomial-
formlen er

pl.ki =(2"2x;+1)5 =22 x;k; +1 (mod 22™4),
Da2">2n+4for n>5,er f, =1 (mod 22"**). Dermed er

0=(2""2xk + 12" P xpky +1)--- 2" x, Ky +1)— 1
= 2"+2x1 kl +2n+2ka2 +-- -2"+2xm km

=2"2(x1ky + Xoko + - Xpkyy)  (mod 2271
Dette viser at

OEx1k1+x2k2+---+xmkm 2n+2).

(mod
Da alle x;’erne og k; erne er positive, er
X kg + Xk + o+ Xy Koy > 272

Seet x; = max(xy, Xy,..., X,,). Daer

x(ky+ ko +- -+ k) = 2712,

og dermed
on+2 amiz
X; > P > nz_:z =2°(n+2)
som gnsket.

Georg Mohr-Konkurrencen
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Fermattal, 24
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gcd, storste feelles divisor, 7
Goldbachs formodning, 34

indbyrdes primisk, 8
invers, multiplikativ, 18

kinesisk restklassesatning, 27

62

kongruens, 10
kongruens, lesning af, 10
kongruent modulo, 10
kvadratfri, 33

kvadratisk reciprocitet, 37
kvadratisk rest, 13
kvadrattal, 3

lcm, mindste feelles multiplum, 9
Legendres formel, 30
Legendresymbolet, 35

Lifting the exponent lemma (LTE), 31
LTE, 31

Mersennetal, 23

mindste feelles multiplum, 9
modulo, 10

multiplikativ invers, 18
multiplum, 1

nulregel modulo primtal, 11
orden af @ modulo n, 23

p-adisk valuation, 16, 30
periodisk folge, 25
primfaktor, 2
primfaktoroplgsning, 2
primisk, 8

primisk rest, 17

primisk restklasse, 17
primtal, 2
primtalssaetningen, 34




repraesentant for restklasse, 10
restklasse, 10

sammensat tal, 2

Sophie Germain-primtal, 36
storste feelles divisor, 7
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Thues seetning, 33
tveersum, 12
tvillingeprimtal, 34

Wilsons satning, 20

agte divisor, 2
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