1 Polynomier

I dette kapitel far du en introduktion til polynomier, samt en grundlaeggen-
de forstéelse af grafer for polynomier, polynomiumsdivision og polynomiers
redder og koefficienter. Desuden er der flere afsnit om polynomier med hel-
tallige koefficienter og deres seerlige egenskaber mht. delelighed og irreduci-
bilitet.

I de forste afsnit bliver mange satninger postuleret uden bevis fordi de er
ret tekniske, og vi her har mere fokus pa intuition og grundleeggende forsta-
else af centrale egenskaber, men i afsnit 1.5 beviser vi mange af de tidligere
seetninger. Det allersidste afsnit kraever kendskab til differentialregning.

Undervejs nzevner vi de komplekse tal, men du kan sagtens leese kapitlet
uden at vide hvad komplekse tal er, og der er ingen opgaver der inddrager
komplekse tal.
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1.1 Polynomier med reelle koefficienter

I dette afsnit far du en introduktion til polynomier med reelle koefficienter
hvor formalet i hoj grad er at opbygge en intuition om polynomier samt at f&
teknikker til at regne med polynomier.

Flere seetninger praesenteres uden bevis, simpelthen fordi beviserne er tek-
niske og sveere at forstd for man er mere fortrolig med polynomier. Derfor
kommer der et senere afsnit hvor vi beviser mange af seetningerne, men en-
kelte seetninger pastuleres ogsa uden bevis da de bygger pa meget mere om-
fattende teori end der er plads til her.
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Definition af polynomium

Et polynomium P med reelle koefficienter er en funktion defineret pa de
reelle tal med forskriften P(x)=0 eller

P(x)=a,x"+a,_1x" +...+a,x +ay,

hvor a,,a,_,,...,a;,ay€R oga, #0.

Graden af polynomiet P er n, paner hvis P(x) = 0, da er graden —oo.
Fx har polynomiet P(x) = x” + x?—6 grad 7, mens polynomiet P(x) =2
har grad 0.

Definition af rod
Et tal x; kaldes en rodi P hvis P(x,)=0.

Sztning 1.1.1. Polynomier og radder
Et polynomium af grad n > 0 har hejst n redder.

Et polynomium af ulige grad har mindst én rod.

Seetning 1.1.1 bevises i afsnit 1.5.

De naeste eksempler giver en intuition om polynomiers graf, og flere egenska-
ber péstas uden bevis.
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Eksempel 1.1.1. Trejdegradspolynomiers graf

Tredjegradspolynomiets graf skeerer ifolge seetning 1.1.1 forsteaksen 1, 2
eller 3 gange da polynomiet har mindst én rod og hejst 3 redder.
Grenene vender hver sin vej, dvs. den ene gar opad og den anden
nedad.
Tredjegradspolynomiet har 0 eller 2 lokale ekstremumspunkter.
Figuren viser tre forskellige eksempler pa forleb for grafen for trejde-
gradspolynomier der illustrerer disse pointer.
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Eksempel 1.1.2. Fjerdegradspolynomiers graf

Fjerde gradspolynomiets graf skeerer ifolge seetning 1.1.1 forsteaksen 0,
1,2, 3 eller 4 gange.
Grenene vender samme vej, dvs. de gar begge opad eller begge nedad.
Fjerdegradspolynomiet har 1 eller 3 lokale ekstremumspunkter.
Figuren viser tre forskellige eksempler pa forlgb for grafen for fjerde-
gradspolynomier der illustrerer disse pointer.
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Sztning 1.1.2. Grafen for et polynomium

Grafen for et polynomium af positiv ulige grad 2m + 1 har mellem 1 og
2m + 1 skeeringspunkter med forsteaksen, grenene vender hver sin vej,
og polynomiet har et lige antal lokale ekstremumspunkter.

Grafen for et polynomium af positiv og lige grad 2m har mellem 0 og 2m
skeeringspunkter med forsteaksen, grenene vender samme vej, og poly-
nomiet har et ulige antal lokale ekstremumspunkter.
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Polynomier betragtet som funktioner over de reelle tal er kontinuerte. Her vil
vi ikke definere kontinuitet, men vi udnytter flere gange folgende kontinui-
tetsegenskab, som vi ikke beviser.
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Setning 1.1.3. Mellemvaerdisaetningen

Lad f :[a, b] — R veere en kontinuert funktion, og lad d veere et reelt tal
mellem f(a)og f(b). Da findes et tal ¢ €]a; b[ sd f(c)=d.

Eksempel 1.1.3. Radder i polynomier

Néar man skal undersege hvor mange reelle redder et polynomium har,
behever man ikke nedvendigyvis at finde dem. Man kan i stedet udnytte
at et polynomium er en kontinuert funktion, og benytte mellemveerdi-
setningen.

Fx har fjerdegradspolynomiet
P(x)=x*—2x3—2x%+3x+1

fire reelle redder da P(—2) = 19, P(—1) = —1, P(0) = 1, P(2) = —1 og
P(3) =19, dvs. der er ifolge mellemverdisetningen en reel rod i hvert
af folgende intervaller: | —2;—1[, ] —1;0[, ]0;2[ og ]2;3[. Vi ved desuden
at et fjerdegradspolynomium hejst har fire redder, dvs. P har preecis fire
rodder.




Opgave1.1.1. Betragt tredjegradspolynomiet P(x) = x3—x?—2x+a, hvor a er
en konstant. Find en veerdi af a sd P har tre forskellige rodder. (Der er mange,
og du skal blot finde én).

Opgave 1.1.2. Vis at fjerdegradspolynomiet
P(x)=x(x—2)(x—4)(x—6)+(x—1)(x—3)(x—=5)(x—7)

har fire reelle rodder.

Opgave 1.1.3. Lad n > 1. Hvor mange redder har n’te gradspolynomiet
P(x)=x(x—2)(x—4)---(x—2n)+(x—1)(x—3)(x—5)---(x—(2n+1))?

Hint: 18

Opgave 1.1.4. Et polynomium f er givet ved
flx)=x*—2x.

Bevis atder findes et tal @ som opfylder at f(f(a))=a udenat f(a)= a. (Georg
Mohr-Konkurrencen 2011) Hins: 17, 22

Eksempel 1.1.4. Omskriv til anden variabel

Hvis vi ved at x; er rod i et polynomium, sa kan vi ofte finde et andet
polynomium af samme grad med fx xg, xio eller xy+ xio som rod.

Det reelle tal @ er rod i P(x)= x3— x —1. Vi onsker at bestemme et tred-
jegradspolynomium med heltallige koefficienter som har a? som rod.

Daa errodi P, vedviat a®—a—1=0 og derfor a®—a = 1. Det udnytter
vi til at konstruere et tredjegradspolynomium med a? som rod:

1 :( 3—a)2 :az(az—l)2 = az(a4—2a2+ 1):(a2)3—2(a2)2+a2.

Altsé er a? er rod i
Qx)=x3—2x>+x—1.

Opgave 1.1.5. Et tredjegradspolynomium P(x) = x® +2x? —3x — 5 har
rodderne a, b og c. Angiv et tredjegradspolynomium med redderne %, % og
1. (Georg Mohr-Konkurrencen 1994) Hint: 19

Opgave 1.1.6. Bestem samtlige mulige veerdier af x + %, hvor x tilfredsstiller
ligningen x* + 5x% —4x? +5x +1 = 0, og los denne ligning. (Georg Mohr-
Konkurrencen 2000) Hint: 14
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1.2 Polynomiumsdivision

Nu skal vi se hvordan man dividerer polynomier med hinanden. N&r man di-
viderer et polynomium med et andet, kan man fa resten 0, dvs. at divisionen
gér op, men man kan ogsa fa et andet polynomium som rest. Det svarer lidt
til division med rest for hele tal.
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Eksempel 1.2.1. Polynomiumsdivision

Man dividerer P(x)= x3—2x?+2x —15med Q(x) = x —3 sddan:

x—3| x3 —2x24+2x — 15 |[x24+x+5 <— resultat

x3 —3x
,

(x—=3)-x x2 +2x — 15
L G
(x—3)-x 5x — 15
>
(x—3)-5 0 <& rest

Daresten er 0, betyder det at

P(x)=x3—2x?+2x—15=(x —3)(x®+ x +5).

Eksempel 1.2.2. Polynomiumsdivision med rest

Man dividerer P(x) = x3+3x?>—2x +7 med Q(x) = x? + 1 sadan:

x24+1| x3 +3x2—2x + 7 |x+3 < resultat
x3 +0x2+ X

(x2+1)-x 3x2—3x + 7
3x2+ 0x + 3
(x2+1)-3 —3x + 4 <& rest

Her er resten —3x + 4, og det betyder at

P(x)=x3+3x>—2x+7=(x*+1)(x+3)—3x+4

Opgave 1.2.1. Udfer folgende divisioner:

a) Divider P(x)=x*—2x?+3x—2med Q(x)=x—1.

b) Divider P(x)=3x*+8x3+12x%2+9x+4 med Q(x)=x?>+x +1.
¢) Divider P(x)=x"—1med Q(x)=x—1.

d) Divider P(x)=nx""'—(n+1)x"+1med Q(x)=x —1.
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Seetning 1.2.1. Polynomiumsdivision

nogmmedn=>m=>0.

bestemt polynomium R af grad mindre end m, s&
P(x)=Q(x)D(x)+ R(x).

Polynomiet R kaldes resten af P ved division med Q.

\

Lad P og Q vere polynomier med reelle koefficienter af grad henholdsvis

Da findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n—m og et entydigt

Seetning 1.2.1 bevises i afsnit 1.5 i en mere generel version.
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dogr,0<r<m,sa
n=dm+r.

0, hvilket folgende definition siger.

Bemaerkning. Denne satning svarer til seetningen om hele tal der siger
at hvis n og m er hele tal, m # 0, da findes to entydigt bestemte hele tal

Her er r resten ved division af n med m. At et polynomium gér op i et
andet polynomium, vil ligesom for hele tal sige at resten ved division er

Definition af delelighed

P(x)=Q(x)D(x). Visiger ogsa at P er delelig med Q.

Et polynomium Q siges at gi op i P, hvis der findes et polynomium D s&




Eksempel 1.2.3. Delelighed
Vi undersoger for hvilke n polynomiet Q(x)=x?+1 garop i
P(x)=x"+x"14+. . +x+1.
Da Py(x)=(x?+1)(x+1), mad x>+1glopi
x4 x ML g ME2 L S = ™ML ().
Dermed vil x?+1 g& op i Py;,s(x) netop nar x2+1 gar op i Py(x). Da x?+1

ikke gar op i P,(x), P,(x) og Py(x), gar x>+ 1 op i P,(x) netop hvis n har
rest 3 ved division med 4.

Eksempel 1.2.4. Division med rest

Hyvis vi skal finde resten af
P(x)=x?11 £ 16x2907 41

ved division med Q(x) = x?—4 uden at udfere selve divisionen, udnytter
vi seetningen om division med rest, dvs. vi ved at der findes et polynomi-
um D ogheletal a og b sa

x*M +16x*%7 +1=(x*—4)D(x)+ax +b.
For x =2 fas
2a+b=22011416.22007 1 ] =22012 1 ]
og for x =—2 fés
—2a+b=(—2" +16(—2)"7 +1=—22"2+1.

Ved at lpse de to ligninger 2a + b = 22°12 + 1 og —2a + b = —2%°12 + 1 med
de to ubekendte a og b ses at resten er

ax+b=2"""1x41.

Opgave 1.2.2. Bestem resten ved division af x!%°—2x%! + 1 med x?—1.

Opgave 1.2.3. Vis at P(x) = x2 + 2 ikke er deleligt med et forstegradspolyno-
mium med reelle koefficienter.

Opgave 1.2.4. Bestem a og b sa (x —1)? gdropiax*+bx3+ 1. Hinz: 16, 15

Opgave1.2.5. Etreelttal x, # 1 errod i polynomiet P(x) = x6—10x+9. Bestem
Xo + x§ + X3 + x3 + x3. (Abelkonkurransen 2010-11) Hint: 20

Opgave 1.2.6. Etreelt tal x, #—1 er rod i polynomiet
P(x)=x°+6x"+15x"+20x% +3x*—18x —11.

Bestem xy(x3 +4xZ +6x +4). (Abelkonkurransen 2003-04) Hint: 3
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1.3 Faktorisering med redder

En helt central egenskab ved polynomier som vi kommer til at udnytte igen
og igen, er folgende:

Saetning 1.3.1. Redder og faktorisering
Lad P veere et polynomium af grad n, n > 0, med reelle koefficienter.
Hyvis det reelle tal x; errod i P, da findes et entydigt bestemt polynomium
D af grad n —1 med reelle koefficienter sa

P(x)=(x—x9)D(x).

Der geelder yderligere at hvis de reelle tal x;, x,, ..., x,, er rodder i P, da
findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n — m med reelle ko-
efficienter sa

P(x)=(x—x1)(x—x2)...(x — x,,,)D(x).

. J

Seetning 1.3.1 bevises i en mere generel version i afsnit 1.5.

Eksempel 1.3.1. Rodder og faktorisering
Polynomiet P(x) = x*—2x? +3x —2 har x, = 1 som rod. Dermed ved vi
at x —1 er divisor i polynomiet, og ved division ses at

P(x)=x*—2x?>+3x—-2=(x—-1)(x3+x2—x+2).

Eksempel 1.3.2. Rodder og faktorisering

Hvis vi betragter polynomiet P(x)= x" —a”", er det nemt at se at X, =a
er rod. Dermed gar x —a op i P, og ved division ses at

n-3 2

a+x"3a’+.. +xa"?

x"—a"=(x—a) x4+ x"? +a" .
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Opgave 1.3.1. Find en rod i polynomiet P(x) = x2"! + a?"*1, og udfer poly-
nomiumsdivision som i eksemplet ovenfor.

Opgave 1.3.2. En af de to redder i polynomiet P(x) = mx?>—10x + 3 er % af
den anden rod. Bestem samtlige mulige veerdier af m.

Seetning 1.3.1 giver os ogsad viden om sammenhangen mellem et polynomi-
ums keofficienter og rodder:

e A

Korollar 1.3.2. Vietas formler

Koefficienterne til andengradspolynomiet P(x) = a,x? + a; x + ay med
rodderne x; og x, er:

a; =—ax(x, +X), ap=axx, x,.

Koefficienterne til tredjegradspolynomiet P(x)= a3 x>+ a, x>+ a, x + ay
med rodderne x;, x, og x3 er:

ay =—a3(x1 +XZ+JC3), a :as(xle+xl.X3+xZX3), ay = —da3z X Xy X3.

Kofficienterne til polynomiet P(x)=a, x" + a,_1x" ' +---+a, x + ay af
grad n med rodderne x;, Xy, ..., X, er

n
ap—1=—0ayp E Xi»

i=1
ay—o=ay E x,-xj,

1<i<j<n

a,_3=—ay Z XiXj Xk,
1<i<j<k<n

ap = (_l)nanx1x2"'xn-

\ J

Bevis. Ifplge setning 1.3.1 er
P(xX)=a,x"+a, 1 x" '+ Faix+ag=a,(x —x;)(x—x) - (x — x,,).

Formlerne folger direkte ved at gange parenteserne ud. For at nd helti mal har
vi ogsa brug entydighedssatningen 1.5.2 der forst kommer senere. Den siger
at opskrivning af polynomier er entydig. O



Eksempel 1.3.3. Fjerdegradspolynomiets koefficienter

Betragt fjerdegradspolynomiet P(x) = x* + asx3 + a, x? + a; x + ay med
rodderne x; =—3, x, =—1, x3=1 0g x4 =3.

Vikan bestemme koefficienterne ved brug af korollar 1.3.2. Her ses hvor-
dan a, bestemmes:

ay = X1Xp+ X1 X3+ X1 X4+ Xo X3+ Xo X4+ X3Xy
= (=3)(=1)+(=3)- 1+ (-3)-3+(=1)- 1+ (~1)-3+1-3=—10.

\.

Opgave 1.3.3. Polynomiet P givet ved P(x)= x3+5x?—20x +14 har redderne
r, 1, og r3. Hvad er P(r; + r, + r3)? (Abelkonkurransen 2013-14)

Opgave 1.3.4. For hele tal a og n har polynomiet P(x)= x3—x?+ax—2" tre

heltallige redder. Bestem a og n.

Opgave 1.3.5. Lad x; og x, vaere rodderne i P(x) = x> +ax + bc, og X, 0g X3
roddernei Q(x)=x?+bx+ac.Visathvisac # bc, da er x; og x3 redderne i
R(x)=x?>+cx+ab.

Eksempel 1.3.4. Delelighed
For at undersoge for hvilke n polynomiet P(x)= x"—x"2+1,n>3, er
deleligt med Q(x)= x3— x + 1, bemaerker vi at Q gar op i P netop hvis Q
garopi

P(x)—Q(x)=x"—x"2—x3+x.

De reelle rodder i polynomiet
Px)—Q(x)=x"—x"?—x3+x=x(x*>—1)(x"3—1)

er x = 0 og x = 1. Polynomiet Q har mindst én reel rod da det er et
tredjegradspolynomium, og denne reelle rod er ikke x = 0 eller x = £1.
Polynomiet Q gér derfor ikke op i P — Q og dermed heller ikke i P for

noget n.

Opgave 1.3.6. Undersog for hvilke n polynomiet P(x)= x" +x""1—1, n > 4,
er deleligt med Q(x) = x*+ x3—1. Hinr: 2

Eksempel 1.3.5. Rodder

Om et tredjegradspolynomium P vides at P(—1) = P(0) = P(1) = 7 og
P(2)=19. Vi gnsker at bestemme P.

For at bestemme P indferer vi et nyt polynomium Q, der har x =—1,0,1
som rpdder. Szt Q(x) = P(x)—7. Daer x =—1,0,1 alle rodder i tredje-
gradspolynomiet Q, og vi ved yderligere ifolge seetningen om radder og
faktorisering 1.3.1 at

Qx)=k(x+1)x(x—1)=kx3—kx
ogdermed P(x)=kx3—kx+7.DaP(2)=19,fas19=k(23—2)+7=6k+7,

ogaltsd k =2. Dermed er P(x)=2x3—2x+7.
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Opgave 1.3.7. Om et fjerdegradspolynomium
Px)=x*+bx3+cx*+dx+e,
hvor b, c, d og e er hele tal, geelder at P(0) = P(1) = P(2) = P(3). Bestem samt-

lige mulige veerdier af b. Hinr: 10

Opgave 1.3.8. Lad P veere et polynomium af grad n med P(k) = kiﬂ for k =
0,1,2,...,n. Bestem P(n+1). Hint: 13

Opgave 1.3.9. Bestem alle polynomier P(x) med reelle koefficienter sa
(x—2010)P(x +67)=xP(x)

for alle heltal x. (Baltic Way 2010) Hin: 1

Opgave 1.3.10. Lad p(x) = x®+ax?+ b x + ¢ veere et polynomium som har tre
forskellige reelle redder. Lad g(x) = x?+ x +2017, og antag at p(g(x)) ikke har
nogen reelle rodder. Vis at p(2017) > 6—14. Hint: 25

Georg Mohr-Konkurrencen



1.4 Polynomier med heltallige koefficienter

Vi starter med at gentage seetningen fra forrige afsnit, men denne gang med
hele tal i stedet for reelle tal.
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Seetning 1.4.1. Rodder og faktorisering

Lad P veere et polynomium af grad n, n > 0, med heltallige koefficienter.

Hvis det hele tal xy errod i P, da findes et entydigt bestemt polynomium
D af grad n— 1 med heltallige koefficienter sa

P(x)=(x—x9)D(x).

Der gelder yderligere at hvis de hele tal x;, x»,..., x,, er rodder i P, da
findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n — m med heltallige
koefficienter sa

P(x)=(x—x1)(x—x5)...(x — x,,,)D(x).

. J

Leeg meerke til at i denne version af seetningen er vi garanteret at D har heltal-
lige koefficienter, og det skal du udnytte i de naeste opgaver.

Opgave 1.4.1. Bestem alle polynomier P med heltallige koefficienter hvor
(x—26)P(x+13)= xP(x).

Opgave 1.4.2. Lad p(x) og q(x) veere to ikke-konstante polynomier med hel-
tallige koefficienter. Det oplyses at polynomiet

p(x)q(x)—2015

har mindst 33 forskellige heltallige radder. Vis at p og g har grad mindst 3.
Opgave1.4.3. Lad P og Q vare polynomier med heltallige koefficienter. Antag
atder findes hele tal a og a +1997 som er rodder i P, og at Q(1998) = 2000. Vis
at ligningen Q(P(x)) =1 ikke har heltallige lasninger. (Baltic Way 1997) Hint: 4
Opgave 1.4.4. Bestem det mindste heltal m > 1 sa der findes et polynomium
p med folgende egenskaber: p har heltallige koefficienter, p(x)—1 har mindst
én heltallig rod, og p(x)— m har preecis 1000 forskellige heltallige rodder.
Hint: 7

Sztning 1.4.2. Delelighed

For et polynomium P med heltallige koeffcicenter geelder at for to for-
skellige hele tal a og b vil a — b ga op i tallet P(a)— P(b).

Bevis. Lad P(x)=a,,x" + a1 X" ' +...+a;x+ayoga#b.Da
a*—b*=(a—b)(a" " +a"Pb+a"Bb? +.. .+ ab*?+ b1,
vila—b gaopi

P(a)—P(b):am(am—b’”)+am_1(am_l—bm_1)+...+a1(a—b). a

Eksempel 1.4.1. Delelighed

For et polynomium P med heltallige koefficienter er P(n) et trecifret tal
forallen=1,2,3,...1998. Vi vil vise at P ikke har nogle heltallige rodder.
(Baltic Way 1998)

For ethvert heltal m findes et n € {1,2,...,1998} sa 1998 | n—m. Altsd ma
1998 | n—m | P(n)— P(m).

Da P(n)er et trecifret tal, folger det at P(m) # 0. Dermed har P ikke nogen
heltallige redder.
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Opgave 1.4.5. Lad P vere et polynomium med heltallige koefficienter sa der
findes to hele tal a og b hvor P(a) = 1 og P(b) = 3. Kan ligningen P(x) =2
have to forskellige heltallige lasninger? (Baltic Way 1994) Hin:: 8

Opgave 1.4.6. Lad P veere et polynomium med heltallige koefficienter sa der
findes et helt tal n hvor P(—n) < P(n) < n.Vis atda er P(—n) < —n. (Baltic Way
1991)

Opgave 1.4.7. Lad P vere et polynomium med heltallige koefficienter. Vis at
der ikke findes tre forskellige hele tal a, b og ¢ sd P(a)=b, P(b)=c og P(c)=
a. Hint: 23

Opgave 1.4.8. Et polynomium P har heltallige koefficienter og grad n. Des-
uden findes praecis k hele tal som er lgsning til ligningen (P(x))* = 1. Vis at
k—n <2.(IMO 1974) Hint: 5



1.5 Polynomier

Ind til videre har vi set pa polynomier med reelle koefficienter eller heltalli-
ge koefficienter, og vi har generelt ikke bevist de seetninger vi har brugt. Nu
generaliserer vi flere definitioner og beviser en del af de tidligere seetninger i
mere generelle versioner.

I det folgende betegner L en af de fire talmeengder Z, Q, R og C. De kom-
plekse tal C kan beskrives som mangden af alle tal pa formen a + i b, hvor
i = V=1 og a og b er reelle tal. Alle opgaver kan regnes uden brug af kom-
plekse tal.

7

Definition af polynomium

Et polynomium P er en funktion med forskriften P(x)=0 eller
P(xX)=a,x"+a,_1x" ' +...+ax +a,,

hvora,,a,_;,...,a;,ay€Loga, #0.Polynomiet P er her defineret pa de
reelle tal, men man kan ogsa betragte P defineret pa andre talmaengder
som fx de komplekse tal.

Graden af P er n, panar hvis P(x)=0.

Nulpolynomiet P er polynomiet der er konstant nul, dvs. P(x) =0 for alle
x €R, og dets grad seettes per definition til —co.

Mangden af polynomier med koefficienter i L betegnes L[ x].
Et polynomium kaldes normeret hvis a,, = 1.

Tallet x;, kaldes en rodi P hvis P(x,)=0.

\.

En hel central egenskab ved polynomier er at opskrivningen er entydig. Det
handler de neeste to setninger om.

Szetning 1.5.1. Nulpolynomiet

Nulpolynomiet kan ikke skrives pa formen P(x)=a,x" +---+ a; x + ay,
hvor a,, #0.

Bevis. Forst betragter vi et normeret polynomium
P(x)=x"+a, 1 x" ' +...4+ay, n>0,

og viser at det ikke er nulpolynomiet. Det vil vi gore ved at finde et tal der
ikke giver 0 ved indsaettelse. Idéen er at finde et stort nok tal M sa vi kan vise
at (2M)" er storre end |czn_1(2M)”_1 +a,_2(2M)" 2+ + ao{, da det viser at
P(2M)#0. Seet

M= max{l, |an—1| ’ |an—2| rere |a0|}'

Bemeerk at vi har sikret os at M > 1 sddan at M > 1 for alle ikke negative
heltal m. Nu er

M) > (2" 42" Ptk 1M
>MERM)" P+ MM 2+ + M2M)+M
> |ap—1| (M) +]a,_o| 2M)" 7+ +|ay| 2M + | a)|
> |6ln_1(2M)n_1 +a, (M) + .. +a;2M + a0| .
Dermed er
PCM)=02M)"+a,_ ;M) +a, ,2M)"?+...+ay>0.

Betragt nu et polynomium Q(x) = b, x" +---+ by af grad n. Vi ved at binQ(x)
ikke er nulpolynomiet da det er normeret, og dermed er Q heller ikke nulpo-
lynomiet. Altsd kan nulpolynomiet ikke skrives p& formen P(x)=a,x" +---+
a; x +agy, hvor a,, #0. O

Saetning 1.5.2. Entydighedssaetningen
Hvis to polynomier P og Q opfylder at P(x) = Q(x) for alle x € R, da er
deres koefficienter identiske.

Opskrivningen af polynomier er altsa entydig.

\ J

Bevis. Antag at P(x) = Q(x) for alle x € R. Hvis koefficienterne i P og Q ikke
er identiske, da er

0=P(x)—Q(x)=a,x"+...+ay,
hvor n > 00ga, #0, for alle x € R. Men dette er i modstrid med saetning 1.5.1.
Altsa er opskrivningen af polynomier entydig. O

Georg Mohr-Konkurrencen
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Definition af lige og ulige polynomier
Et polynomium kaldes for lige hvis P(x)= P(—x) for alle reelle tal x.

Et polynomium kaldes for ulige hvis P(x) =—P(—x) for alle reelle tal x.

Opgave 1.5.1. Vis at de lige polynomier netop er de polynomier hvor koeffi-
cienterne hgrende til led af ulige potenser af x er nul. Vis tilsvarende at de
ulige polynomier netop er de polynomier hvor koefficienterne horende til led
aflige potenser af x er nul. Hint: 6

Sztning 1.5.3. Polynomier af ulige grad

Et polynomium af ulige grad med reelle koefficienter har altid mindst én
reel rod.

Opgave 1.5.2. Udnyt mellemverdiseetningen 1.1.3 til at vise saetning 1.5.3.
Hint: 11

e w

Szetning 1.5.4. Polynomiumsdivision

Lad P og Q veere polynomier i L[x] af grad henholdsvis n og m
med n,m > 0. Hvis L = Z, antages yderligere at koefficienten til
m’tegradsleddeti Q er £1.

Da findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n—m (eller D(x) =
0 hvis n < m), og et entydigt bestemt polynomium R af grad mindre end
m, begge med koefficienteriL, sa

P(x)=Q(x)D(x)+ R(x).

Polynomiet R kaldes resten af P ved division med Q.

. J

Bevis. Lad P(x)=a,x" +...+ay 0og Q(x)=b,,x™ +...+ by, hvor a,, b,, #0.
Forst viser vi eksistensen ved induktion efter n. For n < m er eksistensen op-
lagt med D(x) =0 og R(x) = P(x). Lad n = N > m, og antag at seetningen er

sand for alle n < N.Daer

Py(x)=P(x)— Z—”x"—”’o(x)

m

et polynomium af grad mindre end n med koefficienter i L, og dermed findes
ifolge induktionsantagelsen polynomier D, og R s&

P(x)=Q(x)Dy(x)+ R(x)

hvor graden af R er mindre end m. Nu er

P(x)=Py(x)+ -2 x"™Q(x) = Q(x)Dy(x)+ R(x)+ Z—”x"—’"o(x)

bm m

ZQ(X)(Dl(x)+Z—nxn_m)+R(x).

m

Polynomiet

D(x)=Dy(x)+ 22 xn-m
by,

har koefficienter i L. da Z—; € L nér a,, b,, €L, og vi har forudsat at b,, = £1
hvis L = Z. Induktionen er derfor fuldfert, og vi har vist at der findes polyno-
mier D og R med de onskede egenskaber.

For at vise entydigheden antager vi at der findes polynomier Dy, D, R; og R,
i L[x], hvor R; og R, har grad mindre end m, s&

P(x)=Q(x)D;(x)+ Ry (x) = Q(x)Ds(x) + Ry(x).
Daer
Q(x)(Dy(x)—Dy(x))+ Ry (x)— Ry(x)

nulpolynomiet. Da Q har grad m, og Ry — R, har grad mindre end m, giver
entydighedssatningen at D; — D, er nulpolynomiet og altsd D; = D,. Dermed
er R; — R, ogsé nulpolynomiet og R, = R,, dvs. D og R er entydigt bestemt. O

Denne setning giver anledning til en mere generel definition af delelighed:



Definition af delelighed, reducibilitet og irreducibilitet
Lad P og Q vere polynomier i L[x].

Et polynomium Q siges at gd op i P i L[ x] hvis der findes et polynomium
D eL[x]sa P(x)= Q(x)D(x). Visiger ogsa at P(x) er delelig med Q(x) i
L[x].

Et polynomium P kaldes reducibelt i L[x] hvis der findes to polynomier
S, T €L[x] af grad mindst én s& P(x)=S(x)T(x).

Et polynomium P kaldes irreducibelt i L[ x] hvis det ikke er reducibelt i
L[x].

Szetning 1.5.5. Rodder og faktorisering

Lad P veere et polynomium af grad n med koefficienteri L.

Hvis xy € L er rod i P, da findes et entydigt bestemt polynomium D af
grad n —1 med koefficienter i L sa

P(x)=(x—x9)D(x).

Der geaelder yderligere at hvis x;, x,, ..., X, €L er rodder i P, da findes et
entydigt bestemt polynomium D af grad n — m med koefficienter i L s

P(x)=(x—x1)(x—x2)...(x — x,,,)D(x).

. J

Bevis. Antag at x, errod i P og x; € L. Da findes ifplge seetningen om polyno-
miumsdivision 1.5.4 entydigt bestemte polynomier D og R i L[x], hvor R har
grad hojst 0, s&

P(x)=(x—x¢)D(x)+ R(x).

Dermed er R(xy) =0, og da R har grad hejst 0, dvs. er konstant, méa det veere
nulpolynomiet. Altsa findes et polynomium D i L[x] s&

P(x)=(x—x9)D(x).

Bemeerk at polynomiet x — xy er normeret sa seetningen om polynomiumsdi-
vision 1.5.4 holder ogsé i tilfeeldet L =Z.

Hvis vi antager at x;, X, ..., X,, € L er rodderi P, fas ved at gentage argumen-
tationen ovenfor at der findes et polynomium D i L[x] sa&

P(x)=(x —x1)(x = X1) - (x = X ) D (x).

Korollar 1.5.6. Antal redder i et polynomium af grad n

Et polynomium af grad n, n > 0, har hejst n reelle redder.

Korollar 1.5.7. Entydighed

Hvis P og Q er to polynomier af grad hojst n, og P(x) = Q(x) for n+1
forskellige veerdier af x, daer P =Q.

\ J

Bevis. Antag at P og Q er to polynomier af grad hagjst n, og P(x) = Q(x) for
n + 1 forskellige veerdier af x. Da er P(x)— Q(x) et polynomium af grad hgjst
n med n + 1 rodder, og dermed er P(x)— Q(x) nulpolynomiet. O

Som afslutning pa dette kapitel ser vi pa algebraens fundamentalsatning.
Den kreever kendskab til komplekse tal og er ikke en setning vi bruger, men
blot ment som perspektivering.

Seetning 1.5.8. Algebraens fundamentalsatning

Lad P veere et polynomium af grad n med koefficienter i C. Da har poly-
nomiet n ikke nedvendigvis forskellige redder x;, x5, ..., x,, € C sd

P(x)=a,(x—x)(x —Xx2)...(x — x,)

for en konstant a,,.

\ J

Vi beviser ikke algebraens fundamentalszetning da det bade er meget omfat-
tende og kreever kendskab komplekse tal.

Georg Mohr-Konkurrencen



1.6 Mere om polynomier med heltallige koefficienter

7

Sztning 1.6.1. Rationale redder

Lad P vere et polynomium med heltallige koefficienter. Hvis et rationelt
tal skrevet som uforkortelig brok % er rod i polynomiet

P(x)=a,x"+a,_1 X" +...+a,x +ay,
davil p | ag 0og q | a,. Specielt vil eventuelle rationale rodder i
P(x)=x"+a, 1 x" ' +...+a,x+ag

veere hele tal.

\.

Opgave 1.6.1. Bevis s@tningen.

4 w

Eksempel 1.6.1. Rationale rodder
Hyvis vi skal bestemme samtlige rationale rodder i
P(x)=x°+3x>+2x+86,

sd kan vi udnytte seetning 1.6.1 der siger at samtlige rationale rodder i P
er hele tal som gér op i 6. Ved at tjekke samtlige divisoreri 6 ses at x =—1
er den eneste rationale rod.

Seetning 1.6.2. Gauss’ lemma

Hyvis P er et polynomium med heltallige koefficienter som er irreducibelt
iZ[x], da er det ogsd irreducibelti Q[x].

\.

Bevis. Antag at P(x) = Q(x)R(x) € Z[x], hvor Q, R € Q[x] har grad mindst 1.
Da alle koefficienter i Q er rationale, findes et mindste heltal g sa

qQ(x)=grx* +---+qy € Z[x],

12

og tilsvarende et mindste heltal r sa
rR(x)=r,x"+---+ry€Z[x].

Sat qgrP(x)=qQ(x)rR(x)=a,x"+ -+ a; x + ay.

Pa baggrund af faktoriseringen
qrP(x)=qQ(x)rR(x)

vil vi finde en faktorisering af P i Z[x]. Lad p vere en primdivisor i g. Da er
alle koefficienter i gr P(x) delelige med p. Lad i veere det mindste indeks sa
pgaropiqo, qi,--.,qi_1, menikkeig;. Da

GoTi +qi1i—1 ++-+qirg=a; =0 (mod p),
ma p g opiry. Desuden er
QoTiritqiri+-+gin+qi11=a;4; =0 (mod p),

dvs. r; ogsa er delelig med p. Ved at fortseette p4 denne made ser vi at alle
koefficienter i R er delelige med p, dvs. at %R € Z[x]. Dermed har vi faet en
ny faktorisering qr . .

(x)=q

Ved at fortsaette pa denne made far vi en faktorisering af P med polynomier
med heltallige koefficienter. O

Sezetning 1.6.3. Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium
Lad
P(x)=a,x"+a, 1 x" ' +...+ax+a
veere et polynomium med heltallige koefficienter, hvor et primtal p gar
opiagy, a,...a foret0< k <n, mens ptai,; og p>tay.

Da har P en irreducibel faktor af grad sterre end k i Z[x]. Specielt er P
irreducibel hvis k = n —1, og i dette tilfeelde kaldes kriteriet blot for Ei-
sensteins irreducibilitetskriterium.




Bevis. Antag at P(x)= Q(x)R(x), hvor

Q(x)=qsx°+-+qp 08 R(x)=rpx"++ry

er polynomier med heltallige koefficienter. Da ay = gy 1;y er deleligmed p, men
ikke med p?, er netop én af g, og r, delelig med p. Antag uden tab af genera-
litetatp | goog ptro. Dap garopia, oga; = roqy + qory, ma p | q;. Ved at
fortseette p4 denne méde ses at p gérop i qy, 41,-.., gk, men at p 4 gi41. Det
folger heraf at Q har grad mindst k+1. 0

7

Eksempel 1.6.2. Eisensteins irreducibilitetskriterium

For at undersgge om polynomiet P(x) = x° + 4 er irreducibelt indenfor
Q[ x], kan man bruge Eisensteins irreducibilitetskriterium, men ikke di-
rekte.

Bemaerk forst at P(x) er irreducibelt netop hvis P(x +1) er irreducibelt.
Da P(x+1)= x°+5x*+10x3 + 10x2 +5x + 5, er det irreducibelt ifalge
Eisensteins irreducibilitetskriterium med primtallet p =5, og dermed er
P det ogsa.

\ J

Opgave 1.6.2. Vis at P(x)= x®+3x*+6x3+9x +3 er irreducibelt i Q[ x].

Opgave 1.6.3. Vis at P(x) = x” + p?x? + px + p —1 er irreducibelt i Q[x] for
alle ulige primtal p.

Opgave1.6.4. Lad x;, X, ..., x,, veere forskellige heltal. Vis at
P(x)=(x—x1)(x —xp)---(x —xp)—1

er irreducibelt i Q[ x]. Hint: 21

Opgave 1.6.5. Lad P(x)= x" +5x""! +3, hvor n > 1 er et helt tal. Vis at P(x)
ikke kan skrives som et produkt af to polynomier med heltallige koefficienter
og grad mindst én. (IMO 1993) Hint: 24

13

1.7 Multiple rodder og differentialregning

( N

Definition af multiplicitet

Tallet x, siges at vaere m -dobbelt rod eller rod af multiplicitet m i et po-
lynomium P hvis (x — xp)™ garopi P.

Hvis man teeller antallet af redder i et polynomium med multiplicitet,
betyder det at den m-dobbelte rod x; teller m gange.

J

Vi udnytter i det folgende at polynomier som funktioner over de reelle tal er
differentiable.

Seatning 1.7.1. Reddernes multiplicitet

For et polynomium P gealder at x, er m-dobbeltrod i P netop hvis

P(xo)=P'(x)=P®(x9)=...= P" V(xy)=0.

Bevis. Antag at x, er m-dobbeltrodi P, altsé at P(x)=(x — xp)" Q(x). Daer

P’(x) = (x —x0)"™" (m- Q(x) + (x — x0)Q"(x)),

og X, er dermed mindst (m — 1)-dobbelt rod i P’. Tilsvarende ses at x, er
mindst (m —2)-dobbelt rod i P® osv,, dvs. at

P(xp)=P'(xg)=PP(xg)=...= P V(xy)=0.

Antag omvendt at P(xy) = P’(xy) = PP (xp) = ... = P (x,) = 0. Vi viser
at hvis x, er n-dobbelt rod i et polynomium Q’, da er x, (n + 1)-dobbelt rod
i den stamfunktion Q til Q’ for hvilken Q(x,) = 0, da dette giver det enskede.
Antag at x, er n-dobbelt rod i Q’, og at Q er den stamfunktion til Q’ for hvil-
ken Q(xy) = 0. Antag at x; ikke er (n + 1)-dobbelt rod i Q. Ifplge algebraens
fundamentalseetning kan vi faktorisere

Q(x) = (x —xp)"™(x — x1)™ (x — x2)" -+ (x — x)"™,
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hvor 1 < ng < n. Dermed er

Q'(x)=ny Q(x) +ny Q(x) n, Q(x) R Q(x) '
X — X X—X X — Xo X — X
Da
ny Q(x) +n2 Q(x) +-..+nk&
r=n X=X X —Xi

er delelig med (x — xp)™ mens n, )?_(f% ikke er, er Q’ ikke delelig med (x — x;)™.

Da ny < n, er x, ikke n-dobbelt rod i Q’, hvilket er en modstrid. O

7

Eksempel 1.7.1. Dobbeltrod

Betragt polynomiet P givet ved P(x)=nx""'—(n+1)x" +1. Vivil vise at
(x —1)? gér op i P. Ved differentiation far man

P'(x)=n+nx"—(n+1)nx"",

dvs. P(1)= P’(1)=0. Dermed er x = 1 dobbeltrod i P, og (x —1)? gar op i
P.

\.

Opgave1.7.1. Bestem a og b sd x =—1 erdobbeltrodi P(x)=ax"+nx"""2+b,
n ulige.
Opgave1.7.2. Lad P veere et sjettegradspolynomium som for to reelle tal a og
b,0 < a < b, opfylder at P(a) = P(—a), P(b) = P(—b) samt P’(0) = 0. Vis at
P(x)=P(—x) for alle reelle tal x. (Baltic Way 1998) Hins: 12
I de sidste to opgaver skal man benytte differentialligning og monotonibe-
tragtninger.
Opgave 1.7.3. 1 et tredjegradspolynomium P(x)= x3+ax?+bx+cerb <0
og ab =9c. Vis at P har tre forskellige reelle redder. (Baltic Way 1992) Hinz: 9
Opgave 1.7.4. Bestem alle fjerdegradspolynomier P som opfylder folgende:
i) P(x)=P(—x)foralle x.

ii) P(x)>0 for alle x.

iii) P(0)=1.

iv) P(x)har preecis to lokale minima i x; og x, séledes at |x; — x,| = 2.
(Baltic Way 1992)

14
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24.
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Hints

Visat n-67 errodderi P forallen=1,2,...,30.
Laeg meerke til at Q har en rod mellem 0 og 1.
Betragt (x +1)° og (x + 1)*.

Undersog pariteten af P(n) for alle hele tal 7.
Faktoriser (P(x))*—1.

For lige polynomier betragt P(x)— P(—x).

m = (500! + 1.

Hvadvedduoma—b,a—c oghb—c?

Betragt rodderne i P/(x).

Betragt Q(x)=P(x)—e.

. Betragt et normeret polynomium P, og lad M vere defineret som i beviset for

1.1.3. Benyt idéen i beviset for seetning 1.5.1 til at vise at P(2M) og P(—2M) har
forskelligt fortegn.

Betragt P(x)— P(—x).

Indfor et smart nyt polynomium Q af grad n + 1.

Hvad er (x + L)%

Divider P med (x — 1), og udnyt at x, = 1 er rod i resultatet.
Udnyt at x, =1 errod i P til at bestemme b udtrykt ved a.
Betragt h(x)= f(f(x))—x.

Vis at P(0), P(1), P(3), P(5),..., P(2n + 1) har alternerende fortegn.
Divider P med x3.

Brug opgave 1.2.1 c) til at omskrive P.

Antag at P(x)= Q(x)R(x), og betragt Q(x)+ R(x).

Se pa h(1) og h(2).

Betragt den storste forskel mellem to af tallene a, b og c.
Udnyt af P ikke har en heltallig rod.

Udnyt at g(x)> 2016+ 3.

15
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3 Lesninger

Opgave 1.1.1. For P(x)= x3—x?—2x+a er P(—2)=—8+a, P(0)=a, P(1)=
—2+a og P(2) = a. Hvis vi veelger a = 1, er P(—2) < 0, P(0) > 0, P(1) < 0
og P(2) > 0. Der er altsé en reel rod i hvert af intervallerne | — 2;0[, ]0; 1[ og
11; 3[ ifolge mellemveerdisaetningen. Da P er et tredjegradspolynomium, har
P hojst tre forskellige radder, dvs. P har netop tre forskellige rodder.

Opgave 1.1.2. Polynomiet P(x) = x(x—2)(x—4)(x—6)+(x—1)(x—3)(x—5)(x—7)
har fire reelle redder da P(0) > 0, P(1) < 0, P(3) > 0, P(5) < 0 og P(7) > 0,
dvs. der er en reel rod i hvert af intervallerne ]0; 1[, ]1;3[, 13;5[ og 15; 7 ifolge
mellemveerdisaetningen.

Opgave 1.1.3. Polynomiet
P(x)=x(x—2)(x—4)---(x—2n)+(x—1)(x —3)(x —5)---(x —(2n +1))

har n + 1 reelle rodder da P(0), P(1), P(3), ..., P(2n—1) og P(2n + 1) har al-
ternerende fortegn, dvs. der er en reel rod i hvert af intervallerne ]0; 1[ og
Im—1;m+1[ for m = 2,4,...,2n ifolge mellemverdiseetningen. Polynomiet
P kan ikke have flere reelle redder da et polynomium af grad 7 + 1 maksimalt
har n + 1 redder, altsa har P preecis n + 1 rodder.

Opgave 1.1.4.Lad h(x)= f(f(x))—x. Viskal vise at der findes et tal a s& h(a) =
0 og f(a)# a. Der gelder:

h(1)= f(f)—1=f(=1)—1=3-1=2>0
0g

h(2)=f(f(2))—2=f(0)—2=0—2=—2<0.

Da h(1) og h(2) har forskelligt fortegn, og & er kontinuert, folger det af mel-
lemveerdiseetningen at der findes et tal @ mellem 1 og 2 s h(a)= 0. Da grafen
for f er en parabel der vender grenene opad, og f(1)=—1 <0 og f(2)=0, ved
vi at f(x) < 0 for alle x mellem 1 og 2; specielt f(a) < 0 < a. Dermed er det
onskede vist.

Opgave 1.1.5. Bemaerk at

P(X)=x3(1+2-%—3(%)2—5(%)3),

16

dvs. Q(x)=1+2x—3x%—5x° har redderne %, 7 og +.

Opgave 1.1.6. Da x = 0 ikke er lgsning til ligningen, kan vi dividere begge sider
med x? og omskrive til en andengradsligning i x + %

) 5 1 1) 1
X“+5x—4+—+—=0=|x+—| +5{x+—|—6=0.
x x2 b X

Redderneipolynomiet Q(y)= y?+5y—6er y =—60gy = 1. Dermed er x+% =
—6V x + 1 = 1. Disse to ligninger omskrives til x> +6x+1=0V x?>—x+1=0.
Af forste ligning fds x =—3+2+/2, mens den sidste ikke har nogen lgsninger.

Opgave 1.2.1.

a) P(x)=x*—2x?+3x—2=(x—1)(x3+ x2—x +2).

b) P(x)=3x*+8x3+12x%24+9x+4=(x?>+x+1)(3x%+5x +4).
OPx)=x"—1=(x—1)(x" 14+ x"2+---+x+1).

d) P(x)=nx""'—(n+1)x"*+1=(x—1)(nx*—x"1—x"2—...—x—1).
Opgave 1.2.2. Vived at x'9°—2x51+1 =(x2—1)Q(x)+ax +b. Ved at indsatte

henholdsvis x =1 og x =—1 fdirman a+ b =0 og —a + b = 4, dvs. resten er
—2x+2.

Opgave 1.2.3. Antag at der findes et forstegradspolynomium Q med reelle ko-
efficienter sa P(x) = Q(x)- D(x) for et polynomium D med reelle koefficienter.
Forstegradspolynomiet Q har en reel rod, og den er ogsé rod i P. Men det er
en modstrid, for P(x) = x2+2 > 0 for alle reelle tal x. Dermed er P ikke deleligt
med et forstegradspolynomium med reelle koefficienter.

Opgave 1.2.4. St P(x) = ax*+ bx3+ 1. Antag at (x —1)? gér op P. Da findes
et polynomium Q med heltallige koefficienter sa

P(x)=(x—1/Q(x).

Altsder x =1rodiP. Detbetyderat0=P(l)=a+b+1ogaltsd b =—a—1.
Ved division ses at P(x)=ax*+bx3+1=(x—1)ax3—x*—x—1). Dermed er
(x—1)Q(x)=ax®—x?>—x—1.Altsd er x =1 ogsdrodiax®—x>—x—1, dvs.
at a —3 =0. Dette giver samlet a =3 og b =—4.



Opgave 1.2.5. Vi udnytter at
(xp+ xé + xg’ + xg + xg’)(xo —1)= xg — X9 =P(xp)+9x5—9=9(xy—1).

Da xo # 1, ma xo+ X5 + x; + X + X3 =9.
Opgave 1.2.6. Bemaerk forst at
P(x)=(x+1°—12(x*+2x +1)=(x +1*((x + 1)*—12)
=(x+1) (x(x3 +4x%+6x+4)— 11).
Da xo #—1errodiP, er xo(x3+4xZ+6x+4)—11 =0, dvs. Xo(x; +4x5+6x+4) =
11.

Opgave 1.3.1. Bemaerk forst at xy = —a errod i P(x) = x?"*! + a?"*1, Dermed
gér x +a opi P. Ved division ses at

P(x)=(x+a)x*"—ax*" '+ a*x*" 2 —...—a*" x + a*").

Opgave 1.3.2. Kald redderne i P for 2a og 3a. Da er

P(x)=m(x —2a)(x—3a)=mx*—5max+6ma’.
Altsd er 5ma = 10 og 6ma® = 3. Ved at lgse ligningssystemet fis a = ; og
m =8.

Opgave 1.3.3. Da r;, 1, og 13 er rodder i P, er
P(x):x3+5x—20x+14:x3—(rl+ I+ rg)x2+(r1r2+ I3+ 113)x —rrhs.

Dermed er r; + 1, + 13 =—5, 0g P(—5)=—5%+5%+20-5+14=114.

Opgave 1.3.4. Kald de heltallige rodder for x;, x, og x3. Da er x; x,x3 = 2",
X1X% + X1 X3 + Xp X3 = a 0g X1 + Xp + x3 = 1. Af sidste ligning ses at en eller tre
af redderne skal veere ulige, og da x; x, x3 = 2", kan vi uden tab af generalitet
antage at x; = +1. Hvis x; =1, skal x, + x3 = 0 og x, x3 = 2" hvilket er umuligt.
Altsa er x; =—1 og X, x3 =—2", x, + X3 =2 0g —2 + x, X3 = a. Heraf ses at x, og
X3 er henholdsvis 4 og -2, dvs. a =—10 og n =3.
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Opgave 1.3.5. Oplysningerne giver at a = —(x; + x,), b ¢ = x1 X, b =—(x, + X3)
0g ac = X, x3, og vi skal vise at ¢ =—(x; + x3) og ab = x; x3. Afligningerne ses
ata—b =x3—x;0gcla—b)=x(x3—x;).Daac#bc,farviatc = x,,a = x3
og b = x;. Ved at kombinere dette ses at ¢ =—(x; + x3). Det betyder at x; og x3
er rodderi R.

Opgave 1.3.6. Polynomiet Q(x) = x*+x3—1garopi P(x)= x"+x""'—1 netop
hvis Q(x) garop i P(x)—Q(x) = x" + x" 1 —x*— x3 = x3(x — I)(x"* —1).
Polynomiet Q har en reel rod mellem 0 og 1 da Q(0) = —1 og Q(1) = 1, men
denne rod er ikke rod i P(x)—Q(x). Dermed gar Q ikke op i P for noget n.

Opgave 1.3.7. Vived at e = P(0) = P(1) = P(2) = P(3). Dermed har
Qx)=P(x)—e=x*+bx3+cx*+dx

rgdderne 0, 1, 2 og 3, dvs.

Q(x)=x(x—1)(x—2)x—3)=x*—6x3+11x>—6x.

Her af ses at b =—6.

Opgave 1.3.8. Da P(k)— kL+1 =0fork=0,1,2,...,n, vil n+ 1'te grads polyno-

miet Q(x)=P(x)(x +1)— x have redderne 0,1,2,...,n. Dermed er
Qx)=a(x—0)(x—1)(x—2)...(x —n).

n+l

DaQ(—1)=1,maa= ol i og dermed

(n+1)!
n+l)+n+1 (1)"*''+n+1 1  forulige n
p(na 1)~ QD (1) [ ig
n+2 n+2 w forligen

Opgave 1.3.9. Ved at indseette x = 0 i (x —2010)P(x + 67) = xP(x), ses at
—2010P(67) = 0, dvs. P(67) = 0. For alle hele tal n, hvor 1 < n < 30 og
P(67n) =0, folger det ved at indsaette x = 67n at

(67n—2010)P(67(n+1))=0.

Fordi 67n < 2010 for n < 30, betyder det at P(67(n + 1)) = 0. Dermed er
P(67n)=0foralle n=1,2,3,...,30. Vi har altsa

P(x)=(x—67)(x—2-67)---(x —30-67)Q(x)
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for et polynomium Q.
Ved at indsette dette i den oprindelige ligning fas

(x—2010)x(x —67)---(x —29-67)Q(x +67)
=x(x—67)(x—2-67)---(x—30-67)Q(x),

hvilket viser at Q(x) = Q(x +67) for alle x #0,67,2-67,...,30-67. Det betyder
at Q er konstant. Altsa erP(x) = k(x —67)(x —2-67)---(x —30-67) for k €R, og
alle disse polynomier opfylder betingelsen.

Opgave 1.3.10. Lad ry, r,, 13 veere de tre forskellige reelle rodder i p. Bemaerk
desuden at

q(x)= (x + 1)2 +2016+ 3 2016+ J
2 4 4'
Vi ved yderligere at
p(q(x))=(q(x)—n)(q(x)—r)(q(x)—r5)>0

da p(g(x)) ikke har nogen reelle rodder og positiv hojestegradskoefficient. Da
g antager alle veerdier storre end eller lig med 2016+ %, ma ry, 1y, 13 <2016+ %.
Dermed er

p(2017) = (2017 — 1,)(2017 — 1,)(2017 — 13) > (;})3 =—.

Opgave 1.4.1. St forst x =0 ind i ligningen
(x—26)P(x+13)= xP(x).

Da er 26P(13) =0, dvs. x = 13 errod i P. Ved at indsette x = 13 i ligningen
fas —13P(26) = 13P(13) = 0. Dermed er x = 26 ogsa en rod i P. Ifolge saetnin-
gen om rodder og faktorisering 1.4.1 findes et polynomium Q med heltallige
koefficienter s&

P(x)=(x—13)(x —26)Q(x).

Den oprindelige ligning kan dermed omskrives til

(x—26)x(x—13)Q(x +13)= x(x —13)(x —26)Q(x)
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for alle x € Q. Dermed er Q(x + 13) = Q(x) for alle x € R\{0, 13,26}, hvilket
viser at Q er konstant. Altsa er de eneste polynomier P der opfylder det gn-
skede,
P(x)=k(x—13)(x —26),

hvor k € Z.
Opgave 1.4.2. Valg 33 forskellige heltallige redder i p(x)g(x)—2015, og kald
dem ay, ay,...,ass. Vived at

pla;)g(a;)=2015=5-13-31

forallei=1,2,...,33. Altsd er bade p(a;) og g(a;) heltallige divisorer i 2015 for
alle i =1,2,...,33. Da der er 2 - 2% = 16 forskellige heltallige divisorer i 2015,
mé der ifolge skuffeprincippet findes mindst tre forskellige redder a;, ay, a,

sd p(a;) = plax) = pla;) og q(a;) = q(ax) = q(a;) hvilket viser at p og g har
grad mindst 3 da de ikke er konstante.

Opgave 1.4.3. Da a og a + 1997 er heltallige redder i P, er
P(x)=(x—a)(x—a—1997)R(x),

hvor R er et polynomium med heltallige koefficienter. For et vilkarligt helt tal

b har de hele tal b —a og b —a — 1997 forskellig paritet, og derfor méa
P(b)=(b—a)(b—a—1997)R(b)

veere lige. Fordi Q(1998) = 2000, ma konstantleddet i Q veere lige. Dermed er

Q(P(Db)) lige for alle hele tal b.

Opgave 1.4.4. Lad x;, Xy, . .., X1900 Veere rodderne i p(x)—m. Da er

p(x)—m=(x—x1)(x — xz)- - (x — X1000)9 (%)
for et polynomium g med heltallige koefficienter. Lad n veere rod i p(x)—1.
Daer
m=1—(n—x)(n—xp)--(n—X1000)q(n).
Da m > 1, betyder det at (n — x1)(n — x,)--- (17 — X1000)g9(n) < 0. Udtrykket

(n—x1)(n— x3)---(n— Xx1000) bestar af 1000 forskellige heltallige faktorer som
ikke er 0, og derfor er

[(n—x)(n—xp)-++(n— x,,)| > (500!)°



Det betyder at m > (500!)?+1. Det er faktisk muligt at realisere dette minimum.
Seet m = (500!)? + 1 og

p(x)=m —((x —500)(x —499)--(x —1))((x + 1)(x +2)-+-(x +500)).

Da opfylder p det enskede.

Opgave 1.4.5.Daa # b,vilb—a | P(b)—P(a)=3—1=2. Antag at P(c) = 2.
Davilc—a|P(c)—P(a)=10gb—c|P(b)—P(c)=1.Vivedaltsdat c =a=*1,
c=bxlsamtata=b=x2eller a =b=x1.Derfindes hojst ét tal ¢ der opfylder
dette.

Opgave 1.4.6. Vived at2n = n—(—n) | P(n)—P(—n), dvs. at P(n)—P(—n) > 2n.
Dermed er P(n)—2n > P(—n), og vi ved yderligere at P(n) < n. Samlet giver
dette P(—n)< P(n)—2n<n—2n=-—n.

Opgave 1.4.7. Antag at der findes tre forskellige hele tal a, b og ¢ sa P(a) =
P(b)=c og P(c)=a. Lad fx uden tab af generalitet a — ¢ veere den numerisk
storste differens mellem de tre tal, dvs. at |a—c|> |b—al. Viharnu at a — ¢
garop i P(a)— P(c)= b — a, hvilket er en modstrid.

Opgave 1.4.8. Bemark forst at (P(x))* =1 < (P(x)—
P(a)=1o0gP(b)=—1fortoheletala ogb.Davila—b | P(a)—
atb=axtlVvb=a=2.

Antag nu at m er den mindste heltallige l@sning til (P(x)—1)(P(x)+1)=0, og
antag fx at P(m)—1=0. Da findes hgjst to heltallige lasninger til P(x)+1=0,
nemlig m +1 og m +2. Polynomiet P(x)—1 er af n’te grad og har derfor hojst
n rodder. Dermed har (P(x)—1)(P(x)+ 1) =0 hojst n + 2 heltallige losninger,
dvs. k< n+2.

Opgave 1.5.1. Lad P(x)=a,x" +a,_1x" "' +...+ a, x + ay veere et lige poly-
nomium, dvs. at P(x)= P(—x). Dermed er

=P(x)—P(—x)=

hvor m er det storste hele tal s n > 2m + 1. Da det eneste polynomium der
er nul for alle x € R, ifolge seetning 1.5.1 er nulpolynomiet, bestar P(x) kun af
led af lige potens af x.

1)(P(x)+1)=0.Antag at
P(b)=2, dvs.

2m+1 2m—1
2(asme1 X +dy 1 X +...a;x),

At et ulige polynomium kun indeholder led af ulige potens af x, vises pa til-
svarende made ved at betragte P(x)+ P(—x).
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Opgave 1.5.2. Lad P(x)= x" + a,_; x" ! +---+ a, vaere et normeret polyno-
mium af ulige grad. Seet M = max{1, |a,_|,|a,_s|,-..,|apl}. Som i beviset for
seetning 1.5.1 ses at P(2M) > 0. Desuden er

}’l

<—(2" 42" P44 1)M"

<—(MEM)" T+ M@2M)" "+ + M(2M)+ M)

<—(lanaal F2M " +lan_o| [-2M "7 + -+ + 4y | [-2M | + | o)
<—|an1(=2M)"" + ap_p(—2M)" 7+ .+ ay(—2M) + a|.

Dermed er P(—2M)=—(2M)"*+ a,_,(—2M)" '+ a,,_,(—2M)" 2 +...+ay <O0.
Ifplge mellemveerdisaetningen findes dermed et ¢ € R s P(c) = 0. Altsa har
alle reelle normerede polynomier af ulige grad en reel rod.

Betragt nu et polynomium Q af ulige grad n og hejestegradskoefficient b,,.
Da har Q samme rodder som binQ, og da binQ har en reel rod fordi det er et
normeret polynomium af ulige grad, har Q en reel rod.

Opgave 1.6.1. Antag at 7 er rod i P, og at 7 er uforkortelig. Da er

q"P(g):anp"+an_1p”_1q+---+a0q" =0,
og derforma g g op i a,p” og dermed i a,, og desuden ma p ga op i apq”
og dermed i ay.

Opgave 1.6.2. Polynomiet P(x)= x®+3x*+6x3+9x +3 er irreducibelt i Q[ x]
ifolge Eisensteins irreducibilitetskriterium, hvor man benytter p =3.

Opgave 1.6.3. Polynomiet P(x)= x” + p?x?+ px + p—1 er irreducibelt i Q[ x]
for alle ulige primtal p, netop hvis

P(x+1)=(x”+( pl)x”‘l+...+(’;)x+1)+p2(x2+2x+1)+(px+p)+p—1

er irreducibelt. Da (’f) er delelig med p forallei =1,2,...,p—1, nar p er et
primtal, er alle koefficienterne pé neer hoejestegradskoefficienten til P(x + 1)
delelige med p. Desuden er konstantleddet p?+2p ikke delelig med p?, nér p
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er et ulige primtal. Dermed er P(x + 1), og altsa ogsa P(x), irreducibelt i Q[x]
ifolge Eisensteins irreducibilitetskriterium.

Opgave 1.6.4. Antag at P(x)= Q(x)R(x), hvor Q og R er polynomier med hel-
tallige koefficienter. Da er Q(x;) =—R(x;)==1forallei =1,2,...,n. Dermed
er Q(x)+ R(x) et polynomium med n forskellige redder x;, x,, ..., x,, dvs. en-
ten har Q(x)+ R(x) grad mindst n, eller ogsa er det nulpolynomiet. Antag at
Q(x)+ R(x) er nulpolynomiet. Da er P(x)=—Q(x)? i modstrid med at koeffi-
cienten til hojestegradsleddet i P er 1. Dermed har Q(x)+ R(x) grad mindst
n, dvs. et af dem har grad mindst . Da P(x)= Q(x)R(x) er et polynomium af
grad n, folger at enten Q eller R har grad n. Altsa er P irreducibelt i Z[x] og
ifolge Gauss’ lemma ogsd i Q[x].

Opgave 1.6.5. Ifolge Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium med p = 3
og k = n—2 har P en irreducibel faktor i Z[ x] af grad mindst n—1. Dvs. hvis P
er reducibelt, ma det have enrod. Enrodi P er et helt tal som gar opi 3, og det
ses derfor nemt at P ikke har nogen heltallig rod. Dermed er P irreducibelt i
Z[x].

Opgave 1.7.1. Nar x =—1 er dobbeltrod i P(x)=ax" + nx"2+ b, n ulige, er
0=P(-1)=—a—n+bog0=P/(—1)=an+n(n—2),dvs.a=2—nog b =2.

Opgave 1.7.2. Polynomiet Q(x) = P(x)— P(—x) har grad hejst 5 samt fem for-
skellige rodder —b, —a, 0, a og b. Desuden er Q’(0) = 0, hvilket viser at 0 er
dobbeltrod. Dermed méa Q(x) veere nulpolynomiet, dvs. at P(x) = P(—x) for
alle x.

Opgave 1.7.3. For P/(x) = 3x? +2ax + b vil diskriminanten vare positiv da
b <0, dvs. P’(x) har to forskellige reelle raedder x; og x,. Da P(x) er et tred-
jegradspolynomium, vil det have tre forskellige reelle redder netop hvis P(x;)
og P(x,) har forskellige fortegn, dvs. netop hvis P(x;)P(x,) < 0. Ved at udnytte
at ab = 9c, far man ved division af P(x) med P’(x) at resten er x (%b — %az).
Da

1 2 2
P(x)=P'(x)=x+x (—b — —az)
3 3 9
0g X1 X = % <0, er

2.2 ,)
P(xl)P(x2)=x1x2(§b—§a ) <0.
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Opgave 1.7.4. Lad P(x)=ax*+ bx*+ cx?+dx +e.Ifolgei) er b =d =0, og
ifolge iii) er e = 1. Yderligere giver ii) at @ > 0, dvs. P(x)=ax*+ cx?+1, hvor
a>0.

Da P(x) har to lokale minima, ma P’(x)=4ax3+2cx =2x(2ax?+ c) have
tre forskellige reelle rodder, og da a > 0, giver dette at ¢ < 0. Rodderne i P’(x)
er x =0 0g x = £4/—c/(2a), dvs. P har lokalt minimum i x = £4/—c/(2a).
Ifolge iv) betyder det at 24/—c/(2a) = 2 og dermed ¢ = —2a. Endelig giver ii)
atP(x)=ax*—2ax*+1=a(x*—1?+1—a>0,dvs.at0< a <1.Det er nemt
at tjekke at alle sddanne polynomier opfylder de fire betingelser.
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