1 Kombinatorik

Kombinatorik gar ofte ud pa at teelle antallet af kombinationer af et eller an-
det, og for at kunne teelle antallet af kombinationer smart har man brug for
forskellige teellestrategier. Her introduceres helt grundleeggende mader at teel-
le pa som fx multiplikationsprincippet, binomialkoefficienten (',l), der er et
udtryk for pa hvor mange mader man kan velge r ting ud af n ting, samt skuf-
feprincippet. I de senere afsnit introduceres desuden vasentligt mere kom-
plicerede méder at teelle pa som fx at teelle ved at indseette skillevaegge, telle
rekursivt og teelle vha. princippet om inklusion og eksklusion.
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1.1 Kombinationer

I dette afsnit ser vi pa grundleeggende mader at teelle et antal kombinationer
pa. Da vi ofte formulerer opgaver med maengder, starter vi med grundlaeggen-

de begreber vedrarende meengder.
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Definition af maengdebegreber

En mangde B er en delmaeengde af en maengde
A hvis alle B’s elementer tilhorer A. At B er en
delmaengde skrives B C A. En delmengde af A
der ikke er hele A, kaldes en cegte delmaengde
af A. Bemeerk at enhver meaengde har den tom-
me meengde ) som delmaengde.

Foreningsmeengden AU B af to maengder A og
B er maengden bestdende af alle elementer fra
A og alle elementer fra B.

Feellesmeengden AN B af to mangder A og B er
mangden bestdende af de elementer som ba-
de tilhorer A og B.

Differensmaengden A\ B er mengden bestaen-
de af de elementer i A som ikke tilhgrer B.

Hvis A er en delmangde af en mangde M, kal-
des M\ A for komplementermeengden til A.

To meengder A og B kaldes disjunkte hvis de
ikke har nogen elementer til feelles, dvs. hvis
ANB=40.

Hvis A ={1,2,3,4,5,6} og B ={1,3,5,7,9}, da
er AUB = {1,2,3,4,5,6,7,9}, AN B = {1,3,5},
A\B = {2,4,6} og B\A = {7,9}. Eksempler pa
delmengder af A er §, {1, 3}, {6} og hele A.
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Szetning 1.1.1. Multiplikationsprincippet
Ved et valg der bestir af n forskellige delvalg med henholdsvis
my, my, ..., m, valgmuligheder, er der i alt

myny...Mmy

valgmuligheder.

Eksempel 1.1.1. Multiplikationsprincippet

Nar man fx skal udfylde et sporgeskema med 13 spergsmal og tre svar-
muligheder til hvert spergsmal, sa skal man treeffe 13 valg med tre valg-
muligheder i hvert delvalg. Man kan altsa svare pa sporgeskemaet pa
313 =1.594.323 méder.

Eksempel 1.1.2. Multiplikationsprincippet

Man kan ogsd bruge multiplikationsprincippet til at bestemme hvor
mange forskellige delmangder der findes af en maengde med n elemen-
ter. Nar man skal udtage en delmangde, skal man for hvert element af-
gore om det skal med eller ikke med, der er alts& to muligheder for hvert
element. Derfor er der 2" forskellige delmeengder af en meengde med n
elementer. Her er bade den tomme maengde og mengden selv talt med.

J

Teellestrategi. Nar man skal teelle hvor mange blandt nogle kombinatio-
ner der opfylder en bestemt betingelse, er det altid en god idé at overve-
je om det er nemmest at telle dem der opfylder betingelsen, eller dem
der ikke gor. Formuleret med mangder: Hvis T er en delmangde af en
meengde M, og man skal bestemme antallet af elementeri T, er det altid
en god idé at overveje om det er nemmest at teelle antallet af elementer
i T eller antallet af elementer i komplementeermangden. Det ene kan
veere temmelig vanskeligt, mens det andet er overkommeligt.

Eksempel 1.1.3. Teellestrategi

Til en multiple choice-konkurrence er der 20 spargsmal hver med svar-
mulighederne a, b, c, d og e. P4 hvor mange mader kan man svare pa
de 20 sporgsmal s& der er mindst to spergsmal i treek hvor man har sat
kryds ved samme svarmulighed?

Hvis vi forseger at teelle de kombinationer hvor man seaetter kryds ved
samme svarmulighed ved to pa hinanden folgende spergsmal, bliver det
hurtigt meget kompliceret. Vi kunne fx starte med at teelle de kombina-
tioner hvor vi svarede det samme pa de to forste spergsmal. Dem er der
519 af. Tilsvarende er der 5'9 kombinationer hvor vi svarer det samme i
sporgsmal 2 og 3, osv. Problemet er bare at vi her teeller de samme kom-
binationer med flere gange, og det bliver temmelig kompliceret at holde
styr pa hvor mange gange den enkelte kombination egentlig teelles med.

Hvis vi i stedet siger at der er 52° svarmuligheder i alt, og treekker de
kombinationer fra hvor der ikke svares det samme pd to pd hinanden fol-
gende sporgsmal, sa bliver det meget lettere. Der er 5-4' kombinationer
hvor der ikke svares det samme pa to pa hinanden folgende spergsmal,
fordi vi har fem muligheder for at svare pa sporgsmal 1 og derefter fire
muligheder for at svare pé hvert af de folgende sporsmal da vi blot ikke
ma svare det samme som pa det foregdende. Dermed er der i alt

520 _ 5. 419
mader at svare pa de 20 sporgsmal sa der findes mindst to p& hinanden
folgende sporgsmaél hvor man har svaret det samme.
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Opgave1.1.1. En perleplade bestar af 10 x 10 perler. Georg har fem forskellige
farver perler. Hvor mange forskellige perleplader kan Georg lave nar han vil
have at den yderste kant er ensfarvet?

Opgave 1.1.2. Hvor mange forskellige syvcifrede positive heltal findes der som
ikke indeholder cifferet 7?

Opgave1.1.3. Hvor mange ticifrede positive heltal er der som ikke indeholder
to ens nabocifre?

Opgave 1.1.4. Hvor mange sekscifrede positive heltal findes der som er dele-
lige med 9, og som ikke indeholder cifferet 0? Hins: 3



Opgave 1.1.5. Hvor mange ottecifrede tal findes der som bestar af cifrene 1,
2, 3 og 4, og som indeholder to ens nabocifre?

Opgave 1.1.6. Tallene fra 1 til 100 skal fordeles i tre disjunkte delmangder sa
ingen af maengderne er tomme, og ingen mangde indeholder to pa hinanden
folgende tal. P4 hvor mange mader kan det gares? Hint: 31

Opgave1.1.7. Tyve kugler nummereret 1,2,...,20 skal fordeles i fire forskellige
skdle, en rod, en bld, en gul og en gron. Pa hvor mange mader kan det gores
hvis der i mindst en af skélene skal veere to kugler hvis numre har differens 1
eller 22 Hint: 25
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Eksempel 1.1.4. Raekkefolge

I kombinatorik ensker man ofte at bestemme antallet af mdder man kan
udtage noget pa i en bestemt raekkefolge.

Til et steevne er der 14 hold der keemper om guld, selv og bronze. Nar
man skal bestemme pd hvor mange forskellige méder medaljerne kan
fordeles, har man 14 muligheder for at uddele guld, 13 for selv og 12 for
bronze, dvs. der erialt 14-13- 12 méder at fordele medaljerne pa.

Definition af fakultet

For et positivt helt tal n er
n'=1-2-3---n.
Desuden er 0! =1.

Symbolet n! laeses n-fakultet.

Definition af permutation

En ordnet liste pa r forskellige elementer fra en maengde med n elemen-
ter kaldes en permutation af r elementer fra en mangde med n elemen-
ter.

Antallet af permutationer af r elementer fra en maengde med n elemen-
ter svarer altsd til antallet af méder at veelge r ud af n elementer hvor
rakkefolgen af de r elementer har betydning.

Sztning 1.1.2. Permutationer - Udtag med rakkefolge

Antallet af permutationer af r elementer fra en maengde med 7 elemen-
ter er

|

(n—r)"

nn—1)...(n—(r—1))=

Bevis. Man har n muligheder for at veelge det forste element, n—1 muligheder
for det nzeste, osv. Til slut har man n—(r —1)) muligheder for at vaelge det r’te
element. Formlen n(n—1)...(n—(r —1)) folger derfor af multiplikationsprin-
cippet. For at skrive formlen lidt mere kompakt teenker vi pa den som et brok
og forleenger med (n —r)! i teeller og neevner:

(n—1)...(n—(r—1))-(n—r)  n!

n(n—1)...(n—(r—1)="_ - =

Definition af kombination

En delmeengde med r elementer af en maengde med n elementer kaldes
en kombination pa r elementer fra en maengde med n elementer.

Symbolet () betegner antallet af kombinationer pa r elementer ud af
n elementer, og det svarer til antallet af mader hvorpa man kan udtage
r elementer ud af n uden hensyntagen til reekkefolgen af de elementer
man udtager.

Vi kalder disse tal for binomialkoefficienter, og det kommer der en for-
klaring pa senere.

Nogle benytter betegnelsen K (n, r) i stedet for ().

Hvisr <Oeller r > n, er ('r') =0 per definition.
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Seetning 1.1.3. Kombinationer - Udtag uden raekkefolge

(n)_ n!
r) rin—r)’

. J

Der geelder at

Bevis. I forste omgang husker vi pa at man ifelge seetning 1.1.2 kan udtage
r elementer i reekkefolge pa (n%'r), maéder. Desuden kan r elementer ordnes
i r! forskellige raekkefalger, dvs. hver delmangde er talt med r! gange nar vi

udtager de r elementer i raekkefolge. Derfor er
n!
n\_ -l _ n! o
r r! ri(n—r)

Eksempel 1.1.5. Sandsynlighed

Seetning 1.1.3 kan bruges i et utal af ssmmenhznge ndr man skal afgore
pé hvor mange mader man kan udvalge noget. Fx kan de syv vindertal i
lotto nér der er 36 tal at veelge imellem, udtraekkes pa (376) =8.347.680 for-
skellige méder. Nar man har fundet antallet af kombinationer, kan dette
benyttes til at beregne sandsynligheden for at f& syv rigtige i lotto. Alle
kombinationer af syv vindertal er i lotto lige sandsynlige, og dermed er
sandsynligheden for at f& syv rigtige W;sso-

Eksempel 1.1.6. Kombinationer

Vi gnsker at bestemme p& hvor mange mader man kan udtage syv kort af
et seet almindelige spillekort med 52 kort, s man har netop ét par, altsa
to kort med samme talveerdi, og fem kort med fem andre talveerdier.

Der er 13 forskellige talveerdier, dvs. vi kan udvelge den talveerdi parret
har, pa (113) = 13 méader. Desuden kan vi velge de fem talveerdier de fem
sidste kort skal have, pa (152) =792 mader. For hver talveerdi er der fire kort,

};’n
- g/ﬁ,;z\

dvs. vi nu kan velge de to kort der indgér i vores par, pa (3) = 6 mader.
Desuden kan vi veelge hvert af de fem andre kort pa (}) = 4 mader. I alt er
der altsé ifolge multiplikationsprincippet

(NG -

mader at udtage syv kort pa sa man har netop et par.

Eksempel 1.1.7. Ruter

P4 et braet med 8 x 8 felter kravler en myre fra det ene hjorne til det di-
agonalt modsatte hjorne. Den kravler kun pé stregerne mellem felterne
eller langs kanten af braettet, og den serger for at turen bliver s kort sa
mulig. Vi gnsker at bestemme hvor mange forskellige ruter myren kan
veelge imellem.

Forst bemeerker vi at den samlet skal ga otte felter op og otte felter til
hajre hvis vi forestiller os at den starter i nederste venstre hjgrne. Den
skal med andre ord veelge preecis hvilke otte af de 16 "skridt"der skal veere
lodrette, dvs. den har (186) =12.870 forskellige ruter at vaelge imellem.

\ J

Opgave 1.1.8. Hvor mange firecifrede positive heltal findes der, hvor cifrene
star i stigende raekkefolge fra venstre mod hojre, og alle fire cifre er forskellige?
Hint: 39



Opgave 1.1.9. En forsamling pa 25 personer vil nedsatte et udvalg med fem
medlemmer, hvor et af de fem medlemmer er forperson for udvalget. Pa hvor
mange mader kan dette gores?

Opgave 1.1.10. Bestem pa hvor mange mader man kan udtage seks kort fra et
saet spillekort s& man netop har to par. (Netop to par ud af seks kort betyder
at man har fire forskellige talveerdier og to af to af dem.)

Opgave 1.1.11. Fra et kortspil traekkes fire kort. Hvor stor er sandsynligheden
for at de fire kort har fire forskellige talveerdier?

Opgave 1.1.12. 1 en by bestar centrum kun af veje der gér nord-syd og ost-
vest. Der er syv veje nord-syd og fem veje ast-vest, men pga. vejarbejde er
vejkrydset mellem den midterste nord-syd-géende vej og den midterste ost-
vest-gdende vej totalt spaerret sd man ikke kan passere det. Jonatan star i det
sydvestlige hjorne af centrum og skal til det nordestlige hjerne, og han ensker
at g sa kort sd muligt. Hvor mange forskellige ruter kan han veelge imellem?
Hint: 26

Opgave 1.1.13. 1 en skal er der fem rade, tre bla og to grenne bolde. Hvad er
sandsynligheden for at der er en rod, en bld og en gron bold tilbage i skélen,
hvis man fjerner syv tilfeeldige bolde?

Opgave 1.1.14. Lad m, n og k vere positive heltal s& n > k og m > k. Pa et
n x m skakbreet skal placeres k tarne (hojst et pa hvert felt) sa ingen tarne
truer hinanden. Vis at det kan gores pa (' )(})k! méder. Hinz: 36

Opgave 1.1.15. 1en konveks n-polygon indtegnes samtlige diagonaler, og det
antages at der ikke findes tre diagonaler som skeerer hinanden i samme punkt.
(Her er en diagonal et linjestykke der forbinder to af polygonens hjerner, men
polygonens sider er dog ikke diagonaler.)

i) Vis at antallet af diagonaler er () —n for n>3

ii) Visat antallet af skeeringspunkter mellem diagonaler er (}) for n > 4. Hinr:
5

iii) Vis at antallet af omrédder som diagonalerne deler polygonen i, er
1+(3)—n+(}) for n> 4. Hinr: 10

iv) Vis at antallet af trekanter, hvis hjorner er polygonens hjgrner eller en
skeering mellem to diagonaler, og hvis sider ligger pa polygonens sider
og diagonaler, er (%) +4(}})+5(%) +(§) for n > 6. Hinz: 7

Opgave1.1.16. 1 en papkasse ligger et stort antal lase sokker. Nogle af sokker-
ne er rode; de ovrige er bld. Det oplyses at det samlede antal sokker ikke over-
stiger 1993. Endvidere oplyses det at sandsynligheden for at traekke to sokker
af samme farve nar man pa tilfeeldig made udtraekker to sokker fra kassen, er
%. Hvad er efter de foreliggende oplysninger det storste antal rede sokker der
kan befinde sig i kassen? (Georg Mohr-Konkurrencen 1993) Hint: 23

Atvelge r elementer ud af n svarer til at splitte de n elementer op i to bunker:
en med r elementer og en med n — r elementer. Nogle gange har man imid-
lertid brug for at fordele de n elementer i mange flere bunker. Eller formuleret
med delmaengder: dele en mangde i disjunkte delmaengder som tilsammen
indeholder samtlige elementer.

' )

Definition af udvidet binomialkoefficient

( ; )
N, n,..., 'y,

betegner antallet af mader hvorpa man kan dele en mengde med n
elementer i m disjunkte delmangder A;, A,,...,A,, med henholdsvis
mn,7,...,I,;, elementersa rn+n+...+r, =n.

Symbolet

Szetning 1.1.4. Udvidet binomialkoefficient

( n ) n!
T, T25ees Iin n!n!...r,!

\ J

Der gelder at

Bevis. Nar vi skal dele en maengde med n elementer i m disjunkte delmang-
der Ay, A,,...,A,, med henholdsvis ry, 15, ..., 1, elementersd ry +r,+...+ 1, =
n, kan vi teenke pa udveelgelsen saledes: Forst veelges r; blandt de n elemen-
ter. Det kan vi gore pa (;’1 ) madder. Derefter veelges r, blandt de resterende n—r,

elementer. Det kan vi gore pa (";r 1) mader. Vi fortsaetter pa denne méde indtil

Georg Mohr-Konkurrencen



vi til slut veelger r,,, blandt de resterende n—r, —r, —---—r,,_1 = 1, elementer.
Dermed er
( n )_(n)(n—rl)(n—rl—rz)m(n—rl—r2—---—rm_1)
n,n,...,Iy n ry I3 'm
n! (n—n) (n—rn—rn——ru_1)
nn—nm)nn—nrn-n) rmh-—n—rn—-—r)
n!
il !
fordi(n—nn—rn—-—r,)!=0=1.0
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Eksempel 1.1.8. Gruppeinddeling

En klasse med tolv elever skal deles i tre grupper med fire i hver. P4 hvor
mange mader kan dette gores?

Hvis grupperne betegnes A, B og C, kan de tolv elever ifolge seetningen
fordeles i grupperne A, B og C med fire i hver pa (4,142'4) = 34650 mader.
Men i sporgsmaélet havde de tre grupper ingen betegnelse og var altsa
ikke ordnede, dvs. vi har talt hver kombination med 3! = 6 gange. Der er
dermed 348° = 5775 mader at dele klassen pa.

\.

Opgave 1.1.17. En kube er sammensat af 3 x 3 x 3 sma enhedskuber. P4 hvor
mange méder kan man komme fra det ene hjgrne til det diagonalt modsatte
hjorne nar man kun ma gé langs kanterne af enhedskuberne og skal veelge en
rute der er sd kort s mulig?

Opgave 1.1.18. I en krukke ligger ni bolde nummereret 1,2...,9. Tre personer
treekker tilfeeldigt tre bolde hver. Hvad er sandsynligheden for at de alle far en
ulige sum nar de laegger deres tre boldes numre sammen? Hint: 1

Opgave 1.1.19. Vis at (mn)!)* er delelig med (m!)"*!(n!)™*! for alle positive
hele tal n og m. Hint: 14

1.2 Skuffeprincippet

Skuffeprincippet bruger de fleste helt intuitivt uden at have hert om det. Et
klassisk eksempel pa skuffeprincippet er at hvis 1100 mennesker er forsam-
let, sa vil mindst fire ifelge skuffeprincippet have fodselsdag samme dag. Der
er 366 mulige fodselsdage. Hvis der er over 3-:366 = 1098 mennesker forsamlet,
vil der ifelge skuffeprincippet veere mindst fire personer med samme fadsels-
dag.

Seaetning 1.2.1. Skuffeprincippet

Skuffeprincippet siger at hvis man har n + 1 objekter som man placerer
i n skuffer, sa findes der mindst én skuffe med mindst to objekter. Til-
svarende gelder at hvis man har kn + 1 objekter som man placerer i n
skuffer, sa findes mindst én skuffe med mindst k + 1 objekter.

Eksempel 1.2.1. Skuffeprincippet

Det er ikke altid helt oplagt hvad man skal veelge som skuffer og objekter.
Hvis vi ser pa en vilkérlig delmaengde af maengden M = {1,2,3,...,100}
med 15 elementer, sa vil vi gerne vise at der findes to talpar fra delmaeng-
den med samme numeriske differens.

I dette tilfeelde méa de mulige differenser - de hele tal fra 1 til 99 - veere
skufferne og de mulige talpar veere objekterne da vi ensker at vise at der
findes mindst to talpar med samme differens. Hvis skuffeprincippet skal
virke, skal vi altsé vise at der er flere talpar end differenser.

I en delmeengde af M med 15 elementer er der i alt

15 15-14
=——=105
2 2

forskellige talpar, men der er kun 99 mulige differenser. Dermed siger
skuffeprincippet at der findes mindst to talpar med samme differens.




Eksempel 1.2.2. Skuffeprincippet

Skuffeprincippet kan ogsa bruges hvis man har et endeligt antal skuffer
og et uendeligt antal objekter. Betragt folgen

1,3,6,0,9,5,4,...

hvor det naeste tal i folgen, fra og med det fjerde, er sidste ciffer i summen
af de tre foregdende. Da der kun findes endeligt mange talseet af tre cifre,
og folgen fortseetter i det uendelige, ma der ifolge skuffeprincippet pa et
eller andet tidspunkt komme tre tal som tidligere har stdet i samme raek-
kefolge, og derfor ma folgen vaere periodisk fra et vist trin. Her er talsaet
af tre cifre skufferne, mens objekterne er alle de uendeligt mange talszet
af tre cifre man fér ved at veelge tre pa hinanden folgende tal i folgen.

\ J

Her er nogle eksempler pd meget forskellige opgavetyper hvor man kan an-
vende skuffeprincippet, men det er absolut ikke altid oplagt hvordan man skal
konstruere sine skuffer og objekter.

Opgave 1.2.1. Ti venner sender hinanden julekort s hver sender fem jule-
kort til fem forskellige venner. Vis at der findes et par af venner som har sendt
hinanden et julekort.

Opgave 1.2.2. Vis at hvis et 2 x 2-kvadrat indeholder 10 punkter, da vil der
findes to punkter med afstand mindre end 1.

Opgave 1.2.3. Lad n veere et positivt heltal. Vis at der blandt 7 + 2 forskellige
positive heltal findes mindst to hvis sum er delelig med 2, eller hvis differens
er delelig med 2n. Hint: 34

Opgave 1.2.4. Om et keempe rundt bord der kan drejes, sidder der 100 perso-
ner. Alle har bestilt forskellig forret. Da de treette tjenere har placeret en forret
foran hver person, er der ingen der har den rigtige forret p& deres plads. Vis at
bordet kan drejes sa mindst to personer har den rigtige forret pa deres plads.
Hint: 12

Opgave 1.2.5. 1 et kvadrat med sideleengde 1 er der 101 rode punkter hvoraf
ikke tre ligger pa linje. Vis at der findes en trekant med tre rode hjorner hvis
areal ikke er storre end 155

Opgave 1.2.6. Ethvert punkt i planen er malet i en af n givne farver. Vis at der
findes et rektangel hvis hjerner alle har samme farve.

Opgave1.2.7. 1 et bjerg dybt under jorden gemmer syv drager en maegtig skat.
For at fé fingre i skatten skal man igennem ti store stendere der hver er 1ast
med tre store l&se. Hver drage har nogle til nogle af l4sene, og vilkarlige fire
drager har tilsammen nogler til alle lasene. Vis at der findes tre drager som
tilsammen har negler til alle 1asene. Hins: 42

Opgave 1.2.8. Lad A veere en vilkarlig meengde af 23 positive hele tal mellem
1 0g 1000. Vis at der findes to disjunkte delmangder af A hvis elementer har
samme sum. Hint: 4

Opgave1.2.9. Vis atblandt tallene a, 2a,...,(n—1)a, hvor a € R, er der mindst
ét af tallene der har en afstand pa hejst - til et helt tal. Hint: 28

Opgave 1.2.10. Vis at uanset hvordan 15 punkter afseettes inden for en cirkel
med radius 2 (cirkelranden medregnet), vil der eksistere en cirkel med radius 1
(cirkelranden medregnet) som indeholder mindst tre af de 15 punkter. (Georg
Mohr-Konkurrencen 1991) Hint: 11

Georg Mohr-Konkurrencen



1.3 Pascals trekant og binomialkoefficienter

Binomialkoefficienterne ('r’) viser sig at kunne frembringes pa en interessant
madde, og for at vise dette har vi behov for folgende formel.

e w

Seetning 1.3.1. Lad n og k veere ikke-negative heltal med n > k + 1. Da

() () (o)

Bevis. Hvis man skal udtage k+1 elementer ud af 741, kan man enten udtage
k+1ud af de n forste af de n+1 elementer, eller man kan udtage k elementer
blandt de 7 forste samt udtage det sidste ud af de n+1 elementer. Dermed er

n+l)\ (n + n
k+1) \k) \k+1)
Bemeerk at man nér frem til lighedstegnet ved at teelle det samme pa to for-

skellige mader. Dette er en meget anvendelig metode nér man fx skal vise at
to udtryk er lig hinanden, men mere om det i et senere afsnit.

\.

Alternativt kan man ogsa blot regne, men det er ikke helt s elegant:

(n+1)_ (n+1)
k+1) (k+1)(n—k)
n!
(k+1)(n—k)

n! n!

kt Dn—(k+ 1) Kn—k)

() (i) @

(n—k)+(k+1))

Sztning 1.3.2. Pascals trekant

Binomialkoefficienterne kan opstilles i det man kalder Pascals trekant s&
en binomialkoefficient hele tiden er summen af de to ovenfor:

()
B G
© @
G G
G 6 @
6 @ 6
() (5)

()
()
O G
()

(&)
()

Bevis. Det folger direkte af saetning 1.3.1. O



Szetning 1.3.3. Binomialformlen

Lad n veere et ikke-negativt heltal. Da er

(x+y)'= (z)x" +(Y)x”‘1y + (Z)x"‘zyz +---+(:)y”.

Det er denne sammenhang der er grunden til at binomialkoefficienter
hedder binomialkoefficienter. Et binom er en to-leddet storrelse, og bi-
nomialkoefficienterne er dermed netop koefficienterne der fremkom-
mer ndr man tager en potens af en to-leddet storrelse.

Bevis. Nar man ganger (x+ )" ud, fair man netop x" ¥ y* ved at gange x’et fra
n—k af parenteserne med y’et fra de resterende k parenteser. Vi kan veelge de
k parenteser med y’er ud af de n parenteser pa () mader, dvs. leddet x" ¥ y

optraeder (}) gange i resultatet. Dette viser satningen. 0

e w

Sztning 1.3.4. Binomialformlen

Lad n veere et ikke-negativt heltal. Da er
n n n n
0 1 2 n

Bevis. Ifplge binomialformlen er

(x+y)*= (Z)x” + (T)x”_ly + (Z)x”_zyz +---+(Z)y”.

Seettes x =y =1, fas

#ewar=(g)+ (1))

Rigtig mange sammenhange om binomialkoefficienter kan vises ved at se pa
koefficienter i polynomier. I dette tilfeelde og mange andre med binomialko-
efficienter kan man ogsa benytte tricket med at teelle det samme pa to forskel-
lige mader da begge sider af lighedstegnet angiver antallet af delmangder af
en maengde med 7n elementer: Vi har tidligere set at der findes netop 2" del-
maengder af en maengde med n elementer. Man kan ogsa teelle delmangder-
ne ved at summere antal delmangder med henholdsvis 0,1,..., n elementer,
og det er netop det der star pa hejresiden. O

( A

Sztning 1.3.5. Binomialkoefficienter

Der geelder folgende om binomialkoefficienter:

n n—1
ii) k(k): n(k—l)'

n n
iii) k(k)=(n—k+l)(k_1)

) (g)_(7)+(g)_...+(_1)n(z):O.
o (3 O e ()
o (el enG) v

vii) For et primtal p er (Z) deleligmed p for k=1,2,...,p—1.

\ J

Opgave 1.3.1. Vis setning 1.3.5. Hins: vii): 17
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1.4 Skillevaegge

Binomialkoefficienterne forteller p4 hvor mange méder man kan udtage r
elementer ud af n elementer. Man kan ogsa med binomialkoefficienter lave
en formel for pd hvor mange méder man kan fordele n ens objekter i m num-
mererede bokse. Da objekterne er ens, er det lige meget hvilke der havner i
hvilke bokse; det interessante er kun hvor mange der er i hver boks.

e w

Sztning 1.4.1. Objekter i nummererede bokse

Man kan fordele n ens objekter i m nummererede bokse pa

n+m—1
m—1

madder, hvis nogle af boksene gerne ma veere tomme.

Man kan fordele 7 ens objekter i m nummererede bokse pa

()

mader, hvis alle bokse skal indeholde mindst ét objekt.

Bevis. Set de n objekter op pé en reekke. At fordele dem i m nummererede
bokse svarer til at seette m — 1 skilleveegge op i reekken, s man putter objek-
terne for den forste skilleveeg i forste boks osv.

L] L] ‘ L] L] ‘ ‘ L] ‘ L] L] L] ‘ L] ‘
Eksempel med n =9 objekter og m =7 bokse.
Der er henholdsvis 2,2,0, 1,3, 1,0 objekter i de syv bokse.

Det svarer til at fordele n objekter og m — 1 skilleveegge pa en reekke med

n+ m—1 pladser, hvilket kan gores pa ("/”") mader. O

Opgave 1.4.1. Bevis sidste del af seetning 1.4.2.

10

Sztning 1.4.2. Tupler af heltal med fast sum

Antallet af m-tupler (x;, x5, ..., X;;), hvor x;’erne er ikke-negative heltal
med x; + X+ + X, =, er

n+m—1
m—1 )
Antallet af m-tupler (x;, X»,..., X,,), hvor x;’erne er positive heltal med

X1+ Xp+--+ X, =n,er
n—1
m—1)

J

Bevis. Setningen folger direkte af seetning 1.4.1 hvor x3, x,, ..., x;, er antallet
af objekter i henholdsvis boks 1, boks 2, osv. O

Eksempel 1.4.1. Objekter i nummererede bokse

I et supermarked er der fem forskellige slags slikposer. Nar man skal ud-
regne pa hvor mange mader man kan velge ti slikposer, kan man bruge
seetning 1.4.1. Det svarer nemlig til at fordele ti objekter i fem nummere-
rede bokse der hver repraesenterer en bestemt slags slikpose, dvs. ifelge

setningen er der (10;’_51_ 1) =1001 mader at veelge pa.

Eksempel 1.4.2. Objekter i nummererede bokse med ekstra boks

I en isbutik seelges vaffelis med op til fem kugler, og der er vanille-,
jordbeer- og chokoladeis. Nar man skal udregne hvor mange forskellige
vaffelis man kan lave, kan man bruge satningen om at fordele n objek-
ter i m bokse. Vi antager at kuglernes raekkefolge er underordnet. An-
tallet af vaffelis svarer nu til at fordele fem kugler i fire bokse hvor den
ene boks repraesenterer vanille, den anden jordbeer, den tredje choko-
lade og den fjerde ingenting. P4 denne made far man alle kombinatio-
ner inklusiv den uden kugler. Hvis man treekker den fra, er der derfor

(Sﬁ?) —1= (3) —1 =55 forskellige kombinationer.




Opgave 1.4.2. 1 et supermarked er der fem forskellige slags slikposer at veel-
ge imellem, men supermarkedet har kun seks poser tilbage af tre af slagsene
samt syv poser af de to sidste slags. Vis at man kan veelge ti slikposer pa 866
mader.

Opgave 1.4.3. Vis at der er netop 462 mader at laegge ti 2-kroner og seks 5-
kroner péa en reekke sa der mellem to 5-kroner ligger mindst en 2-krone. Hint:
2

Opgave 1.4.4. P4 hvor mange mader kan man velge ti ikke-negative heltal
X1, X5 ..., X19 S& deres sum hajst er 100? Hint: 37

Opgave 1.4.5. En skat pa 50 guldstykker skal fordeles mellem seks pirater. De
beslutter sig for at skrive alle kombinationer ned, hvor ingen far mere end
halvdelen af guldstykkerne, og alle far mindst fire guldstykker, og derefter
treekke lod blandt disse kombinationer. Hvor mange kombinationer traekker
de lod imellem?

Opgave 1.4.6. En mangde bestar af samtlige 12-cifrede tal som bestar af net-
op fem 1-taller, fire 2-taller og tre 3-taller. Vis at hvis man treekker et tilfeeldigt
tal fra meengden, da er sandsynligheden for at fa et tal som har mindst to 1-
taller i treek, lig med g—g. Hint: 30

Opgave 1.4.7. Vis at antallet af binzere tal med n cifre der har netop m blokke
af formen 01, er () (Husk at et bineert tal har 1 som forste ciffer.) Hint: 9

Opgave 1.4.8. 1 et lottospil udtreekkes syv tal ud af 36. Vis at mere end f{ af
disse kombinationer indeholder to nabotal. (Du ma gerne bruge at o0 > 3.)

Hint: 22

Opgave1.4.9. L etringspil er der tiringe i forskellige farver samt fem forskellige
malpinde til at kaste efter. Vis at antallet af forskellige slutkonfigurationer med
syvringe pd malpindene og tre ringe i graesset er % =199.584.000. (Bemaerk
at hvis flere ringe er p4 samme malpind, kan de ligge i forskellig raekkefolge
pa pinden.) Hint: 21

1.5 Teelle pa to mader

Vi har flere gange set at man kan vise nogle formler hvori der indgar binomi-
alkoefficienter, ved at teelle pa to mader.

( A

Eksempel 1.5.1. Tzelle pa to mader

S (="

k=0

Formlen

kan let vises ved at teelle pa to méader, mens det er langt mere kraevende
hvis man begynder at omskrive binomialkoefficienterne.

Tallet (";’Hm) angiver ifolge seetning 1.4.1 pa hvor mange mader man kan
fordele n ens kugler i m + 1 kasser. Man kan ogsa teelle dette pa folgende
made: Nér der er n — k kugler i den forste boks, kan man fordele de k
resterende kugler i de m resterende bokse pa (k;TII) mader. Nar man
summerer dette, fir man netop venstresiden af lighedstegnet.

Eksempel 1.5.2. Teelle pa to mader
Folgende formel kan ogsa vises ved at teelle pa to mader.

— (n
Z k(k) =n2"",
k=1
Vi benytter nu to forskellige metoder til at teelle pa hvor mange méader
man kan nedsztte et udvalg med en forperson nar der er n personer at
veelge imellem, og udvalget skal besta af mellem en og n personer:
Metode 1: Forst er der n muligheder for at veelge forpersonen. Derefter
skal man for hver af de n — 1 resterende beslutte om de er med eller e;j.
Dette kan samlet gores pd n2"~! mader.
Metode 2: Der er (Z) mader at nedsette et udvalg med k medlemmer
pa, og for hver af disse er der k méder at veelge forpersonen péa. Dette
giver samlet > |/ k(7). Dermed er formlen vist.
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Sztning 1.5.1. Vandermonde-identiteten

Lad n, m og k veere ikke-negative hele tal med k < n+ m. Da er

()20

. J

Opgave 1.5.1. Vis setning 1.5.1.
Opgave 1.5.2. Vis formlerne

! kz_;kZ(Z)W(nH)z"‘z og i ;k?’(Z):nz(n+3)2"_3.

Hint: 27, 16

Opgave 1.5.3. i) I en by er der et vejnet som danner et kvadrat med n + 2 veje
nord-syd og n+2 veje gst-vest, n > 2. Langs den nordligste og den gstligste vej
lober en flod. Vejene nummereres 0,1,2,...,n + 1 fra vest mod ost, og fra syd
mod nord. Ane starter i det sydvestlige hjorne af vejnettet, dvs. i (0,0). Hun vil
ned til floden og gar pé folgende méde. Forst slar hun plat og krone. Hvis det
bliver krone, gar hun mod nord til naeste vejkryds, og hvis det bliver plat gér
hun mod est til naeste vejkryds. Sddan fortseetter hun til hun nér den nordlig-
ste eller den ostligste vej ved floden, dvs. indtil hun forste gang nér en af de to
veje med nummer 7 + 1.

N

S H NN W B U N

01 23 456 789

Eksempel med n =8

12

Vis at sandsynligheden for at hun nar floden i krydset (3,7 + 1), er

n+3\ 1
3 on+4’

ii) Vis formlen

L (n + k) 1
pr k 2k+n
Opgave1.5.4. Vis at
+1 n—r+l1 —k
n _ 2: k n
r+1 = r—1

Hint: 8

Opgave 1.5.5. Lad F(n, r) betegne gennemsnittet af mindste-elementerne i
samtlige delmaengder af {1,2,..., n} med r elementer.
Vis at

n+1
r+1°

F(n,r)=

(IMO 1981)
Opgave 1.5.6. Vis ved at teelle pa to méder at

n+1 n+1
12+22+---+n2=( ) )+2( 3 )

Opgave 1.5.7. 1 en konkurrence er der a deltagere og b dommere, hvor b >3
er et ulige tal. Hver dommer bedommer om hver deltager har bestaet eller er
dumpet. Antag et k er et tal sa der for to vilkdrlige dommere geelder at de-
res bedommelse hgjst stemmer overens for k deltagere. Vis at % > %. (IMO
1998) Hint: 24

Hint: 33



1.6 Mere om binomialkoefficienter

I dette afsnit fokuserer vi pd hvordan man regner med binomialkoefficienter.
Som udgangspunkt har vi de sammenhaenge om binomialkoefficienter som
allerede er vist i afsnit 1.3 samt Vandermonde-identiteten fra afsnit 1.5.

4 w

Eksempel 1.6.1. Vandermonde-identiteten

2 2 2
n n n 2n
+ + cee + = .
(o) (1) () -(7)
for alle positive heltal n. Dette svarer blot til Vandermonde-identiteten
n+m kK (n\( m
()20

hvor m=n=k,da (mnii) = (m)

1

Vi gnsker at vise at

\.

Opgave 1.6.1. Lad p veere et ulige primtal. Vis at

Zp)
=2 (mod p).
(5 )=2monr

Opgave 1.6.2. Lad n vere et positivt heltal. Vis at
n 2
n 2n—1
k = .
240 =)
Opgave 1.6.3. Lad n og m vere positive heltal hvor m < n. Vis at

er(i)a)-e

Hint: 41

Hint: 19

13

Eksempel 1.6.2. Fibonaccital og binomialkoefficienter

Der er mange interessante sammenhange mellem binomialkoefficien-
ter og andre matematiske feenomener. Her skal vi se en sammenhang
med Fibonaccitallene.

Lad R, E,... veere Fibonaccitallene, sddan at F;, = K, = 1 og F,,» =
FE,.1 + F, for n > 0. Vi gnsker at vise at

~(n+1—k
Fn+2:Z( B )

k=0
for alle ikke-negative heltal n.

For at opnd denne sammehang er det smart at benytte induktion ef-
ter n bl.a. fordi Fibonaccitallene er defineret rekursivt. For n = 0 er

S0 () =()=1= B ogforn=1er Sh (1) = () + () =2= .

Dermed er induktionsstarten pa plads. Antag at

" (n+1—k
Fn+2:Z( k )

k=0

for alle ikke-negative heltal n < N. For at udnytte induktionsantagelsen
benyttes den helt grundleeggende sammenhaeng mellem binomialkoef-

ficienter (s@tning 1.3) som siger at (') = (") +("7)):

E(N=-D+1-k EB(N-2)+1—k
FN+2:FN+1+FN:Z(( )k+ )+Z(( )k+ )

k=0 k=0

Rl 1)+1— = ((N=2)+1—(k—1)
-2 (TR

k=1

:2(( . k>+(“V:?f:*))—(z)—(z)—(zf_l)

Dermed er induktionen fuldfert.
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Opgave 1.6.4. Vis at 1.7 Rekursion
L (—1)* 1 n 1 1 1 Nér vi i matematik beskriver tallene i en folge rekursivt, betyder det at vi
2 ( k) =1+ o3ttty beskriver det neste tal i folgen vha. de foregdende. Fx er Fibonaccitallene
k=1 1,1,2,3,5,8,13,... beskrevet rekursivtda F, = F, 1+ F, ,med F=10g K =1.

for alle positive heltal n. Hint: 13 Dette kan bruges til at teelle antallet af forskellige ting.

' Y

Eksempel 1.7.1. Tarnene i Hanoi

Et klassisk eksempel pa rekursion er tdrnene i Hanoi. Her er der n ringe
i forskellig storrelse. Desuden er der et bret med tre pinde. Til at star-
te med ligger alle ringene pa den venstre pind med den storste nederst,
derefter den neeststorste, osv. Man m4 flytte ringene en ad gangen fra
en pind til en anden, men man ma aldrig leegge en storre ring oven pa
en mindre ring. Vi gnsker nu at bestemme hvor mange ringe der mindst
skal flyttes for at flytte samtlige ringe over p& den hojre pind.

Tarnene i Hanoi, n =6.

Kald dette antal S,,. Det er klart at S§; = 1. For at flytte den storste ring
fra hojre til venstre pind skal alle de andre ringe forst flyttes hen p& den
midterste pind. Det kan gores pa S,,_; trek, men ikke feerre. Derefter kan
vi flytte den storste ring fra venstre til hojre pind, og vi skal herefter flytte
de n —1 ringe fra midterste pind til venstre pind for vi er i mal. Det kan
gores pa S,,_; treek, men ikke feerre. Dermed er S, =2S,,_; +1.

Vi har nu beskrevet §,, rekursivt, men vi ensker en lukket formel for S,,.
Ud frarekursionen er det nemt at fad enidé om at S, =2" —1, og dette kan
let vises let ved induktion efter n nar vi har rekursionsligningen.




Opgave 1.7.1. 1 planen tegnes n rette linjer sddan at der ikke findes to som
er parallelle, og sa der ikke er tre linjer som skaerer hinanden i samme punkt.
Bestem antallet a,, af omrdder som linjerne inddeler planen i.

Eksempel med n =3, hvor ag =7

Eksempel 1.7.2. Dobbeltrekursion

I et sprog er der to bogstaver i alfabetet, A og B. Et ord er en reekke bog-
staver hvor to nabobogstaver aldrig begge er B. Vi gnsker at bestemme
antallet af ord med n bogstaver. For at gore dette laver vi en dobbeltrekur-
sion. Lad a,, veere antallet af ord af lzengde n som slutter pa A, oglad b,
veere antallet af ord af leengde n som slutter pad B. Daera; =1 o0g b; =1.
Desuden er

an=0ap-1+by1 08 by=a,.

Dermed er
An=0p-1+bp1=0ap1+an,

og a, er derfor lig med det n + 1'te Fibonaccital F,,;, mens b, = a,_;
er lig med det n’te Fibonaccital F,. Altsa er det samlede antal ord O,, af
leengde n ligmed F,,; + F, = F,,». Nu har vi beskrevet antallet rekursivt
og kan fx udregne antallet af ord pa otte bogstaver ved forst at udregne
0Oy, 0,,...,0;. Det er helt fint hvis vi ensker at bestemme antallet for et
lille 7, men ikke hvis vi fx vil bestemme O;oo. Der er det smartere med

en lukket formel.

15

Opgave 1.7.2. P& hvor mange mader kan man farve nogle af felterne péa et
2 x 8-breet sorte nér to felter med en felles kant ikke begge ma veere sorte?
Hint: 40

e A

Saetning 1.7.1. Lesning til rekursionsligning

Hvis felgen ay, a1, ... opfylder den lineeere rekursionsligning

ap=pan—1+q4ay—,

og r, og 1, er lpsningerne til andengradsligningen x> —px—q =0, da er
folgen bestemt ved
a,=A-r'+B-r)

lesning til rekursionsligningen for alle konstanter A og B.

\ J

Bevis. Lad r, og r, veere losningerne til andengradsligningen x?>—px —q =0.
Fra teorien om andengradsligninger er det kendtat r,+n =p og—nrn =4q.
Setnua,=A-r"+B-r, foralle n. Daer
pan+qa, o=p(A-r" ' +Br) )+q(A- 1"+ Br)?)
=(r+rn) (A- rln_1 + Brz"_l) —nn (A- rln_2 + Brz”_z)

=A-r"+B-r)'=a,,

hvilket viser at a,, = A-r{' + B - r)' opfylder a, =pa,_, +qa,_,. O

( A

Eksempel 1.7.3. Fra rekursionsligning til lukket formel

Seetning 1.7.1 kan benyttes til at bestemme en lukket formel for det n'’te
Fibonaccital. Udgangspunktet er at folgen givetved F,, = F,,_;+F,_», F =
0og F, =1.Losningerne til x*—x—1=0err = ”Tﬁ ogr,= I%G og det

betyder at folgen givet ved

Fn:A(1+J§)"+B(1—«/3)"
2 2
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er en lgsning til selve rekursionsligningen. Hvis vi kan finde konstanter
A og B sddan at formlen passer for F, og F, er vi derfor i mal. Vi skal altsa
bestemme A og B sa

0
1+J§) +B(1—«/§

0
O:FO:A( ) =A+B og

1 1
1++/5 1—-+v/5 1 5
1=F=A VB +B VB :—(A+B)+£(A—B).
2 2 2 2
Den forste ligning giver at B =—A, og ved at indsatte dette iligning num-
mer to fis 1 = v/5A, dvs. A= %5 og B= —%. Det giver Binets formel for
Fibonaccitallene:
(1+ﬁ)” _ ( l—ﬁ)"
2 2

E, =
" /5

\.

Opgave 1.7.3. Georg bygger tarne af klodser. Han har rede 1 x 1 x 1-klodser, og
sd har han 1 x 1 x 2-klodser i seks forskellige farver. Bestem en lukket formel
for hvor mange forskellige 1 x 1 x n-tarne han kan bygge.

Opgave1.7.4. Et2x n-breet bestar af 2n enhedskvadrater og skal udfyldes med
1 x2-brikker og 2 x 2-brikker. Bestem en lukket formel for antallet a,, af mader
hvorpé det kan gores.

Opgave 1.7.5. Lad a,, veere antallet af mader man kan farve nogle af felterne
pa et 2 x n-breet sorte, nar to felter med en feelles kant ikke begge ma veere
sorte. Bestem en lukket formel for a,,. (Tip: For ikke at fa alt for besveerlige
udregninger er det en god idé at tage udgangspunkti g, og a, i stedet for fx a;
og a,.)

Opgave 1.7.6. Bestem en lukket formel for antallet af n-cifrede tal der kun
indeholder cifrene 1,2,3,4,5, og hvor to pa hinanden felgende cifre altid har
differens £1. Hint: 6

Opgave 1.7.7. Pa hvor mange méder kan man farvelaegge en reekke af 16 stole
s hver stol bliver enten rod eller gron, og leengden af hver ensfarvet sekvens
af stole er ulige? (Baltic Way 2014) Hint: 29

16

Opgave 1.7.8. Et 2 x n-breet bestér af 2n enhedskvadrater. Antallet af mader
hvorpé& man kan farve nogle af felterne rode uden at der opstar et rodt 2 x 2-
kvadrat, kaldes C,,. Det starste tal k s& 3% gar op i C,, kaldes k,,. Bestem k(9.
Hint: 18

Opgave 1.7.9. Betragt maengden S,, = {1,2,..., n}. Antallet af delmangder af
S,, som ikke indeholder to pa hinanden folgende tal, og som har netop k ele-
menter, betegnes A(n, k). Bestem en lukket formel for A(n, k). Hint: 32

Opgave 1.7.10. Lad n vere et positivt helt tal. Alma har n rede bokse og n
rode 14g alle med forskellige menstre. Tallet A(n, r) angiver pa hvor mange
madder hun kan veelge r rede bokse og r rode l4g og fordele dem i r par med
en boks og et 1ag i hvert. Bertha har n bla bokse by, b, ..., b, og 2n—1 bla lag
L, 1,...,1,_.Tallet B(n, r)angiver pa hvor mange mader hun kan velge r bla
bokse og r bla1ag og fordele dem i r par med en boks og etlagihvert, med den
ekstra betingelse at boksen b; kun kan danne par med lagene I3, I, ..., l,;_; for
i=1,2,...,n dalagetellers er for lille. Vis at A(n, r) = B(n, r), og find en lukket
formel for disse. (Inspireret af opgave fra IMO shortlist 1997)



1.8 Princippet om inklusion og eksklusion - PIE

I nogle situationer har man behov for at telle antallet af elementer i en fore-
ningsmangde, og det kan man benytte princippet om inklusion og eksklusion
til, ogsa kaldet PIE.

4 w

Eksempel 1.8.1. Princippet om inklusion og eksklusion

Hvis man skal bestemme antallet af elementer i foreningsmaengden af to
meengder A og B, ses det nemt ved et Venn-diagram (figur nedenfor) at

|AUB|=|A|+|B|—|ANB].
Tilsvarende ses for tre maengder A, B og C at
|JAUBUC|=I|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|ANC|—|BNC|+|ANnBNC]|.

C

Man inkluderer med andre ord farst alt det der eri A ogi B ogi C, men
sd har man inkluderet alt det de har tilfeelles, to gange hvis det ligger i
to af meengderne, og tre gange hvis det ligger i alle tre mangder. Derfor
ekskluderer man nu alt det der ligger i feellesmaengden mellem A og B,
feellesmeengden mellem A og C samt feellesmangden mellem B og C.
Nu har man serget for at alt det der ligger i en eller to af mangderne, er
inkluderet preecis én gang. De elementer der ligger i alle tre mangder,
har man imidlertid forst inkluderet tre gange, men derefter ekskluderet
tre gange, dvs. vi skal til slut inkludere disse elementer én gang igen.

Sztning 1.8.1. PIE - Princippet om inklusion og eksklusion

Antallet af elementer i foreningsmangden af n maengder A;, Ay,..., A,
kan beregnes saledes:

n
DIAI= D 1AINA+ D AN AN A =+ (1) A N A NN Ay,
i=1

i<j i<j<k

Dette kan generaliseres til folgende setning:

\ J

Bevis. Formlen bevises ved at se pa et element der tilharer preecis k af meeng-
derne A;, A,,..., A,. Dette element er talt med

() (-Sgen(-or-

gang. Altsa er samtlige elementer talt med preecis én gang, og derfor er form-
len korrekt. O

( A

Eksempel 1.8.2. PIE

Nar vi benytter PIE, starter vi som regel med en grundleeggende mangde
M som vi ensker at teelle en delmeengde af. Derefter konstruerer vi del-
meengder af M som tilsammen indeholder alt det vi ensker at frasortere.
Vi benytter altsé igen den helt grundleeggende teellestrategi at teelle det
der ikke opfylder den enskede betingelse.

Hvis vi fx vil teelle antallet af tal i meengden M = {1,2,3,...,2018} som
hverken er delelige med 5 eller 7, sa konstruerer vi A; € M som indehol-
der alle tal fra M som er delelige med 5, og A; € M som indeholder alle
tal fra M som er delelige med 7. Svaret er dermed |M |—|A5 UA;| som nemt
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kan teelles med PIE. Vi har

IM|—|AsUA7| = |M|—(|As| +|A7| —|As N A7)

oo (| 252+ | 292 -| 22

=2018—(403+288—57)=1384.

Eksempel 1.8.3. PIE

PIE kan ogsé bruges til at beregne pa hvor mange mader man kan fa
gjensummen 21 ved et kast med seks almindelige terninger. For at benyt-
te PIE skal vi definere nogle maengder som vi gerne vil finde forenings-
mengden af. [ dette tilfeelde betragter vi grundleeggende maengden

M ={(xy, X2, X3, X4, X5, Xg) | X1 + Xp + X3 + X4 + X5 + X =21, x; €N},

der netop svarer til at skrive 21 som en ordnet sum af seks positive heltal.
Problemet er selvfelgelig nu at vi kun ensker de elementer fra M hvor
x; < 6. Derfor definerer vi

Ai:{(xlrxzyx3:x4rx57x6)| xl+x2+x3+x4+x5+x6:2]-)xi>6,xi EN}

fori=1,2,3,4,5,6 da det pa denne mdade er nemt at teelle antallet af ele-
menter i A; samt feellesmeengder af A;’erne. Antal elementer i forenings-
meengden A; UA, UA3UA,U A5 U Ag kan derfor teelles ved PIE og bestar
netop af de summer hvor en af de seks summander er storre end 6, altsa
alt det vi onsker at frasortere. Antallet T af mader man kan f& gjensum-
men 21 ved et kast med seks almindelige terninger, er altsa

T=|M|—|A1 UA2UA3UA4UA5UA6|

=|M|—( PNZIEEDY |A,-nAj|+.~—|A1n~--nA6|).

1<i<6 1<i<j<6
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Antal elementer i M er (250) ifolge seetning 1.4.2. Tilsvarende er |A;| = (154 )
da det svarer til at de seks tal har sum 15 nér vi har trukket 6 fra x;, og
ligeledes |A; UA;| = (g), i # j, da det svarer til at summen af de seks tal
skal give 9 ndr vi har trukket 6 fra bide x; og x;. Fellesmengden af tre
eller flere af A;’erne er tom da det ikke er muligt at tre eller flere af de seks
tal er storre end seks nér summen er 21. Dermed er

(O

Eksempel 1.8.4. PIE

Man kan ogsé benytte PIE til at teelle antallet af fikspunktsfri permuta-
tioner af tallene 1,2,..., n, dvs. permutationer hvor intet tal afbildes pa
sig selv.

Der er i alt n! permutationer af de n tal. Lad A; veere mangden af per-
mutationer som fikserer elementet i. Antallet P af fikspunktsfri per-
mutationer er da

Ifolge PIE er
n
P=nl—(> 4= |4;n 4]
i=1 i<j
+ > A A N AL = (1) A -0 A,

i<j<k

Antallet af permutationer som fikserer k bestemte tal, er (n — k)!, dvs.

p= n!—('ll)(n— 1)!+(Z)(n—2)!—~-~(—1)”(2)0!

1 1 1
—nl . (=1
"'(1 TR n!)'




Opgave 1.8.1. Benyt PIE til at teelle hvor mange af tallene i M =
{1,2,3,...,1000} der hverken er delelige med 3, 5 eller 7.

Opgave 1.8.2. Et telefonselskab har netop alle 8-cifrede telefonnumre
C1CrC3—C4C5C5C7cg som opfylder at cjcoc3 = c4¢5C5, €1CrC3 = cs5cgc; eller
€1 C»C3 = CgC7Cg, hvor ¢y, ¢y, ...,c5€{0,1,...,9}. Hvor mange telefonnumre har
telefonselskabet?

Opgave 1.8.3. Pa hvor mange mader kan man valge syv kort fra et almindeligt
seet spillekort med 52 kort s man har mindst ét kort af hver af de fire kulgrer?

Opgave 1.8.4. Otte personer der danner par to og to, skal stilles pa en reekke
sé ingen star ved siden af deres partner. P4 hvor mange méder kan det gores?
Hint: 20

Opgave 1.8.5. Pa hvor mange mader kan man udtage tre delmangder A, B og
C af en maengde M med n elementer sa ANB # 0, ANC #0 og BNC #0, mens
ANBNC =0? Hint: 35

Opgave 1.8.6. Lad n og k veere positive hele tal. Vis at

nl= Z(—l)i(’;)(n +k—i)"
i=0

Hint: 38

Opgave 1.8.7. Lad S,, veere meengden af permutationer af tallene
1,2,3,---,2n. En permutation o € S,, siges at have egenskaben P hvis
der findes et i € {1,2,3,---,2n—1}, sa |o(i)— o(i + 1)| = n. Vis at mere end
halvdelen af alle permutationerne i S,,, har egenskaben P. Hint: 15
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Hints

1. Hvordan skal kuglerne med lige numre fordeles sa alle far en ulige sum?

. Stil de ti 2-kroner op pa en raekke, og teenk pa at 5-kronerne skal indseettes som

skilleveegge.

3. Husk at et tal er deleligt med 9 netop hvis tveersummen er delelig med 9.

4. Lad de mulige summer veere skuffer, og lad delmengder af A veere objekter.

5. Der er en parring mellem mangden af skeeringspunkter og maengden af alle

10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.

mengder der bestér af fire af polygonens hjorner.

. Lav en tredobbelt rekursion hvor du inddeler i tal der slutter pa 1 og 5, tal der

slutter pd 2 og 4, og tal der slutter pa 3. Brug ikke seetning 1.7.1.

. Teel antallet af trekanter der har henholdsvis tre, to, en eller nul hjorner tilfeelles

med polygonen, hver for sig.

. Se péa antallet af mader man kan udtage delmangder med r + 1 elementer af

meangden {1,2,...,n + 1} med fokus péd det neestmindste element.

. Seet et 0 pa det n-cifrede tal til slut, og betragt i stedet antallet af n + 1-cifrede

binere tal som starter med 1 og slutter pa 0. Hvor mange skift mellem 1 og 0
skal der veere, hvis der skal veere netop m 01-blokke?

Teenk pa at diagonalerne indtegnes en ad gangen, og at polygonen til at starte
med kun bestar af ét omrade. Hvor mange flere omrader kommer der for hver
gang man tegner en ny diagonal, i forhold til det antal skeeringspunkter den dan-
ner med allerede indtegnede diagonaler?

Dek cirklen med radius 2 med syv cirkler med radius 1.

Lad hver placering af bordet repraesentere en skuffe, sa der er 100 skuffer.
Benyt induktion efter 7.

(mn)?

Vis at g,y svarer til et antal kombinationer af noget og dermed er et helt
tal.

Lad A, k =1,2,---,n, veere mengden af permutationer o hvor der findes et i
sdo(i)=kogo(i+1)=k+neller o(i)=k+n ogo(i +1) = k. Brug PIE, og
vurder summen.

ii) Antal mader at veelge et udvalg med en forperson, en referent og en kasserer
ud af n personer, hvor en person godt kan have flere af de tre poster.

Vis at p gar op i teelleren, men ikke i naevneren, og husk at p er et primtal.

Vis ved induktion efter n at k,, =| % | for ulige n, mens k, > % for lige n.

20

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.
26.
27.

28.

29.

30.
31.

32.
33.

34.
35.

. k =
vis at (¢)() = (7))

Lad A; veere meengden af reekkefplger hvor par nummer i star ved siden af hin-
anden fori=1,2,3,4.

Teel forst pa hvor mange méder syv ens ringe kan fordeles pa fem pinde. Overvej
derefter for hver af disse kombinationer hvor mange kombinationer der er nar
man har ti ringe med forskellig farve, hvor syv skal fordeles pa de syv forskellige
positioner.

Teel alle de kombinationer der ikke indeholder to nabotal, ved at betragte de
udtrukne tal som skilleveegge mellem de resterende 29 elementer eller for det
forste eller efter det sidste.

Kald antallet af sokker for n og antallet af rode sokker for r. Find et udtryk for
sandsynligheden for at traekke to sokker af forskellig farve, og benyt dette til at
bestemme r.

Vurder antallet N af tripler (dommer, dommer, deltager) for hvilke de to dom-
mere er forskellige og har givet deltageren samme bedommelse, pa to forskellige
mader.

Teel det modsatte.
Teel antallet af ruter gennem det lukkede kryds.

i) Antal mader at veelge et udvalg med en forperson og en referent ud af n per-
soner, hvor forperson og referent gerne ma vaere den samme.

Inddel intervallet fra 0 til 1 i z intervaller afleengde %, oglad dem veere skufferne.
Kom tallet ia ned i det interval hvor brekdelen {ia} ligger.

Kald antallet af farvelagte raekker af stole af l&engde k som starter med en gron
stol, for g;, og antallet som starter med en rod stol, for ry.

Teel i stedet de tal der ikke indeholder to 1-taller som nabotal.

Kald meengden som indeholder 1, for A, meengden som indeholder 2, for B og
den sidste mangde for C.

Vis at A(n, k)= (""7).

Teel antal mader at veelge x, y og z pasa x,y,z €{1,2,...,n+1} med yderligere
betingelser pa x, y og z.

Skuffer: Resten 0, resten n og restparrene i, i =1,2,...,n—1, modulo 2n.

Teenk pa athvert af de n elementer skal ligge i netop én af felgende syv disjunkte
meangder: M\(AUBUC), A\(BUC), B\(AuC), C\(AUB), (AnNB)\C, (AnC)\B
og (BN C)\A, hvis AN BN C =0. Lad X veere mengden af tripler (4, B, C) hvor
AN B =, osv.



36.
37.
38.

39.
40.

41.
42.

Veelg forst de k reekker og de k sojler hvor der skal placeres et tarn.
Taenk pa setning 1.4.2 og eksempel 1.4.2.

Betragt meengden S = {(x;, x,,..., X,)|x; € {1,2,3,...,n+ k}}, og lad A;, i =
1,2,...,n, vere delmaengden af S som indeholder de elementer hvor i ikke er
repraesenteret blandt x;, x,, ..., X,.

Pa hvor mange mader kan du velge de fire cifre?

Lad a,, veere antallet af mader man kan farve nogle af felterne pa et 2 x n-braet
sorte, nar to felter der har en kant til feelles, ikke begge ma veere sorte, og lad b,
veere hvor mange af disse hvor begge de to sidst tilfojede felter er hvide, og c,
veere hvor mange af disse hvor netop et af de to sidst tilfajede felter er sort.

Brug Vandermonde-identiteten.

Antag at der ikke findes tre drager der har alle nggler. For hver trio af drager er
der sa mindst én negle denne trio ikke har.
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3 Lesninger

Opgave 1.1.1. De 8 x 8 midterste perler kan valges pa 5% mader da vi for
hver af de 64 perler har fem valgmuligheder. Derudover kan farven pd kanten
veelges pa fem mader. Der er altsd samlet 5% forskellige kombinationer.

Opgave 1.1.2. Det forste ciffer ma hverken veere 0 eller 7, derfor er der otte
valgmuligheder for det farste ciffer. For hvert af de naeste seks cifre er der ni
valgmuligheder. Derfor er der 8-9° syvcifrede tal som ikke indeholder cifferet
7.

Opgave 1.1.3. Det forste ciffer kan veelges pa ni mader. Hvert af de folgende
cifre kan veelges pa ni méder da de ikke ma vere identiske med det foregaen-
de. Dermed er der 9 ticifrede tal som ikke indeholder to ens nabocifre.

Opgave 1.1.4. Et tal er deleligt med 9 netop hvis tveersummen er det. For hvert
af de forste fem cifre er der ni valgmuligheder. Hvis tallet skal veere deleligt
med 9, er det sidste ciffer derimod entydigt fastlagt ud fra summen af de fem
foregdende. Dermed er der i alt 9° sekscifrede tal som er delelige med 9 og ikke
indeholder cifferet 0.

Opgave 1.1.5. Da det er meget nemmere at telle de tal som ikke indeholder
to ens nabocifre, gor vi i stedet det. Der er 48 ottecifrede tal som kun bestar af
cifrene 1, 2, 3 og 4. Hvis vi teeller antallet af disse som ikke indeholder to ens
nabocifre, sd har vi fire muligheder for at veelge det forste ciffer, og derefter
tre muligheder for hvert af de neeste. Dette giver 4-37. Der er altsa 4% —4-37
ottecifrede tal som indeholder to ens nabocifre og kun bestar af cifrene 1, 2, 3
og4.

Opgave 1.1.6. Kald delmangden som indeholder 1, for A, delmangden som
indeholder 2, for B og den sidste for C. Der er nu to muligheder for at placere
tallet 3 da ingen meengde ma indeholde to p& hinanden fglgende tal. Da dette
geelder for alle de resterende tal, er der altsé 21092 = 29 forskellige mader at
fordele tallene pa. I en enkelt af disse kombinationer bliver meengden C dog
tom, dvs. resultatet er 298 —1.

Opgave 1.1.7. For at teelle p4 hvor mange méder man kan fordele de 20 kugler
i de fire forskellige skéle sa der findes en skél som indeholder to kugler hvis
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numre har en differens pa 1 eller 2, teeller viistedet antallet af mader at fordele
de 20 kugler i de fire forskellige skdle, og traekker antallet af kombinationer fra
hvor der ikke findes en skél som indeholder to kugler hvis numre har en diffe-
rens pa 1 eller 2. Der er i alt 42 méder at fordele de 20 kugler pé da vi for hver
kugle har fire valgmuligheder. Hvis vi teeller antallet af disse kombinationer
som ikke indeholder to kugler hvis numre har en differens pa 1 eller 2, s har
vi fire valgmuligheder for kugle nummer 1. Derefter er der tre valgmuligheder
for kugle nummer 2 da den ikke ma komme i samme skél som kugle nummer
1. For hver af de efterfolgende kugler er der netop to mulige skale hvori de kan
placeres, da de ikke m& kommer i samme skal som nogen af de to foregdende
kugler. Dette giver 4-3-218 kombinationer. Der er altsd 420—4-3-218 = 220(220_3)
mader at placere de 20 kugler s& der findes en skal der indeholder to kugler
hvis numre har en differens pa 1 eller 2.

Opgave 1.1.8. Et firecifret tal der opfylder det onskede, kan ikke indeholde
cifferet 0, dvs. det bestar af netop fire af cifrene 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, og det er
entydigt bestemt ud fra valget af disse fire cifre. Dermed er der i alt (2) =126.

Opgave 1.1.9. Udvalgets medlemmer kan velges pa (255) mader, og derudover
er der fem mader at veelge udvalgets forperson pa. Samlet er der derfor 5- (255)
muligheder for at nedsatte udvalget.

Opgave 1.1.10. Man kan veelge de to pars talveerdier pa (123) = 78 mader og
talveerdierne for de sidste to kort pa (', ) = 55 méader. Nar talveerdierne er be-
stemt, kan de to par hver veelges pa (‘2‘) =6 mader og de to andre kort pa hver

(1) =4 mader. Der er alts4 i alt (123)(121)(3)2(‘11)2 =78-55-6%-42 =2.471.040 mader.

Opgave 1.1.11. Der eri alt (Sf) = 270725 kombinationer af fire kort fra et al-
mindeligt seet spillekort med 52 kort, og alle disse er lige sandsynlige. Antallet
af disse som indeholder fire forskellige talveerdier, bestemmes: Der skal veel-
ges fire blandt de 13 talveerdier, og for hver af disse skal der vaelges kulgr. Der-
med er der (143)44 = 183040 kombinationer med fire kort som ikke indeholder
et par. Sandsynligheden for at de fire trukne kort indeholder fire forskellige

: 183040 _ 2816
talveerdier, er derfor 5—5—>= = 762 -

Opgave 1.1.12. Vi betegner vejkrydsene (a, b) sa Jonatan star ved (0, 0) og skal
til (4, 6), og det spaerrede vejkryds betegnes (2, 3). Jonatan skal ga fire gange op



og seks gange til hojre. Hvis man ser bort fra at det midterste vejkryds er spaer-
ret, kan dette gores pa (140) madder. Nu treekker vi antallet af ruter gennem (2, 3)

fra dette antal. Man kan komme fra (0, 0) til (2, 3) pa (g) mader, og tilsvarende
fra (2,3) til (4,6) pa (g) mader. Dermed er det samlede antal ruter Jonatan kan

veelge imellem, (') —(3)* =210—100 = 110.

Opgave 1.1.13. Der er i alt () = 120 forskellige kombinationer af tre bolde.
Ud af disse er der ifplge multiplikationsprincippet netop 5-3-2 = 30 med en

bold af hver farve. Dermed er sandsynligheden % = %.

Opgave 1.1.14. Hvilke af de k sojler blandt de n der skal indeholde et tarn, kan
veelges pa (Z) madder. Tilsvarende kan man pa (73) veelge hvilke k blandt de m
rekker der skal indeholde et tdrn. N&r man placerer et trn i den forste af de
valgte sojler, skal man veelge et felt blandt felterne i de k udvalgte reekker. Nar
man derefter placerer et tdrn i den naeste valgte sojle, skal man velge et felt
blandt felterne péa de k — 1 resterende reekker der stadig mangler et tarn, osv.
Dermed kan de k tarne placeres pa (' )(})k! mader.

Opgave 1.1.15. i) For hvert par af hjorner er der en diagonal, pa neer hvis hjor-
nerne er nabohjerner. Da der er n par af nabohjorner, er der i alt (Z) —n dia-
gonaler.
ii) Hvert skeeringspunkt mellem to diagonaler kan pa entydig made reprze-
senteres ved de fire hjorner som de to diagonaler forbinder. Dermed er der
(Z ) skeeringspunkter mellem diagonaler.
iii) Vi tilfejer diagonalerne en efter en for at teelle hvor mange dele der kom-
mer i alt. Til at starte med er der én del. For hver gang man tegner en ny diago-
nal, opstar der en del mere samt en del mere for hvert skeeringspunkt denne
diagonal danner med en anden diagonal. Der er (, )—7 diagonaler og () skee-
ringspunkter mellem diagonaler, dvs. at polygonen delesi 1+ (Z )— n+ (Z) dele.
iv) Antallet af trekanter der har alle tre hjorner i polygonens hjgrner, er (gl ) Nu
teeller vi trekanter der har netop ét hjorne som ikke er et af polygonens hjor-
ner, men et skeeringspunkt mellem to diagonaler. For hver skeering mellem to
diagonaler opstér der netop fire sidanne trekanter, dvs. der er 4(’;).
Trekanter som har et af polygonens hjgrner samt to skeeringer mellem dia-
gonaler som hjorner, opstar ved at man veelger fem punkter, veelger et af punk-
terne som hjerne og tegner diagonalerne mellem de fem punkter, og der op-
star kun én sddan trekant pa denne méde, dvs. at der er 5('51 ) sadanne trekanter.
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K H A

Trekanter med to hjorner
tilfeelles med polygonen

Trekanter med ét hjorne
tilfeelles med polygonen

Trekanter som ikke har hjgrner
tilfeelles med polygonen

Trekanter hvis hjorner kun bestar af skeeringer mellem diagonaler, opstar
ved at man veelger seks punkter og tegner tre diagonaler mellem dem péa en
sddan mdde at de alle skeerer hinanden, og dette kan gores pa netop én méade,
dvs. der er (’g) af slagsen. I alt er der

(o))l )6}

Opgave 1.1.16. Med n betegnes det samlede antal sokker, med r antallet af
rode sokker. Da sandsynligheden for at traekke to sokker af samme farve er %,
er sandsynligheden for at treekke to sokker af forskellig farve ogsa % Man kan
treekke to sokker af forskellig farve pa r(n — r) mader, og der er i alt (Z) mader
at treekke to sokker pa. Altsa er

rln—r) 1

(6 2
Denne relation mellem 7 og r er ensbetydende med at
4r®—4anr+(n*—n)=0,

som videre giver

ntJn
r= .
2

Den storst mulige veerdi for r er derfor givet ved

no:l:.‘/no
r=——
2
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hvor ny er det storst mulige kvadrattal mindre end eller lig med 1993. Ved ud-
regning ses at 442 < 1993 < 452, Altsa er ny = 442, og dermed fas r = 254 =

990.

Opgave 1.1.17. Man skal ga langs ni sider i enhedskuberne, tre i hver af de tre
retninger. Dvs. man kan velge mellem (3,2’3) = 1680 forskellige ruter.

Opgave 1.1.18. Der er (3,2,3) forskellige mader de tre personer kan traekke kug-
lerne pa. De far alle en ulige sum netop hvis to af dem treekker to kugler med
lige numre. Der er (3) muligheder for at veelge de to personer der skal traeekke
netop to kugler med lige numre. Derefter kan de fire kugler med lige numre
fordeles blandt de to personer pa (3) mader. Kuglerne med ulige numre kan
nu fordeles pa (1,‘;’,3) mader sa alle har netop tre kugler. Sandsynligheden for
at de alle far en ulige sum, er derfor

(G613

(355) 14

Opgave 1.1.19. Antal mader hvorpa man kan velge m hold med n deltagere

pa hver ud af nm personer, er ifolge setning 1.1.4 (mzmm)% hvor m! i

naevneren skyldes at de m hold ikke nummereres. Tilsvarende kan man veelge

n hold med m deltagere pa hver pa (%S’,,Z),i! mader. Altsa er

(nm)  (nm)! (nm)?
(n)ymm! ' (mhnn! — (n)m+1(m)n+l

et helt tal for alle positive hele tal n og m, hvilket viser det enskede.

Opgave 1.2.1. Der er (120) = 199 = 45 par af venner, og da der sendes 50 jule-

kort, ma der veere mindst ét par af venner der har udvekslet to julekort ifplge
skuffeprincippet. Da ingen sender to julekort til samme ven, ma de to have
sendt julekort til hinanden.

Opgave 1.2.2. Kvadratet deles op i ni kvadrater med sideleengde % og diago-

nalleengde dermed \/?g < 1. Ifelge skuffeprincippet ma der vere to punkter
som ligger i samme kvadrat, og afstanden mellem disse to punkter er mindre
end 1.

24

Opgave 1.2.3. Antag at der ikke findes to af de n + 2 tal som har en differens
der er delelig med 27n. Da har de n + 2 tal alle forskellige rester ved division
med 2n. De mulige rester ved division med 2n er 0,1,2,...,2n—1. PAnzer 0 og
n kan de parres sa hver par har sum 27, pa denne made:

(1,2n—1),(2,2n—2),...,(n—1,n+1).

Nu har vi n—1 par af rester og yderligere to rester. Da der er n + 2 forskellige
rester ved division med 2n blandt de n + 2 tal, ma der ifolge skuffeprincippet
findes et par af rester (i,2n — i) hvor begge rester findes blandt de n + 2 tal.
Altsd findes der to tal blandt de n + 2 tal hvis sum er delelig med 2n.

Opgave 1.2.4. Der er 100 forskellige placeringer af bordet, hvor der er en forret
pa hver plads. Lad hver placering repraesentere en skuffe, sa vi har 100 skuffer.
Hver forret star rigtigt i netop én placering, dvs. der er 100 forretter som vi
hver laegger i den skuffe der repraesenterer den placering hvor forretten er pa
den rigtige plads. Da der i udgangsplaceringen ikke er en eneste forret der
star rigtigt, er mindst én af skufferne tom. Altsa findes der en skuffe med to
forretter, dvs. mindst én placering hvor mindst to forretter er placeret rigtigt.

Opgave 1.2.5. Inddel kvadratet i 50 rektangler med sideleengder 1 og %. Ifpl-
ge skuffeprincippet findes et rektangel med mindst tre rode punkter. Disse
tre rode punkter udger en trekant hvis areal hajst er halvdelen af rektanglets
areal, dvs. hejst 155

Opgave 1.2.6. Betragt alle gitterpunkterne (x,y)med 1<x<n+1logl<y<
n"™1 + 1, hvor x og y er hele tal. Hver reekke kan farves pa n"*! forskellige
mader. Ifolge skuffeprincippet findes derfor mindst to reekker der er farvet pa
samme made. Da der er n farver og n + 1 punkter i hver reekke, findes igen
ifelge skuffeprincippet mindst to punkter i samme reekke med samme farve.
I de to raekker der er farvet identisk, findes derfor to punkter af samme farve i
den ene reekke, og sammen med de to tilsvarende punkter i den anden raekke
udger de hjornerne i et rektangel.

Opgave 1.2.7. Antag at der ikke findes tre drager som tilsammen har alle nog-
lerne. For hver trio af drager er der s& mindst én negle de ikke har, og de nagler
de ikke har, ma hver af de andre drager have, da fire vilkarlige drager har samt-
lige negler. Dvs. for hver trio af drager findes en unik nogle som de ikke har,



ogdaderer (;) =35 trioer af drager, ma der veere mindst 35 forskellige nogler,
men dette er en modstrid da der kun er 3-10 = 30 nogler.

Opgave 1.2.8. Lad A veere en meengde med 23 elementer blandt tallene fra 1 til
1000. Da er summen af elementerne i A mindre end 23-1000 = 23000. Nu laver
vi 23000 skuffer nummereret 1,2, ...,23000, og hver ikke-tom delmangde af A
puttes ned i den skuffe hvis nummer er summen af elementerne i delmaeng-
den. Der er 223 —1 forskellige ikke-tomme delmengder af A, og da dette tal
er langt storre end 23000, findes mindst én skuffe med to delmzngder som vi
kalder B og C. Da mazngderne er forskellige, og elementerne i dem har sam-
me sum, er B; = B\C og C; = C\B to disjunkte ikke-tomme delmaengder af
A, og summen af elementerne i B; er lig summen af elementerne i C;.

Opgave 1.2.9. For et reelt tal x betegner {x} brokdelen af x, dvs. x minus det
storste hele tal som ikke er storre end x. Fx er {2,34} = 0,34 og {—2,91} = 0,09.
Vi inddeler nu tallinjen fra 0 til 1 i » intervaller af leengde %

I
i

0

|
T
1

S+
S|+
S

n

=
=‘

Lad nu M;, i = 1,2,...,n, vere den delmengde af {a,2a,...,(n —1)a} som
indeholder netop de elementer hvis brekdel ligger i det i’te interval pa vo-
res tallinje, dvs. i [%, %] Hvis M, eller M,, ikke er tom, har vi et tal med den
onskede egenskab. Antag at M; og M,, er tomme. Da md en af mengderne
M,,...,M,_, indeholde to elementer, lad os sige ba og ca, hvor b < c. Da
afstanden mellem {ba} og {ca} er mindre end %, ma (¢ — b)a tilhere enten

M, eller M,,, hvilket er en modstrid.

Opgave 1.2.10. Cirklen med radius 2 kan dakkes af syv cirkler med radius 1
som vist pa figuren. (Overvej hvordan de skal konstrueres.)

25

Ifplge skuffeprincippet findes derfor en cirkel med radius 1 som indeholder
mindst tre punkter.

Opgave 1.3.1. 1), ii) og iii) folger direkte af formlen for (Z)
iv) Benyt binomialformlen med x =1 og y =—1:

o))

v) Ved at benytte i) og seetning 1.3.4 fas

22”: (2ni+ 1) _ Z": ((2ni+ 1) . (Zs;ﬁi ,)) _ Zf (2ni+ 1) _ ot

=0 =0 i=0

vi) Ved at anvende b) og seetning 1.3.4 fas

AL o

vii) Da (7) = #ii)!, ma p gaopi(?)fori=12,...,p—1dap eren faktor i

teelleren, men ikke i neevneren, og da p er et primtal.

Opgave 1.4.1. Forst leegges en kugle i hver boks, og derefter fordeles de re-
sterende n — m kugler frit i de m bokse. Det kan gores pa ("7 = (7~})
mader.

Opgave 1.4.2. T eksempel 1.4.1 sa vi at der var 1001 muligheder hvis der ikke
var begraensninger. Fra dette treekker vi antal muligheder hvor vi veelger syv
eller flere af de tre slags der kun var seks af, eller otte eller flere af de to slags
der kun var syv af. Vi kan velge syv eller flere af en bestemt slags ved forst
at veelge syv af slagsen og derefter vaelge tre poser frit blandt alle fem slags.
Dette kan gores pa (3“:;1) = (Z) = 35 mader. Vi kan vaelge otte eller flere af en
bestemt slags ved forst at veelge otte af slagsen og derefter veelge to poser frit
blandt alle fem slags. Dette kan gores pé (2”:;1) = (2) = 15 méder. I alt er der

altsd 1001 —3-35—2- 15 =866 kombinationsmuligheder.

Opgave 1.4.3. Hvis vileegger de ti 2-kroner pa raekke, er der 11 positioner hvor
vi mé leegge en 5-krone (en for, ni mellemrum, en efter), og vi skal leegge en
5-krone pa netop seks af disse pladser. Dermed er der (161) =462 muligheder.
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Opgave 1.4.4. Ifplge setning 1.4.2 kan man vealge 11 ikke-negative heltal
X1, X2,..., X1 s& deres sum er 100, pa (11100) mader. Det svarer til at veelge 10
ikke-negative heltal x;, x,, ..., X;9 hvis sum hgjst er 100, dvs. dette kan ogsa

gores pa (11100) mader.

Opgave 1.4.5. Hvis alle skal have mindst fire guldstykker, er der 26 guldstykker
tilbage til at fordele frit blandt de seks pirater, og det kan gores pa (ZGgfl_ 1) = (351)
madder. For at f& det gnskede antal skal vi for hver pirat treekke de kombina-
tioner fra hvor hun har faet mere end 25 guldstykker. Hvis vi forst giver fem
pirater fire guldstykker hver og den sidste 26, er der fire guldstykker tilbage

til at fordele frit blandt de seks pirater. Det kan gores pa (*:%,") = () mader.

Dermed er der samlet (351) —6- (g) =169.911—6-126 = 169.155 kombinationer.

Opgave 1.4.6. Nar vi skal teelle hvor mange 12-cifrede tal der opfylder noget
bestemt, overvejer vi som seedvanligt om det i stedet er nemmere at teelle hvor
mange af tallene der ikke opfylder det. Det er det i dette tilfzelde, og derfor
viser vi i stedet at sandsynligheden for at traekke et tal der ikke indeholder to
1-taller i treek, er o5. Der er (5}4%3) tal i maengden. Nu teeller vi hvor mange af
disse der ikke indeholder to 1-taller i treek. De syv cifre der ikke er 1-taller, kan
stilles pa reekke pa (;) mader da der blandt disse er fire 2-taller og tre 3-taller.
Nu skal vi placere de fem 1-taller sa der ikke er to ved siden af hinanden. Det
svarer netop til at veelge fem af de otte mellemrum mellem de andre syv cifre
(der er ogsé et "mellemrum” for og efter), dvs. det kan gares pa (2) mader.
Sandsynligheden er derfor

7-6-5-4 7

((2) 2 312l 12:11-10-9 ~99°

(5)6) _ o 78!

Opgave 1.4.7. Binere tal har altid 1 som forste ciffer. Vi tilfojer nu et 0 til sidst
pa samtlige binzere tal med n cifre da det ikke sendrer antallet af blokke af
formen 01. Vi teeller altsd nu antallet af bingere tal med 7 + 1 cifre hvis sidste
ciffer er 0, og som har netop m blokke af formen 01. Da disse tal starter med
1, slutter pa 0 og indeholder netop m skift fra 0 til 1, ma de indeholde m + 1
skift fra 1 til 0. Der er altsd i alt 2m + 1 skift fra 0 til 1 eller 1 til 0. Da der er
n+1 cifre, er der n mellemrum hvor disse 2m + 1 skift skal ske. Dermed er der
(5, ,) binaere tal af denne type.
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Opgave 1.4.8. Vi teller alle de kombinationer der ikke indeholder to nabotal.
Forestil dig 36 bolde pa en lang reekke som repraesenterer de 36 tal. Vi skal
nu veelge syv bolde hvoraf der ikke mé veere to ved siden af hinanden. Dem
farver vi sorte. Dette svarer i virkeligheden til at indszette syv sorte skilleveegge
i mellemrummene mellem de 29 ikke-valgte bolde eller foran den forste eller
efter den sidste ikke-valgte bold, altsd at indsaette syv sorte skilleveegge pa 30
pladser. Dette kan gores pa (370) = 2.035.800 mader, og dette er mindre end A—ll
af 8.347.680.

Opgave 1.4.9. Hvis syv ens ringe skulle fordeles pa fem pinde, kunne det
gores pa ("£°71) = (141) mdder. Vi betragter nu hver af disse muligheder se-
parat. De syv placeringer af ringene nummereres 1,2,3,4,5,6 og 7. Da de ti
ringe har forskellig farve, skal vi beslutte hvilken ring der skal i forste po-
sition, anden position osv. til og med syvende position, dvs. der er 13—?! ma-
der at fordele farverne pé. Ifelge multiplikationsprincippet er der derfor i alt
(141)- = 180 — 199.584.000 slutkonfigurationer.



Opgave 1.5.1. Identiteten vises ved at teelle pa to mader.

Metode 1: Man kan udtage k elementer blandt 7 + m elementer pa (’H,;m)

mader.

Metode 2: Nar man skal udtage k elementer ud af n + m, kan man udtage i
elementer blandt de forste n elementer og derefter k — i blandt de sidste m,
og det skal man gare for hvert i =0,1,..., k. Dette kan gares pa Zf:o (DG

1
mader. Dermed er
m+n)\ k. (n m
k) ~\if\k—i)
i=0

Opgave 1.5.2. i) Antal méder at veelge et udvalg med en forperson og en refe-
rent ud af n personer teelles pa to mader (forperson og referent ma gerne vere
samme person):

Metode 1: Hvis forperson og referent er to forskellige personer, er der
n(n —1)mader at veelge dem pa. Derefter skal man for hver af de n—2 resteren-
debeslutte om de er med i udvalget eller ej. Dette kan gares paialt n(n—1)2"—2
mader. Hvis forperson og referent er samme person, er der n2"~! méder, dvs.
samlet er der n(n—1)2"2+n2""! = n(n+1)2"? méader at nedsette udvalget
pa.

Metode 2: Der er (Z) mader at nedseette et udvalg med k medlemmer p4é, og
for hver af disse er der k? méder at veelge forpersonen og referenten pé. Dette
giver samlet > _, k%(})-

ii) Antal mdder at veelge et udvalg med en forperson, en referent og en kasserer
ud af n personer teelles pa to mader (forperson, referent og kasserer ma gerne
vare samime person):

Metode 1: Hvis forperson, referent og kasserer er tre forskellige personer, er
der n(n—1)(n—2)2"""3 mader at nedsatte udvalget pa. Hvis forperson, refe-
rent og kasserer samlet er to personer, er der 3n(n — 1)2"~2 mader, da vi kan
veelge hvilke af de to poster der skal dekkes af samme person, pa tre mader,
og vi derefter har n valgmuligheder for denne position og n —1 for den tred-
je. Herefter skal vi igen for hver af de resterende personer beslutte om de er
med i udvalget eller ej. Hvis forperson, referent og kasserer alle tre er samme
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person, er der n2"~! mader. Samlet er der

nn—1)(n—22"3+3n(n—1)2" 2 +n2" ' =
((n3 —3n%+2n)+(6n*—61)+ (4n))2"_3 =n?(n+3)2"3
mader at nedsztte udvalget pa.
Metode 2: Der er (Z) mader at nedsette et udvalg med k medlemmer p4, og

for hver af disse er der k® mader at vaelge forperson, referent og kasserer pa.
Dette giver samlet >, _ k(7).

Opgave 1.5.3. Ane skal fra ga tre gange mod ost og n + 1 gange mod nord for
at na floden i det enskede kryds, dvs. for at komme fra (0, 0) til (3, n + 1) via
vejkrydset (3, n). Det sidste stykke skal hun gd mod nord, da hun ellers har
néet floden i et tidligere kryds, derfor skal hun via (3, ). Hun skal altsé i lebet
af de forste n 4+ 3 gange hun slar plat eller krone, sla tre plat og n krone, mens
hun den sidste gang skal sla krone. Sandsynligheden for at hun ger dette, er

n+3 1
3 )2n+3+1°
Ane nar med sandsynlighed 1 frem til floden pa et tidspunkt. Sandsynlighe-
den for at hun néar floden i krydset (k,n+1), k=0,1,2,...,n, er

n+k 1
k |2n+tk+1’

Da der er symmetri, er sandsynligheden for at na floden i krydset (n+1, k) den
samme. Dermed er

n n
n+k 1 n+k) 1
=23 (" =2
Opgave 1.5.4. For at vise at

n+1\ "&' (n—k
(r+1)_ Z k(r—l)

k=1
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teeller vi pa en interessant méde hvor mange méader man kan veelge r +1 ud
af n+ 1 elementer pa: Vi teeller nemlig antallet af delmeengder med r + 1 ele-
menter af mengden {1,2,...,n+1} hvor k + 1 er det nastmindste element.
Hvis k +1 er det neestmindste element, kan det mindste element veelges pa k
méder, og de r — 1 storste elementer pa ("*V=*Y) = ("5 mader. De mulige

veerdier af k er k=1,2,---,n—r + 1. Dette viser det onskede.

., 11, kan det mindste
—r + 1. Der findes ('Z:]f) delmengder hvor mindste

Opgave 1.5.5. Nar man velger r talud afde n tal 1,2,3, ..
tal k veere k =1,2,3,...,n
elementet er k, dvs. at
n—r+1 ;. (n—k

- k(-
(7)
Ved at udnytte opgave 1.5.4 fas

F( )= _n+1
PO T T

Opgave 1.5.6. Antal méder at veelge x, y og z pdsa x,y,z € {1,2,...,
z> x og z >y, telles pa to mader:

Metode 1: For z = k + 1 er der k? muligheder for x og y. Samlet kan man
altsé veelge x, y og z pa 12 +22+---+ n? mader.

Metode 2: Hvis x og y er forskellige, svarer det til at veelge tre talud af n +1,
saette det storste tal lig z og saette de to sidste tal lig henholdsvis x og y. Dette
kan gores pa 2(";1) madder. Hvis x = y svarer det til at veelge to tal blandt de
n+1 og satte z lig det storste og x og y lig det mindste. Samlet er der derfor
2("+("$') kombinationer.

n+1},

Opgave 1.5.7. Vi teeller antallet NV af tripler (dommer, dommer, deltager) for
hvilke de to dommere er forskellige og har givet deltageren samme bedeom-
melse. Der er i alt b b(b-1) par af dommere, og hvert par har hejst bedemt k
deltagere ens, s& N < k 2 LU

Nu ser vi pa en bestemt deltager X og teeller hvor mange par af dommere
der har bedomt X ens. Hvis x dommere har ladet X bestd, er der =5— par af
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dommere der har ladet X besta, og %3_"_1) par af dommere der har dum-

pet X. Dermed er der i alt X3=UHb=00—221 1,51 of gommere som bedommer
X ens. Nu vurderer vi denne storrelse:

x(x—1)+(b—x)b—x—1) 2x*—2bx+b*—b
2 B 2
bV b*> b_Db® b

:(X_E) TTT271 2

_(b—17 1

T4 4
Tallet 21 er et helt tal da b er ulige, s& antallet af par af dommere der be-
c;@m;ner X ens, er mindst £71° " Dermed er N > 2-1F samlet giver dette at
“Z 7

Opgave 1.6.1. Ved at anvende eksempel 1.6.1 og setning 1.3.5 vii) fas

()= ) (2] +C)
= 3 +---+ +
p 0 1 p—1 p
=140+--+0+1
=2 (mod p?).

Opgave 1.6.2. Ved at benytte seetning 1.3.5 ii) og Vandermonde-identiteten
1.5.1 fas

0 I 9 () ey

Opgave 1.6.3. Antallet af mader forst at veelge k ud af n og derefter m af disse
k er det samme som forst at veelge m ud af n og derefter veelge k — m af de
resterende n — m. Derfor er

)=o)



Ved at omskrive og benytte saetning 1.3.5 iv) fas
< n\( k < n\(n—m
—1 k+m — -1 k+m
R
=m k=m
(Mearm S (™) =0
=\ 2, n =

Opgave 1.6.4. Vi viser pastanden ved induktion efter 7n: Det er nemt at se at
udsagnet er sandt for n = 1. Antag at pastanden er sand foret n = N, N > 1.
Ifolge seetning 1.3 er () = (") + (7)), og ifelge seetning 1.3.5 ii) er ~ (") =
(7)) Dermed er

N+1 (—l)k_l (N+1)_N+1 (—l)k_l(N) N+1 (_l)k_l( N )
2 & )7 kK \k +kz kK \k—1

k=1

k=1
N+1
1 1 ((N+1 N+1
VRN 1(( 0 )+ (I)H( ))
+ k=0
_ 1+ 1 _N+11
ek N+1 &k

hvor vi i sidste skridt har brugt seetning 1.3.5 iv).

Opgave 1.7.1. Det er nemt at se at ag = 1, a; =2, a, =4 og a, = 7. Nar vi tegner
linje nummer 7, sa skeerer den de n — 1 andre linjer, og disse n — 1 skeerings-
punkter deler linjen i 7 linjestykker der hver gennemskeerer et omrade og de-
ler deti to. Der kommer altsé n flere omrader end for. Dermed er a,, = a,_1+n

0g

ap=a, 1+n=a, ,+(n—-1)+n=---=a;+24+34+---4+n
n(n+1) n®+n+2

=1+(1+24+---+n)=1+
2 2
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Opgave 1.7.2. Vi lgser problemet rekursivt ved forst at betragte et 2 x 1-breet,
og derefter udvide med 2 felter ad gangen. Lad a,, veere antallet af mdder man
kan farve nogle af felterne pd et 2 x n-breet sorte nér to felter med en feelles
kant ikke begge ma veere sorte, og lad b,, veere antallet af disse hvor begge
de to sidst tilfgjede felter er hvide, og c,, veere antallet af disse hvor netop ét
af de to sidst tilfojede felter er sort. Som start har vi b; =1, ¢; =2 og a; =
by + ¢; = 3. Vi opstiller nu rekursionsformler for b, og c,. Der er nemt at se
at b, = b,,_; + ¢,_;, da man altid kan tilfgje to hvide felter. Desuden er c¢,, =
2b,_1+ c,_1, da man kan tilfgje to nye felter hvor det ene er sort, pa to mader,
hvis de to foregdende begge er hvide, mens man kun har én mulighed, hvis et
af de to foregédende felter er sorte. Dermed er

ap="by+¢,=3by_1+2¢,1=2(by_1 + )+ (bpo+cp2)=2a,_1+a,.

Vi kan nu simpelthen rekursivt beregne ag ved forst at bemaerke at a, =7.

n|1(2|3 ]| 4|35 6 7 8
a, |3 |7 |17 |41 |99 | 239 | 577 | 1393

Vi kan altsé farve nogle af felterne pd et 2 x 8-breet sorte sa to felter med en
feelles kant, ikke begge ma veere sorte, pa 1393 mader.

Opgave 1.7.3. Lad a,, veere antallet af mader Georg kan bygge et 1 x 1 x n-tarn
pa. Det er trivielt at ay =1 og a; = 1. Da der er en slags 1 x 1 x 1-klods og seks
slags 1 x 1 x 2-klodser, ma

a,=a,_1+6a, .
Da losningerne til x?—x—6=0err, =—20g r, =3, sd er
a,=A-2)"+B-3"

en lgsning til rekursionen nér A og B opfylder at A+ B=a,=10g—2A+3B =
a; = 1. Dette giver A= % og B = %, dvs.

3 1
a,=—- (_2)’1 o g .37 = g (3n+1 _(_2)n+1).

ol N

Opgave 1.7.4. Bemerk forst at a; = 1 og a, = 3. Hvis vi teeller a,, for n > 3, s
ser vi at antallet der slutter med en 1 x 2-brik i den sidste sojle, mé veere lig
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med a,_; fordi resten af breettet kan udfyldes pa a,,_; méder. Hvis vi teeller
antallet der slutter med to 1 x 2-brikker vandret i de to sidste sgjler, s ma der
tilsvarende vere a,,_, af disse, mens antallet der slutter med en 2 x 2-brik i de
sidste to sgjler, ogsa er a,,_,. Dermed er

ap,=0au_1+2a, .

For at finde en lukket formel for a,, bestemmer vi lgsningerne til x?>—x—2=0,
som er r; =—1 og 1, =2. Dermed er

a,=A-(-1)"+B-2"

lpsning til rekursionsligningen hvis konstanterne A og B veelges sa de opfylder
at a; =1 og a, = 3. Vi skal altsd bestemme A og B sa

l=a,=—A+2B og 3=a,=A+4B,

og det giver A= % og B = % Dermed er
1 2 1
ap==(1)"+=-2"=—(-1)"+2"*").
n=3C0 +3 3(( ) )

Opgave 1.7.5. Fra opgave 1.7.2 ved vi at
ap=2ap_1+an—

og ay=1o0ga; =3.Losningerne til x2—2x—1=0err,=1++v20gr,=1—+2.
Ifplge seetning 1.7.1 er

a,=Al++v2)"+B(1—v2)",

hvor 1 = ay = A+ B og 3 = a; = (A+ B)+ v2(A— B). Ved at kombinere de to
ligninger fis A = %(1 ++/2)ogB= %(1 —+/2), dvs.

an=(+ VD™ +0-v2)™).

Opgave 1.7.6. Lad S, veere maengden af de n-cifrede tal der kun indeholder
cifrene 1,2, 3,4, 5, og hvor to pa hinanden folgende cifre altid har differens +1.

Lad A,, veere antallet af tal i S,, som slutter pa 1 eller 5, lad B,, veere antallet af
tal fra S,, som slutter pa 2 eller 4, oglad C,, veere antallet af tal fra S,, som slutter
pa 3. Vi har A; =2, B; =2 og C; = 1. Vi beskriver nu A,,, B, og C, rekursivt.
DeternemtatseatA,, =B, 1, B,=A4,,_1+2C,_, og C, = B,,_; for n > 1. For
n>2er

B,=A, 1+2C, 1=B, »,+2B, ,=3B, .

Da B, = A; +2C,; =4, folger det nu at
By, =3""'B,=3""1.4 og B,,,1=3"B, =3"-2.
Dermed er

1S3, = Ao+ Cop + By =2By,_; +3" 1.a=2.3""1.24 3" 1.4 =3"" 1.8
135411 = Asps1 + Cons1 + Bopp1 =2Bo, +3":2=2.3"1.443".2=3""1.14.

Opgave 1.7.7. Kald antallet af farvelagte reekker af stole af leengde k som star-
ter med en gron stol, for gi, og antallet af farvelagte reekker af stole som starter
med en rod stol, for ;.. Af symmetrigrunde er ry = g for alle k. Hvis en raekke
starter med en gron stol, sa kan nzste stol enten veere rod eller gron. Hvis den
er rod, sa kan resten af reekken farveleegges pa r._; mader. Hvis den er gron,
sd ma den tredje stol ogsa veere gron, og derefter kan resten af reekken farves
pa gr_» mader. Dermed er

8k = Tk—11 8k—2 = 8k—1 T 8k—2-

Det er desuden nemt at se at g; = 1 og g, = 1. Altsé er g; lig det n’te Fibo-
naccital Fy. Det betyder at antallet af mader vi kan farveleegge alle 16 stole, er
r16+g16=2-1716=2- 1974.

Opgave 1.7.8. Bemeerk forst at C; =4 og C, = 15. Vi kan nu lave en rekursions-
ligning for C,. Antallet af mader hvor de to sidste felter ikke begge er rade, er
3C,_1,da C,_; angiver antallet af mader man kan farve den forste 2 x (n—1)-
del af breettet, mens 3 angiver at man kan farve de sidste to felter pa 3 méader,
sé de ikke begge er rode. Her tilfgjes oplagt ikke farvninger med rode 2 x 2-
kvadrater. Antallet af mader hvor de to sidste felter begge er rode, er 3C,,_,,
da C,,_, angiver antallet af mader at farve den forste 2 x (n —2)-del af breettet,



mens 3 angiver at man kan farve de naestsidste to felter pa 3 mader sa de ikke
begge er rode, hvilket er nodvendigt for at farve de to sidste rode. Dermed er

Mn =3Mn_1 +3Ml’l—2'

Vi viser nu ved induktion efter n at k, = [%J for ulige n, mens k, > % for lige
n. Vived at k; = 0 og k, = 1. Antag nu at det er sandt for alle k,, n < N. For
lige n =N med n =2m ma

Com =3(Com1 + Com—2)=33""" - u+3""-v)=3"(u+),
ogaltséd k,, > 5. For ulige n =N med n =2m +1 ma
Com+1 =3(Com + Com—1)=33" - u+3"""-v)=3"Bu+v),

hvor v ikke er deleligmed 3, dvs. k,,,,; = m. Dette afslutter induktionen. Der-
med er k2019 =1009.

Opgave 1.7.9. Bemeerk forst at A(n, 1) = n. Desuden ma
Aln,k)=An—1,k)+An—2,k—1)

for k > 1 da man kan tage alle k-delmangder af S,,_; som opfylder det gnske-
de, og derefter tage alle k—1-delmengder af S,,_, ogtilfeje nn. Ved at undersoge
sma eksempler far man en idé om at A(n, k) = (” +,£_k). Dette vises induktivt ef-
ter k. Vi har allerede vist formlen for alle n for k = 1. Antag at den er sand for
alle n for k—1. For n < 2k —1 er ("“L,i_k) = 0, hvilket passer med at der ikke
findes k-delmengder der opfylder det enskede, nér n <2k—1. For n =2k—1
er (" +,£_k) = (],z) = 1, hvilket passer med at der netop er én k-delmangde der
opfylder det onskede, ndr n = 2k — 1. Antag nu at formlen er sand for alle

1< n < N for dette k. Da giver seetning 1.3.1 at
N—k N—k N+1—k
A(N,k):A(N—l,k)+A(N—2,k—1):( k )+(k—1):( ) )

som onsket. Dette afslutter induktionen.

Opgave 1.7.10. Alma kan veelge r bokse pa (’Z) mader og r lag pa ('rl) mader, og
hun kan derefter seette de r bokse og r 1dg sammen i par pa r! mader. Altsa er
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Aln, 1) = (’:)2 - r! ifelge multiplikationsprincippet. Specielt er A(n,1) = n? og
A(2,2)=2.
Nu ser vi pa Berthas bokse og lag. Boksen b; kan parres med 2i —1 lag, dvs.

n

B(n,l):Z(Zi—l):ZZi—n:(n+l)n—n:nz.
i=1

i=1
Desuden er B(2,2)=2. Nu beskriver vi B(n, r) rekursivt:

B(n,r)=B(n—1,r)+B(n—1,r—1)(2n—1)—(r —1))
=B(n—1,r)+B(n—1,r—1)2n—r).

Denne formel f&s ved at forst at teelle pd hvor mange méder de r par kan veel-
ges hvis boksen b,, ikke er med i nogen af de r par, og det er netop B(n—1, r).
Derefter teeller vi pd hvor mange méder de r par kan veelges hvis boksen b,, er
med: Forst veelges r —1 par hvor den ikke er med. Derefter skal vi veelge et lag
til den. Boksen b,, kan parres med alle 2n —1 1ag, men r —1 af dem er allerede
taget. Det giver B(n—1,r —1)(2n—1)—(r —1)).

For at vise at A(n, r) = B(n, r), viser vi at de opfylder samme rekursionslig-
ning. Vi har vist at A(n,1) = B(n, 1) for alle n, og at A(2,2) = B(2,2). Hvis blot
vi kan vise at A(n,r) = A(n—1,r)+ A(n—1,r —1)(2n — r), er vi feerdige. Det
kan nemt vises ved at seette den lukkede formel for A(#, r) ind og tjekke at det
passer, men man kan faktisk ogsé argumentere uden brug af formlen:

Hyvis vi skal teelle antal mader Alma kan veelge r par afbokse oglag, sa teller
viforst alle dem hvor boksen b oglaget ! ikke er med. Dem er der A(n—1, r) af.
Derefter teeller vi alle dem hvor boksen b er med: Der er n muligheder for at
veelge et 1ag til den, og derefter kan de r —1 sidste par veelges pa A(n—1,r—1)
mader, dvs. ialt A(n—1,r —1)- n. Nu teeller vi alle dem hvor boksen b ikke er
med, men hvor laget / er med: Forst valges r — 1 par der ikke indeholder b
og [, og det kan gores pd A(n—1,r —1) mader. Nu skal vi veelge en boks til /.
Der er r — 1 som er optaget, og vi ma desuden ikke velge b, dvs. derer n—r
muligheder. Der er altsa A(n—1, r—1)(n—r) mader at veelge de r par sddan at
b ikke er med, og [ er med. Samlet fas A(n, r)= A(n—1, r)+A(n—1,r—1)(2n—r)
som gnsket.

Opgave 1.8.1. Lad A; veere den delmaengde af M = {1,2,...,1000} som inde-
holder alle tal fra M hvor i gar op, i = 3,5,7. Antal tal S i M som hverken er
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delelige med 3, 5 eller 7, er da

S=|M|—|A3UAs U A]|
= 1000 (|Ag|+|As| +|A7] — 143 N As|— |43 N A7 —|As N A7l + |45 N A5 N Al

—1000— (333 +200+142—66—47—28+ 9) = 457.

Opgave 1.8.2. Kald maengden af telefonnumre som opfylder at c¢;c,c3 =
4 C5Cq, for A, maengden af telefonnumre som opfylder at c; ¢, c3 = ¢5¢g¢5, for
B, og mangden af telefonnumre som opfylder at c;c,c3 = cgc;c5, for C. Et
telefonnummer tilherer AN B netop hvis ¢, = ¢; = ¢5 = ¢, = ¢g = c3 = ¢7, et
telefonnummer tilherer B N C netop hvis ¢s = ¢; = ¢g = ¢, = ¢; = ¢35 = ¢g, €t
telefonnummer tilhgrer AN C netop hvis ¢, = ¢; = cg = ¢3 = ¢3 08 ¢5 = ¢, = ¢7,
og et telefonnummer tilherer AN BN C netop hvis alle cifre er identiske. Ifolge
PIE er

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—]ANC|—|BNC|+|ANBNC]|
=10°+10°+10°—10°—10*—10°+ 10
=300.000—300+ 10
=299.710.

Telefonselskabet har derfor 299.710 numre.

Opgave 1.8.3. Kald de fire kulorer 1,2,3,4, og lad A; veere maengden af kom-
binationer af syv kort blandt de 52 sa den i’te kuler ikke er repraesenteret. Der
er i alt (%*) mader at veelge de syv kort pa. Antallet T af mider at traekke syv
kort sa der er mindst et kort af hver kuler, er dermed ifolge PIE

52
T:(7 )—|A1 UA2 UA3 UA4|

52

1<i<4 1<i<j<4 1<i<j<k<4

() o(3)el7) (7))

32

Opgave 1.8.4. Der er i alt 8! mader at stille de otte personer op pa en raekke.
Nummerér de fire par 1,2,3,4, og lad A; vere maengden af raekkefplger hvor
par nummer i star ved siden af hinanden. Da er |A;| =2-7!, da der 7! mader at
stille parret og de seks andre i reekkefolge, og man desuden ved hver kombina-
tion skal veelge i hvilken reekkefolge de to personer i parret skal std. Desuden
er|A;NA;|l= 22.6!, i # j, osv. efter samme princip. Dermed er antallet af mé-
der T hvorpa de otte personer kan stilles pa en raekke sa ingen af de fire par
star ved siden af hinanden

T:8!—( Z |A,~|—Z]A,-0Aj|+ Z |A,-nAijk|—|A1nAzmA3nA4|)

1<i<4 1<i<j<4 1<i<j<k<4
=8!—(4-2-71—6-2%-61+4-2% -51—2%.41)
=13.824.

Opgave 1.8.5. Lad S veere mengden af tripler af delmengder (A, B, C) hvor
A, B og C er delmengder af meengden M sd AN BN C = 0. Vi beregner forst
antallet af elementer i S. Ved at tegne et Venn-diagram kan man se at hvert
af de n elementer skal ligge i netop én af folgende syv disjunkte maengder:
M\(AUBUC), A\(BUC), B\(AUC), C\(AUB),(ANB)\C, (ANC)\B og(BNC)\A.

C

M\(AuUBUC)

Dvs. der er 7" tripler af delmangder (A, B, C) hvor AN BN C = (. Herfra skal
vi traekke alle dem hvor enten AN B, ANC eller BN C er tom. Lad X C S



veere maengden af tripler (A, B,C) hvor ANB =0, Y C S vaere maengden af
tripler (A, B,C) hvor AN C =0, og Z C S veere mangden af tripler (A, B, C)
hvor BN C =. Vi onsker at beregne | XU Y UZ|,da|S|—|XUY UZ| er det antal
vi seger. Ifolge PIE er

IXUYUZ|=|X|+|Y]|+|Z|=1XNY|=|XNZ|—|YNZ|+|XN Y NZ|

Elementerne i X er dem hvor ingen af de n elementer tilhgrer (AN B)\C, men
netop én af de gvrige seks disjunkte maengder ovenfor, dvs. at | X| = 6". Tilsva-
rendeer|Y|=|Z|=6".Elementernei XNY erdem hvor ingen af de n elemen-
ter tilhorer (AN B)\C eller (AN C)\ B, men netop én af de avrige fem disjunkte
mangder ovenfor, dvs. at | X N Y| =5". Tilsvarende er | XNZ|=|Y NZ|=5".
Elementerne i X N Y N Z er dem hvor hvert af de n elementer tilhorer netop
én af folgende fire disjunkte maengder: M\(AUBUC), A\(BUC), B\(AUC) og
C\(AUB),dvs.at|XNYNZ|=4".1alterder

IS|—|XuYuZzZ|=7"-3-6"+3-5"—4"

kombinationer.

Opgave 1.8.6. Betragt maengden
S={(x1, x%3,..., x,)lx; €{1,2,3,...,n + k}}.

Lad A;, i =1,2,...,n, vere delmangden af S som indeholder de elementer
hvor i ikke er repraesenteret blandt x;, x,, ..., x,,. Antallet af elementeri S som
ikke liggeri AjUA, U---UA,, er n!, da disse elementer netop er dem hvor
X1, Xo,..., X, er samtlige tal 1,2,..., n i en eller anden reekkefolge. Dermed er

n!'=|S|—|A;UA,U---UA,|.

Ifolge PIE er

n!zISI—(ilAiI—ZlAiﬂAJ-H > 1AinA;NA
i=1

i<j i<j<k

—---(—1)"+1|Alﬂ---ﬂAn|).
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Antal elementeri S er (n + k)". Antallet af elementer i feellesmaengden af r af
delmeengderne A;, A,,..., A, er(n+k—r)" da xy, X, ..., X, skal veelges blandt
n+ k—r tal. Desuden er der () mader at vaelge de r delmangder pa. Dette
giver netop

n!=Z(—1)i(’:)(n+k—i)”
i=0

Opgave 1.8.7.Lad Ay, k=1,2,---, n, veere mangden af permutationer o hvor
derfindesetisdo(i)=kogo(i+1)=k+nellero(i)=k+nogo(i+1)==k.
Lad A veere maengden af permutationer med egenskaben P. Da er

A:A1UA2UUAn
PIE giver dermed at
n
A= D 1A= D AN A+ D 14N A N A= (1) A1 NN 4,
i=1 i<j i<j<k

Hvis vi blot ser pd de forste to led pd hejresiden, er et element fra A som ligger
i m af delmzengderne A, A,, ..., A,, talt med

(m) m(m—1)
m— =m————<1
2 2

gange, dvs. at
n
A= 4= 4N 4.
i=1 i<j

Desuden er |[Ax| =(2n—1)2(2n—2)! =2(2n—1)! og |Ax NA;| = (2n—2)!22. Det
sidste ses pa folgende made. Vi skal veelge to elementer i, j € {1,2,---,2n—1}
sd i ogi+1 afbildesi k og k+n, og j og j+1 afbildes i / og [ + n. Dette kan
gores pa

2n—1)2n—2)—2(2n—2)=(2n—3)(2n—2)
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mader da vi ikke ma veelge i og j som to pd hinanden folgende tal. Desuden
skal vi veelge om i skal afbildes i k eller k + n, og om j skal afbildes i / eller
n + 1. Dette kan gores pa 22 méader. For de resterende 21 —4 elementer er der
(2n —4)! muligheder. Dermed er

Al > (T)Z(Zn = 1)!—(;’)(2;1 —2)22 =2n%2n—2)> @ _ 1nl

2

34




Stikordsregister

binomialformlen, 9 skilleveegge, 10
binomialkoefficient, udvidet, 5 skuffeprincippet, 6

binomialkoefficienter, 3, 8, 9, 13
teelle pa to mader, 11

delmeengde, 1 teellestrategi, 2
delmaengde, sgte, 1 tdrnene i Hanoi, 14
differensmeengde, 1

disjunkte, 1 udtag med raekkefolge, 3

udtag uden rekkefolge, 4
fakultet, 3 udvidet binomialkoefficient, 5
Fibonaccital, 13
foreningsmeengde, 1
feellesmeengde, 1

Vandermonde-identiteten, 12

agte delmaengde, 1

inklusion/eksklusion, 17

kombination, 3
komplementaermangde, 1

multiplikationsprincippet, 2
maengde, 1

objekter i bokse, 10

Pascals trekant, 8
permutation, 3
PIE, 17

rekursion, 14
rekursionsligning, lesning, 15
reekkefolge, udtag med, 3
rekkefolge, udtag uden, 4

sandsynlighed, 4

35 Georg Mohr-Konkurrencen



	Kombinatorik
	Kombinationer
	Skuffeprincippet
	Pascals trekant og binomialkoefficienter
	Skillevægge
	Tælle på to måder
	Mere om binomialkoefficienter
	Rekursion
	Princippet om inklusion og eksklusion - PIE

	Hints
	Løsninger
	Stikordsregister

