1 Invarianter

En invariant er en storrelse der ikke eendrer sig selv om situationen e@endrer
sig.  kombinatorikopgaver hvor man skal undersege hvilke situationer der er
mulige, er det ofte en god idé at overveje om der er noget der er uathaengigt
af det der kan eendres i opgaven. Den simpleste invariant er pariteten af en
storrelse. Et helt tal kan veere lige eller ulige, og veerdien lige eller ulige kaldes
tallets paritet. Grunden til at paritet ofte er simpelt at se p4, er at der kun er to
tilstande.

Her vil vi forst se pa paritet som invariant, derefter pa lidt mere komplek-
se invarianter og hvordan man kan konstruere en invariant vha. farvning, og
til slut se pd monovarianter som er storrelser der enten kun vokser eller kun
aftager.
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1.1 Paritet

Nér man leegger nogle hele tal sammen, og summen er lige, s ved man at der
ma veere et lige antal ulige tal blandt de tal man har lagt sammen. Tilsvarende
ved man hvis summen er ulige, at der ma veere et ulige antal ulige tal blandt
summanderne. Det er denne basale egenskab man ofte udnytter nar man be-
nytter paritet som invariant.
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Eksempel 1.1.1. Paritet

I en skakturnering deltager 2025 personer. Vi gnsker at vise at der er et
lige antal personer der har spillet et ulige antal kampe.

Lad s; betegne det antal kampe spiller nummer i har spillet, hvor de 2025
spillere nummereres 1,2,3,...,2025. Summen

S1+ S+ 834+ S025

ma veere lige da hvert spil er talt med preecis to gange, dvs. dens paritet er
en invariant der er uatheengig af hvor mange kampe den enkelte har spil-
let. Nar summen af nogle hele tal er lige, m& der som naevnt veere et lige
antal ulige tal blandt summanderne, dvs. at der er et lige antal personer
der har spillet et ulige antal kampe.

Bemeerk at tallet 2025 ikke spiller nogen vaesentlig rolle her; heller ikke
pariteten af 2025.

Opgave 1.1.1. 1 en hat ligger 1992 sedler med alle numre fra 1 til 1992. P4 til-
feeldig made treekkes to sedler samtidig fra hatten; differensen mellem tallene
pa de to sedler skrives pa en ny seddel, som leegges i hatten, mens de to ud-
trukne sedler kastes bort. Der fortsaettes pa denne made indtil der kun er én
seddel tilbage i hatten. Vis at der pa denne seddel star et lige tal. (Georg Mohr-
Konkurrencen 1992)

Opgave 1.1.2. Er det muligt at veelge 2013 forskellige punkter P}, P, ..., Py13
i planen sa der findes en linje der skeerer alle de 2013 linjestykker P, P, P, B3,
BPy, ..., Pyy12 P13, Pog13 P uden at gd gennem nogen af de 2013 punkter?
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Opgave 1.1.3. T enskal er der 15 rode, 18 gule og 22 bld bolde. I hvert treek ma
man tage to bolde af forskellig farve og erstatte dem med en bold af den tredje
farve. Efter et antal treek har alle boldene i skalen samme farve. Vis at denne
farve ikke athaenger af hvordan man traekker.

Opgave 1.1.4. Lad ay, a,, as, a,, as, ag 0g a, veere syv hele tal, og lad by, b,,
bs, by, bs, bg 0g b; veere de samme syv tal, bare i en anden rakkefolge. Vil
produktet

(ay —by)(ay— by)---(a; — by)

altid veere lige?

Opgave1.1.5. Etspil for tre spillere spilles pé et breet bestdende af 99 felterien
lang raekke. Hver spiller har en spillebrik. Ved spillets start star de tre brikker
pa det forste, det midterste og det sidste felt. En tur bestér i at man flytter sin
brik enten en eller tre pladser frem eller tilbage inden for breaettets rammer.
Man vinder spillet ved at rykke sin brik hen pa et felt hvor en modstanders brik
star. Det er spilleren med den midterste brik der starter. Vis at spiller nummer
2 ikke kan vinde. Hint: 3

Opgave1.1.6. Tallene 1,2,3,---,10 stér pa en reekke i denne raekkefolge. I hvert
treek ombyttes to tal som star ved siden af hinanden. Efter m treek star tallene
i omvendt reekkefolge. Vis at m er ulige. Hint: 18

1.2 Invariant modulo n

Néar man ser pd paritet, sd ser man pa en sterrelse modulo 2. I mange sam-
menhange skal man i stedet se pa en storrelse modulo et storre tal 7.
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Eksempel 1.2.1. Invariant modulo n

En drage har 100 hoveder. En ridder kan i et hug hugge enten 2, 17, 23
eller 38 hoveder af dragen med det resultat at der straks vokser 5 hoveder
ud igen medmindre dragen har mistet alle sine hoveder og dermed der.
Dragen dor forst nér den ikke har flere hoveder. Kan ridderen sl& dragen
ihjel?

Svaret er nej. Narridderen hugger henholdsvis 2, 17, 23 eller 38 hoveder af
dragen, @ndres antallet af hoveder med henholdsvis +3, —12, —18 eller
—33 nar man medregner dem der vokser ud igen. Derfor er antallet af
hoveder invariant modulo 3 efter at der igen er vokset 5 hoveder ud.

Hvis ridderen skal kunne sla dragen ihjel, skal dragen inden sidste hug
have 2,17, 23 eller 38 hoveder, men da dragen til at starte med har 100 =1
(mod 3) hoveder, vil der aldrig veere 2, 17, 23 eller 38 hoveder nar ridderen
skal til at hugge. Dermed kan ridderen ikke draebe dragen.
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Opgave 1.2.1. Paen ¢ er der 18 gronne, 17 rade og 13 bla kameeleoner. Hver
gang to kameleoner af forskellig farve moder hinanden, skifter de begge to
farve til den tredje farve. Kan det lade sig gore at alle kamzaleonerne pé gen til
sidst har samme farve?

Opgave 1.2.2. 1en slimet, gra grotte bor et drabeligt dyr, der en sjeelden gang
imellem vdgner nytdrsmorgen, gar ud og spiser lige s mange fr som sum-
men af cifrene i drstallet, leegger sig til at sove igen og forst vigner nytarsmor-
gen efter lige s mange &r som det har spist far. Dyret vignede nytdrsmorgen
i &r 666. Vil dyret vagne nytarsmorgen i &r 20000132

Opgave 1.2.3. 1 et rum er der til at starte med ingen personer. Hvert minut
kommer der enten en person ind i rummet, eller der er to personer som forla-
der rummet. Er det muligt at der efter 2025 minutter er 1000 personer i rum-
met?



Opgave 1.2.4. Georg spiller et enmandsspil pa et 12 x 20-braet hvor hvert felt
er et enhedskvadrat, og der er 20 felter langs den nederste kant. Forst veelger
han et positivt heltal r. Han ma nu flytte en brik fra et felt til et andet hvis
afstanden mellem de to felters centre er 4/r. Malet er at finde en raekke traek
der kan flytte en brik fra det nederste venstre hjorne til det nederste hgjre. Vis
at Georg ikke kan na malet hvis r er delelig med 2 eller 3.

Opgave 1.2.5. T en 1001 x 1001-tabel stér der 1 eller —1 i hvert felt. For hver

raekke i er R; produktet af de 1001 tal i raekken, og for hver sojle j er S; pro-
duktet af de 1001 tal i spjlen. Vis at Z}Q?I(Ri + ;) ikke kan veere nul. Hint: 13

Opgave 1.2.6. Til at starte med indeholder meengden S punktet (7,29). Det er
nu tilladt at tilfeje punkter til S pa folgende méde:

i) Hvis punktet (x, y)eriS, m& man tilfgje punktet (x + 1,y +1) til S.
ii) Hvis punktet (x, y) tilhorer S, og x og y er lige, ma man tilfaje punktet
(3,%)dlS.
iii) Hvis punkterne (x, y) og (y, z) begge tilherer S, ma man tilfoje punktet
(x,z)til S.
Er det muligt at tilfoje et antal punkter til S sa (3,2013) ligger i S? Hint: 7

1.3 Farvning

Mange opgaver kan loses ved at farvelaegge de objekter man betragter, pa en
hensigtsmaessig méde. Dette er endnu en made at konstruere en invariant pa.

( A

Eksempel 1.3.1. Farvning

Et klassisk eksempel pa dette er at et skakbraet hvor to diagonalt mod-
satte hjorner er fjernet, ikke kan deekkes med 1 x 2-brikker. En sddan brik
daekker nemlig altid et hvidt og et sort felt uanset hvor den ligger, og der
er derfor altid deekket lige mange sorte og hvide felter. At brikkerne daek-
ker lige mange sorte og hvide felter uanset hvordan de placeres, er en
invariant. Nar de to hjerner er fjernet, er der ikke lige mange sorte og
hvide felter, og braettet kan derfor ikke daekkes af 1 x 2-brikker.

Eksempel 1.3.2. Farvning

I det foregdende eksempel var farvningen allerede givet p& forhdnd, men
nogle gange skal man selv finde pa en smart farveleegning. I dette ek-
sempel skal vi se pé et rektanguleert gulv som er dekket af 2 x 2-fliser og
1x4-fliser. Spergsmalet er nu: Hvis en flise knaekker, kan den sa, hvis man
omarrangerer fliserne, erstattes af en flise af den anden type?

Vi gnsker at finde en smart farvning der viser at dette ikke kan lade sig
gore, dvs. vi skal finde en farveleegning sa de to flisetyper ikke kan daek-
ke lige mange felter af samme farve. Den traditionelle skakbrzaetfarvning
virker ikke i dette tilfeelde, men farveleegningen pa figuren opfylder net-
op dette. Dette viser at en enkelt flise ikke kan erstattes af en flise af den
anden type.
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Prov selv at finde pa smarte farveleegninger i de folgende opgaver, og husk at
det ikke altid er nok med to farver.

Opgave 1.3.1. Pa et 7 x 7-breet star en brik pa hvert felt. To felter kaldes nabo-
felter hvis de har en side tilfeelles. Er det muligt at alle brikker hver iseer flytter
til et nabofelt s& der efter at alle har flyttet, igen star netop én brik pa hvert
felt?

Opgave 1.3.2. Kan et 8 x 8-skakbrzet hvor alle fire hjorner er fjernet, deekkes af
brikker af folgende type?

Opgave 1.3.3. Pa et 7 x 7-breet star en brik pa hvert felt. To felter kaldes na-
bohjornefelter hvis de deler et hjorne, men ikke en side. Er det muligt at alle
brikker hver iseer flytter til et nabohjornefelt sd der efter at alle har flyttet, igen
star netop én brik pa hvert felt?

Opgave 1.3.4. Kan et 8 x 8-skakbraet hvor et hjarne er fjernet, deekkes af 1 x 3-
brikker?

Opgave 1.3.5. Kan et 13 x 13-skakbrat hvor det midterste felt er fjernet, deek-
kes af 1 x 4-brikker? (Baltic Way 1998)

Opgave 1.3.6. Pa breettet vist pa figuren sidder der netop én treenet loppe pa
hvert felt. Nar man flojter i en speciel loppeflojte, hopper hver loppe over pa
et felt der har en side tilfeelles med det felt den kom fra. Hvor mange tomme
felter er der som minimum ndr der er flpjtet fem gange i flojten?

Opgave1.3.7. Paet50x50-breet er markeret 117 felter. Vis at det altid er muligt
at veelge mindst 30 af de 117 markerede felter s& ingen af de 30 felter rorer
hinanden hverken med en side eller med et hjorne. Hins: 6

Opgave 1.3.8. Et 7 x 7-skakbreet er deekket af brikker af folgende to typer:

|

Type a Type b

Vis at der er netop én brik af type b. (Georg Mohr-Konkurrencen 1997) Hint: 17

Opgave1.3.9. Enreguleer sekskant er inddelt i 24 ligesidede trekanter som vist
pa figuren.

I cirklerne ved hvert af de 19 hjerner skrives et tal sd ingen tal er ens. Hver
trekant har nu tilknyttet tre tal. Hvis tallene vokser i retning mod uret, farves
trekanten rad, og hvis de vokser med uret, farves den bla. Bevis at der findes
mindst syv trekanter af hver farve. Hinr: 12



1.4 Konstruktion af invariant med vaegte

7

Eksempel 1.4.1. Konstruktion af invariant med vagte
I en skal er der 2000 hvide bolde. Uden for skalen er der masser af hvide,
rode og gronne bolde. Folgende traek er tilladte:

* To hvide bolde fjernes og erstattes af en gron.

* To rode bolde fjernes og erstattes af en gron.

* To gronne bolde fjernes og erstattes af en hvid og en rod.

* En hvid og en gron bold fjernes og erstattes af en rod.

* Enred og en gron bold fjernes og erstattes af en hvid.

Vi ensker at vise at nar der efter et endeligt antal treek er netop tre bolde
tilbage i skdlen, da er mindst én af dem gren, samt at undersege om det
er muligt at ende med netop én bold i skélen.

For at lgse opgaven vil vi forsege at give en bold med en bestemt farve en
veegt. Lad h, r og g veere antallet af henholdsvis hvide, rede og gronne
bolde, og lad x, y, z veere veegten af henholdsvis en hvid, en red og en
gron bold. Vi underseger om vi kan veelge de tre vaegte s

I=x-h+y-r+z-g
er invariant modulo et helt tal n. En sddan invariant skal opfylde at
2x=2z,2y=z,2z=x+y, x+z=yogy+z=x (modn).
Herudfra er det ikke sveert at se at
I=1-h+(—1)-r+2-g (mod4)

er eninvariant. Til at starte med er I = 1-2000 =0 (mod 4), dvs. der geelder
altid at I =0 (mod 4). Denne invariant kan vi nu bruge til at lase opgaven:

Hvis der er netop tre bolde tilbage, er i + r + g = 3. I dette tilfeelde er
der mindst én gron, for hvis g =0,er h+r =3 ogdermed [ =h—r #0
(mod 4).

Det er ikke muligt at ende med netop én bold,da I = h—r+2g #0
(mod4), hvish+r+g=1.

Eksempel 1.4.2. Konstruktion af invariant med vaegte

Et skakbreet deekkes med 32 dominobrikker saledes at brikkerne daek-
ker netop to felter hver. De brikker der ligger vandret, og hvis venstre del
daekker et sort felt, kalder vi SH-brikker, og de brikker hvis venstre del
daekker et hvidt felt, kalder vi HS-brikker.

Vi onsker at knytte en vaegt til hvert af de enkelte felter pa skakbraettet
for at vise at der er lige mange af de to typer brikker. Ideen er at summen
af de to felter der daekkes af en lodret brik, ikke skal have nogen indfly-
delse, dvs. den skal veere 0, mens summen af de to felter deekket af en
SH-brik skal have modsat fortegn af summen af to felter deekket af en
HS-brik.

Nummerér sojlerne 1-8 fra venstre mod hojre. Alle sorte felter far tildelt
nummeret fra den sojle de ligger i, som vaegt, og alle hvide felter far tildelt
minus dette nummer. Alle brikker der ligger lodret, deekker nu to felter
hvis sum er nul, mens SH-brikker daekker to felter hvis sum er -1, og HS-
brikker deekker to felter hvis sum er 1. Da summen af samtlige felter er
nul, ma der vere lige mange SH-brikker og HS-brikker.

J

Opgave 1.4.1. En kube med sideleengde 2n er sammensat af 4n® klodser af
formen 2 x 1 x 1, som hver er sammensat af en hvid og en sort enhedskube.
Klodserne sidder sadan at alle sidefladerne i de hvide enhedskuber stader op
til sorte, og omvendt. Vis at hvis man ser pa alle de klodser der sidder lodret,
sa har halvdelen den hvide del opad og halvdelen den sorte del opad.
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Opgave 1.4.2. Ved hvert hjgrne i et kvadrat ABC D ligger der til at starte med
netop én sten, og ved siden af kvadratet er der en keempe bunke med sten. Et
treek bestar i at veelge et hjorne, fjerne et antal sten og laegge dobbelt sd mange
sten ved et af de to nabohjerner. Er det muligt efter et endeligt antal treek at f&
2012 sten ved A, 2011 sten ved B, 2011 sten ved C 0g 2010 sten ved D? Hint: 10

D C

A B

Opgave 1.4.3. 1 folgen begyndende med 1,0,1,0,1,0,... er hvert led fra og
med det syvende summen af de seks foregdende modulo 10. Vis at sekven-
sen0,1,0,1,0,1 ikke pa noget tidspunkt er en del af folgen. Hint: 21
Opgave1.4.4. Georg spiller folgende enmandsspil: I hvert felt pa et 5 x 5-breet
star der 0. I hvert treek ma han veelge et tilfeeldigt felt og laegge 1 til bade tallet
ifeltet og tallene i alle de felter der har en side til feelles med feltet. Kan Georg
opna at der star 2012 pa samtlige felter? (Baltic Way 2012) Hint: 16

Opgave 1.4.5. Breettet pé figuren fortseetter uendeligt opad og til hejre. Til at
starte med er der placeret fire brikker som vist pa figuren. I hvert treek mé man
fjerne en brik pé et felt, hvis bade feltet ovenfor og feltet til hajre er tomme, og
derefter placere en brik pa hvert af disse felter. a) Vis at det ikke er muligt at fa
det grd omrade tomt for brikker. Hint: 14. b) Er det muligt at fa det grd omrade
tomt for brikker hvis der til at starte med kun er en brik pa det nederste venstre
hjerne? Hins: 9

Opgave 1.4.6. Til at starte med er der fire kongruente retvinklede trekanter
med hypotenuse 1. T hvert treek ma man veelge en trekant og erstatte den med
de to mindre trekanter der fremkommer nar man tegner hojden fra den rette
vinkel pa hypotenusen. Er det muligt efter et endeligt antal traek at opna en
situation hvor der ikke er to kongruente trekanter? Hint: 2

1.5 Monovarianter

Nér noget endrer sig, er det ikke altid man kan finde en bestemt storrelse der
ikke @endrer sig modulo et helt tal, men man kan nogle gange i stedet finde en
bestemt storrelse der enten kun vokser eller kun aftager. En sddan sterrelse
kaldes en monovariant.

' )

Eksempel 1.5.1. Monovariant

Pa et uendeligt spillebraet er der en lang raekke af felter, dvs. uendeligt
mange til hver side.

[ LI L[]

Til at starte med er der et endeligt antal brikker pa breettet, gerne flere pa
hvert felt. I hvert treek ma man velge et felt med mindst to brikker, tage
to brikker fra feltet og flytte den ene til feltet umiddelbart til hojre og den
anden til feltet umiddelbart til venstre. Vi vil vise at det aldrig er muligt
at na tilbage til udgangspunktet efter et endeligt positivt antal traek.

Vi forseger at finde en monovariant der enten bliver storre i hvert traek
eller mindre i hvert traek, da det viser at man ikke kan komme tilbage til
udgangspunktet. Nummerér felterne

...,—3,—2,-1,0,1,2,3,....

I et treek flyttes to brikker pa felt nummer # til henholdsvis felt n —1
og felt n + 1. Her kan vi udnytte at

(n—12+(n+1?=2n%+2>2n

Hvis vi fx veelger S lig summen afkvadratet pa felthummeret for hver brik,
davil S vokse med 2 for hvert traek, dvs. S er en monovariant. Det er der-
for uanset udgangspunktet aldrig muligt at na tilbage til udgangspunktet
efter et endeligt positivt antal treek.




Eksempel 1.5.2. Monovariant

Til et middagsselskab skal 2n personer fordeles om et rundt bord. Hver
person er venner med mindst 7 af de andre personer, og venskab er gen-
sidigt. Vi vil vise at det altid muligt at placere de 2n personer rundt om
bordet sa alle sidder ved siden af to de er venner med.

Forst placerer vi de 2n personer helt tilfeeldigt rundt om bordet. Idéen er
nu lade P veere antallet af par som sidder ved siden af hinanden og ikke
er venner. Ved at vise at hvis P > 0, da kan vi flytte rundt pa personerne
sa P bliver mindre, sikrer vi os at vi kan opna en situation hvor P er 0.

Antag at A og B sidder ved siden af hinanden, at de ikke er venner, og
yderligere at B sidder til hojre for A. Da A har mindst n venner, er der
mindst n personer der sidder til hejre for en af A’s venner. Blandt disse
ma veere en af B’s venner da B hejst har n — 1 personer han ikke er ven-
ner med blandt de 7 personer. Der findes altsa et par A’ og B’ sd A’ er ven
med A, B’ er ven med B, og sd B’ sidder til hajre for A’ (se figuren til ven-
stre). Nu tager vi reekken af personer fra og med B mod uret langs bordet
til og med A’ og saetter denne raekke af personer i modsat reekkefolge (se
figuren til hojre). P4 denne méde fjernes parrene (A, B) og (A, B), parre-
ne (A, A’) og (B, B) tilfojes, og alle andre par bibeholdes. Derfor falder P
med mindst 1.

B’A’ B’'B

I dette eksempel onskede vi alts& at opnd en bestemt situation og kon-
struerede derfor en monovariant der kunne sendres hvis den enskede si-
tuation ikke var opndet. Dette er endnu en méde at benytte en monova-
riant pa.

Opgave 1.5.1. 1 et rektanguleert skema er der et positivt heltal i hvert felt. I
hvert treek ma man enten veelge en raekke og fordoble hvert tal i reekken, eller
man ma vealge en sojle og traekke 1 fra hvert tal i sgjlen. Er det muligt efter et
endeligt antal treek at opna at der star 0 i hvert felt?

Opgave 1.5.2. Ved hver kant i en n-kant star der et positivt reelt tal. Hvis tal-
lene a, b, ¢, d star ved fire p& hinanden folgende kanter og (a —d)(b —c¢) <0,
da ma man bytte om pa b og c. Vis at denne proces ikke kan fortseatte i det
uendelige, men ma stoppe pa et tidspunkt.

Opgave 1.5.3. 1et kortspil er der n kort nummereret 1,2,3,..., n. Georg blan-
der kortene sd de ligger i tilfeeldig reekkefolge i en bunke. Nu udferer Georg
folgende operation: Hvis det overste kort har veerdien k, sa tager han de k
overste kort og leegger dem i modsat raekkefolge i bunken, mens alle andre
kort bliver hvor de er. Hvis Georg fortseetter med at udfere denne operation,
er han sa sikker pa for eller siden at fa kortet med nummer 1 overst?

Opgave 1.5.4. 1 planen er givet n rode punkter og n bla punkter. Der findes
ikke tre punkter der ligger pa samme linje. Vis at det er muligt at tegne n rette
linjestykker der parvis forbinder de n rode punkter med de n bld punkter s
ingen af disse linjestykker skaerer hinanden. Hinz: 5

Opgave 1.5.5. Pa en raekke stér der 2013 positive heltal. I hvert traek konstru-
eres en ny raekke af positive heltal under den foregaende raekke pa folgende
made: Raekke nummer 7 + 1 konstrueres ud fra reekke nummer n ved at der
under hvert tal a i reekke n skrives det antal gange a optraeder i reekke n. Bevis
at der pa et tidspunkt kommer to identiske raekker efter hinanden. Hinz: 19

Opgave1.5.6. Verdenerne i Verdenernes Sfere er nummereret 1,2,3,..., ogde
har forbindelse sd der for ethvert positivt n gelder at troldmanden Gandalf
kan bevege sig i begge retninger mellem de tre verdener nummereret n, 2n
og 3n + 1. Er det muligt for Gandalf at komme fra en vilkarlig verden til en
vilkérlig anden verden? (Baltic Way 1997) Hint: 20

Opgave 1.5.7. Ved hjornerne i en 1001-kant sidder mindst 501 freer. Der kan
sagtens veere mere end en fro ved hvert hjorne. Hvert minut sker der folgende:
Hvis der er mindst to freer ved samme hjerne, da vil to af froerne ved dette
hjerne hoppe - en til hvert af de to nabohjerner. Vis at der efter et endeligt
antal minutter vil opsté en situation hvor der er froer ved mindst 501 af hjor-
nerne. Hint: 1

Georg Mohr-Konkurrencen



1.6 Flere udfordringer

Opgave 1.6.1. Et enmandsspil bestar af en cirkelskive med n rede knapper i
en cirkel langs kanten, n > 3. Knapperne kan lyse, og fra starten er der netop
én knap som lyser. Nar man trykker pa en knap som lyser, sa slukkes den, og
de to naboknapper skifter status, dvs. hvis de lyste, sa slukkes de, og omvendt.
Hvis man trykker p& en knap der ikke lyser, sé sker der ingenting. Spillet vindes
hvis man kan fé slukket alle knapperne. For hvilke n er det muligt at vinde?

Opgave1.6.2. Ved et rundt bord sidder 1994 personer. Til at begynde med har
en af personerne 1994 kort, mens resten ikke har nogen kort. I hver runde i
et spil giver alle personer med mindst to kort, et kort til hver af sine naboer.
Spillet stopper hvis hver person har hgjst 1 kort. Vil spillet pa et tidspunkt
stoppe?

Opgave1.6.3. Lad a,, a,, as, ..., a, veere en folge af positive heltal. I hvert treek
mé man velge to numre j og k, j < k, hvor a; ikke gér op i ai, og erstatte a;
med ged(a;, ai) og ar med lem(aj, ag). Vis at det pé et tidspunkt ikke leengere
er muligt at treekke. Hinr: 8

Opgave 1.6.4. Lad P(x)=ax®*+bx?>+cx+d, a,b,c,d €R, vere et polyno-
mium af grad hejst 3. Det er tilladt at udfere folgende to operationer pa P:
(i) Ombytte a med d og b med c.
(ii) Erstatte P(x) med P(x + t), hvor t er et reelt tal.
Er det muligt efter et endeligt antal operationer at komme fra polynomiet
Pi(x)=x3+x?—2x til P,(x)= x3—3x—2? Hinr: 22
Opgave 1.6.5. Pa en raekke ligger der 31 forskellige kort. Det er nu tilladt at
udfore folgende operationer:
(i) Flytte det forreste kort om bagerst i reekken.

(ii) Tage deforste 15kort ogplacere detfarsteidet forste af de 15 mellemrum
mellem de 16 resterende kort, det andet i det andet mellemrum, osv.

Hvor mange forskellige reekkefolger af de 31 kort kan man opnd? Hint: 15

Opgave 1.6.6. Etrektangel er inddelt i et antal mindre rektangler. I de mindre
rektangler er leengden af mindst én side heltallig. Vis at dette ogsa geelder for
det store rektangel. Hint: 11

Opgave 1.6.7. Pa et uendeligt skakbreet spilles folgende spil. Til at begynde
med er der n? brikker som star p et n x n-kvadrat séledes at der er en brik pa
hvert felt. Et traek bestar i lade en brik hoppe hen over en nabobrik lodret eller
vandret til et tomt felt lige pd den anden side, og fjerne den brik man hopper
henover. Bestem samtlige veerdier af » for hvilke det er muligt at ende med
netop én brik pa breettet. (IMO 1993) Hint: 4
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Hints

. Brug samme monovariant som i eksempel 1.5.1.

. Lad de oprindelige trekanter have vaegt 1, og lad nye trekanter have halvt sa stor

veegt som den de dannes af.

Kald felterne 1,2,...,99, og betragt pariteten af det felt hver spiller star pa. Hvor-
dan @ndrer disse tre pariteter sig undervejs i spillet?

Det er kun muligt nar n ikke er delelig med 3.

Betragt summen af lzengderne af de n linjestykker. Husk trekantsuligheden.
Skuffeprincippet.

Betragt x — y modulo 11.

Betragt produktet a,a,as - a,.

Nej. Brug samme vaegte som i a), og husk at du skal kunne n& malet efter et
endeligt antal traek.

Modulo 3.

Leeg et koordinatsystem sa rektanglets nederste ventre hjorne eri (0, 0), og sa ko-
ordinatsystemets akser er parallelle med rektanglets sider. Nummerér de min-
drerektanglernel,2,3,..., m, oglad a; veere antallet hjornerirektangel nummer
i hvor begge koordinater er hele tal.

For hver kant skal du seette en prik over kanten nar den holdes vandret sddan at
tallet i venstre ende er mindre end det i hojre ende.

Betragt summen modulo 4.

Nummerér felterne (i, j), og giv feltet (i, j) veegten 2,%]

Kald de 31 kort ky, ks, ..., k3;, og laeg kortene ved hjernerne i en reguleer 31-
polygon C; G, ... Cs; sé k; ligger ved C; osv. Afstanden fra kortet ved C; til kortet
ved C;, ; defineres til j. Alle indeks og afstande regnes modulo 31. Hvad sker der
med disse afstande for hver operation?

Inddel de 25 felter i seks forskellige slags. Stil ligninger op for de seks veegte un-
der forudseaetning af at veegten skal stige med det samme tal i hvert treek, da den
dermed bliver invariant modulo dette tal.

Farv 16 felter.
Betragt antallet af talpar hvor det mindste tal star for det storste tal.

Leeg meerke til at hvert tal er mindst lige sd stort som det tal det skrives under
fra reekke tre og frem.

. Vis at Gandalf kan komme til verden nummer 1 fra alle verdener.
. Modulo 5 eller 10.

. Betragt antallet af forskellige reelle redder hvor du legger 1 til dette tal, hvis P
ikke er af grad 3.
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3 Lesninger

Opgave 1.1.1. Til at starte med er der 152 = 996 sedler med et ulige tali hatten.

Vi viser at pariteten af antallet af sedler med et ulige tal er invariant. Hvis vi
treekker to ulige tal, leegger vi et lige tal retur, dvs. antallet af sedler med et
ulige tal reduceres med 2. Hvis vi trakker to lige tal, laegger vi et lige tal retur,
og antallet af sedler med et ulige tal er ueendret. Det er ogsa tilfeeldet hvis vi
treekker et lige og et ulige tal, for si leegger vi et ulige tal retur. Da der er et lige
antal sedler med ulige tal til at starte med, bliver der ved med at veere et lige
antal, og nér der kun er én seddel tilbage, ma den derfor indeholde et lige tal.

Opgave 1.1.2. Antag at det er muligt. Da linjen gar gennem linjestykket P; P;
ligger P; og P;,; pa hver sin side af linjen. Dermed ligger alle punkter med
ulige nummer pd samme side af linjen, dvs. dette er en invariant. Men dette
er i modstrid med at linjen skeerer linjestykket P, Pyg;5. Altsa er det ikke muligt.

Opgave 1.1.3. I hvert treek seendres pariteten af antallet af bolde af hver farve.
Derfor er pariteten af antallet af rede bolde hele tiden modsat pariteten af
antallet af gule bolde og pariteten af antallet af bla bolde. Nar der kun er én
farve tilbage, er der nul bolde af to af farverne, og det mé derfor veere de gule
og bld bolde da deres antal har samme paritet. Det er derfor altid rode bolde
der er tilbage, nar der kun er bolde af én farve.

Opgave 1.1.4. Da 7 er ulige, kan der ikke veere lige mange ulige og lige tal
blandt a,, a,, as, as, as, ag 0g a;. Alle tallene kan derfor ikke have en partner
af modsat paritet. Derfor er mindst en af faktorerne i produktet lige, hvlket
betyder at produktet (a; — by )(a, — b,) - - - (a; — b;) ogséd ma veere lige.

Opgave 1.1.5. Felterne nummereres fortlobende 1,2,3,...,99, sa spiller num-
mer 1 starter pa felt nummer 50, spiller nummer 2 pa felt nummer 1 og spiller
nummer 3 pa felt nummer 99. Lad a veere pariteten af forskellen mellem det
felt spiller nummer 1 star pa, og det felt spiller nummer 2 star p4, lad b veere
pariteten af forskellen mellem det felt spiller nummer 1 og spiller nummer 3
star pd, og lad ¢ veere pariteten af forskellen mellem det felt spiller nummer
2 og spiller nummer 3 star pa. Til at starte med er (a, b, ¢) = (u, u, 1), hvor u
star for ulige og [ for lige. Nar spiller 1 har trukket, er (a, b, c) =(l, [, 1). Situ-
ationen nar det er spiller nummer 2 der skal treekke, er invariant, da a, b og
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c skifter paritet to gange hver i lobet af en hel runde. Dermed er situationen
altid ([, [, 1) nar spiller nummer to traekker, og det er derfor umuligt for spiller
2 atlande pa samme felt som spiller nummer 1 eller 3.

Opgave 1.1.6. Lad S,, veere antallet af talpar hvor det mindste star for det stor-
ste i reekken efter det n’te treek. Der eri alt (120) = % =45 talpar, og til at starte
med star det mindste for det storste i alle par. Derfor er Sy = 45. Efter m traek
star det mindste tal i hvert par efter det storste i parret, dvs. S, = 0. I hvert
treek laves der kun om pé reekkefolgen af netop ét par, dvs. S @ndres med *1

i hvert treek. Derfor har S,, og n modsat paritet, dvs. at m ulige.

Opgave 1.2.1. Nej. Bemerk forst at hver gang to kamealeoner medes, bliver
der en feerre af to af farverne og to mere af den tredje, dvs. forskellen i antal-
let af fx gronne og rede kamaeleoner vil @endre sig med 0 eller 3 og altsd veere
konstant modulo 3. Hvis alle kameleoner pa gen skal have samme farve, vil
der ikke veere nogen kameeleoner af to af farverne, dvs. forskellen mellem an-
tallet af kameleoner af disse to farver er 0. Forskellen mellem antallet af en
farve kamaeleoner og en anden kan aldrig blive 0 da den fra starten ikke er 0
modulo 3, og den ikke @ndres modulo 3. Dermed kan det ikke ende med at
der kun er én farve kameeleoner tilbage.

Opgave 1.2.2. Tallet 666 er deleligt med 9, og dermed er summen af dets cifre
det ogsa. Resten modulo 9 af de arstal hvor dyret vagner, er derfor invariant
da alle disse arstal er kongruente med 0 modulo 9. Derfor vagner dyret ikke i
2000013.

Opgave 1.2.3. Svaret er nej. For at vise dette vil vi gerne konstruere en inva-
riant, og derfor er det vigtigt at overveje hvad der sker. Hvert minut er der to
muligheder. Enten kommer der en person ind, eller ogsa kommer der to ud.
Forskellen mellem antal personer i rummet i de to muligheder er 3, dvs. det
ser ud til at vi kan konstruere en invariant modulo 3. Lad os kalde antal perso-
ner i rummet efter n minutter for A,,. Hvis der hele tiden kommer en person
ind i rummet, er der hele tiden lige s mange personer til stede i rummet som
antal minutter der er gaet, dvs. A,, = n. Hvis der i m af de n tilfeelde i stedet er
forsvundet to personer fra rummet, sa er der for hver gang blevet 3 feerre end
i det tilfeelde hvor A,, = n, dvs. i dette tilfeelde er A,, = n —3m. Dette viser at
A,, —n =0 modulo 3.



Hvis vi ser pd om det er muligt at der efter 2025 minutter kan veere 1000
personer i rummet, s er svaret nej da 2025 — 1000 = 1025 ikke er kongruent
med 0 modulo 3.

Opgave 1.2.4. Nummerér sojler og reekker sdledes at malet er at na fra (0, 0) til
(19,0).

Hvis r = 25, kan man rykke a felter lodret og b felter vandret hvis a? + b? =
2s. Dette betyder at a og b altid har samme paritet, hvilket viser at mélet ikke
kan nas.

Hvis r = 3s, skal a? + b? = 3s. Hvis man regner modulo 3, ses at da mé a
og b begge veere delelige med 3 da de kvadratiske rester modulo 3 er 0 og 1.
Dermed kan malet ikke nés.

Opgave 1.2.5. Tallet Z;ggll(R,- + §;) er invariant modulo 4: Hvis vi i celle (k, j)

endrer et 1 til et —1 eller omvendt, vil Ry og S; begge @ndre sig med +2, dvs.

Z;g?l(R,- +S;) @ndres med —4, 0 eller 4.

Hvis der star 1 i hver celle, er Z%Q?I(Ri +S;) = 2002 = 2 (mod 4), dvs. der

geelder altid at Zg(il(Ri +S;) =2 (mod 4). Dermed er Zli(il(R,- +S;) forskellig
fra 0.

i

Opgave 1.2.6. Forskellen pa de to koordinater i punktet (7, 29) er delelig med
11. Vi pastar at det er en invariant der gelder alle de punkter som kan tilfojes
til S. Hvis vi tilfgjer et punkt efter regel i) ud fra et punkt hvor forskellen pa de
to koordinater er delelig med 11, da vil det nye punkt oplagt ogsé opfylde det-
te. Hvis vi tilfojer et punkt efter regel ii) ud fra et punkt hvor koordinatforskel-
len er delelig med 11, da vil forskellen mellem koordinaterne i det nye punkt
veere halvt sa stor, og dermed stadig delelig med 11. Hvis vi benytter regel iii)
og tilfgjer (x, z) ud fra (x, y) og (y, z) hvis koordinatforskel er delelig med 11,
da vil det nye punkt ogsa have denne egenskabda x —z = (x —y)+(y — 2).
Punktet (3,2013) kan derfor aldrig komme til at ligge i S da 2013 —3 = 2010
ikke er delelig med 11.

Opgave 1.3.1. Farv braettet som vist pd figuren. Da der er 25 gra felter og 24
hvide, og en brik flytter til et felt af modsat farve, kan det ikke lade sig gore at
der pd hvert felt star netop én brik efter at alle brikker er flyttet.
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Opgave 1.3.2 Nej. Ved den almindelige skakbretsfarvning ser vi at der er 30
hvide felter og 30 sorte felter. De skal deekkes af 15 brikker som hver dekker tre
sorte og en hvid eller en sort og tre hvide. De 15 brikker deekker derfor altid et
ulige antal sorte felter og et ulige antal hvide felter, og de kan altsa ikke deekke
breettet med 30 hvide felter og 30 sorte felter.

Opgave 1.3.3. Farv breettet som vist pa figuren.

Da der er 28 gré felter og 21 hvide, og hver brik flytter til et felt af modsat farve,
kan det ikke lade sig gore at der pa hvert felt star netop én brik efter at alle
brikker er flyttet.

Opgave 1.3.4. Nej. Farv diagonalerne pé skift i tre farver s& det felt der er fjer-
netligger i en diagonal afleengde 1. Nu er der henholdsvis 1+4+7+6+3 =21,
2+5+8+5+2=220g3+6+7+4 =20 felter af hver af de tre farver. Da en
1 x 3-brik deekker et felt af hver farve, er det ikke muligt at deekke breettet af
denne type brikker.

Opgave 1.3.5 Nej. Farv felterne i raekke 1, 5, 9 og 13 rode, felterne i reekke 2, 6
og 10 gule, felterne i reekke 3, 7 og 11 blé og felterne i reekke 4, 8 og 12 gron-
ne. En brik deekker enten fire felter med forskellige farver eller fire felter med
samme farve, dvs. differensen mellem antallet af felter der er malet rade, og
antal felter der er malet gule, skal veere delelig med 4 hvis braettes skal kunne
deekkes. Men der er 52 rade felter og 39 gule.
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Alternativt kan man bruge folgende farvelaegning: I reekker med lige numre
farves de to forste felter hvide, de to nzeste sorte osv. I reekker med ulige numre
modsat farvelaegning.

Opgave 1.3.6. Farv felterne som vist pa figuren. Da der er 15 gra felter og 10
hvide felter, og lopperne efter et ulige antal flojt er pa et felt af modsat far-
ve, kan der hojst veere 10 lopper pa de gra felter efter fem flojt. Der er derfor

mindst fem tomme felter.

Det er muligt at opna netop fem tomme felter: Lad hvert hvide felt danne
par med det gra felt umiddelbart til venstre for feltet. Da har alle pa nzer de
fem grd felter langs den hojre kant af breettet en makker. Hvis lopperne der er
pa et felt som har en makker, hele tiden hopper frem og tilbage mellem disse
to felter, da er der altid en loppe pa disse felter. Efter fem flpjt er det derfor kun
de fem felter langs breettets hojre kant som er tomme.

Opgave 1.3.7. Farv breettet i fire farver som vist pa figuren.

1/3|1]3|1]3
214|12|4|2|4
1/3|1|3|1]|3
2(4|12(4|2|4
1{3|/1[3|1]|3
21412141214

Daderer 117 > 29-4 markerede felter, ma der veere mindst 30 markerede felter
af samme farve. Disse felter opfylder det onskede.

Opgave 1.3.8. Farv breettet som vist pa figuren. Da hver brik hejst daekker ét
grat felt, skal der bruges mindst 16 brikker til at deekke breettet. Da der er 49
felter, ses let at eneste mulighed er at bruge 15 brikker af type a og kun en af
type b.
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Opgave 1.3.9. For hver kant med tallet a i den ene ende og b i den anden
ende, a < b, betragtes kanten sa den er vandret med a til venstre og b til hojre,
og der sattes en prik lige over kanten. Hver trekant indeholder nu en eller to
prikker, og hvis den indeholder to prikker, er den rod, og hvis den indeholder
en prik, er den bla.

Hvis vi betragter de 12 ydre kanter, kan de 12 tilhgrende prikker ikke alle ligge
uden for sekskanten eller alle ligge inden i sekskanten, da der nodvendigvis
er et mindste tal tilknyttet de 12 hjorner, og de to tilhererende kanter derfor
har én prik inde i sekskanten og én prik uden for sekskanten. Da der er 30
indre kanter, indeholder sekskanten derfor mindst 31 prikker og maksimalt
41 prikker. Da der er 24 trekanter i alt, ma der derfor veere mindst syv trekanter
med to prikker, dvs. mindst syv rede trekanter, og mindst syv trekanter med
én prik, dvs. mindst syv bla trekanter.

Opgave 1.4.1. Nummerér de vandrette lagikuben 1,2,3,...,2n. Alle sorte en-
hedskuber far nu tildelt det nummer lag de tilhgrer, som vaegt, mens de hvide
fér tildelt dette nummer med modsat fortegn. Alle klodser der ligger vandret,
bestar af to enhedskuber med sum nul, mens de lodrette klodser der ligger
med den sorte del opad, bestar af to enhedskuber med sum -1, og dem der
ligger med den hvide ende opad, bestar af to med sum 1. Da summen af vaeg-
tene af samtlige enhedskuber er nul, ligger halvdelen af de lodrette klodser
med den sorte ende opad og halvdelen med den hvide ende opad.

Opgave 1.4.2. Nej. Lad a, b, c og d betegne antal sten ved henholdsvis A, B,
C og D. Vi gnsker at tildele stenene ved hvert hjgrne en vaegt s summen af



veegtene er invariant modulo et eller andet helt tal. Hvis man fjerner » sten fra
et hjorne, leegger man 27 sten ved et nabohjorne. Dermed endres forskellen
af sten ved de to hjerner med 3n, dvs. I = a—b +c—d @&ndres med +3n. Altsd
er [ =a—b+c—d invariant modulo 3. Til at startemeder [ =a—b+c—d =
0 =0 (mod 3). Det er derfor umuligt at opna a = 2012, b = 2011, ¢ = 2011 og
d =2010dadettegiver | =a—b +c—d =2#0 (mod 3).

Opgave 1.4.3. Vi onsker at finde veegte vy, 1,, U3, Uy, Us, Us s@dan at hvis
X1, X, X3, X4, X5, Xg €r seks pd hinanden folgende led i folgen, da er I =
Z?zl v; x; konstant modulo et helt tal n2. Det er oplagt at vaelge n = 10. Betragt
I=2x+4x,+6x3+8x,+10x5+2xs (mod 10). Tallet I er invariant modulo 10
da

2Xy +4x3+6x4 +8x5+ 10x5 + 2(x7 + X + X3 + X4 + X5+ Xg)

—(2x;+4x,+6x3+8x,+10x5+2x5)=10x5=0 (mod 10).

Da2-0+4-1+6-0+8-1+10-0+2-1#2-1+4-0+6-1+8-0+10-1+2-0 modulo
10,vil 0,1,0, 1,0, 1 aldrig optraede i folgen.

Opgave 1.4.4. Vi gnsker at give hvert felt en veegt sddan at den vaegtede sum af
felterne oges med samme tal uanset hvilket felt Georg veelger. For at bestem-
me vaegtene opstiller vi nogle ligninger, og for ikke at fa alt for mange ligninger
giver vi felter der ligger symmetrisk samme veegt. Vaegtene kaldes henholdsvis
a,b,c,d,e, f (se figur).

alb|c|bla
bld|e|d|b
cle|fle]|c
bld|e|d|b
alb|c|bla

Vi onsker altsa at veelge veegtene sa

a+2b=a+b+c+d=2b+c+e=
2b+d+2e=c+2d+e+f=4e+f.

Ved at lose ligningssystemet er det ikke sveert at nd frem tilata = 8, b =7,
¢ =5,d=2,e=3o0g f =10 er en mulig lesning, og her pges den veegtede

sum med 22 hver gang Georg velger et felt. Til at starte med er den vaegtede
sum 0, og da summen er invariant modulo 22, vil den veegtede sum veere et
multiplum af 22 uanset hvilke felter Georg veelger og hvor mange gange. I den
situation hvor der star 2012 i alle felter, er den vaegtede sum

2012(4a+8b+4c+4d+4e+f)=2012-138223-3-23-503.

Da denne sum ikke er delelig med 22, kan Georg aldrig opna denne situation.

Opgave 1.4.5. Nummerér sgjler og reekker som vist pd figuren, og kald feltet i
sojle i og reekke j for (i, j).

S = N W ks O

© 00

o
o
1 2 3 45

En brik pa feltet (i, j) tilleegges nu veerdien ﬁ, for pa denne made forbliver

den samlede vaerdi af brikkerne pd breaettet konstant da 2,%] = 2(1++>+] + m

a) Til at starte med er vaerdien af de fire brikker 1 +2- 1 + = 9. Hvis der stod
en brik pa hvert felt pa hele breettet, ville den samlede veerdi af de uendeligt
mange brikker veere

1 1 1

2414+ -4 —F—+-=4,

2 4 8
da veerdien af alle brikker i forste sojle er 2, veerdien af brikkerne i nzeste sgjle
halvt sa stor osv. Hvis der ikke er nogen brikker pa det gra omréde, kan brikker-
nes samlede veerdi derfor hojst vaere 4— 3 = £, dvs. det er ikke muligt at opna
at der ikke er brikker pa det gra omrade nar man starter med de fire brikker
pa figuren.

b) Hvis man starter med kun en enkelt brik i nederste venstre hjorne, sa har
brikkerne pa breettet hele tiden en samlet veerdi pa 1. Antag at det er muligt
at tomme det grd omrade for brikker. Efter hvert traek vil der hele tiden veere
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netop én brik i den yderste venstre sojle og én brik i den nederste raekke. Hvis
disse to brikker ikke skal veere pa det gra omrade, er deres vaerdi hojst 3 +3 = 7.
Det betyder at brikkerne der stér pa resten af braettet, har en samlet veerdi pa
mindst 1— = 3. Hvis der stod en brik pa hvert eneste felt pa resten af breettet

fraregnet det grd omréde, vill de have en samlet vaerdi pa

1 3
4-2-1--=1,
4 4
men dette er umuligt da der efter et endeligt antal traek ikke kan veere uende-
ligt mange brikker. Hvis der kun star en enkelt brik i nederste venstre hjorne,
er det derfor heller ikke muligt at temme det grad omréde for brikker.

Opgave 1.4.6. Nej. Kald lzengden af de to kateter for p og g. Hver gang man er-
statter en trekant med to nye, bliver de to nye ensvinklede med den oprindeli-
ge, og hypotenusen bliver henholdsvis p og g af den oprindelige hypotenuse.
Alle de trekanter man kan opn4, er derfor ensvinklede, og deres hypotenuse
er p"*q™ for to ikke negative heltal n og m. Vi tilleegger nu en trekant med
hypotenuse p" g™ vaegten 2,1% P& den méde er den samlede veegt af trekan-
terne konstant da en trekant vil erstattes af to trekanter med halvt sa stor veegt
som den selv har. Til at starte med er den samlede veegt af trekanterne 4, og
det vil den altsa fortseette med at veere uanset hvordan man treekker. Hvis vi
ser pa veegten af alle de uendeligt mange mulige trekanter man kan opn4, talt
netop én gang hver, er den ogsé 4: Veegten af dem med hypotenuse p" g™ for
et fast n er nemlig Zin + 2,% + 2,% + .- = 2,1%1, og altsa er den samlede veegt
2+1+34+1+g+--=4. Davi efter et endeligt antal traek kun har endeligt
mange trekanter med samlet veegt 4, ma der derfor altid veere mindst to kon-
gruente iblandt dem.

Opgave 1.5.1. Ja. Betragt forst summen S af tallene i den forste sojle. Hvis der
er 1-taller i samtlige felter i forste sojle, veelger vi forste sojle og treekker 1 fra
samtlige tal i sgjlen. P4 denne mé&de opndr vi at der stér 0 i hvert felt i forste
sojle. Hvis der er et eller flere 1-taller i forste sojle (men ikke 1-taller i alle fel-
ter i sojlen), veelges de raekker der har et 1-tal i forste sgjle én efter én sdledes
at alle tallene i disse reekker fordobles. Derefter veelges den forste sojle sé der
traekkes 1 fra hvert tal i spjlen. P4 denne méde reduceres S, og alle tal i soj-
len forbliver positive. Hvis der ikke er nogen 1-taller i forste sojle, sa valges
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sojlen sd der traekkes 1 fra hvert tal i sojlen. P4 denne mdde reduceres S ogsa
samtidig med at alle tal i sejlen forbliver positive. Ved at fortseette p&4 denne
made reduceres S hele tiden, og da S er et helt ikke-negativt heltal, ma vi til
slut ende med at der er nuller i hvert felt i sgjlen. Leeg meerke til at der stadig
star positive tal i alle andre sojler.

Nu fortseetter vi p4 denne made med naeste sojle. Dette pavirker ikke den
forste sgjle da den kun indeholder nuller. Ved at fortsaette pa denne méde kan
vi opna at der til slut stér 0 i alle felter.

Opgave 1.5.2. For at finde en monovariant underseger vi forst hvad der sker
ndr vi bytter om pa to tal. Hvis tallene a, b, ¢, d stér ved fire pa hinanden fol-
gende kanter og(a—d)(b—c)<0,erab+cd < ac+ bd. Nar vi har byttet om
pa b og c, er summen af produkterne af alle par af tal der star ved to nabokan-
ter, dermed vokset. Lad derfor S veere summen af alle produkter af to tal der
star ved to nabokanter pa et bestemt tidspunkt. Som vi lige har set, vokser S
hver gang vi bytter om pa to tal, og S er derfor en monovariant. Da det altid er
de samme n tal der star langs de n kanter, er der kun et endeligt antal mulig-
heder for S, og nar S vokser hver gang vi bytter om pa to tal pa to nabokanter,
kan vi ikke fortseette med dette i det uendelige.

Opgave 1.5.3. Ja. Da der kun er endeligt mange raekkefalger for de n kort, vil
kortene pad et tidspunkt ligge i en reekkefolge som de ogsa tidligere har ligget i.
Reekkefolgen af kortene er altsd periodisk fra et vist trin. Betragt alle de tal der
har veeret pa det gverste kort i denne periode, og lad m veere det storste. Efter
at kortet m har ligget overst, vil det ligge pd plads nummer m. Da m er den
storste veerdi pa det gverste kort i perioden, kan m ikke sendre plads mere.
Altsd ma m =1 da vi ved at perioden gentager sig, og altsa at m igen vil veere
overste kort.

Opgave 1.5.4. Tegn n rette linjestykker der parvis forbinder de n rede punkter
med de n bla punkter pa en vilkarlig made. Hvis der findes to linjestykker der
skeerer hinanden, da danner de fire involverede punkter en konveks firkant
RRBB s linjestykkerne er diagonalerne i denne firkant, og R og B betegner
henholdsvis rede og bla punkter. Nu erstatter vi de to diagonaler med de to
sider RB og R B. Ifplge trekantsuligheden bliver den samlede leengde af de n
linjestykker mindre ved denne operation, dvs. summen af leengderne af de n
linjestykker er vores monovariant S. Da der kun er endeligt mange mulighe-



der for at tegne de 7 linjestykker, kan S kun antage et endeligt antal forskellige
veerdier. Dermed kan vi ikke blive ved med at udfere operationen, hvilket be-
tyder at vi pa et tidspunkt vil opna at de n linjestykker ikke skeerer hinanden.

Opgave 1.5.5. Hvis der i reekke n, n > 1, star et m, ma der veere mindst m
steder i reekken hvor der star m, da der i den foregdende raekke var netop m
forekomster af et bestemt tal. Hvis vi ser pd tallene i hver af de 2013 sgjler, s&
ma tallene i hver sojle, hvis vi ser bort fra tallet i den forste raekke, veere en ikke
aftagende folge af positive heltal. Desuden er denne folge begraenset opadtil
da hvert tal hojst er 2013. Derfor ma folgen vaere konstant fra et vist trin, og
pa et tidspunkt vil der altsa komme to identiske reekker efter hinanden.

Opgave 1.5.6 Vi viser at det altid er muligt for Gandalf at komme fra verden
nummer 7, n > 1, til en verden med et mindre nummer. Dette viser nemlig at
Gandalf fra en vilkarlig verden n, n > 1, kan komme til verden nummer 1, og
da man derfor ogsa kan komme fra verden nummer 1 til en vilkarlig verden n,
kan han beveege sig fra en vilkarlig verden til en vilkérlig anden verden.

Hvis n =3k+1, kan Gandalf komme til verden nummer k, hvor k <3k+1 =
n.
Hvis n = 3k + 2, kan Gandalf beveege sig sdledes 3k +2 — 6k +4 — 2k + 1,
hvor2k+1<3k+2=n.

Hvis n = 3k, kan Gandalf beveage sig sdledes 3k — 9k +1 — 18k +2 —
36k+4—12k+1— 4k — 2k, hvor 2k <3k =n.

Opgave 1.5.7. Bemerk forst at hvis to nabohjerner pé et tidspunkt ikke begge
er tomme, da vil det fortseette pa den made: Nér et hjorne bliver tomt, sker
det ved at det afgiver en fro til hvert af de to nabohjerner. To nabohjerner kan
derfor ikke blive tomme samtidigt.

Hvis der pé et tidspunkt opstér en situation hvor der ikke findes to nabo-
hjerner uden freer, da er der froer ved mindst 501 af hjornerne, og vi er feer-
dige.

Antag derfor at der findes to nabohjerner der bliver ved med at veere tom-
me uanset hvor lang tid der gar. Nu nummererer vi hjornerne 1,2,3,...,1001 i
rekkefolge sdledes at de to tomme hjorner er henholdsvis nummer 1 og num-
mer 1001. Til et givent tidspunkt har en fro samme nummer som det hjorne
den er ved. Lad S veere summen af kvadraterne pa frenummeret for hver fro.
Da(n—1Y+(n+1)*>=2n?+2> n? vokser S med 2 hvert minut sa laenge der
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stadig findes et hjorne med mindst to frger. Bemeerk at dette kun holder fordi
vi ved at der aldrig hopper froer mellem hjorne 1 og hjerne 1001. Da S er be-
greenset opadtil, mé der derfor til sidst opsta en situation hvor der hojst er en
fre ved hvert hjorne og dermed froer ved mindst 501 hjorner.

Opgave 1.6.1. Vi ser forst pa tilfeeldet hvor n er delelig med tre. Knapperne
inddeles i tre grupper sdledes at hver gruppe indeholder hver tredje knap hele
vejen rundt. Antal knapper der lyser i de tre grupper, kaldes henholdsvis a, b
og c, og vi antager at a = 1 og b = ¢ = 0 i startsituationen. Vi bemeerker at
hvis vi trykker pé en knap fra en gruppe, sa @ndres a, b og ¢ med %1, dvs. at
a — b ikke @&ndrer paritet. Pariteten af a — b er altsa en invariant. Fra starten
era—b =1, dvs. at vi aldrig kan opné a = b = 0 som gnsket.

Nu servi pa tilfeeldet hvor 7 ikke er delelig med tre. Knapperne nummereres
fortlpbende 1,2,...,n, sa det er knap nummer 1 der lyser fra starten. Ved at
trykke pd knap 1,2,...,n —2 i navnte rekkefolge opnar vi en situation hvor
alle knapper pa neer nummer n —2 lyser. Hvis n har rest 1 ved division med 3,
dakan vi slukke dem alle i grupper af tre, for hvis man trykker pd den midterste
af tre lysende lamper, sa slukkes de alle. Hvis n har rest 2 ved division med 3,
da trykker vi forst pa knap n — 1 og opnar en situation hver alle knapper pa
neer nummer n—1 og n lyser. Disse kan vi slukke pa samme made som for, da
antallet er deleligt med tre, og de sidder pa raekke.

Opgave 1.6.2. Nummerér personerne ved bordet 1,2,3,...,1994 i denne raek-
kefolge, sa det er person nummer 1 der til at starte med har 1994 kort. Et korts
veerdi er pa et givent tidspunkt nummeret pa den person der holder det. Den
samlede veerdi af kortene kaldes S, og S er invariant modulo 1994 (overvej).

Til at starte med er S = 1994 = 0 (mod 1994). Spillet kan kun slutte hvis hver
person har netop ét kort. Hvis alle personer har netop ét kort, er verdien af
kortene 1224199 =997 = 0 (mod 1994), dvs. spillet slutter aldrig.
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Opgave 1.6.3. Bemerk forst at produktet a;a,as - a, er invariant da a;a; =
ged(aj, ag)lem(aj, ai). Antag at processen kan fortsatte i det uendelige, oglad
a,, vere det tal med det storste nummer som bliver ved med at eendre sig. Fra
et vist trin vil ay, k > m, dermed ikke s&endre sig mere. Fra et vist trin geelder
derfor at hver gang m indgér i det par af numre (j, m) der bliver valgt, er m
den storste, og det betyder at a,, erstattes med lcm(a,,,a;). Da a; ikke géar
op i ay, vil lem(a,,,a;) > a,,. Dermed vil a,, fra et vist trin vokse hver gang
m er blandt de to numre der veelges, hvilket er i modstrid med at produktet
a,axas -+ a, er invariant.

Opgave 1.6.4. Lad R(P) veere antallet af forskellige reelle radder i P hvis P har
grad 3, og antallet af forskellige redder plus 1 hvis P har grad mindre end 3.
Da &ndres R ikke ved operationerne (i) og (ii):

Hvis xy # 0 er rod i polynomiet

Q(x)=dx3+cx2+bx+a=x3( (l)3+b(l)2+c(l)+d),

X X X

daer xio rod i polynomiet P(x)=ax3+bx*+cx+d.

Hvis x =0 errod i Q eller P, og dette polynomium har grad 3, da har det
andet polynomium ikke grad 3 og en rod mindre. Hvis x =0 errodiQ eller P,
og dette polynomium ikke har grad 3, da er x =0 ogsé rod i det andet polyno-
mium, dvs. de har samme antal forskellige redder. Dermed er R invariant ved
operation (i).

Tallet R er oplagt invariant under operation (ii) da redderne her blot trans-
lateres, og graden ikke andres.

Invarianten R for de to polynomier er R(P;)=3 og R(P)=2da

P(x)=x3+x*>—2x = x(x+2)(x—1) og B(x)= x3—-3x—2=(x+12(x—2),

dvs. det er umuligt at komme fra P, til P.

Opgave 1.6.5. Kald de 31 kort ky, ky, . . ., k31, og laeg kortene ved hjornerne i en
reguleer 31-polygon C;C,...C3; sa k; ligger ved C; osv. Afstanden fra kortet
ved C; til kortet ved C;, ; defineres til j. Alle indeks og afstande regnes modulo
31. Ved operation (i) flyttes alle kort netop én plads mod venstre. Ved opera-
tion (ii) flyttes kortene ved C;, G, ..., C3; henholdsvis 1,2,...,15,16,...,30,0
pladser mod hojre.
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Ved operation (i) eendres afstanden fra k; til k;; ikke, og ved operation (ii)
@ndres den til det dobbelte. Efter et antal operationer er afstanden fra k; til
ki, altsd den samme for alle i, dvs. kender vi placeringen af k; og k,, da ken-
der vi placeringen af resten af kortene. Fra starten er afstanden fra k; til k&,
ligmed 1. Efter 0,1,2,3,4,5,6,... gange operation (ii) er afstanden fra k; til k&,
henholdsvis 1,2,4,8,16,1,2,4,8,16,1, 2, ..., dvs. vikan opnd netop fem forskel-
lige afstande fra k; til k,. Desuden kan vi vha. et passende antal af operation
(i) opna at k; ligger pa en vilkarlig af de 31 pladser. Dermed kan man opnéa
31-5 =155 forskellige reekkefolger af de 31 kort.

Opgave 1.6.6. Lag et koordinatsystem sa rektanglets nederste ventre hjorne
eri(0,0), og sa koordinatsystemets akser er parallelle med rektanglets sider.
Nummerér de mindre rektanglerne 1,2,3,...,m, oglad a; veere antallet hjor-
ner i rektangel nummer i hvor begge koordinater er hele tal. Lad tilsvarende
a veere antallet af hjorner i det store rektangel hvor begge koordinater er he-
le tal. Da alle de mindre rektangler har mindst én side af heltallig leengde, vil
a; vere0, 2 eller 4 for alle i = 1,2,3,..., m. Et hjorne i et rektangel er hjorne i
enten to eller fire rektangler (her teelles det store rektangel ogsa med). Derfor
era+a,+a,+as+---+a, lige, og dermed ma a ogsa vere lige. Da a er li-
ge, og rektanglets ene hjorne er (0,0), ma mindst én af rektanglets sider have
heltallig lzengde.

Opgave 1.6.7. Det er muligt at ende med netop én brik netop nér n ikke er et
multiplum af 3. Forst viser vi at det ikke er muligt for # = 3m. Farv diagona-
lerne pé braettet pé skift i tre forskellige farver. Til at starte med star de 9m?
brikker pa 3m? felter af hver farve. I hvert traek vil der komme en brik mere
pa en af farverne, og en brik mindre pa felter af hver af de to andre farver. Dif-
ferensen mellem antal brikker pa felter af to forskellige farver er derfor altid
lige. Dermed kan man ikke ende med én brik pa breettet.

Nu viser vi at det kan lade sig gore nar n ikke er et multiplum af 3. Her skal
vi ikke udnytte nogen farvning, men blot finde en procedure der virker. Det
ses nemt at det kan lade sig gore for n = 2. Bemeerk nu at hvis man har fire
brikker placeret som pa figuren, kan man fjerne de tre pa raekke. Dette trick
kan bruges til at reducere n =4 til tilfeeldet n = 2.



Hvis n =2 (mod 3), kan man fjerne baner pa tre reekker brikker langs kan-
terne ved hjeelp af tricket pé figuren og dermed reducere til tilfeeldet n = 2.
Hvis n =1 (mod 3), n > 1, kan man pa tilsvarende made reducere til tilfeeldet

n=4.
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