1 Induktionsbeviser

Seetninger der udtaler sig om hvad der galder for alle positive heltal n € N,
kan undertiden bevises ved induktion.

Idéen bag induktionsbeviser er enkel: i stedet for at bevise seetningen for
hvert enkelt n for sig fra en ende af (hvorved man jo skulle igennem uendelig
mange beviser for man havde klaret alle de positive hele tal), beviser man bare
to ting: i) at pastanden geelder for n = 1, og i) at man altid kan komme videre,
dvs. at det for alle n € N geelder at hvis pastanden er sand for 7, sa er den ogsa
sand for n+1. Vi kalder ofte den pastand vi gerne vil bevise, for g(n), hvor g(1)
er pastanden for n =1, q(2) er pastanden for n =2, osv.

At dette faktisk er en gyldig bevistype, er egentlig et aksiom, induktionsak-
siomet, som er en del af fundamentet for den matematik vi beskeeftiger os med
til daglig.

Induktionsaksiomet 1.1. Pastanden ¢g(n) er sand for alle positive hele
tal n, hvis

i) Pastanden ¢(1) er sand. Dette kaldes induktionens start.

ii) For alle n € N geelder at hvis pastanden ¢g(n) er sand, da er pastanden
q(n+1)ogsa sand, dvs. g(n) = g(n+1). Dette kaldes induktionsskridtet.

. J

Induktionsskridtet "g(n)= q(n +1)” forteeller at
q1)=q(2)=q3)= q(4)=q(5)=q(6)=q(7)= q(8)=---

Hvis man yderligere har vist at g(1) er sand, sa folger det at g(2) er sand, og
dermed et g(3) er sand, osv., sa g(n) er sand for alle positive heltal 7.

Man kan forestille sig pastandene (1), q(2), q(3) osv. stillet op pa en uendelig
reekke som dominobrikker:

PEREEEERREREEN

Nar man viser at induktionens start, altsa at (1) er sand, sa velter den forste
dominobrik da det symboliserer at g(1) er sand. Nar man viser induktions-
skridtet, dvs. at g(n) = q(n+1), sa svarer det til at vise at hvis en dominobrik
i reekken veelter, s& veelter den naeste ogsa. Samlet betyder det jo at alle domi-
nobrikkerne velter, og padstandene derfor alle er sande.

For at vise hvordan et induktionsbevis typisk forleber, ser vi pd vi folgende
seetning.

Sztning 1.2. For alle positive hele tal n € N gaelder pdstanden

n(n+1)2n+1
q(n): 12+22+---+n2=—( 25( ).

Bevis. Vi beviser stningen ved induktion. Pastanden ¢(1) lyder 12 = 1'—%‘3, og
den er sandt. Hermed har vi induktionens start pa plads.
Vi skal nu vise induktionsskridtet, dvs. at hvis

nn+1)2n+1
er sand, da er

_(n+1)(n+2)2n+3))

gn+1): 1242%+-+n’+(n+1y7= =

ogsa sand. Vi antager derfor at g(n) er sand, og udnytter det til at vise g(n+1) :

n(n+1)2n+1)
_ n(n+ 1?(271 +1)+6(n+1)?
_(n+1)(n(2n i 1)+6(n+1))
(n+1)2n? +(;n +6)

6
(n+1)(n+2)(2n+3)

6

1242+t n?+(n+17= +(n+1)>?
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Hermed har vi bevist at g(n + 1) er sand hvis g(n) er sand, dvs. at induktions-
skridtet er fuldfert. Altsa er seetningen bevist. O

Los folgende opgaver ved induktion. Mange af dem kan loses pé flere andre
mader end ved induktion, men her skal du benytte induktion.

Opgave 1.1. Bevis at

n(n+1)
1+2+3+---+n=T, neN.

Opgave 1.2. Bevis at
1+34+5+--+(2n—1)=n? neN.

Opgave 1.3. Lad a # 1 veere et reelt tal. Bevis at

l_an+1
l+a+a*+---+a"=———, neN.
l—a
Opgave 1.4. Bevis at

1 1 1 1 n
—t——t— -t = ,
1-2 23 34 nn+l) n+l1l

neN.

Opgave 1.5. Geet en formel for summen af de forste n kubiktal
P+23 43+ + 0

Prov dig frem med sma verdier, og se om du kan se et system. Bevis derefter
formlen. Hint: 3

Opgave 1.6. Dag 1 om morgenen anbringes en abe pa det nederste trin af en
uendelig hoj stige. Hver dag klatrer aben forst op til trinnet dobbelt sa hojt
oppe som det trin den startede pa om morgenen, og derpa yderligere et trin
op. P& hvilket trin befinder aben sig om morgenen den rn’te dag?

Opgave 1.7. Lad n vere et positivt heltal. Georg har 3" menter der alle vejer
det samme, padnar en enkelt falsk ment der vejer mindre end de andre. Georg
har desuden en gammeldags veegt med to vaegtskale der i én vejning kan vise
om indholdet af den ene vaegtskal vejer mere, mindre eller det samme som
indholdet af den anden vaegtskal. Bevis at Georg altid kan finde den falske
mont ved hojst n vejninger. Hint: 2

Induktionsstarten behover ikke veere n = 1, men kan sagtens veare et andet
helt tal n.

Opgave 1.8. Lad n > 5 vaere et helt tal. Bevis at 2" > n?,

Opgave 1.9. Lad n > 3 veere et helt tal. Bevis at vinkelsummen i en n-kant er
(n—2)-180°.

Somme tider kan induktion bruges i opgaver der som udgangspunkt slet ikke
handler om alle de positive heltal. De folgende opgaver bliver faktisk lettere
hvis man geetter pa at pastanden nok holder for alle positive heltal, og derefter
gar efter at bevise dette mere generelle resultat.

Opgave 1.10. Lad a vere et tal med den egenskab at tallet

1
a+—
a

er et helt tal. Bevis at ogsa

1
al%y
al?

er et helt tal. Hinr: 15

Opgavel.11. 1 etfirmamed 107 ansatte overvager man hinanden pa folgende
made: For ethvert par af ansatte geelder at enten overvager den ene den anden,
eller ogsé overvager den anden den ene. Bevis at der findes en ansat P med
den egenskab at enhver anden person enten overvager P eller overviger en
person der overvager P. Hint: 4



o 8N =

Hints

Bevis pastanden for alle heltal n og ikke blot for n = 19.

Induktionsskridtet: Inddel menterne i tre lige store bunker.

_ n(n+1?
PB428 4.4 pd =100
Bevis péastanden for alle heltal 7 og ikke blot for n =107.

Sepa(a+i)(a"+ %)
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3 Lesninger

Opgave 1.1. Vi skal ved induktion bevise pastanden

n(n+1)
qgn): 1+24+3+:---+n= — neN.
Induktionens start: Pastanden g(1) lyder 1= 1(1; U hvilket er sandt.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at

n(n+1)
1+2+3+---+n:T.
Sa er
nn+1
1+2+3+---+n+(n+1)=%+(n+l)
_n(n+1)+2(n+1)
B 2
_(n+1)(n+2)
= > ,

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n eN.
Opgave 1.2. Vi skal ved induktion bevise pastanden

gn): 1+3+5+---+2n—1)= n?, neN.

Induktionens start: Pdstanden ¢(1) lyder 1 = 12, hvilket er sandt.
Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at

1+3+5+---+(2n—1)=n?
Saer
1+34+5+-+2n—1)+2n+1)=n*+2n+1)=(n+1)?

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden gaelder
for alle n eN.

Opgave 1.3. Vi skal ved induktion bevise at der for ethvert reelt tal a # 1 geelder

at
l_anJrl
qgn): l4+a+a*+---+a"= i neN.
Induktionens start: Pastanden g(1) lyder 1 + a = 11%”;2, hvilket er sandt da
1—a’=(1+a)1—a).
Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at
l_an+1
l+a+a*+---+a" =
l1—a
Sd er
].—(/ln+1
1+a+a2+---+a"+a"+1:1—+a”+1
—a
3 l_an+1+(1_a)an+1 3 l_an+2
B l—a  1—a ’

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n e N.

Opgave 1.4. Vi skal ved induktion bevise pastanden
1
-2

1 1 n
— 4t = , neN.

+
-4 n(n+1) n+1

+

q(n):

.‘H

—
\S]
w
w

Induktionens start: Pastanden (1) lyder 1 = 3, hvilket er sandt.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at

1 1 1 1 n
—t——t— et = :
1-2 2-3 3-4 n(n+1) n+1
Sa er
1 1 1 1 1
— et —t— -t +
1-2 2-3 34 nn+1l) (n+1)(n+2)
n 1 nn+2)+1  (n+1?  n+l

T atl et n+D)n+2) (niDn+2) n+2



hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden gaelder
for alle n eN.

Opgave 1.5. Vi skal geette og ved induktion bevise en formel for summen af de
forste n kubiktal. For de forste veerdieraf n harvi1® =1, 13423 =9, 13423433 =
36, 13 +23 433+ 43 =100. Vi genkender kvadrattallene p& hejre side og geetter
ud fra dette pé at

1B3+28+...+n®=1+2+..+n) neN.
Ved at benytte formlen fra opgave 1.1 kan dette skrives

n?(n+1)y?

gn): 1¥+2°+...4+nd= a

, neN,

Denne formel beviser vi nu ved induktion.
Induktionens start: Pistanden ¢(1) lyder 13 = 124;22, hvilket er sandt.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at

2 2
n<(n+1
13+23+"'+n3:—( ) .
4
Saer

n?(n+1y n*(n+12+4(n+1)°
13+23+~~+n3+(n+1)3:—( )+(n+1)3= ( )4 ( )

_(n+12(n?+4(n+1)  (n+12(n+2)

= 7 — y ’

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n eN.

Opgave 1.6. Vi skal finde et udtryk for nummeret pa det trin @, som aben
befinder sig p4 om morgenen den n’te dag. Betingelserne viser at a; = 1, og
generelt at a, . ; =2a, + 1 for alle positive heltal n. Daa; =1, a,=2-1+1=3,
az3=2-3+1=7,a,=2-7+1=15, geetter vi pd at a,, = 2" — 1. Dette geet kan vi
bevise ved induktion. Vi kalder pastanden a, =2" —1 for g(n).

Induktionens start: For n =1 har vi allerede set at formlen passer.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at a,, =2" —1. Sa er
an+1 :z'an-l‘l22-(2n—1)+1:2”+1_2+1:2n+1_1’

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n e N.

Opgave 1.7. Vi kalder pastanden at Georg kan identificere den falske mont i
n vejninger, for g(n). Pastanden bevises ved induktion efter .

Induktionens start: Nar n = 1, har Georg 3! = 3 menter. Hvis han leegger én
mont i hver vaegtskal, s& kan han afgere hvilken der er den falske mont: Hvis
de vejer lige meget, er det den tredje mont der er falsk, og hvis den ene er
lettere end den anden, sé er det monten i den lette vaegtskal der er falsk. Altsa
er g(1) sand.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at Georg kan udpege den falske
ment blandt 3” menter med n vejninger. Georg har nu 3"*! menter og deler
dem i tre bunker med 3” menter i hver. Nu leegger han den forste bunke pa
den ene veaegtskal og den anden bunke pa den anden vaegtskal. Hvis bunker-
ne vejer lige meget, ved han at den falske ment skal findes i den sidste bunke,
og hvis den ene er lettere end den anden, sa ved han at menten skal findes
i den letteste bunke. Georg har dermed ved én vejning afgjort hvilken bun-
ke den falske ment er i. Ifplge induktionsantagelsen kan han ved yderligere
n vejninger afgore hvilken ment der er falsk, dvs. med 3"*! menter kan han
med samlet 7z + 1 vejninger finde den falske mont. Ved induktion felger nu at
pastanden er sand for alle n € N.

Opgave 1.8. Vi beviser ved induktion efter n at 2" > n? for alle n > 5. Kald
pastanden for g(n).

Induktionens start: Pastanden ¢(5) er sand da 2° =32 > 25 =152,

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand for et positivt heltal n > 5, dvs. at
2" > n?, Daer

2" =22 s on? =n?+n?>n?+5n>n*+2n+1=(n+1)>.

Dette viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle heltal n > 5.
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Opgave 1.9. Vi beviser ved induktion at vinkelsummen i en n-kant, n > 3, er
(n—2)-180°. Kald pastanden for g(n).

Induktionens start: Padstanden ¢(3) er sand da vinkelsummen i en trekant er
180°.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand for et positivt heltal n > 3, dvs. at
vinkelsummen i en n-kant er (n —2)- 180°. Betragt en (n + 1)-kant. Den kan
opdeles i en trekant og en n-kant. Vinkelsummen bliver derved summen af
vinkelsummen i trekanten og i n-kanten, dvs. vinkelsummen i 7 + 1-kanten
er

180° +(n—2)-180° =((n+1)—2)-180°.

Dette viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle heltal n > 3.

Opgave 1.10. Lad a vere et tal med den egenskab at tallet a + % er et helt tal.
Vi skal bevise at sa er ogsé a'® + ﬁ et helt tal. Vi vil ved induktion bevise den
mere generelle pastand

1
. n
qn): a +—an er et helt tal

for alle positive heltal 7.

Induktionens start: I induktionsskridtet har vi brug for at pastanden geelder
for to pa hinanden folgende hele tal. Derfor skal vi i induktionsstarten vise
at pastanden er sand for bade n = 1 og n = 2. Pastanden ¢(1) er ifolge den
grundlaeggende antagelse sand. For at vise at ¢(2) er sand, bemeerker vi forst

2, 1 _ 12 o s 2, 1
ata“+ ;+2= (a + 5) ma vere et et heltal. Dette betyder at ogsé a”+ _; er
et helt tal, og altsa at g(2) er sand.

Induktionsskridtet: Antag at g(k) er sand for alle positive heltal k < n, hvor
n=>2.Nuer

1 1 1 1
(a+—)(a”+—)=a"+l+ +a" '+ :
a an an+1 an—1
1

—»= er et heltal ifolge

= ,,1+1 veere et helt tal. Hermed er pastan-

Da venstresiden er et produkt af hele tal, og da a" ! +
induktionsantagelsen, ma ogsé a”*!+
den bevist.

Opgave 1.11. Vi beviser den mere generelle pastand g(n): I et firma med n €
N ansatte hvor der for hvert par af ansatte geelder at den ene overvager den
anden, findes en ansat P med den egenskab at enhver anden person enten
overvager P eller overvager en person der overvager P. Pastanden vises ved
induktion efter 7.

Induktionens start: Hvis der kun er n = 1 ansat, er pastanden triviel.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand. Betragt et firma med n + 1 ansat-
te hvor der for hvert par af ansatte geelder at den ene overvager den anden.
Lad X veere en tilfeeldig ansat, og betragt de resterende n ansatte. Vi ved fra
induktionsantagelsen at da findes blandt de resterende n ansatte en ansat P
med den egenskab at enhver anden ansat fraregnet X enten overvager P el-
ler overvéger en person der overvager P. Hvis X overvager P eller en ansat
der overvager P, s& har P den enskede egenskab. Antag derfor at dette ikke
er tilfeeldet. Da ma P og alle ansatte der overvager P, altsa overvage X. Vi vil
vise at i denne situation har X den onskede egenskab. Betragt en ansat Y der
ikke overvager P. Da ved vi at Y overvager en ansat Z som overvager P, og at
denne ansatte Z derfor overvager X. Dermed har X den egenskab at enhver
anden person enten overvager X eller overvager en person der overvager X.
Dette fuldferer induktionen.
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