1 Geometri

I dette kapitel far du en grundig introduktion til klassisk geometri. Kapitlet for-
udsetter kendskab til grundlaeggende viden om vinkler, retvinklede trekanter
og ensvinklede trekanter, og fra afsnit 1.9 og frem kraeves der ogsa kendskab
trigonometri.

Det forste afsnit giver gode réd til hvordan man arbejder med geometriop-
gaver, mens afsnit 1.2-1.4 introducerer grundleeggende teori om trekanter og
cirkler. Herefter bliver teorien mere avanceret og opgaverne sverere. Der an-
gives engelske gloser til de centrale begreber.
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1.1 Kom igang med geometri

Klassisk geometri tager tid at blive fortrolig med, og mange opgaver kraever
talmodighed. Ofte tager det tid blot at tegne en god figur. I dette afsnit pree-
senteres nogle tip til geometriopgaver, og nogle af tippene demonstreres med
eksempler. Som titlen "Kom i gang med geometri” antyder, er det en slags op-
varmning inden vi gar mere i dybden med teori og opgaver. Her bygger vi pa
helt grundleeggende geometriske egenskaber som det forudszeettes er kendte,
men flere af dem naevner vi, og andre beviser vi ligefrem for at illustrere et tip
til geometri.

Tip til geometri

Tegn. Tegn en god, stor og praecis tegning med passer og lineal. Hvis du
skal tegne en vilkarlig trekant, s& pas péd den ikke bliver retvinklet
eller ligebenet.

Markér pa figuren. Se grundigt pa figuren og de oplysninger du har, og
markér rette vinkler, ens vinkler og lige lange linjestykker.

Ga pavinkeljagt. Overvej om du kan finde ens vinkler, og se fx om de
giver ensvinklede trekanter.

Teenk bagleens. Hvis du skal bevise noget, hvad har du sa brug for at vise
som medforer dette?

Udvid figuren. Tegn en ny linje, indfor et ekstra punkt, spejl eller drej
dele af figuren, .... Geometriopgaver er altid sveere ndr man skal ud-
vide figuren, for man kan let komme til at lave en udvidelse der ikke
hjeelper, men blot forvirrer. Det handler om at overveje hvad man
har brug for.

Fa overblik. Hvis du er gaet helt i std, si vend tilbage til opgaveformu-
leringen, og overvej grundigt hvad de oplysninger du har, medferer.
Gé derefter igennem dine argumenter igen, og fa overblik over hvad
du er néet frem til. M&ske opdager du noget du for havde overset.
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Notation

Den uendeligt lange linje gennem A og B betegnes linjen AB, mens
linjestykket fra A til B betegnes linjestykket AB. Hvis linjestykket er en si-
deien trekant, kalder vi det ogsa ofte blot siden AB. Leengden aflinjestyk-
ket AB betegnes |AB]|.

A
——oomecy mmoo= s
C
Vinkel ZBAC betyder vinklen med vinkelspids
iAog AB og AC som vinkelben.
A B

linjestykke line segment

\.

I det neaeste eksempel illustrerer vi tippet “udvid figuren” ved at bevise to vig-
tige egenskaber ved retvinklede trekanter:

e w

Sztning 1.1.1. Retvinklede trekanter
Lad ABC vere en retvinklet trekant, hvor vinkel C er ret.

i) Linjen fra vinkel C til midtpunktet M af hypotenusen
inddeler trekanten i to ligebenede trekanter. M

B C

ii) En spids vinkel i trekant AB C er 30° netop nar den modstdende katete
til vinklen er halvt s& stor som hypotenusen. Vi kalder denne type trekant

for en 30% 60% 90°-trekant. A

2x

30°

Eksempel 1.1.1. Udvid figuren

i) Drej trekanten 180° om punktet M. Firkant AC’BC er et rektangel: Da
M er midtpunket af AB, betyder det at vi ved en drejning pa 180° om
punktet M forer Ai B og omvendt. Desuden bliver AC’ parallel med BC
da vi drejer 180°, og vinklen ved C’ har samme storrelse som C, dvs. den
er ret. Dermed er AC’BC et rektangel.

C” A
M

B C

Da vi drejer 180° om M, betyder det ogsé at C, M og C’ ligger pé en linje,
og denne linje er diagonal i rektanglet. Diagonalerne i rektanglet skaerer
derfor hinanden i M. Af symmetrigrunde deler diagonalerne rektanglet
i fire ligebenede trekanter. Dette viser at linjestykket CM deler trekant
ABC ito ligebenede trekanter.

ii) Spejl den retvinklede trekant ABC i kateten BC.

Antag ferst at vinkel ZAB C = 30°. Det folger af vinkelsummen i en tre-
kant at /ZBAC =60°. Desuden ma ZABA'=2-/ABC =2-30° =60°. Altsa
er alle vinkler i trekant ABA’ lig med 60°, dvs. trekant ABC er ligesidet.
Det betyder at kateten AC er halvt s& stor som hypotenusen AB.

A

A/

Antag omvendt at kateten AC er halvt s stor som hypotenusen. Det
folger per konstruktion at |AA’| = |AB| = |A’B|, dvs. trekant ABA’ er lige-
sidet. Dermed er alle vinkler 60°. Da vi har spejlet trekant ABC i kateten

BC,ma ZABC =3-/ABA'=3-60°=30°.




Opgave 1.1.1. Bevis seetning 1.1.1 ii) uden at udvide figuren, men ved i stedet

at benytte i).

7

Eksempel 1.1.2. Illustration af de fire forste tip

Lad ABC vere en spidsvinklet trekant med ZBAC = 60°, oglad D vere
midtpunktet af BC. Punkterne E og F er fodpunkterne for hgjderne fra
henholdsvis B og C. Vis at trekant D E F er ligesidet.

For at lese denne opgave tegner vi forst en god og preecis tegning. Der-
efter markerer vi de rette vinkler, storrelsen af vinkel ZBAC, samt at BD
og CD er lige lange. Se figuren til venstre.

Nu gar vi pa vinkeljagt. Punktet D er midtpunktet af hypotenusen i
denretvinklede trekant B C F og den retvinklede trekant BC E, dvs. ifolge
seetning 1.1.1 i) er trekanterne ABD F og AED C ligebenede. Det giver
at trekant DEF er ligebenet med |DE|=|DF|.

Til slut teenker vi bagleens. Hvis vi skal vise at trekant D E F er ligesi-
det, sa er det nu nok at vise at ZF D E = 60°. Vi skal altsa se om vi ikke
kan bestemme denne vinkel med den viden vi allerede har om vinkler-
ne. Umiddelbart kan vi se at

/FDE=180°-/BDF—-/EDC,

s& hvis vi kan bestemme de to sidste vinkler, s har vi ogsa den forste som
vi er interesseret i.

Kald vinkel ZABC = /B og /BCA=/C.Ved at udnytte at /B+ /C =
120° fordi ZBAC =60°, og at ABDF og AEDC er ligebenede, far vi (se
figuren til hojre)

/FDE=180°-/BDF—/EDC

=180°—(180°—2/B)—(180°—2/C)
=2(/B+/C)—180°=2-120°—180° = 60°.

Dermed er trekant D E F en ligesidet trekant.

\ J

Opgave 1.1.2. 1 en trekant ABC er D midtpunktet af siden BC, og E er fod-
punktet for hejden fra B. Desuden er ZAD B =45° og ZAC B =30°. Vis at tre-
kant BDE er en ligesidet trekant, og bestem ZBAD.

Opgave1.1.3. Punktet P ligger indeni trekant ABC s& |BC|=|AP|og ZAPC+
/ABC =180°.Desudener K et punkt pdsiden AB sa|AK|=|K B|+|P C|.Bevis
at ZAK C er ret. C

Hint: 46, 11
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1.2 Trekantens linjer

De vigtigste linjer i en trekant udover siderne er medianerne, midtnormaler-
ne, vinkelhalveringslinjerne og hojderne. De har alle hver deres seerlige egen-
skaber som vi skal se neermere pa i dette afsnit, men forst skal vi se pa ensvink-
lede trekanter og transversaler.

Vi starter med at definere ensvinklede trekanter og med denne kendte set-
ning om ensvinklede trekanter som vi ikke beviser.

s )

Definition af ensvinklede og kongruente trekanter

To trekanter ABC og A’B’C’ er ensvinklede nar deres vinkler er parvis
lige store. C’

C

P

A B A/ B/
Vi skriver AABC ~ AA’B’C’. Laeg meerke til at det betyder at ZA = /A,
osv. Det er altsa vigtigt i hvilken raekkefolge bogstaverne stér.

To trekanter ABC og A’ B’C’ er kongruente nar de er ensvinklede, og nér
deres sider yderligere er parvis lige store.

ensvinklede trekanter similar triangles
kongruente trekanter congruent triangles

Szetning 1.2.1. Ensvinklede trekanter
To trekanter ABC og A’B’C’ er ensvinklede netop hvis
|AB| _ |BC| _ |AC]
|A’B/| B |B/C/| — |A’C’|,
eller netop hvis ZBAC = /ZB’A’C’ og
|AB| _ |AC|
|A’B/| - A C!|”

Definition af transversal

En transversali en trekant er et linjestykke der forbinder to punkter pa to
forskellige sider i trekanten. En transversal kaldes en paralleltransversal
hvis den er parallel med en af siderne i trekanten, og en midtpunktstrans-
versal hvis den forbinder midtpunkterne af to sider.

A

7z

transversal transversal
midtpunktstransversal mid-segment

Seetning 1.2.2. En transversal fra punktet M pa siden AB til punktet N
pa siden AC er en paralleltransversal netop hvis

|AM| |AB| |AM| |MB|

——=—— eller —=——.

|AN| |AC| |AN| [NC]|

En midtpunktstransversal er ogsa en paralleltransversal.

\ J

Bevis. Forst viser vi at M N er parallel med BC netop hvis ||‘g%|| I::gll At
MN er parallel med BC, er ensbetydende med at ABAC er ensvinklet med

AM AN, hvilket igen ifolge seetning 1.2.1 er ensbetydende med at ||’j‘%|| Iﬁgll

da de to trekanter har en felles vinkel A.
En midtpunktstransversal er derfor ogsa en paralleltransversal da begge
forhold er 3.
¢ 1AM| _ |MB]

AM
At ||AN|| = I || er ensbetydende med at 757 = [x¢p, da

|AM||AC|=|AB||AN| < |AM||AC|—|AM||AN|=|AB||AN|—|AM||AN]
& |AM|INC|=|AN||MB|. O



Szetning 1.2.3. Midtpunkterne af siderne i en firkant

Lad ABCD vere en firkantog M, N, P og Q midtpunkterne af henholds-
vis AB, BC, CD og DA.Daer MN PQ et parallelogram.

. J

Opgave 1.2.1. Vis setning 1.2.3. Hint: 19

7

Definition af median

En medianien trekant er et linjestykke der forbinder en vinkelspids med
midtpunktet af modstaende side. c

median median

Sztning 1.2.4. Medianer

De tre medianer i en trekant gar igennem samme punkt, og dette punkt
deler medianerne i forholdet 1:2.

Medianernes skaeringspunkt betegnes normalt M.

medianernes skaringspunkt centroid

. J

Bevis. Lad ABC veere en trekant, og kald medianerne for henholdsvis m,,, m,,
og m, og medianernes fodpunkter pa siderne a, b og ¢ for henholdsvis M,,
M, og M. Medianerne m, og m,, skarer hinanden i et punkt vi kalder M.

Vi vil nu vise at de deler hinanden i forholdet 1: 2. Da M, og M}, er midt-
punkter p& henholdsvis a og b, er M, M;, midtpunktstransversal og dermed
parallel med c. Dvs. at AABC og AM, M, C er ensvinklede med forholdet 1 : 2
og dermed specielt 2|M, M| =|AB]|.

C

M M,

A B

Desuden er trekanterne ABM og M, M, M ensvinklede da M, M, og AB er
parallelle, og forholdet mellem trekanterne er netop forholdet mellem M, M,
og AB, dvs. 1:2. Her af ses at m, og m, deler hinanden i forholdet 1: 2.

Da m, og my, var vilkérlige medianer, ma m, og m, ogsé dele hinanden i
forholdet 1:2, dvs. at alle tre medianer gar gennem samme punkt M. O

Opgave 1.2.2. 1trekant ABC er sidelengderne a =5, b =6 og ¢ =5. Lad M
veere medianernes skeeringspunkt. Bestem leengden |BM|. Hint: 17

Definition af midtnormal

En midtnormal til et linjestykke AB er den linje som gar gennem midt-
punktet af linjestykket AB og star vinkelret pa AB.

Midtnormalen er dermed det geometriske sted for de punkter P der
har samme afstand til A og B, altsa maengden af punkter P som opfylder
at |AP|=|BP|, da det netop er disse punkter som opfylder betingelsen.

-

t
|
|
|
|
|

midtnormal perpendicular bisector
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Definition af den omskrevne cirkel

Den omskrevne cirkel til trekant ABC er cirklen
der gar gennem punkterne A, B og C.

den omskrevne cirkel the circumcircle
centrum for den omskrevne cirkel the circumcenter

.

Seetning 1.2.5. Midtnormaler

I en trekant gar de tre midtnormaler gennem samme punkt, og dette
punkt er centrum for trekantens omskrevne cirkel.

C

Midtnormalernes skaeringspunkt betegnes normalt O.

Opgave 1.2.3. Bevis setning 1.2.5. Hinr: 47

7

Definition af hojde

En hojde i en trekant er en linje der gdr gennem en vinkelspids og star
vinkelret pd modstdende side. Bemerk at en hojde kan falde uden for
trekanten!

hojde altitude

Seetning 1.2.6. Hojder

De tre hojder i en trekant gar gennem samme punkt.

C C

Hojdernes skeeringspunkt betegnes normalt H.

hojdernes skaringspunkt orthocenter

\ J

Bevis. Tegn linjer gennem henholdsvis A, B og C som er parallelle med mod-
stdende sider, oglad A;, By og C; veere skaeringspunkterne mellem disse linjer
som vist pa figuren.

B Ay

G

Firkant ACBC, og firkant ACA; B er parallelogrammer da siderne per kon-
struktion er parvis parallelle. Altsa er |C; B| = |AC| =|BA,|. Tilsvarende ses at
|C1A| = |AB;| og |B;C| =|CA,|. Punkterne B, A og C er dermed midtpunkter
af siderne i AA; B; C;. Hojderne i AABC er derfor midtnormaler i AA, B; C;,
og de gar ifplge seetning 1.2.5 om midtnormaler gennem samme punkt. O



Definition af vinkelhalveringslinje

En vinkelhalveringslinje til en vinkel er
den linje som deler vinklen i to lige -
store vinkler. S ’J

Vinkelhalveringslinjen er altsd geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til vinklens ben, da det netop er disse punkter som op-
fylder betingelsen.

vinkelhalveringslinje angle bisector

Definition af den indskrevne cirkel A

Den indskrevne cirkel til trekant ABC er cirklen
der tangerer alle tre sider i trekanten.

den indskrevne cirkel the incircle
centrum for den indskrevne cirkel the incenter

Szetning 1.2.7. Vinkelhalveringslinjer

I en trekant gar de tre vinkelhalveringslinjer gennem samme punkt, og
dette punkt er centrum for den indskrevne cirkel.

A

B C

Vinkelhalveringslinjernes skeringspunkt betegnes normalt 1.

En vinkelhalveringslinje deler modstédende side i trekanten i samme for-
hold som forholdet mellem vinklens to hosliggende sider.

B

Dvs. hvis fodpunktet for vinkelhalveringslinjen v, fra A til siden BC be-
tegnes V, sd er

ICV| b

IBV| ¢’

\ J

Bevis. Vi beviser sidste del af seetningen og overlader forste del til leeseren i
neste opgave. Lad A’ veere skeeringspunktet mellem linjen gennem C parallel
med AB og linjen AV'.

Da AB og CA’ er parallelle, og AV er vinkelhalveringslinje, er
LAA'C=LVA'C=/LBAV =/VAC =LA'AC.

Altsé er trekant AA’C ligebenet med |A’C| = b. Trekanterne BAV og CA’V er
pr. konstruktion ligedannede, hvilket giver

ICV| |CA| b
IBV|  |BA] ¢

som onsket. O
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Opgave 1.2.4. Bevis forste del af seetning 1.2.7. Hinr: 28

Opgave 1.2.5. 1 en trekant ABC er sideleengderne a =8, b =7 og ¢ =6. Vin-
kelhalveringslinjen fra A skeerer siden BC i punktet V. Bestem leengden af
BV.

Sztning 1.2.8. Ligebenede trekanter

Lad ABC vare en ligebenet trekant hvor a = c. Da er hojden fra B, me-
dianen fra B, vinkelhalveringslinjen fra B og midtnormalen pa siden AC

sammenfaldende. B

C ‘ ‘ A

ligebenet trekant isosceles triangle

\.

Opgave 1.2.6. Bevis s@tning 1.2.8.

Szetning 1.2.9. Areal og radius i den indskrevne cirkel
I en trekant betegner r radius i den indskrevne cirkel, s trekantens halve
omkreds og T trekantens areal. o
Der geelder at
T=rs. b a
-
A B
c

Opgave 1.2.7. Bevis setningen 1.2.9.

Sztning 1.2.10. Den indskrevne cirkel og vinkler

I en trekant ABC betegner I centrum for den indskrevne cirkel, og ZA =
2a,/B=2p0g/LC =2y. B

C

Vinklerne ved I er henholdsvis a + 3, B + 1 og y + @ som vist pd figuren.

\ J

Opgave 1.2.8. Bevis setning 1.2.10.

Opgave 1.2.9. Vis at medianerne i en trekant deler trekanten i seks sma tre-
kanter med samme areal.

Opgave 1.2.10. Fravinkelspidsen C i trekant ABC tegnes en ret linje der hal-
verer medianen fra A. I hvilket forhold deler denne linje siden AB? (Georg
Mohr-Konkurrencen 1995) Hin: 30

Opgave 1.2.11. 1 en trekant ABC med areal 1 indtegnes medianerne. Midt-
punktet af medianen m, kaldes for A’, midtpunktet af medianen m;, kaldes
for B/, og midtpunktet af medianen m, kaldes for C’. Bestem arealet af tre-
kant A’B’C’. Hint: 45

C

A B’




Opgave 1.2.12. Lad I veere centrum i den indskrevne cirkel til trekant ABC,
og lad yderligere A; og A, veere to forskellige punkter pd linjen BC sd |AI| =
|A1I|=|As1|, B, og B, veere to forskellige punkter palinjen AC sa |BI|=|B,I| =
|B,1|, og C; og G, veere to forskellige punkter pa linjen AB sa |CI| =|C;I| =
|C,1|.Vis at

|A1Az| +|By By| +|Cy Gy

er trekantens omkreds. Hinr: 1

Opgave 1.2.13. Lad I veere vinkelhalveringslinjernes skeeringspunkt i en tre-
kant ABC, oglad yderligere A;, B, og C; veere spejlingerne af I i henholdsvis
a, b og c. Cirklen gennem A;, B; og C; gér ogsd gennem B. Bestem vinklen
LABC. Hint: 38

1.3 Cirkler og vinkler

I dette afsnit ser vi pa centrale egenskaber for vinkler der speender over cirkel-
buer, dvs. vinkler i cirkler.

7

Definition af centervinkel

En centervinkel i en cirkel er en vinkel der har toppunkt i centrum og
radier som vinkelben. En centervinkel méles ved den bue den speender
over.

A B

Pa figuren er ZAO B en centervinkel som spaender over buen AB, og vi
skriver ZAOB =AB.
bue arc

centervinkel central angle

\

Definition af periferivinkel

En periferivinkel i en cirkel er en vinkel der har toppunkt pé cirklen og
korder som vinkelben.

P
A B

Pa figuren er ZAP B en periferivinkel som spaender over buen AB.

korde chord
periferivinkel inscribed angle

\.
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Szetning 1.3.1. Periferivinkler

En periferivinkel er halvt s& stor som den bue den spander over.

A\

To periferivinkler som spaender over samme bue, er lige store.

Bevis. Lad v veere en centervinkel og w en periferivinkel der begge spander
over buen AB. Kald centrum for O og punktet hvor w rerer periferien, for P.

Antag forst at vinkelbenene for vinkel v kun skeerer vinkelbenene for w i
punkterne A og B. Da deler diameteren gennem P vinklerne v og w i to vink-
ler som vi kalder henholdsvis v4 og vy 0g w, og wg. Trekant AOP er nu en li-
gebenet trekant med to lige store vinkler w,, og den sidste vinkel er 180°— v .
Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er 2w, = v,. Tilsvarende fas 2wy = vp,

dvs.2w =v.
P

/N

Antag nu at w'’s ene vinkelben P B skerer v’s vinkelben OA. Diameteren
gennem P skerer da yderligere periferien i et punkt vi kalder for C. Ifolge det
vi lige har vist, er 2/BPC =/ZBOC 0g2/APC =/ZAOC, og dermed

2w=2/APC—-2/BPC=/A0C—-/ZBOC =v.

En periferivinkel er dermed halvt sa stor som den bue den spander over,
og det betyder ogsa at to periferivinkler der speender over samme bue, er lige
store. O

( A

Korollar 1.3.2. Ret periferivinkel

En periferivinkel er ret netop nar den spaender
over en diameter.

N

\

Opgave 1.3.1. Vis korollar 1.3.2.

Opgave 1.3.2. Punkterne A, B, C og D ligger pa en cirkel i denne raekkefolge.
Desuden er ZACB =30° 0og /D CA=40°. Bestem ZBAD.

Opgave 1.3.2 Opgave 1.3.3

Opgave1.3.3. Punkterne A, B, C, D og E ligger pd en cirkel i denne raekkefol-
ge. Desuden er ZBAC =33°, ZABC =90° og |BC|=|BD|. Bestem ZD E A.

Opgave1.3.4. 1en spidsvinklet trekant AB C kaldes centrum for den omskrev-
ne cirkel O og hejdernes skeeringspunkt for H. Linjen BO skeerer den om-
skrevne cirkel i et punkt Q forskelligt fra B. Vis at AQC H er at parallelogram.
Hint: 3



Definition af korde-tangent-vinkel

En korde-tangent-vinkel er en vinkel der har toppunkt pa cirklen og en
korde samt en tangent som vinkelben.

Sztning 1.3.3. Korde-tangent-vinkel

En korde-tangent-vinkel er halvt s& stor som den bue korden speender
over, og dermed lige sd stor som en periferivinkel der spaeender over buen.
Se figuren til venstre.

N

Den omvendte szetning om korde-tangent-vinkler

En linje gennem punktet A pé cirkelperiferien er tangent til cirklen hvis
den vinkel den danner med korden AB, er lige sa stor som den periferi-
vinkel der spaender over korden AB. Se figuren til hojre.

. J

Opgave 1.3.5. Bevis se@tning 1.3.3. Hinr: 36

Opgave1.3.6. Lad to cirkler w, og w, skaere hinanden i punkterne A og B. Tan-
genten til w; gennem B skerer w, i punktet C, og tangenten til w, gennem
B skeerer w; i punktet D. Desuden oplyses at |AC| = 3 og |AD| = 4. Bestem
leengden af AB. Hint: 18

11

Sztning 1.3.4. Superpunktet

I en trekant ABC betegner I centrum for den indskrevne cirkel. Lad M
veere skeringspunktet mellem AI og den omskrevne cirkel. Da er M cen-
trum for cirklen gennem B, C og I.

Punktet M kaldes superpunktet fordi det har mange interessante egen-
skaber.

\

Opgave 1.3.7. Bevis s@tning 1.3.4. Hinr: 4

( N

Setning 1.3.5. Hojdernes skaeringspunkt og den omskrevne cirkel

Spejlingen af H i en vilkdrlig af trekantens sider ligger pd trekantens om-
skrevne cirkel.

A A

B C »/
W =

Opgave 1.3.8. Bevis s&tning 1.3.5.
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Szetning 1.3.6. Vinkler i cirkler

Om vinklerne v og w pa figurerne geelder:

AB+CD
V=——7—

B

D
[

)

\.

Opgave 1.3.9. Bevis s@tning 1.3.6. Hint: v: 51, w: 13
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1.4 Indskrivelige firkanter

r

Definition af simple firkanter

En firkant kaldes simpel hvis dens sider ikke skearer hinanden. I dette
kapitel betegner ordet firkant fremover en simpel firkant.

A
C

B D

Figuren viser et eksempel pa en ikke-simpel firkant.

simpel firkant simple quadrilateral

Definition af konvekse firkanter

En firkant kaldes konveks hvis der for vilkarlige to indre punkter geelder
at linjestykket mellem punkterne er indeholdt i firkanten. De konvekse
firkanter er alts& netop dem der ikke har en vinkel der overstiger 180°.
Generelt defineres en konveks figur pa tilsvarende made.

konveks firkant convex quadrilateral

Definition af indskrivelige firkanter

En firkant kaldes indskrivelig hvis den har en omskreven cirkel.

indskrivelig firkant cyclic quadrilateral




Szetning 1.4.1. Indskrivelige firkanter

Folgende udsagn om firkanten ABC D er &kvivalente:
i) Firkant ABCD er indskrivelig.
ii) Summen af modstdende vinkler er 180°.
iii) Der geelder at ZCBD = ZC AD eller tilsvarende.
A

C D

\.

Bevis. Forst viser vi at i) medforer ii). Antag at en firkant er indskrivelig.
To modstdende vinkler spaender da tilsammen over hele cirkelperiferien, og
summen er derfor 180°.

Derefter viser vi at ii) medferer i). Antag at det for en given firkant ABCD
gelder at summen af to modstdende vinkler er 180°. Betragt nu den omskrev-
ne cirkel til trekant ABC, oglad punktet E veere skeeringen mellem cirklen og
linjen gennem C og D.

Firkant ABCD er indskrivelig netop hvis D lig E, s& det er det vi gnsker at
vise. Da vi allerede har vist at i) medferer ii), og firkant AB C E er indskrivelig,
ma
/BAD =180°—/BCD =180°—/BCE =/BAE,
dvs. at punktet E ligger pé linjen AD og derfor er identisk med D.
Vi har nu vist at de forste to udsagn er eekvivalente. Resten af beviset over-
lades til leeseren i folgende opgave. O
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Opgave 1.4.1. Bevis resten af setning 1.4.1.

Setning 1.4.2. Hejder og indskrivelige firkanter

I trekant ABC betegner H hojdernes skeeringspunkt og H, og Hj, fod-
punkterne for hgjderne fra henholdsvis A og B.

Firkant ABH, H}, er indskrivelig (evt. AH, BH,, hvis A eller B er stump),
og ACAB og AC H, H,, er ensvinklede.

Opgave1.4.2. Bevis setning 1.4.2.

Opgave 1.4.3. Lad H,, H, opg H, vere fodpunkterne for hojderne fra hen-
holdsvis A, B og C i en spidsvinklet trekant ABC. Vis at AH, er vinkelhalve-
ringslinje i AH, H, H,.

Opgave1.4.4. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant. Lad K vere fodpunktet
for hojden fra A, lad L veere fodpunktet for hojden fra B, oglad M veere midt-
punktet af AB. Vis atlinjen M L oglinjen M K tangerer den omskrevne cirkel
til trekant C K L. Hint: 40

Opgave 1.4.5. 1 rektanglet ABCD er M midtpunktet af siden AB, og H er et
punkt pd linjestykket DM sd CH star vinkelret pd& DM. Vis at trekant BCH
er ligebenet. Hint: 42
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Szetning 1.4.3. Miquels sztning

Lad ABC vere en trekant, og lad punkterne A’, B’ og C’ ligger pa hen-
holdsvis siden BC, siden AC og siden AB.

wa

=
%
o5

Da gér de omskrevne cirkler til AAB'C’, ABC’A’ og ACA’B’ gennem
samme punkt.

. J

Opgave 1.4.6. Bevis s@tning 1.4.3.

Opgave 1.4.7. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant. Linjen / gennem A er
tangent til den omskrevne cirkel til trekant ABC. Linjen gennem C vinkelret
pa C B skeerer [ i punktet D. Linjen gennem D parallel med AB skeerer siden
BC ipunktet E. Vis at centrum O for den omskrevne cirkel til trekant ABC
ligger pé linjen AE. Hint: 32

Opgave 1.4.8. En firkant ABC D er indskrevet i en cirkel med AB som diame-
ter. Lad S veere skeeringspunktet mellem diagonalerne AC og BD, oglad T
veere projektionen af S pd AB, dvs. det punkt T p& AB der opfylder at ST stér
vinkelret pd AB. Vis at linjen ST halverer vinkel ZC T D. Hint: 10

Opgave 1.4.9. Lad ABCD vere en firkant hvor B og D ligger pa cirklen Q2
med AC som diameter. Lad L vere et indre punkt pa den korteste af cirkel-
buerne CD. Lad yderligere K veere skaeringspunktet mellem linjerne AL og
CD, M skeeringspunktet mellem linjerne AD og CL, og N skaeringspunktet
mellem linjerne M K og BC. Vis at punkterne B, L, M og N ligger pé en cirkel.
Hint: 31, 21
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Sztning 1.4.4. Ptolemaeus’ ulighed
For alle firkanter ABC D geelder Ptolemeeus’ ulighed

|AB||CD|+|BC||DA|>|AC||BD|.

Der geelder lighedstegn netop hvis firkant ABCD er indskrivelig.

Ptolemzeus’ ulighed Prolemy’s inequality

Bevis. Betragt en firkant ABCD. Lad M veere et punkt s trekant CDM og
trekant C AB er ensvinklede og orienteret samme vej. Dermed er |[AB||CD|=

IDM||AC].
B
A

D

C

Pga. konstruktionener ZBCM = ZACD.Datrekant CD M og trekant CAB er
ensvinklede, er |CB||CD|=|CM]||CA|. Altsa er ogsa trekant CAD og trekant
CBM ensvinklede og dermed |AD||BC| = |BM||AC]. I alt giver dette ifolge
trekantsuligheden at

|AB||CD|+|BC||DA|=|AC|(|DM|+|MB|) > |AC||BD|
med lighedstegn netop nér M ligger pd BD. Punktet M ligger pd BD netop

ndr ZCDB = /ZCAB, dvs. netop nar firkant ABC D er indskrivelig. O

Opgave1.4.10. Enligesidet trekant ABC er indskrevetien cirkel. Lad M veere
et vilkarligt punkt pa cirkelbuen BC. Vis at M A|=|M B|+|M C|.

Opgave1.4.11. Enfirkant ABCD er indskrevet i en cirkel med radius 1, |[AB| =
1,|AC|=+v20g |AD|=2.Bestem |BC]|.



Szetning 1.4.5. Simsonlinjen

Lad ABC veere en trekant, P et punkt, P, projektionen af P palinjen BC,
P, projektionen af P pé linjen AC og P; projektionen af P pd linjen AB.

Punktet P ligger p&4 den omskrevne cirkel til trekant ABC netop hvis
punkterne Py, P, og P; ligger pa en ret linje.

Denne linje kaldes Simsonlinjen.

Simsonlinje Simson line

\.

Opgave 1.4.12. Bevis seetning 1.4.5. Hint: 44

Opgave1.4.13. Lad ABC veere en trekant hvor D, E og F er fodpunkterne for
hejderne pa henholdsvis BC, AC og AB. Lad yderligere P, Q, M og N vere
projekterne af D pa henholdsvis AB, AC, BE og CF. Vis at punkterne P, Q,
M og N ligger pa linje. Hint: 50
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1.5 Etpunkts potens

7

Definition af et punkts potens

I en cirkel w betegnes centrum O og radius r. Et punkt P’s potens mht.

cirklen w er tallet
Pow(P,w)=|PO|*—r>.

Hvis P ligger pa cirkelperiferien, er Pow(P, w) derfor 0, mens den er posi-
tivhvis P ligger uden for cirklen, og negativ hvis P ligger inden for cirklen.

et punkts potens the power of a point

Seetning 1.5.1. Et punkts potens

I en cirkel w betegnes centrum O og radius r. Lad P veere et punkt, og
lad I og m veere to linjer gennem P sa [ skeerer cirklen i punkterne A og
B, og m skeerer cirklen i punkterne C og D. Hvis en af linjerne tangerer

cirklen, er de to punkter sammenfaldende.

P B

Da gelder at
|AP||BP|=|CP||DP|.

Hvis P ligger uden for cirklen, er
Pow(P,w)=|AP||BP|.
Hvis P ligger inden for cirklen, er

Pow(P, w)=—|AP||BP|.
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Bevis i tilfaeldet hvor punktet ligger uden for cirklen. Lad P vere et punkt
uden for cirklen, oglad / veere en vilkarlig linje gennem P som skeerer cirklen
ito punkter A og B. Vi viser forst at

|AP||BP| = Pow(P, w).

Tegn tangenten til cirklen gennem P som vist pd figuren, og kald reringspunk-
tet for Q. Ifelge Pythagoras’ seetning er

|IPQI?=|POJ?*—r? = Pow(P, w).

Betragt nu trekanterne AAQ P og AQ BP. Korde-tangent-vinklen ZAQP er
lige s stor som periferivinklen ZQ B P ifplge seetningerne om periferivinkler
og korde-tangent-vinkler. Dermed er AAQP og AQBP ensvinklede, og dette
giver

|PQI* =|AP||BP|.
Samlet har vi at
|AP||BP|=Pow(P, w).

Lad nu m veere endnu en linje gennem P som skeerer cirklen i to punkter C
og D. Ifelge det vi netop har vist, mé ogsé
|CP||DP|=Pow(P, w),
dvs. at
|AP||BP|=|CP||DP|. O

Opgave 1.5.1. Bevis setningen om et punkts potens i det tilfeelde hvor punk-
tet ligger inden i cirklen. (Hint: Tegn linjen gennem P og centrum, og vis at
|AP||PB|=(r—|PO|)(r +|PO)=r*—|POJ*)
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Sztning 1.5.2. Den omvendte saetning om et punkts potens

Lad ! og m veere to forskellige linjer med skeeringspunkt P. Lad A og B
veere to punkter pa / pa hver sin side af P, oglad C og D veere to punkter
pa m pa hver sin side af P. Eller lad bade A og B ligge pa samme side af
P og C og D ligge pd samme side af P.

Hvis |[PA||PB|=|PC||PD|, daligger A, B, C og D p& samme cirkel.

1,

A
p</

I det tilfeelde hvor A og B ligger pa samme side af P, og C og D er sam-
menfaldende, da ligger A, B og C pa en cirkel med m som tangent.

A

Opgave 1.5.2. Bevis s@tningen.

Opgave 1.5.3. To cirkler skeerer hinanden i punkterne M og N, og den fzelles
tangent til de to cirkler naermest N rorer cirklerne i P og Q . Vis at trekant
PMN ogtrekant QM N har samme areal. Hint: 5

Opgave 1.5.4. 1 den spidsvinklede trekant ABC skeerer hejden fra B cirklen
med diameter AC i punkterne P og Q, og hojden fra C skeerer cirklen med
diameter AB i punkterne S og T. Vis at P, Q, S og T ligger pa samme cirkel.
Hint: 16



Opgave 1.5.5. To linjer m og n er parallelle. En cirkel tangerer m i punktet
A og skeerer n i to forskellige punkter B og C. Lad T veere et punkt pa lin-
jen m sa linjestykkerne T C og T B skerer den korteste af cirkelbuerne AC i
henholdsvis K og L. Vis at linjen K L halverer linjestykket T A. Hint: 2

Opgave 1.5.6. Lad ABC vere en ligebenet trekant med |[AB|=|AC|. Lad E og
F veere punkter pa linjestykket BC sé halvcirklen med diameter E F tangerer
siderne AB 0g AC ihenholdsvis M og N.Lad yderligere AF skeerer halvcirklen
i punktet P. Vis at linjen E P halverer linjestykket N M. Hinr: 26
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1.6 Radikalakse og radikalcentrum

Definitionen for punkts potens og seetningen om punkts potens er grundlaget
for at indfere begrebet radikalakse:

Definition af radikalakse

Radikalaksen for to cirkler med forskellige centre er det geometriske sted
for de punkter der har samme potens mht. de to cirkler.

radikalakse radical axis/power line

Seztning 1.6.1. Radikalakse

Kald centrum i de to cirkler for henholdsvis O; og O, cirklernes radier
for henholdsvis r; og 1, oglad d betegne afstanden mellem de to centre.
Da er radikalaksen en ret linje der stér vinkelret pa linjen O, O,.
Radikalaksens afstand til henholdsvis O; og O, er

2.2 2
rr—=r; +d

2_ .2 2
ry—T} +d
2d ’

08 2d

Hyvis cirklerne skeerer hinanden i to punkter A og B, er radikalaksen net-
op linjen gennem A og B.

\ J

Bevis. Antag at P er et punkt pa radikalaksen, og lad P’ veere projektionen
af P pa 0;0,. De to forste dele af seetningen svarer til at bevise at dette er
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ensbetydende med at afstanden fra P’ til henholdsvis O; og O, er

2_ .2 2 2_ .2 2
rf—ryt+d ry—ri+d
2d 2d '

At P er et punkt pd radikalaksen, er per definition ensbetydende med at

0g

PO =1} =|PO,[* —13.

p
o

P/

Dette er ensbetydende med at
PP/ +]0 PP =1} =|PP'P+(d—|0, P/~ T3,

og yderligere med at

0,7 ri—rf+d? q 4 (0,P=d ri—rf+d*  rf—ri+d?
= og derme =d— = )
1 2d & 2 2d 2d

Dermed har vi vist at radikalaksen er en ret linje med de angivne afstande til
0, og O,.

Hvis cirklerne skeerer hinanden i to punkter A og B, har begge punkter potens
nul mht. de to cirkler, dvs. A og B ligger pa radikalaksen. Da radikalaksen er
en linje, er den netop linjen gennem A og B. O

Definition af radikalcentrum

Radikalcentrum for tre cirkler med forskellige centre er det geometriske
sted for de punkter der har samme potens mht. de tre cirkler.

radikalcentrum radical center

Sztning 1.6.2. Radikalcentrum

For tre cirkler w,, w, og w3 med forskellige centre som ikke alle tre ligger
pa linje, geelder at radikalakserne for henholdsvis, w; 0g w,, w; 0g ws
samt w, og w3 skeerer hinanden i et punkt, og at dette punkt er deres
radikalcentrum.

w3

Hvis de tre centre ligger pa linje, er radikalakserne for henholdsvis, w,
0g w,, w; 08 w3 samt w, og w3 parallelle og evt. sammenfaldende, dvs.
i dette tilfeelde er deres radikalcentrum den tomme mengde eller en ret
linje.

J

Bevis. Hvis de tre centre ikke ligger pa linje, ved vi fra seetningen om radi-
kalakse at radikalakserne for henholdsvis w; og w,, w; 0g w3 samt w, 0g ws
er parvis ikke-parallelle, samt at radikalcentrum for de tre cirkler pr. definition
er fellesmeengden af disse radikalakser. Lad P vaere skaeringspunktet mellem
radikalaksen for w; og w, og radikalaksen for w; og w3. Dermed er potensen
af P mht. w, lig potensen af P mht. w,, og potensen af P mht. w; er lig med
potensen af P mht. ws. Altsa er potensen af P mht. w, ogsa lig med potensen
af P mht. w3, hvilket betyder at P ligger pé radikalaksen for w, og w3. Dermed
gér alle tre radikalakser gennem P, og P er dermed radikalcentrum for de tre
cirkler.

Hvis de tre centre ligger pa linje, ved vi fra seetningen om radikalakse at ra-
dikalakserne for henholdsvis w; og w,, w; 0g w3 samt w, og wjs alle er paral-
lelle. Hvis de ikke alle er sammenfaldende, er radikalcentrum for de tre cirkler
den tomme mangde, og hvis de alle er ssmmenfaldende, er radikalcentrum
identisk med den felles radikalakse. O



Definition af degeneret cirkel

En degenereret cirkel er en cirkel med radius 0, altsa et punkt, eller en
cirkel med uendelig stor radius.

Bdde for radikalakse og radikalcentrum giver definitionen ogsa mening
hvis en eller flere af cirklerne er en degenereret cirkel med radius 0, og
seetningerne holder ogsa i dette tilfeelde. Det samme gzlder for defini-
tionen af og s@tningen om punkts potens.

degenereret cirkel degenerate circle

Eksempel 1.6.1. Radikalakse og punkter pa en cirkel

To cirkler w; og w, tangerer hinanden udvendigti punktet T. Lad P veere
et punkt pa deres felles tangent gennem T, lad A og B vare to punkter
pa w; sd A, B og P ligger pa linje, og lad C og D vere to punkter pa w,
sa C, D og P ligger pa linje.

Vi ensker at vise at A, B, C og D ligger pa en cirkel.

Kald cirklen gennem A, B og C for ws. Linjen T P er radikalakse for w; og
w,, oglinjen AP er radikalakse for w; og ws. Dermed mé skeeringspunk-
tet P mellem AP og PT ligge pa radikalaksen for w, og w3, dvs. denne
radikalakse er PC. Da radikalaksen yderligere skeerer w, i D, ma dette
punkt ogsa ligge pd w3. Dermed ligger A, B, C og D pé en cirkel.
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Bemearkning. I det foregdende eksempel sa vi at man kan anvende ra-
dikalakse til at vise at fire punkter ligger pa en cirkel, men man kan ogséa
benytte radikalakser til meget andet. Fx kan man vise at to linjer star vin-
kelret pa hinanden ved at vise at den ene er linjen gennem centrum af to
cirkler, mens den anden er cirklernes radikalakse.

Radikalcentrum kan fx benyttes til at vise at tre linjer skeerer hinanden i
samme punkt, hvis man kan vise at de tre linjer er radikalakser for hvert
par af tre cirkler.

\ J

Opgave 1.6.1. To cirkler w; og w, skeerer hinanden i punkterne M og N. Vis
at hvis rektanglet ABC D er placeret s A og C ligger pd w;, og B og D ligger
pé w,, sa vil skeeringspunktet mellem rektanglets diagonaler ligge pa linjen
MN.

B A

M

Opgave 1.6.2. Lad ABC vare en trekant, og lad trekanterne ABCD, ACAE
og AABF vere ligebenede trekanter med henholdsvis BC, CA og AB som
grundlinje, sa disse tre trekanter ligger uden for trekant ABC. Vis at de tre
linjer gennem henholdsvis A, B og C som stér vinkelret pa henholdsvis E F,
FD og DE, skerer hinanden i samme punkt.

Opgave 1.6.3. Punkterne P, Q, R og S ligger pa cirklen w i denne reekkefolge
sd PQ og RS ikke er parallelle. Lad L veere mangden af punkter I for hvilke
der findes en cirkel w; gennem P og Q samt en cirkel w, gennem R og S sa
de to cirkler tangerer hinanden i I. Beskriv punktmaengden L. Hint: 24
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Opgave 1.6.4. Punkterne C, E, D og F ligger pa en cirkel med centrum O
i denne raekkefolge, og korderne CD og E F skeerer hinanden i punktet N.
Tangenterne til cirklen i C og D skeerer hinanden i punktet A, og tangenterne
til cirklen i E og F skeerer hinanden i B. Vis at ON stér vinkelret pd AB.

Opgave 1.6.5. Lad AB veere diameter i halvcirklen ¢ med centrum O, og C
og D to punkter pa ¢ sd A, C, D og B er fire forskellige punkter der ligger pa
¢ i den naevnte reekkefolge. Midtpunkterne af henholdsvis AC, CD og DB
betegnes E, F og G. Linjen gennem E vinkelret pd AF skerer tangenten til ¢
i Aipunktet M, oglinjen gennem G vinkelret pa F B skeerer tangenten til c i
B i punktet N. Lad cirklerne w,, w, og w3 have henholdsvis AO, BO og EG
som diameter.

i) Bevis at radikalaksen for w, og w3 er M E, samt at radikalaksen for w, og w3
er NG. Hint: 49

ii) Find radikalcentrum for ¢, w; og w3 samt radikalcentrum for ¢, w, og ws.
Hint: 8

iii) Vis at M N er parallel med CD.
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1.7 Multiplikation omkring et punkt

I dette afsnit gives en kort introduktion til den affine afbildning multiplikation
omkring et punkt samt eksempler pa hvordan denne afbildning kan bruges i
lesningen af geometriopgaver. Vi beviser ikke den centrale seetning 1.7.1 da
detkraever en grundigere indferingi affine afbildninger. Samtidig preesenterer
vi en del kendte geometriske resultater som forholdsvis nemt kan bevises ved
multiplikation omkring et punkt.

' )

Definition af multiplikation omkring et punkt

Multiplikation omkring punktet O med multiplikationsfaktoren k er en
afbildning af planen i sig selv hvor et punkt P afbildes i punktet P’ sa

OP'=k-OP.
I det folgende ser vi bort fra tilfeeldet k = 0.

Hvis k = 1 er det blot identitetsafbildningen, mens fx k = —1 giver en
drejning pa 180° om O.

multiplikation omkring et punkt homothety
multiplikation omkring O med multiplikationsfaktor k homothety with center O and ratio k

Sztning 1.7.1. Egenskaber ved en multiplikation omkring et punkt

i) Ved multiplikation omkring et punkt afbildes en linje i en linje pa-
rallel med linjen.

ii) Multiplikation omkring et punkt bevarer vinkler.
ii) Alle figurer afbildes i ligedannede figurer.

iv) For to cirkler med forskellige radier findes netop ét punkt og en mul-
tiplikation omkring dette med positiv multiplikationsfaktor som af-
bilder den ene cirkel i den anden.

v) Forto cirkler findes netop ét punkt og en multiplikation med negativ
multiplikationsfaktor som afbilder den ene cirkel i den anden.




vi) For to ensvinklede trekanter som ikke er kongruente, og hvor enslig-
gende sider er parallelle, findes netop ét punkt og en multiplikation
omkring dette som afbilder den ene trekant i den anden.

vii) Sammensatningen af to multiplikationer om to punkter hvor pro-
duktet af de to multiplikationsfaktorer ikke er 1, er igen en multipli-
kation omkring et punkt, og multiplikationsfaktoren er produktet af
de to multiplikationsfaktorer.

Eksempel 1.7.1. Multiplikation og punkter pa linje

Multiplikation omkring et punkt kan fx benyttes til at vise at tre punkter
ligger pa linje, ved at vise at en multiplikation omkring et af punkterne
kan afbilde det andet punkt i det tredje.

Hyvis vi fx betragter tre cirkler med samme radius som skeerer hinanden i
et feelles punkt S, og den trekant ABC der opstér ved at tegne tangenter
som vist pa figuren, kan vi vise at S, centrum I for den indskrevne cirkel
og centrum O for den omskrevne cirkel til trekant AB C ligger pa linje.

O N OO
S DNNEDN

Trekanten som opstér nar man forbinder centrene for de tre cirkler, har
parvis parallelle sider med trekant ABC da de tre cirkler har samme ra-
dius.

A

B C

\

Da I er skeeringspunktet mellem vinkelhalveringslinjerne i trekant
ABC, og de tre centre ligger pa disse vinkelhalveringslinjer, ma I veere
centrum for den multiplikation som afbilder den lille trekant i trekant
ABC.Punktet S er centrum for den omskrevne cirkel til den lille trekant
da de tre cirkler har samme radius, og dermed afbildes S i O. Dette viser
at I, S og O ligger pa samme linje.

trekant AP B.

Eksempel 1.7.2. Multiplikation og vinkler

Multiplikation omkring et punkt kan ogsé benyttes til at vise noget om
vinkler fx ved at udnytte seetningen om periferivinkler i en cirkel.

Betragt en cirkel C; som tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet P.
Lad [ veere en tangent til C; i et punkt Q forskelligt fra P. Linjen / skeerer
C, i henholdvis A og B. Vi onsker at vise at PQ er vinkelhalveringslinje i
trekant AP B.

Multiplikationen omkring punktet P som forer C; i C,, forer Q i Q’ og
tangenten [ til C; i en tangent [’ til C, i punktet Q’.

Da [l og I’ er parallelle, og I’ er tangent til C,, er cirkelbuerne AQ’ og BQ’
lige store. Derfor er ZAPQ' = ZBPQ’, og altsd PQ vinkelhalveringslinje i
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Bemazerkning. Multiplikation omkring et punkt kan ogsé benyttes til at
vise at nogle punkter ligger pa samme cirkel, fx ved at finde en multipli-
kation som afbilder punkterne i en allerede kendt cirkel. Man kan ogsa
vha. af multiplikation omkring et punkt vise at to linjer er parallelle, ved
at finde en multiplikation der afbilder den ene i den anden, og man kan
benytte multiplikation omkring et punkt til at bestemme forholdet mel-
lem forskellige linjestykker ud fra multiplikationsfaktoren. I de folgende
opgaver kan du selv prove kreefter med dette.

\ J

Opgave1.7.1. To cirkler w; og w, med samme radius tangerer en storre cirkel
w indvendigt i henholdsvis A; og A,. Lad M veere et punkt pa  forskelligt fra
A; og A,, oglad B; og B, veere skaringspunkterne mellem henholdvis M A,
og w; og mellem M A, og w,. Vis at B; B, er parallel med A, A,. Hint: 48

Opgave 1.7.2. En cirkel w, tangerer en cirkel w, indvendigt i punktet A. En
linje / skeerer de to cirkler i punkterne M, N, P og Q sd punkterne ligger i
naevnte rekkefolge pa linjen. Vis at ZM AN = ZPAQ.

e w

Definition af Spieker-cirkel og Spieker-centrum

Lad ABC veere en trekant, og kald midtpunkterne af siderne BC, AC og
AB for henholdvis M,, M; og M. Trekant ABC'’s Spieker-cirkel er den
indskrevne cirkel til trekant M, M}, M., og trekantens Spieker-centrum er
centrum for dens Spieker-cirkel.

A B

Spieker-cirkel Spieker circle
Spieker-centrum Spieker centre

. J
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Sztning 1.7.2. Spieker-centrum

I en trekant ligger centrum [ for trekantens indskrevne cirkel, medianer-
nes skeeringspunkt M og dens Spieker-centrum S pé en linje, og M deler
SIsa2MS|=|MI|.

Sztning 1.7.3. Eulerlinjen

I en trekant ligger hojdernes skeeringspunkt H, centrum for den om-
skrevne cirkel O og medianernes skeeringspunkt M pé en linje som kal-
des Eulerlinjen, og M deler HO sa 2|lM O|=|MH|.

Eulerlinjen the Euler line




Opgave 1.7.3. Bevis seetning 1.7.2 om Spieker-centrum og setning 1.7.3 om
Eulerlinjen. Hint: 33

Opgave 1.7.4. Punktet P er et indre punkt i en spidsvinklet trekant ABC, og
X, Y og Z er projektionerne af P p& henholdsvis a, b og c. Cirklen gennem
X, Y og Z skeerer henholdsvis a, b og c i tre nye punkter X, V| og Z;. Vis at
linjerne gennem henholdsvis X;, ¥; og Z; vinkelret pd henholdsvis a, b og ¢
skeerer hinanden i et punkt. Hint: 23

Szetning 1.7.4. Nipunktscirklen

Lad ABC vere en trekant hvor H,, H, og H, er fodpunkterne for hoj-
derne, M,, M;, og M, er midtpunkterne af trekantens tre sider, og N,,
Nj og N, er midtpunkterne af henholdsvis HA, HB og HC, hvor H er
hejdernes skeeringspunkt.

De ni punkter H,, H,, H., M,, M},, M., N,, N, og N, ligger pd en cirkel.
Denne cirkel kaldes nipunktscirklen.

C

nipunktscirklen the nine-point circle

\. J

Opgave 1.7.5. Bevis s@tning 1.7.4 om nipunktscirklen. Hint: 37

23

Opgave1.7.6. En cirkel w; tangerer en cirkel w, indvendigt i punktet A. Om to
forskellige linjer gennem A oplyses at den ene skeerer w; og w, i henholdsvis
X; og X5, og den anden skaerer w; og w, i henholdsvis Y] og ¥,. Linjerne X; Y,
og X, Y, skeerer hinanden i punktet B. Vis at hvis B ligger pa w;, da tangerer
den omskrevne cirkel til BX, Y, cirklen w;. Hint: 12

Den naeste setning viser nogle interessante egenskaber om cirkler der tange-
rer trekantens omskrevne cirkel og mindst en af trekantens sider.

Seaetning 1.7.5. Cirkel der tangerer trekantens omskrevne cirkel

Lad ABC veere en trekant, og betragt en cirkel «w der tangerer den om-
skrevne cirkel (2 til trekant ABC i T og siden AB i K. Lad yderligere D
veere et punkt pa siden AB s& C D tangerer w, og kald roringspunktet for
L. Kald desuden skzeringspunktet mellem T K og 2 for M, og skeerings-
punktet mellem LK og CM for I.

Da er M superpunktet, og I er centrum for den indskrevne cirkel.

J

Opgave 1.7.7. Vis seetning 1.7.5 ved at folge disse skridt: i) Vis at M er super-
punktet,ogat ATM B ~ ABM K .ii) Vis at firkant C LI T er indskrivelig. iii) Vis
at AMKI ~ AMIT. vi) Kombiner ATMB ~ABMK, AMKI ~AMIT og
viden om superpunktet til at konkludere at I er centrum for den indskrevne
cirkel.
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Korollar 1.7.6. Lad ABC vere en trekant med omskreven cirkel €2, oglad
w veere den cirkel der tangerer siderne AB, AC og 2. Kald reringspunk-
terne mellem w og AB og AC for henholdsvis K og L.

Da er centrum I for den indskrevne cirkel til trekant AB C midtpunktet
af KL.

Bevis. Fra satning 1.7.5 far vi ved at lade D = A at I ligger pa K L. Da I ogsa
ligger pd vinkelhalveringslinjen fra A, som deler K L pd midten da K og L er
reringspunkter for en cirkel der tangerer AB og AC, mé I veere midtpunktet
af KL.O

24

1.8 Trekantens ydre roringscirkler

7

Definition af trekantens ydre reringscirkler

En trekant ABC har tre ydre roringscirkler, én for hver side i trekanten.
Den ydre roringscirkel til siden BC er en cirkel der ligger uden for tre-
kanten, og som tangerer siden BC samt forleengelserne af AB og AC.

ydre roringscirkel excircle
centrum for den ydre reringscirkel excenter

Sztning 1.8.1. De ydre roringscirklers centre

Centrum for den ydre roringscirkel til siden BC i trekant ABC er skee-
ringspunktet for vinkelhalverings-
linjen til vinkel A og de ydre vinkel-
halveringslinjer til vinkel B og vin-
kel C.

De tre ydre roringscirklers centre
danner en trekant i hvilken
vinkelhalveringslinjerne for
trekant ABC er hajder.




Bevis. Da den ydre roringscirkel til siden B C tangerer B C samt forleengelser-
ne af AB og AC, mé dens centrum ligge i samme afstand til disse tre linjer.
Fordi vinkelhalveringslinjen er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til de to vinkelben, ma den ydre reringscirkels centrum ligge
pé vinkelhalveringslinjen til vinkel A samt de ydre vinkelhalveringslinjer til
vinkel B og vinkel C.

Af dette ses at de ydre roringscirklers centre O,, O, og O, danner en trekant
hvis sider gar gennem henholdsvis A, B og C. Vinkelhalveringslinjen til vinkel
A star vinkelret pa siden O, 0,, da ZBAO, = ZCAO, og LO,AC = LO.AB.
Dermed er O, A hgjde i trekant O, 0, O,. O

Opgave 1.8.1. Lad T veere den ydre roringscirkel til trekant ABC modsat A.
Lad O, vere dens centrum, og E og F dens reringspunkter med henholdsvis
AB og AC. Lad yderligere J vaere skeeringspunktet mellem BO, og E F. Vis at
/B]JC erret. Hint: 43

Seetning 1.8.2. Den ydre reringscirkels roringspunkter Lad AB C veare

en trekant, s den halve omkreds og w, den ydre reringscirkel til siden
BC.

Afstanden fra A til reringspunkterne mellem w, og forleengelserne af si-

derne AB og AC er s, dvs. potensen af A mht. w,, er s.

Roringspunktet mellem BC og den indskrevne cirkel og reringspunktet
mellem BC og den ydre roringscirkel w, ligger pd linjestykket BC sym-
metrisk omkring dets midtpunkt.
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Opgave 1.8.2. Vis setning 1.8.2.

Opgave1.8.3. Den ydre roringscirkel til vinkel A i trekant ABC rorer siden BC
i punktet D. Den ydre roringscirkel til vinkel B i trekant AB D rerer siden AD
i punktet P, og den ydre reringscirkel til vinkel C i trekant ACD rerer siden
AD ipunktet Q. Undersog hvornar P = Q. Hint: 34

Opgave 1.8.4. Lad ABCD veere et trapez hvor AB er parallel med CD, og
|AD| = |BC|. Lad yderligere E vere rgringspunktet mellem den indskrevne
cirkel til trekant BCD og siden CD. Punktet F ligger pa vinkelhalverings-
linjen til ZD AC sa E F stér vinkelret p4 C D. Den omskrevne cirkel til trekant
ACF skeerer linjen CD i punkterne C og G. Vis at trekant AF G er ligebenet.
Hint: 52

Setning 1.8.3. Den ydre raringscirkel og superpunket

Lad ABC vere en trekant, w, den ydre roringscirkel til siden BC med
centrum O,, I centrum for den indskrevne cirkel, og M superpunktet til
vinkel A, dvs. skeeringspunktet mellem den omskrevne cirkel til trekant
ABC og vinkelhalveringslinjen fra A.

Punkterne B, I, C og O, ligger pa en cirkel med M som centrum.

Der gelder at |AI||AO,|=|AB||AC]|.

\ J

Opgave 1.8.5. Vis seetning 1.8.3. Hint: 6
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Opgave 1.8.6. Lad I veere centrum for den indskrevne cirkel i trekant ABC, og
lad T veere trekantens omskrevne cirkel. Lad linjen Al skeere I'i et punkt D for-
skelligt fra A. Lad E veere et punkt pa cirkelbuen CD som ikke indeholder A,
oglad F veere et punkt pa siden BC s& ZBAF = ZCAE. Lad yderligere G vere
midtpunktet af linjestykket I F. Vis at linjerne D G og E I skeerer hinanden pa
I'. (IMO 2010) Hint: 9, 53, 41

26

1.9 Cevas og Menelaos’ setninger

7

Definition af cevian

En cevian er en linje i en trekant fra en vinkelspids til den modstédende
side eller dens forleengelse. Fx er hojder, medianer og vinkelhalverings-
linjer alle cevianer.

cevian cevian

Setning 1.9.1. Cevas satning

Cevas saetning siger at cevianerne AA’, BB’ og CC’, hvor A’ ligger p4 BC
osv., skeerer hinanden i samme punkt netop hvis

|AC’| |BA| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’Al
C

A C’ B

Cevas seetning geelder ogsa hvis nogle af cevianerne gér fra en vinkelspids
til et punkt pé forleengelsen af modstdende side. I dette tilfelde er det dog
nedvendigt at regne leengderne med fortegn sé postiv retning er AB, BC
og CA. Hvis C’ fx ligger péa forleengelsen af AB taettest pa B, da er |C’B|
negativ.

A

Cevas saetning Ceva’s theorem




Bevis. Her beviser vi kun seetningen i tilfeeldet hvor alle tre cevianer ligger in-
den for trekanten. Hvis nogle af cevianerne falder uden for trekanten, foregar
beviset stort set pd samme made.

Forst viser vi at hvis de tre cevianer gér gennem samme punkt, s vil

|AC’| |BA'| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’A]

C

A/

A C’ B

Antag at cevianerne gar gennem samme punkt P. Der gelder at hvis to tre-
kanter har samme hejde, da er forholdet mellem arealerne det samme som
forholdet mellem grundlinjerne. Lad T(AABC) betegne arealet af en trekant.
Dermed er

|AB’| _ T(AABB')
|B’C| T(ACBB)

|AB’| _ T(AAPB')
|B’C| T(AB'PC)

Samlet far vi

|AB'| _ T(AABB')—T(AAPB’) _T(AABP)
|B’C|  T(ACBB/)—T(AB’PC) T(ABPC)

Her har vi benyttet brokregnereglen der siger at hvis = 5, er 3 = =, nér
t # v. Tilsvarende fés
IBC’| _ T(ABCP)
|C’A|  T(ACPA)

|ICA'| _ T(ACAP)
|A’B|  T(AAPB)’

Samlet giver dette

|AB’| |BC'| |CA’| _T(AABP) T(ABCP) T(ACAP)
|B’'C| |C’A| |A’B|  T(ABPC) T(ACPA) T(AAPB)

=1.
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Nu viser vi den modsatte vej. Antag at

|AC’| |BA| |CB/| _
|C’B| |A’C| |B’Al

Kald skeeringspunktet mellem AA’ og BB’ for P, og betragt cevianen CD fra
C gennem P.

Da cevianerne AA’, BB’ og C D gar gennem samme punkt, geelder ifolge det
vi lige har vist, at

|AD| |BA’| |CB’| _

IDB| |A’C| |B’Al

Ifolge vores antagelse er

|AC’| |BA| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’Al

dvs. at % = ||,é/c:1;|“ Af dette ses at D og C’ er samme punkt, og dermed at

cevianerne AA’, BB’ og C C’ skaerer hinanden i samme punkt P. O

Opgave 1.9.1. Vi har tidligere benyttet seetningen om midtnormaler til at be-
vise at hejderne skeerer hinanden i samme punkt. Benyt nuistedet Cevas sat-
ning til at bevise dette.

Opgave 1.9.2. 1trekant ABC er P og Q punkter pa henholdsvis siden AB og
siden AC sa PQ er paralleltransversal i trekant ABC, og X er skeeringspunktet
mellem BQ og CP. Vis at AX deler linjestykket BC p& midten.
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Sztning 1.9.2. Gergonnepunktet

I en trekant AB C tangerer den indskrevne cirkel siderne siderne BC, AC
og AB ihenholdsvis X, Y g Z. Linjerne AX, BY og CZ skerer hinanden
i et punkt, og dette punkt kaldes trekantens Gergonnepunkt.

. J

Opgave 1.9.3. Bevis s@tning 1.9.2 om Gergonnepunktet.

e w

Seetning 1.9.3. Roringspunkterne for de ydre raringscirkler

Itrekant AB C indtegnes tre cevianer fra vinkelspidserne til roringspunk-
terne for de tre ydre roringscirkler. Disse tre cevianer skeerer hinanden i

et punkt.

. J

Opgave 1.9.4. Vis setning 1.9.3.

Opgave 1.9.5. I trekant ABC er AD vinkelhalveringslinje og AH hojde, og P
og Q er projektionerne af D pa henholdsvis AC og AB.Visat AH, BP og CQ
skeerer hinanden i et punkt.

7

Szetning 1.9.4. Menelaos’ s@tning

Lad ABC vere en trekant. Menelaos’ s@tning siger at tre punkter D, E
og F som ligger pa henholdsvis linjen AB, linjen B C oglinjen C A, ligger
pé samme linje netop hvis

|AD| |BE| |CF| _
IDB| |EC| |FAl

28

Her regnes linjestykkerne ligesom ved Cevas s@tning med fortegn sa po-
stiv retning er AB, BC og CA. Hvis D fx ligger péa forleengelsen af AB
teettest pa A som pa figuren, da er |AD| negativ.

BB ocoo

Menelaos’ saetning Menelaus’ theorem

J

Bevis. Antag forst at punkterne D, E og F ligger pa samme linje. Bemeerk at
da denne linje skeerer trekanten nul eller to gange, vil der i udtrykket

|AD| |BE| |CF]|

IDB| |EC| |FA]

veere enten netop én eller netop tre leengder med negativt fortegn, dvs. udtryk-
ket er altid negativt. Hvis vi kun regner med positive leengder, er det derfor nok
at vise at udtrykket er ligmed 1. Lad x veere afstanden fra A til projektionen af
Apalinjen DEF, y veere afstanden fra B til projektionen af B palinjen DEF
og z veere afstanden fra C til projektionen af C pa linjen D E F, som vist pa
figuren.

D

Ensvinklede trekanter giver at
|AD|  x

|IDB| 'y

|BE| _y

|EC| =z

ICF| =z

|FA|  x’

’

og dette er uathengigt af om linjen D E F skeerer trekanten to eller nul gange.



Dermed er Opgave 1.9.6. Vis setning 1.9.5.

|AD| |BE| |CF| _

IDB| |EC| [FAl ' )
Sztning 1.9.6. Monge-d’Alemberts szetning

nér vi regner med fortegn.
Antag omvendt at der om D, E og F geelder at Lad w,, w; 0g w3 veere cirkler som ikke skeerer hinanden eller ligger in-
denihinanden, og som har forskellige radier. Lad X veere skaeringspunk-
[AD| . |BE]| . ICF| _ tet mellem de to tangenter til w; og w, som har cirklerne pa samme side
=—1. 1 2
IDB| [EC| [FA]| af tangenten, lad Y veere skeeringspunktet mellem de to tangenter til w,
og w3 som har cirklerne pa hver sin side af tangenten, og Z veere skee-
ringspunktet mellem de to tangenter til w; og w3 som har cirklerne pa
|AD’| |BE| |CF] hver sin side af tangenten. Da ligger punkterne X, Y og Z pa linje.

|D’B| |EC| |FA| - g

Lad D’ veere skaeringspunktet mellem E F og AB. Da ved vi fra for at

ogdermed ma D = D’, dvs. D, E og F ligger pd linje. O Opgave 1.9.7. Vis setning 1.9.6

e w

Setning 1.9.5. Monges satning

Lad w;, w, og w3 veere cirkler som ikke skeerer hinanden eller ligger in-
denihinanden, og som har forskellige radier. Lad X veere skaeringspunk-
tet mellem de to tangenter til w; og w, som har cirklerne pa samme side
af tangenten, lad tilsvarende Y veere skeeringspunktet mellem de to tan-
genter til w, og w3 som har cirklerne p4 samme side af tangenten, og Z
veere skeeringspunktet mellem de to tangenter til w; og w3 som har cirk-
lerne pa samme side af tangenten.

Da ligger punkterne X, Y og Z pa linje.
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1.10 Trekantens formler

r

Seaetning 1.10.1. Radius i den omskrevne cirkel

Lad R veere radius i den omskrevne cirkel til trekant ABC, og T arealet
af trekanten. Da er

a b c

"~ sinA sinB  sinC

0g

4RT =abc.

.

Opgave1.10.1. Vis setning 1.10.1.

r

Seztning 1.10.2. Radius i den indskrevne og omskrevne cirkel

Lad ABC veere en trekant, og lad r veere radius i den indskrevne cirkel og
R radius i den omskrevne cirkel til trekanten. Da geelder at

1 1 1 1

ab ac bc 2rR’

\.

Opgave 1.10.2. Vis setning 1.10.2.

r

Szetning 1.10.3. Herons formel

Arealet T af en trekant ABC, hvor s betegner den halve omkreds, kan
beregnes ud fra trekantens sideleengder vha. Herons formel:

T=+vs(s—a)s—b)s—c).

Herons formel Heron's formula

\.

Bevis. Ifolge cosinusrelationen er

(2bc)Y cos’ A=(b*+ c?—a?)’.

Vived at 4T = 2b c sin A, og ved kvadrering 16 T2 = (2b ¢)? sin® A. Desuden er
sin? A =1—cos® A. Samlet giver dette

16T?> = (2bc)>*—(2bc)cos® A

(2bc)Y —(b?+c?—a?)?
(2bc+b*+c2—a®)2bc—b*—c?+a?)
((b+c)—a*) a*—(b—c))
(a+b+c)b+c—a)a+c—b)a+b—c)
= 16s(s—a)(s—b)(s—c).

Hermed er Herons formel bevist. O

( N

Sztning 1.10.4. Radierne i de ydre roringscirkler

For en trekant ABC betegner T arealet, s den halve omkreds, r radius i
den indskrevne cirkel og r,, 1, og r. radierne i de tre ydre reringscirkler
mbht. henholdsvis A, B og C. Da gelder at

T=r,(s—a) og T? = I N

\ J

Opgave 1.10.3. Vis s@tning 1.10.4.

Opgave1.10.4. Hojderneien trekanter 12, 15 og 20. Hvad er arealet af trekan-
ten? (Baltic Way 2006)

Opgave 1.10.5. Vis at der findes uendeligt mange trekanter hvor sideleengder-
ne er tre pa hinanden folgende hele tal, og arealet af trekanten er et helt tal.
(NMC 1995) Hint: 25,27



1.11 Inversion

Inversion er en bestemt type transformation af planen, og ved at benytte in-
version pa en geometrisk problemstilling omformer man problemstillingen
til en anden zkvivalent problemstilling. Inversion er derfor et interessant red-
skab inogle typer geometriopgaver. Dette afsnit er en indfering i inversion, de
centrale egenskaber ved inversion samt hvordan man kan benytte inversion.

e w

Definition af inversion

Lad Q veere en cirkel med centrum O ogradius r. Inversionidenne cirkel
er en afbildning af planen, fraregnet punktet O, pa sig selv. Et punkt A,
A # O, afbildes i det punkt A’ som ligger pa halvlinjen fra O gennem A,
og som opfylder at |OA||OA’| = r2.

Bemeerk at afbildningen fikserer cirklen Q og afbilder dens indre pa dens
ydre og omvendt. Deraf navnet.

Det er oplagt at inversionsafbildningen er sin egen inverse. Den er des-
uden kontinuert hvilket vi ikke vil komme naermere ind pa her.

Man kan pa helt tilsvarende vis definere inversion i en kugle i rummet.

inversion inversion

Det interessante ved inversion er at den afbilder linjer og cirkler i linjer og
cirkler, samt at den bevarer vinkler mellem kurver, hvilket vi skal se neermere
pé nér det drejer sig om linjer og cirkler.

I det folgende ser vi pd inversion i en cirkel med centrum O og radius r, og vi
betegner billedet af et punkt A med A’, billedet af en cirkel @ med o', osv.

7

Szetning 1.11.1. Vinkler og afstande

To punkter A og B, begge forskellige fra O, afbildes i punkterne A’ og B’

sa
2

Il _ r
|A'B| = —rs
|OA||OB|

/OA'B'=/0BA og |AB|.
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Bevis. Viviser at AOAB er ensvinklet med AO B’ A’ med forholdet WIZOBI’ da
det viser s@tningen.

Forst bemeerker vi at Z/AOB =/A’OB’.

Desuden er
2 2
|0A'|= = |OB| og
|[AO| |OA||OB|
|OB'|= ———|0A],
|OA||OB| e

hvilket giver det onskede. O

( N

Seztning 1.11.2. Linjer og cirkler
Inversion afbilder som sagt linjer og cirkler i linjer og cirkler. Mere praecist
geelder:

i) Enlinje gennem O afbildes pa sig selv.

ii) Enlinje som ikke gar gennem O, afbildes pé en cirkel gennem O hvis
tangent i O er parallel med linjen.

iii) En cirkel gennem O afbildes pd en linje som er parallel med tangen-
ten til cirklen i O.

iv) En cirkel som ikke gér gennem O, afbildes pa en cirkel som ikke gar
gennem O.

\ J

Bevis.
i) Enlinje gennem O afbildes oplagt pa sig selv.

ii) Lad a veere en linje som ikke gér gennem O, og betragt projektionen P af
O péa a. Pastanden er nu at o’ er cirklen med diameter OP’. Lad Q vare
et punkt pé a. Da gaelder at ZOQ'P’ = ZOPQ =90°, dvs. at Q’ ligger pa
cirklen med diameter O P’. Der geelder dermed at a afbildes pa en cirkel
gennem O hvis tangenti O er parallel med a.
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iii) Tilsvarende afbildes en cirkel gennem O pé en linje som er parallel med
tangenten til cirklen i O da inversion er sin egen inverse.

iv) Lad B veere en cirkel som ikke gar gennem O, og betragt linjen / gennem
O og centrum af . Linjen [ skearer § i punkterne P og Q, og disse er
forskellige fra O da f ikke gar gennem O. Viviser nu at 8 afbildesi cirklen
med P’Q’ som diameter. Betragt et punkt S pa 8 forskelligt fra P og Q.

S
B

Da ved vi at
ZQ'S'P'=180°—£LP'Q’'S'—£S'P'Q"'=4£S'Q'0—£S'P'O
=/QS0O—/4PSO=/PSQ=90°,
hvor vi til slut har udnyttet at PQ er diameteri . Altsé ligger S’ pa cirklen

med diameter P’Q’, og dette viser at en cirkel som ikke gar gennem O,
afbildes i en cirkel som ikke gar gennem O. O

Bemazerkning. Det er vigtigt at bemeaerke at hvis a er en cirkel som ikke gar
gennem O, da er billedet af dens centrum ikke centrum i @’, med mindre
dette centrum ligger pa inversionscirklen.
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Nu vil vi vise at vinkler mellem linjer og cirkler bevares ved inversion, men
forst beviser vi at tangens mellem linjer og cirkler bevares ved inversion.

Saetning 1.11.3. Tangens mellem linjer og cirkler

En linje og en cirkel eller to cirkler som tangerer i punktet P, P # O, af-
bildes ved inversion pa en linje og en cirkel eller to cirkler som tangerer i
P’

Bevis. Da antallet af skaeringspunkter forskellig fra O bevares ved inversion,
folger detlet. O

Opgave 1.11.1. Lad a veere en cirkel som ikke gér gennem O. Vis at centrum
af @, centrum af @’ og O ligger pa linje.

Opgavel.11.2. Lad ABC vere en trekant, oglad s betegne den halve omkreds.
Vis at den ydre roringscirkel til siden ¢ afbildes pa sig selv ved inversion i en
cirkel med centrum C ogradius s.

Sezetning 1.11.4. Vinkler bevares ved inversion

Vinklen mellem to linjer, vinklen mellem en linje og en cirkel samt vink-
len mellem to cirkler bevares ved inversion. (Vinklen mellem to cirkler
der skeerer hinanden, er vinklen mellem de to tangenter i skaeringspunk-
tet.)

\ J

Bevis. Hvis to linjer skeerer i punktet O, bevares vinklen oplagt ved inversion.

Lad a og p veere to linjer som skeerer hinandeni P, P # O.Davil @’ og 8’ have
netop to skaeringspunkter P’ og O. Vinklen mellem o’ og B’ i P’ vil vaere lig
med vinklen mellem dem i O. Da en linje gennem O afbildes pa sig selv, og
en linje der ikke gar gennem O, afbildes pé en cirkel gennem O hvis tangent i
O er parallel med linjen, vil vinklen mellem &’ og ' i O vere lig med vinklen
mellemaogfiP.

Lad a veere en linje og B en cirkel som skaerer hinandeni P, P # O.Lad y veere
tangententil B i P. Da er vinklen mellem a og 8 i P lig med vinklen mellem a



ogy i P, som ifelge det vi lige har vist, er lig med vinklen mellem ¢’ og 1’ i P’
som er lig med vinklen mellem @’ og 8’ i P’ da tangens bevares ved inversion.

Pé tilsvarende vis ses at vinklen mellem to cirkler bevares ved inversion. O

Opgavel.11.3. Ten trekant ABC kaldes reringspunktet mellem den indskrev-
ne cirkel og siden AB for M og reringspunktet mellem den indskrevne cirkel
og siden AC for N. Vis at ved inversion i den indskrevne cirkel afbildes A i
midtpunktet af linjestykket M N.

4 w

Eksempel 1.11.1. Nu skal vi se p& hvorfor inversion i nogle sammen-
haenge er rigtig smart. Fx er Ptolemaeus’ ulighed helt ligetil hvis man in-
verterer problemstillingen.

Som vi s& i afsnit 1.4, siger Ptolemeus’ ulighed at der for en firkant
ABCD gelder at
|AB||CD|+|AD||BC|=|AC||BD|

med lighedstegn netop hvis firkant ABC D er indskrivelig.

For atbevise seetningen inverterer viien cirkel med centrum i A og radius
r. Dette giver

2 r2 2 2
|AB||CD|+|AD||BC|= |C'D’|+ |B’C’|
|AB’| |AC’||AD’| |AD’| |AB’||AC|
4
_ r Pl I/
_—IAB’IIAC’IIAD’I(lB C’|+|C'D7))
0g
2 7‘2 4
|AC||BD| = |B'D'|= ——————|B'D’|
|AC’[ |AB’||AD’| |AB/||AC’||AD’|

Ptolemeeus’ ulighed er i den inverterede situation derfor blot trekants-
uligheden

|B'C’|+|C"D'| 2 |B'D,
hvor der galder lighedstegn netop hvis B/, C’ og D’ ligger pa en linje i
naevnte reekkefolge. I det ikke inverterede tilfeelde er dette netop sekviva-
lent med at B, C og D ligger pé en cirkel gennem A, s& C ikke ligger ved
siden af A, dvs. at firkant ABC D er indskrivelig.
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Eksempel 1.11.2. I en opgave fra NMC 2007 kan man med fordel benytte
inversion.

En linje gennem A skeerer en cirkel i to punkter, B og C, pa en sddan ma-
de at B ligger mellem A og C. Fra punktet A tegnes de to tangenter til
cirklen. Tangenterne rorer cirklen i punkterne S og T. Lad P veere skee-
ringspunktet mellem linjerne ST og AC.

A

A I
T
Vis at

|AP| _2|AB|
|PC| "|BC|

Allerforst skal vi overveje hvilket punkt vi skal invertere i. De to mest cen-
trale punkter er P og A, og man kan faktisk invertere i dem begge med
succes. Her ser vi pad en inversion i A.

Ved inversion i en cirkel med centrum A ogradius r afbildes linjerne gen-
nem A pa sig selv, linjen ST afbildes i en cirkel gennem A, og cirklen af-
bildes i en cirkel som tangerer linjerne AS’ og AT’ som vist pa figuren.
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Nu omregner vi den ligning vi skal vise, til det inverterede tilfaelde:

|AP| r2/|AP’| _ JAC]
|[PC|  r2|P/C'|/(JAP'||AC|)  |P'C|

|AB| r?/|AB’| _ . |AC|
IBC| " r2|B’C’|/(|JAB'||AC]) " |B'C|’

Vi skal altsé i det inverterede tilfeelde blot vise den simplere sammen-
haeng at

|B’C’|=2|P'C’|.

Lad AO vere diameter i cirkel AS’P’T’. Daer ZAS’O = ZAT'O =90°, og
derfor er O centrum i cirkel B’T’C’S’. Der geelder yderligere at ZAP'O =
90°, hvilket betyder at radius fra O gennem P’ i cirkel B’T’C’S’ stér vin-
kelret pa korden C’B’, og derfor deler den pa midten. Altsa er |B'C’| =
2|P’C’| som gnsket.

Eksempel 1.11.3. 1 en opgave fra IMO 1996 er der en lidt special vinkel-
betingelse som bliver meget simplere ved inversion. Opgaven lyder:

Lad P veere et indre punkt i trekant ABC sa B

(¥

255
C A

Lad D og E veere centrene for henholdsvis de indskrevne cirkler i trekant

AP B og trekant AP C. Vis at linjerne AP, BD og CE skerer hinanden i
et punkt.

LAPB—/ACB=/APC—-/ZABC.
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Forst bemearker vi at linjen BD er vinkelhalveringslinjen fra B i trekant
ABP, og det er kendt at vinkelhalveringslinjen deler modstdende side
i samme forhold som forholdet mellem de to hosliggende sider. Linjen
BD deler altsa linjestykket AP i forholdet |AB|/|BP|. Pa tilsvarende vis
ses at linjen C E deler linjestykket AP iforholdet |AC|/|PC|. At vise at de
tre linjer BD, CE og AP gar gennem samme punkt, er altsa eekvivalent
med at vise at

|AB|  |AC|
|BP| |PC|

Nu skal vi overveje hvilket centrum vores inversionscirkel skal have. I det-
te tilfeelde er der en del vinkler hvis ene vinkelben gér gennem A, ogi sa-
dant et tilfeelde er det ofte en god ide at invertere i en cirkel med centrum
i A. Valget af radius er derimod ikke vaesentligt.

Nar vi inverterer i en cirkel med centrum i A og radius r, svarer identite-
ten vi skal vise til den veesentligt simplere identitet

|P’B’|=|P’'C|.
Vinkelbetingelsen bliver i den inverterede situation
/APB—/ACB=/AB'P'—/AB'C'=/C'B'P’

0g
/APC—/ABC =/AC’'P'—/ZAC’'B'=/B'C’P’,

dvs. ZC’'B’P’ = /B’C’P’. Dermed er |P’B’| = |P’C’| som gnsket.

Ved forst at udnytte at vinkelhalveringslinjer deler modstédende side i
samme forhold som forholdet mellem de hosliggende cirkler, og efterfel-
gende invertere omformes problemstillingen til en problemstilling der
neermest giver sig selv.

Kunsten er selvfglgelig at gennemskue at inversion i en cirkel med cen-
trum i A forsimpler problemstillingen.




Opgavel.11.4. Lad ABC vere en trekant, oglad s betegne den halve omkreds.
Punkterne P og Q ligger pélinjen AB s& |C P|=|CQ| = s.Vis atden omskrevne
cirkel til trekant C PQ tangerer den ydre roringscirkel til siden c i trekant ABC.
Hint: 22

Opgave 1.11.5. Fire cirkler tangerer hinanden s& w; og w3 tangerer w; 0g Wy,
samt s cirklerne ikke overlapper hinanden. Reringspunkterne mellem w, og
Wy, Wy 0g W3, W3 0g W, samt w, 0g w; betegnes henholdsvis A, B, C og D.
Vis at disse fire punkter enten ligger pa en ret linje eller pa en cirkel. Hint: 7

Opgave 1.11.6. Tre cirkler I'y, I'y og I'c har et feelles skeeringspunkt O. Det an-
det skeeringspunkt mellem I’y ogI'z er C, det andet skeeringspunkt mellem I’y
ogIc er B, og det andet skeeringspunkt mellem I's og I'; er A. Linjen AO skee-
rer cirklen I[4 i et punkt X forskelligt fra O. Ligeledes skeerer linjen BO cirklen
I's i et punkt Y forskelligt fra O, og linjen C O skerer cirklen I'¢ i et punkt Z
forskelligt fra O. Vis at

|AY||BZ||ICX| _
|AZ||BX||ICY|

(NMC 2010) Hint: 39

Opgave 1.11.7. Lad B, og C; veere midtpunkterne af henholdsvis AB og AC i
trekant AB C. Skaeringspunktet mellem de omskrevne cirkler til trekant AB; C
og trekant AB C; betegnes P, og skeeringspunktet forskelligt fra A mellem lin-
jen AP og den omskrevne cirkel til trekant AB; C; betegnes P,. Vis at 2|AP| =
3|AP,|. (Baltic Way 2006) Hint: 29

Opgave1.11.8. Fire cirkler a;, a,, a3 og a4 gér alle gennem et punkt P sé a; og
a3 tangerer hinanden udvendigt i P, og o, og a4 ligeledes tangerer hinanden
udvendigt i P. Antag yderligere at a; og a,, &, 0g a3, @3 0g &, samt a4 0g ¢
skeerer hinanden i henholdsvis A, B, C og D, alle forskellige fra P. Vis at

|AB||BC| _ |PBJ?
|AD||DC|  |PD|?"

Hint: 14

Opgave 1.11.9. Lad ABCD vere en konveks firkant sa de to diagonaler star
vinkelret pa hinanden. Kald skeaeringspunktet mellem diagonalerne for O, og
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kald fodpunkterne for hgjderne fra O i trekant OAB, OBC, OCD og ODA
for henholdsvis P, Q, R og S. Vis at punkterne P, Q, R og S ligger pd en cirkel.
Hint: 35

Opgave 1.11.10. Lad a veere en halvcirkel med diameter AB, C et punkt pa
linjestykket AB forskelligt fra A og B, og a( en halvcirkel med AC som diame-
ter s& a og a, ligger pa samme side af AB. Nu definerer vi en folge af cirkler
pé folgende made. Cirklen «; er cirklen med diameter BC, og cirklen ,, er
cirklen som tangerer @, @ 0g a,_; som vist pa figuren.

ay

A C B
o

Kald reringspunktet mellem ¢; og a;,1, i = 1,2,..., for P;. Vis at alle rerings-
punkterne Pj, P, P,,... ligger pa en cirkel. Hint: 15

Opgave 1.11.11. Lad a veere en halvcirkel med diameter PQ, § en cirkel som
tangerer linjestykket PQ og halvcirklen a, ferstneevnte i punktet C, og v en
linje som tangerer 8 og star vinkelret pd PQ i punktet B, sa B ligger mellem
C og Q. Kald det andet skaeringspunkt mellem «a og y for A. Vis at AC er vin-
kelhalveringslinje i trekant PAB.

./

Hint: 20
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Hints

. Tegn en god tegning med passer oglineal. Det er nemmest at tegne cirklen forst.

Indtegn kun A; og A,, og altsa ikke B, B,, C; og C,. Det gor figuren meget mere
overskuelig. Ga pa vinkeljagt og leengdejagt, og marker alt det du ved der er ens.

2. Visat ATPK ~ALPT.

3. Tegn en god og preaecis tegning med passer og lineal. Husk at det er nemmest at

© 0 N O O s

13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

starte med at tegne cirklen og derefter tegne trekanten. Marker alle rette vinkler
pa figuren.

. Brug satning 1.2.10.

. Lad R veere skeeringspunktet mellem N M og PQ. Vis at |PR|=|QR]|.

. Brug satning 1.2.10 og seetning 1.3.4.

. Inversion i en cirkel med centrum A.

. Radikalcentrene er henholdsvis M og N.

. Betragt centrum O, for den ydre raringscirkel til siden BC i trekant ABC.
10.
11.
12.

Vis at firkant ADST og firkant BCST er indskrivelige.
Indfer punktet D pa forleengelsen af AB sa |[DK|=|KA|.

Betragt multiplikationen omkring A med multiplikationsfaktor k som forer w,;
i w,. Betragt derefter multiplikationen omkring B med multiplikationsfaktor
—k.

Vinkel w: Tegn linjestykket BD, og kald vinkelspidsen ved w for P. Betragt
AP BD og periferivinkler.

Inversion i en cirkel med centrum P.

Inversion i en cirkel med centrum A.

Betragt hojdernes skaeringspunkt H og potensen af H mht. til de to cirkler.
Vis at hojden fra B ogsé er en median.

Vis at AABD ~ AACB.

Indtegn diagonalen AC.

Inversion i en cirkel med centrum C.

Visat APCM ~ALCA.

Inversion i cirklen med centrum C og radius s.

Betragt multiplikationen omkring centrum af cirklen gennem X, Y og Z med
multiplikationsfaktor k =—1.
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24.

25.
26.

27.

28.

29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.

37.

38.

39.
40.
41.
42.
43.
44.

45.
46.

Lad T veere skeeringspunktet mellem PQ og RS. Vis at L er cirklen med centrum
i T ogradius +/|T P||T Q| fraregnet enkelte punkter.

Benyt Herons formel.

Brug punkts potens af A mht. cirklen med diameter EF til at vise at firkant
PF OR er indskrivelig.

Vis at hvis trekanten med sideleengderne n—1, n og n + 1 har et heltalligt areal,
da har trekanten med sideleengderne n? —3, n? —2 og n? — 1 ogsé et heltalligt
areal.

Tegn en god og preecis tegning hvor du kun indtegner to vinkelhalveringslinjer.
Vis at deres skeeringspunkt ligger i samme afstand til til alle tre sider i trekanten.

Inversion i en cirkel med centrum A.

Udvid figuren sa linjen bliver median i en ny trekant.

Vis at firkant KM D L er indskrivelig.

Vis at firkant AE C D er indskrivelig.

Betragt multiplikationen omkring M med multiplikationsfaktor k = —%.
Vis at P = Q netop nar |AB|=|AC]|.

Inversion i en cirkel med centrum O.

Husk atradien AO star vinkelret pa tangenten, og ga pa vinkeljagt. Brug seetnin-
gen om korde-tangent-vinkler til at bevise den omvendte setning om korde-
tangent-vinkler.

Vis at billedet af de ni punkter ved en multiplikation omkring H med en faktor
2 alle ligger p& den omskrevne cirkel til trekant ABC.

Lad A, veere skeeringspunktet mellem /A og BC. Vis at trekant / A, B er en 30°-
60°-90°-trekant.

Inversion i en cirkel med centrum O.

Kald hejdernes skeeringspunkt for H, og udnyt at firkant C K H L er indskrivelig.
Vis at AAO,F ~ AAE].

Udnyt at firkant M H C B er indskrivelig.

Vis at firkant C J O, F er indskrivelig.

Vis at firkanterne PCP, P, PP; BP, og PP, AP; er indskrivelige, og udnyt dette til
at Vise at ZCPIPZ = ZBPIP?)

Vis at AABC ~ AA’B’C’ med forholdet 4 : 1.

Kan du udvide figuren pa en smart made?



47.

48.

49.

50.
51.

52.
53.

Tegn en god og preecis figur hvor du kun indtegner to midtnormaler. Vis at deres
skeeringspunkt har samme afstand til alle tre vinkelspidser i trekanten.

Betragt multiplikationen omkring A med multiplikationsfaktor k; som forer w,
i w, og multiplikationen omkring A med multiplikationsfaktor k, som forer w,
iw.

Husk at firkant E F G O er et parallelogram.

Vis at firkant D C E H og firkant D H F B er indskrivelige.

Vinkel v: Kald skeeringen mellem AC og BD for P. Tegn linjestykket AD, og
betragt APAD og periferivinkler.

Vis at F er centrum for den ydre reringscirkel til siden CD i trekant ACD.
Visat AABF ~AAEC.
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3 Lesninger

Opgave 1.1.1. Betragt en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er ret, og lad
M veere midtpunktet af hypotenusen AB. Fra seetning 1.1.1 i) ved vi at trekant
AMC er ligebenet med |[AM|=|CM|.

Antag forst at kateten AC er halvt sd lang som hypotenusen. Da er |AC| =
|AM|=|CM]|. Det viser at trekant AMC er en ligesidet trekant, dvs. alle vinkler

er 60°. Altsa er ZABC =30°. "

B C

Antag nu omvendt at ZABC =30°. Daer ZCAB =60°, og da trekant AM C
er ligebenet, ma ZACM = ZCAM = 60°, dvs. trekant AM C er ligesidet. Det
medforer at |[AC| = |AM| = %IABI, og altsa at kateten AC er halvt s lang som
hypotenusen AB.

Opgave 1.1.2. Da ZBCE =30°, er trekant C BE en 30%60%90%trekant. Det be-
tyder ifolge seetning 1.1.1 ii) at |BE| = %|BC| = |BD|. Da ZEBD = 60°, ma
trekant BE D veere ligesidet, dvs. alle vinkler er 60°.

A

. 45° , 30
B D C

Nu er
/ADE=/BDE —/ADB =60°—45°=15°,
/DAE =180°—/ZAEB—/BED —/ADE =180°—90°—60°—15° = 15°.

Altsa er trekant AE D ligebenet med |AE| = |E D| = |E B|. Det giver yderligere
at trekant AE B er en ligebenet retvinklet trekant. Afslutningsvis er

/BAD =/BAE —/DAE =45°—15°=30".
Opgave 1.1.3. Forleng siden AB, oglad D C

veere punktet pa forlengelsen sa K
er midtpunktet af AD som vist.

D A

B K
Nuer|BD|=|AK|—|BK|=|KB|+|PC|—|KB|=|PC|. Desuden er ZCBD =
180°—ZABC = ZAPC. Altsa er trekant AP C og trekant C BD kongruente da
de har to parvis lige lange sider med samme mellemliggende vinkel. Det be-
tyder at |AC| = |C D|. Derfor er trekant AC D en ligebenet trekant hvor K er
midtpunktet af grundlinjen, og det betyder at CK er hojde i trekanten. Altsa
er ZAKC ret.

Opgave 1.2.1. Da M N er midtpunktstransversal i trekant ABC, og PQ er
midtpunktstransversal i trekant C D A, er bAde M N og PQ parallelle med AC
og derfor ogsd med hinanden. P4 samme made ses at N P og M Q er parallelle.
Derfor er firkant M N PQ et parallelogram.

Opgave 1.2.2. Hojden fra B ma dele trekant ABC i to retvinklede trekanter.
Lengden af hypotenusen i de to trekanter er a = ¢ = 5, og desuden deler
de en katete. Dermed er de kongruente. Det betyder at hojden fra B ogsa er
medianen fra B. Kald fodpunktet for medianen fra B pd AC for M, . Ifolge
Pythagoras’ seetning er | BM},| = 4. Da medianerne deler hinanden i forholdet
1:2,mdBM =5-4=3. B




Opgave 1.2.3. Lad ABC vere en trekant, tegn midtnormalerne pa AB og BC,
og kald deres skeeringspunkt for O.

C

Da midtnormalen pa AB er det geometriske sted for de punkter der har sam-
me afstand til A og B, og midtnormalen pa BC er det geometriske sted for de
punkter der har samme afstand til B og C, mé afstandene fra O til henholdsvis
A, B og C veere lige store. Punktet O er dermed centrum for den omskrevne
cirkel, og midtnormalen pa AC vil pé tilsvarende vis ga gennem O.

Opgave 1.2.4. Lad ABC vere en trekant, tegn vinkelhalveringslinjerne fra A
og B, og kald deres skeeringspunkt for /.

A B

Da vinkelhalveringslinjerne er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til vinklens ben, ma afstandene fra [ til alle tre sider veere lige
store. Punktet I er dermed centrum for den indskrevne cirkel, og vinkelhalve-
ringslinjen fra C vil pa tilsvarende vis ga gennem 1.

Opgave 1.2.5. Vinkelhalveringslinjen AV deler ifolge seetning 1.2.7 modstden-
de side i samme forhold som forholdet mellem de hosliggende sider:

icvl b 7

IBV| ¢ 6
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B 174 C
Da vi yderligere ved at a =8, mé |C V| =8—|BV|, hvilket giver 6- (8 —|BV|) =
7-|BV|. Altsa er |[BV|= 1.
Opgave 1.2.6. Lad ABC vere en ligebenet trekant hvor |AB| = |BC|. Betragt
forst hojden fra B pd AC, og kald fodpunktet af hgjden for D.
B

c———p A

Daer ABCD og ABAD begge retvinklede, hypotenuserne er lige lange, og de
deler kateten BD. Dermed er de kongruente. Det betyder at D er midtpunket
af AC, ogat ZABD = ZCBD. Dermed er linjen BD bade hoejden, vinkelhal-
veringslinjen og medianen fra vinkel B samt midtnormalen pa AC.

Opgave 1.2.7. Kald centrum for den indskrevne cirkel for I.

C
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Arealet af trekant ABI er da %rc da r er hejden, og c er grundlinjen. Tilsva-
rende er arealet af trekant ACI og BCI henholdsvis 7b og 1ra. Da arealet
af trekant AB C netop er summen af arealerne af disse tre trekanter, er

1
T=§(a+b+c)r=sr.

Opgave 1.2.8. Lad D vare fodpunktet for vinkelhalveringslinjen fra B.

C

Vi udnytter vinkelsummen i en trekant til at fa /BD C = 180°—f —2y. Dermed
er
/DIC=180°—(180°—p —2y)—y =P +7.

De andre vinkler findes pé tilsvarende made.

Opgave 1.2.9. Lad M betegne medianernes skeeringspunkt og M, betegne
fodpunktet for medianen pé siden a. C

M,

A B

Da3|MM,|=|AM,]|, er hojden fra A i trekant ABC tre gange sa stor som hoj-
den fra M i trekant M BC. Dermed udger arealet af trekant M BC en tredje-
del af arealet af trekant ABC. Desuden har trekant M M, B og trekant M M, C
samme areal da de har samme hojde og lige store grundlinjer. Dermed deler
medianerne en trekant i seks sma trekanter med samme areal.

Opgave 1.2.10. Kald fodpunktet af medianen m, pa a for M,. Tegn en linje
gennem B parallel med M, A, oglad A, vere skaeringspunktet mellem denne
linje og forleengelsen af siden AC.

A

ma
B M, C

Trekanterne ACM, og A; CB er per konstruktion ensvinklede med forholdet
1:2, dvs. at |CA| = |AA,|. Linjen gennem C som halverer m,, halverer ogsa
A, B da m, er midtpunktstransversal i trekant A; BC. Denne linje og AB er
derfor begge medianer i trekant A; BC, oglinjen deler dermed AB iforholdet
1:2.

Opgave 1.2.11. Forst viser vi at siderne i trekant A’B’C’ er parallelle med si-
derne i trekant ABC. Indtegn midtpunktstransversalen m gennem siderne
AB og AC.

Denne midtpunktstransversal gar gennem A’ og er parallel med BC. Punk-
terne B’ og C’ ligger per konstruktion lige langt fra linjen m oglinjen BC, og
dermed er siden B’C’ parallel med BC. Tilsvarende gaelder for de andre to
sider i trekant A’B’C’. Vi har nu at siderne i trekant ABC og siderne i trekant
A’B’C’ er parallelle.

Da midtpunktstransversalen m deler siden AB pa midten, mé linjen B’C’
dele siden AB iforholdet1: 3, dvs. at [AB| = 4|A’ B’|. Dermed er forholdet mel-

lem siderne i trekant A’B’C’ og siderne i trekant ABC 1 : 4, dvs. at forholdet

2
mellem arealerne er (1) = . Arealet af trekant A’B’C’ er derfor 1.



Opgave 1.2.12. Lad A, B’ og C’ veere den indskrevne cirkels raringspunkter
med henholdsvis a, b og c.

A c’ N \
\\ A2

Trekanterne TA’A;, IA’A,, I B’A og I C’ A er kongruente, da de alle er retvink-
lede, |A’I|=|B’I|=|C’I| og |IA|=|IA;|=|IA,|. Dermed er

|A1Ay| = A1 A|+|A'Ay| = |B' Al + |AC).

P4 tilsvarende vis fas | B, B,| = |A’B| + |BC’| og |C, C,| = |B’C|+ |CA’|. Dette
giver det gnskede.

Opgave 1.2.13. Lad A, veere skeringspunktet mellem I A; og BC.

Da A, er spejlingen af I i siden C B, star [ A, vinkelret pd BC og|[A;|=2|[A,|.
Dermed er trekant BA, I er retvinklet, og |I B| = |[ A;| = 2|1 A,|. Da hypotenu-
sen er dobbelt sé lang som kateten I A, folger det af seetning 1.1.1 at ZI BA, =
30°. Fordi BI er vinkelhalveringslinje, kan vi nu konkludere at ZABC = 60°.
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Opgave 1.3.1. Vinklen ZAP B er halvt s stor som den tilsvarende centervinkel
ZAOB, dvs. den er ret netop ndr ZAO B =180°, og dermed netop nér AB er en
diameter.

p
Opgave 1.3.2. Tegn linjen BD. Szetningen om periferivinkler giver at ZAD B =
/ACB=30°0g ZABD = /ZACD =40°. Dermed er

/BAD =180°—ZADB—/ABD =180°—30°—40°=110°.

D

Opgave 1.3.2

Opgave 1.3.3

Opgave 1.3.3. Da vinkel ZABC er ret, md AC vere diameter i cirklen ifolge
korollar 1.3.2. Det betyder at ZAE C = 90° da den spaender over en diameter.
Ifolge setningen om periferivinkler er ZCED = ZBAC = 33° da de spaender
over samme buelaengde fordi |BC|=|C D|. Samlet er

/DEA=/DEC+/CEA=33"+90°=123".
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Opgave 1.3.4. Da BQ er diameter i den omskrevne cirkel, star Q C vinkelret
pa CB og er dermed parallel med AH da AH ogsa star vinkelret pa CB.

Pa samme made ses at QA er parallel med C H. Dermed er AQ C H et paralle-
logram.

Opgave 1.3.5. Vi skal vise at korde-tangentvinklen w er halvt sa stor som den
centervinkel v der speender over korden. Linjestykket fra centrum til tangen-
tens reringspunkt star vinkelret pa tangenten. Da trekant AOB er ligebenet
med |AO| =|BO| fordi de begge er radier i den omskrevne cirkel, er

180°—v v

w=90"—Z0AB=90"— ——=—.
2 2

Den omvendte setning om korde-tangent-vinkler: Ifolge det vi netop har vist,
danner tangenten gennem punktet A pa cirkelperiferien sammen med kor-
den AB en vinkel der er lige sa stor som den periferivinkel der speender over
korden AB. Linjen gennem A, der ogséd danner denne vinkel med korden AB,
ma4 derfor veere sammenfaldende med tangenten, dvs. den tangerer cirklen.

Opgave 1.3.6. Ifolge szetning 1.3.3 om korde-tangentvinkler er AABD ~

AAC B. Dette giver
|AB| _|AD)|

|AC| ~ |AB|’
dvs. |AB|> = |AC||AD| =12, og alts& |AB| = v/12.

Opgave 1.3.7. Da AT er vinkelhalveringslinje i trekant ABC, ma M veere midt-
punktet af cirkelbuen BC. Dermed er |BM|=|C M]|. Lad som sadvanlig a, 3
og v veere de halve vinkler.

Vimangler atbevise at |I M| =|BM|. Ved at benytte seetningen 1.2.10 om vink-
lerved I fasat ZBIM = a+f3. Daperiferivinkler der speender over samme bue,
er lige store, fas

/MBI=/MBC+/CBI=/MAC+p =a+p.

Dermed er |[IM|=|BM]|, og M er centrum for cirklen gennem B, C og I.



Opgave 1.3.8. Vi viser det i tilfeeldet hvor ABC er en spidsvinklet trekant. Lad
H’ vaere skeeringen mellem AH og den omskrevne cirkel til trekant ABC.

A

Daer /ZH'CB = ZH’AB = 90°— ZABC = ZHCB. Da H A star vinkelret pa
BC, folger det at H' er spejlingen af H i siden BC. Beviset foregar stort set pa
samme made hvis trekant ABC er stumpvinklet.

Opgave 1.3.9. Vinkel v: Betragt trekant AD P. Da vinkelsummen i en trekant
er 180°, er

AB+CD
v =180°—/ZAPD = /PDA+/PAD =2~~~
B

024
="

D

A
B

C

N

Vinkel w: Bemerk forst at ZPBD = 180° —ZDBC = 180° — 2. Betragt nu
trekant P BD. Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er

. . AB . CD\ CD-AI
w=180°~ZADB—/PBD =180°— —~—| 180° - - :
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Opgave 1.4.1. Forst viser vi at iii) medferer i). Lad AB C D veere en firkant hvor
/ZCAD = /CBD. Tegn den omskrevne cirkel til trekant AC D, og lad B’ veere
skaeringspunktet mellem BD og den omskrevne cirkel. Da B’ ligger pa cirkel-
periferien, er /CB’D = /ZCAD = ZCBD. Trekanterne CD B og CD B’ er der-
med kongruente da de ogsa har vinklen ved D felles og siden CD. Dermed
er B=B’, og firkant ABCD er indskrivelig.A

Til slut viser vi at i) medferer iii). Lad omvendt ABCD vere en indskrivelig
firkant. Da geelder ifolge seetningen om periferivinkler at ZCAD =ZCBD.

Opgave 1.4.2. Vi ser forst pa tilfeeldet hvor trekant ABC er spidsvinklet. Fir-
kant ABH, H, er indskrivelig ifolge seetningen om indskrivelige firkanter da
/AH,B=90°=/AH, B. Da ABH, H}, er indskrivelig, ma

/CH,H, =180°—/BH,H, = ZCAB.

Dermed er ACAB ensvinklet med AC H, H,,. Beviset foregar stort set tilsva-
rende hvis trekanten er stumpvinklet.

Opgave 1.4.3. Da firkant AH;, H, B er indskrivelig, er ZAH, H;, = ZABHj,. Til-
svarende er ZAH,H. = ZACH,.. Da AABH,;, og AACH, er retvinklede og har
vinkel A felles, er de ensvinklede, og dermed er ZABH),, = ZAC H,.. Samlet er
AH, vinkelhalveringslinje i AH, H, H,,.
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Opgave 1.4.4. Kald hejdernes skeeringspunkt for H. Da firkant CK H L er ind-
skrivelig, ligger H pa den omskrevne cirkel til trekant C K L. Da hgjderne skee-
rer hinanden i samme punkt, er linjen C H ogsa hgjde i trekanten. Derfor er

/ZABL=90°—/ZBAC =ZHCA. =

Da M er midtpunktet af hypotenusen i den retvinklede trekant ALB, er
/ABL = /M LB. Dermed er vinklen mellem linjen M L og korden H L den
samme som periferivinklen ZH C L der spzender over korden H L. Altsa er
M L tangent til cirklen ifolge den omvendte seetning om korde-tangentvinkler.
Helt tilsvarende vises at M K er tangent til cirklen.

Opgave 1.4.5.Da ZM HC = ZM BC =90°, er firkant M H C B indskrivelig ifol-
ge setningen om indskrivelige firkanter.

A H —+—— B

D C

Ved at bruge setningen om indskrivelige firkanter og seetningen om periferi-
vinkler fas

/BCH =180°—/BMH =/AMD =/BMC =/BHC,
hvilket viser at |[BC|=|BH|.
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Opgave 1.4.6. Betragt de omskrevne cirkler til AAB’C’ og ABC’A’, og kald
deres andet skaeringspunkt for P. Vi viser at firkant A’C B’ P er indskrivelig da
det viser det gnskede. Seetningen om indskrivelige firkanter giver

/CB'P=180°—/ZAB’'P=/AC’'P=180°—/BC’'P=/BA’P =180°—/ZPA’'C.

Dette viser at firkant A’C B’ P er indskrivelig. C

Opgave 1.4.7. Da linjen DE er parallel med AB, giver setningen om korde-
tangent-vinkler at
/ADE =/FAB=/ACE.

Det betyder ifolge seetningen om indskrivelige firkanter at firkant AECD er
indskrivelig, og dermed yderligere at ZD AE er ret. Da linjen fra centrum af
cirklen til reringspunktet for en tangent star vinkelret pa tangenten, betyder
det at centrum O for den omskrevne cirkel til trekant ABC ligger palinjen AE.

C



Opgave 1.4.8. Vinkel AD B og vinkel AC B er rette da de speender over en dia-
meter i cirklen.

Firkanterne ADST og BCST er derfor indskrivelige da de har to modstdende
rette vinkler, og firkant ABC D er pr. konstruktion indskrivelig. Dermed er

LCTS=/ZCBS=/4ZCBD =/CAD =/SAD =/STD,

hvilket viser at linjen ST halverer vinkel ZC T D.

Opgave 1.4.9. Bemerk forst at ZC D A og ZC LA begge er rette da de speender
over diameteren i €. Altsd er firkant KD M L indskrivelig. Lad P veere skee-
ringspunktet mellem AC og M N.Da K er hojdernes skeringspunkt i trekant
AMC, ma ZAPN vere ret. Det betyder at APCM og ALCA er ensvinklede
da de deler vinkel C og begge har en ret vinkel. Dermed er ZLAC = ZCMP.

Vi ved yderligere pga. periferivinkler at ZLAC = ZLBC, dvs.
LLBN =/LBC=/4LAC=/4ZCMP=/LMN,

hvilket ifelge seetningen om indskrivelige firkanter viser at firkant BN LM er
indskrivelig.

Opgave 1.4.10 Ifolge Ptolemaus’ seetning geelder at

IMA||BC| = |MB||AC|+|M C||AB|.

Da trekant ABC er ligesidet, fas [M A|=|M B|+|MC|.

Opgave 1.4.11 Bemzerk at AD er diameter i cirklen, og dermed at trekanterne
ACD og ABD er retvinklede.

Pythagoras’ satning giver dermed at |[BD| = v/3 0g|C D| = v2. Ved atanvende
Ptolemeeus’ saetning far vi nu at

|AC||BD|—|AB||CD| _v6—+2

|[BC|=
|AD 2
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Opgave 1.4.12. Antag forst at P er et punkt p4 den omskrevne cirkel til trekant
ABC, og antag uden tab af generalitet at P ligger p& buestykket B C s projek-
tionen P, af P pdlinjen AC ligger pa linjestykket AC, mens projektionen P; af
P palinjen AB ikke ligger pa linjestykket AB, men dets forleengelse.

Firkant P C B, P, er indskrivelig da begge diagonaler star vinkelret pa en side,
og dermed er ZCP,P, = ZCPP,. Firkant PP, BP; er indskrivelig da to mod-
stdende vinkler er rette, og dermed er ZBP, P; = ZBP P;. Firkant PP, AP; er
indskrivelig da to modstdende vinkler er rette. Da firkant ABPC pr. anta-
gelse er indskrivelig, er ZP3PP, = 180° —ZBAC = ZBPC. Af dette folger at
/BPP;=/CPP, ogsamlet at ZCP, P, = /BP, P;, dvs. at punkterne P, P, og
Py ligger pa en ret linje.

Antag omvendt at de tre projektioner P;, P, og P; ligger pa en ret linje.
For nemheds skyld antager vi at vi har samme konfiguration som fgr, men
altsd hvor vi denne gang ved at P, P, og P; ligger pa linje. Firkanterne
PCP,P,,PP, BP; og AP;PP; er oplagt indskrivelige, og dermed er

:Zcplpz+(1800—ZP2AP3)—ZBP1P3:1800—ZCAB

Det viser at P ligger pa den omskrevne cirkel til trekant ABC.

Opgave 1.4.13. Firkant C D HE er indskrivelig da den har to modstaende rette
vinkler. Dermed ligger D pa den omskrevne cirkel til trekant CH E, hvilket
betyder at Q, M og N ligger pa en linje ifolge seetning 1.4.5 om Simsonlinjen.

C 0 E A

Tilsvarende ligger D pd den omskrevne cirkel til trekant H F B hvilket betyder
at M, N og P ligger pa linje. Dette viser samlet at alle fire punkter P, Q, M og
N ligger pd en ret linje.

Opgave 1.5.1. Lad P vere et punkt inden i cirklen sa P # O, og lad [ veere en
linje gennem P som skeerer cirklen i punkterne A og B.

A
W
B
Tegn linjen gennem P og O, og kald skeeringspunkterne med cirklen for M og

N. Trekanterne AAM P og AN BP er ensvinklede ifolge seetningen om peri-
ferivinkler. Altsa er

|AP||BP|=|MP|INP|=(r—|OP|)r+|PO|)=r*—|POJ* =—Pow(P, w).

Lad nu m veere endnu en linje gennem P som skerer cirklen i punkterne C
og D. Ifplge det vi netop har vist, ma ogséa |C P||DP| = —Pow(P, w), dvs. at
|AP||BP|=|CP||DP|.



Opgave 1.5.2. Antag at A og B ligger pa [ pa hver sin side af P, og at C og D
ligger pa m pé hver sin side af P. Antag yderligere at |PA||PB|=|PC||PD|.

Lad w veere cirklen gennem A, B og C, oglad D’ veere skaeringen (forskellig fra
C) mellem w oglinjen m. Da P ligger pd korden AB, ma P vere et indre punkt
i w. Dermed ligger P ogsa pa korden CD’, dvs. at D og D’ ligger p& samme
side af P pad linjen m. Ifglge seetningen om et punkts potens er |PA||[PB| =
|[PC||PD’|. Dermed er |[PD|=|PD’| og altsd D = D’. De fire punkter A, B, C
og D ligger derfor pa samme cirkel.

Beviset fores stort set tilsvarende nar bade A og B ligger pa samme side af
P, og C og D ligger pa samme side af P. I dette tilfzelde er P blot et punkt der
ligger uden for cirklen.

Opgave 1.5.3. Lad R veere skaeringspunktet mellem NM og PQ. Ifelge seet-
ningen om punkts potens er |[PR|>=|RN||[RM|=|QR|?, og alts& |PR|=|QR)|.

M

PRQ

Dermed har AMRP og AMRQ samme areal da de har samme hojde og
grundlinje, og ANPR og ANQR samme areal af samme &arsag. Alts&d har
AMNP og AM N Q ogsa samme areal.
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Opgave 1.5.4. Lad D vere skeringspunktet mellem de to cirkler. Vinklerne
LADB og ZADC er begge rette da de spaender over en diameter, og dermed
er D fodpunktet for hejden fra A pa siden BC.

S

Q

Hojdernes skeeringspunkt H ligger derfor pd AD, hvilket ifolge seetningen om
et punkt potens giver at

|HS||HT|=|HA||[HD|=|HP|HQ|.

Dermed ligger P, Q, S og T pa en cirkel ifplge den omvendte saetning om et
punkts potens.

Opgave 1.5.5. Lad P vere skaeringspunktet mellem linjerne LK og m. Da m
og n er parallelle, er ZCBT = ZKTP. Firkant BCLK er indskrivelig, dvs.
modstdende vinkler har sum 180°, og derfor far vi yderligere at ZTLP =
/LCBT =/KTP.Dermed er ATPK ~ALPT.Dette giver at

|TP|>=|PK]||PL|.

Dette kombineret med s@tningen om punkts potens viser at P’s potens i for-
hold til cirklen er

|AP|*=|PK||PL|=|TPJ°.

Altsé er P midtpunktet af AT .
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Opgave 1.5.6. Lad O veare centrum for halvcirklen, og lad R veere skaerings-
punktet mellem AO og N M. Punktet R er da midtpunktet af M N da figuren
er symmetrisk omkring linjen AO. Trekanterne AARN og AAN O er ensvink-
lede da de begge er retvinklede og desuden deler vinklen ved A. Altsa er
|AN|?>=|AR||AO|.

A
P
B E 0 FC

Seetningen om et punkts potens giver nu at
|AP||AF|=|AN|? =|AR||AO|.

Af den omvendte setning om et punkt potens felger nu at firkant PFOR er
indskrivelig, og altsd at ZRP F erret. Vinkel ZE P F er ogsad ret da den spaeender
over en diameter, og derfor mé P, R og E ligge pa linje. Det betyder at linjen
PE deler linjestykket N M pa midten.
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Opgave 1.6.1. Radikalaksen for w; og w, er linjen M N. Kald den omskrevne
cirkel til rektanglet ABC D for w.

B A

Radikalaksen for w og w; er AC, og radikalaksen for w og w, er BD. Ifolge
seetningen om radikalcentrum skeerer de tre radikalakser hinanden i et punkt,
eller ogsé er de alle tre parallelle. Det sidste er ikke muligt her da AC og BD
er diagonalerne i et rektangel. Dermed ligger skeeringspunktet mellem AC og
BD palinjen M N.

Opgave 1.6.2. Lad w; vere cirklen med centrum i D gennem B og C, w, veere
cirklen med centrum i E gennem A og C, og w3 cirklen med centrum i F gen-
nem A og B. Radikalaksen for w; og w, er linjen gennem deres feelles punkt C
som stdr vinkelret pd linjen gennem deres centre, dvs. vinkelret pa linjen D E.
Tilsvarende er radikalaksen for w; og ws linjen gennem B vinkelret pa linjen
DF, og radikalaksen for w, og w3 linjen gennem A vinkelret pd EF.

E__ I




Ifplge seetningen om radikalcentrum skeerer de tre linjer hinanden i et punkt,
hvis de ikke alle er parallelle. Det sidste er ikke en mulighed da de tre linjer
star vinkelret pa hver sin side i trekant DEF.

Opgave 1.6.3. Lad T veere skeeringspunktet mellem PQ og RS, og lad w; og
w, veere to cirkler gennem henholdsvis P og Q samt R og S som tangerer
hinandeni I. Da T ligger pa radikalaksen for w og w;, samt pa radikalaksen
for w og w,, ma T veere radikalcentrum for de tre cirkler, hvilket betyder at
|TI| = +/|TP||TQ| uanset valget af w; og w,. Dvs. at L er en delmaengde af
cirklen med T som centrum og +/|T P||T Q| som radius.

Lad omvendt I veere et punkt pa denne cirkel som ikke ligger pa nogen af
linjerne SR og PQ og ikke pa cirklen PQRS. Da vil T vere radikalcentrum
for cirklen w samt de omskrevne cirkler til APQI og ARSI. Fordi |TI| =
v |TP||TQ|, m& de omskrevne cirkler til APQI og ARSI tangere hinanden
i I ifplge seetningen om et punkts potens. Dermed er L cirklen med centrum
i T ogradius 4/|T P||TQ| fraregnet punkterne pa linjerne RS og PQ og punk-
terne pa cirklen PQRS. (Disse punkter opfylder oplagt ikke betingelsen).

Opgave 1.6.4. Kald cirklen gennem C, E, D, F for w, cirklen med centrum i
A og radius |AC| for w; og cirklen med centrum i B og radius |BF| for w,. Vi
onsker at vise at O og N ligger pd radikalaksen for w, og w, da dette viser at
ON star vinkelret pd linjen AB.

Da AC er tangent til w og dermed star vinkelret pd C O, mé C O veere tangent
til w;. Tilsvarende er F O tangent til w,. Derfor er

P(0,w,)=|0CF*=|0F*=P(0, wy),
dvs. at O ligger pa radikalaksen for w; og w,. Desuden er
P(N,w;)=—ICN|IND|=P(N,w)=—|EN||[FN|=P(N, w,).

Dermed ligger ogsd N pé radikalaksen for w, og w,, og det onskede er vist.

Opgave 1.6.5. i) Kald centrene i cirklerne w;, w, og w3 for henholdsvis Oy,
0, og Os. Firkant EF G O er ifglge saetning 1.2.3 pr. konstruktion et paralle-
logram, diagonalerne skeerer dermed hinanden pa midten, og O; er derfor
deres skeeringspunkt. Linjen gennem O, O; er derfor midtpunktstransversal i
trekant AF O, og altsd parallel med AF, og dermed ortogonal med M E. Punk-
tet E ligger pa w; da E er midtpunktet af korden AC i cirklen ¢, og vi dermed
ved at ZAE O = 90°. Radikalaksen for w; og ws er derfor M E da E ligger pa
begge cirkler, og M E star vinkelret pé linjen gennem cirklernes centre. Tilsva-
rende ses at N G er radikalakse for w, og ws.

ii) Radikalaksen for w og w; er deres feelles tangent i A, og dermed er radikal-
centrum for w, w, og w3 skeringen mellem denne tangent og radikalaksen
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for w; og w3, dvs. punktet M. P4 tilsvarende vis ses at radikalcentrum for c,
w, 0g w3 er N.

iii) Afii) folger at M N er radikalakse for w og w3, og dermed star N M vinkelret
pa O0s. Vi ved desuden at CD star vinkelret pd OOs, da OO; halverer CD.
Dermed er M N parallel med CD.

Opgave 1.7.1. Der findes en multiplikation omkring A; med multiplikations-
faktor k; som forer w; i w, og tilsvarende en multiplikation omkring A, med
multiplikationsfaktor k, som forer w, i w.

Ay

RN

' Az

Da w; og w, har samme radius, betyder det at k; = k,. Altsa vil en multiplika-
tion omkring M med multiplikationsfaktor klkil afbilde B, i A; og B, i A, 0g
dermed B; B, i A; A,. De to linjer er derfor parallelle.

Opgave 1.7.2. Der findes en multiplikation omkring A som afbilder w; i w,.
Ved denne multiplikation afbildes N i N og P i P’ som vist pa figuren.

Linjerne [ og I’ er parallelle, og cirkelbuerne M N’ og Q P’ er derfor lige store.
Altsa er ZM AN = ZPAQ.

Opgave 1.7.3 Da medianerne deler hinanden i forholdet 1 : 2, vil en multi-
plikation i M med multiplikationsfaktor k = —% fore Ai M,, BiMj, og C i
M,.

Trekant ABC fores derfor i trekant M, M, M,, og det vil sige at den ind-
skrevne cirkel for trekant ABC fores i Spieker-cirklen. Dermed fores I i S, og
punkterne I, M og S ligger pé linje med 2|M S| =|M I|.

Ved samme multiplikation fores hejderne i midtnormalerne. Dermed fores
H i O, og punkterne H, M og O ligger pé linje med 2|M O|=|M H|.



Opgave 1.7.4. Linjen gennem X; vinkelret pa a og linjen gennem X vinkelret
pa a er parallelle, og da de begge star vinkelret pa korden X X i cirklen, ma
de have samme afstand til cirklens centrum.

X X .
Ved en multiplikation om cirklens centrum med multiplikationsfaktor —1 fo-
res linjen gennem X; vinkelret p& a derfor i linjen gennem X vinkelret pa a.
Tilsvarende fores linjen gennem Y; vinkelret pa b ilinjen gennem Y vinkelret
pa b, oglinjen gennem Z; vinkelret pa c ilinjen gennem Z vinkelret pa c. Da
de tre linjer fores i tre linjer som skzerer hinanden i et punkt, mé de tre linjer
ogsa selv skeerer hinanden i et punkt.

Opgave 1.7.5. Ifplge setning 1.3.5 ligger spejlingen af H i linjen AB pa den
omskrevne cirkel til trekant ABC.
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Ved en multiplikation omkring H med multiplikationsfaktor 2 bliver H,, H,
og H, derfor afbildet i punkter pa den omskrevne cirkel. Punkterne N, N},
og N, bliver afbildet i henholdsvis A, B og C. Lad H/ vaere det punkt som H,
afbildes i p4 den omskrevne cirkel. Punktet M, bliver afbildet i spejlingen af
H! i midtnormalen til AB der gar gennem M, og dette punkt ligger ogsa pé
den omskrevne cirkel da den er symmetrisk om midtnormalen til AB. Altsa
afbildes M,, M}, og M. ogsé i den omskrevne cirkel ved en multiplikation i H
med multiplikationsfaktor 2.

De ni punkter H,, H,, H., M,, M}, M., N,, N;, og N, bliver dermed alle
afbildet p&4 den omskrevne cirkel, og derfor ligger de alle pa samme cirkel.

Opgave 1.7.6. Der findes en multiplikation omkring A som afbilder w; i w»,
og multiplikationsfaktoren for denne afbildning kaldes k. Dermed er | X, Y5| =
kX 1l

Trekanterne X; BY; og Y, BX, er derfor ensvinklede med |BY,| = k - |BX;| og
|BX,| = k -|BY;|. En multiplikation omkring B med multiplikationsfaktoren
—k forer dermed X; i ¥, og Y} i X, og altsa cirklen w; i den omskrevne cirkel
til BX, Y,. Dermed tangerer w; og den omskrevne cirkel til BX, ¥, hinanden.

Opgave 1.7.7.1) Bemerk forst at den multiplikation om T der forer w i 2, forer
K iT.Detbetyder at tangenten til 2i M er parallel med AB, og dermed er M

midtpunktet afbuen AB og altsd superpunktet. Af samme arsag svarer korden
TK iwtilkorden TM i<, hvilket viserat /M BT =/ZTKA=/BK M .Dermed
er ATM B ~ ABMK da de deler vinkel i M. ii) Desuden ved vi at ZTCM =
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/ZTLK,ogaltsdat LZTCI =4TCM = /ZTLK = /T LI, hvilket viser at firkant
CLIT erindskrivelig.

T

iii) Foratviseat AMKI ~AMIT erdetnokatviseat ZIKM =/ZTIM datre-
kanterne deler vinklen ved M. Ved at udnytte at firkant CLIT er indskrivelig
far vi

LTIM =180°—ZCIT=180°—ZCLT =180°—ZLKT =ZIKM.

vi) At AMKI ~ AMIT, giver at [MK|MT| = |MI|?. Vi ved yderligere at
ATMB ~ ABMK, og dermed |[MK||MT|=|MB|?, dvs. [MI| = |[M B|. Des-
uden ved vi at superpunktet M er centrum for cirklen gennem A, B og cen-
trum for den indskrevne cirkel til trekant ABC, og at dette centrum ligger pa
vinkelhalveringslinjen CM til vinkel C. Dette viser at I er centrum for den
indskrevne cirkel.

Opgave 1.8.1. Lad 2a, 23 og 2y veere henholdsvis vinkel A, B og C. Trekant
AEF er ligebenet, og derfor er

180° —2a

LAFE = =B+7.
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Da O, B og O, C er de ydre vinkelhalveringslinjer til henholdsvis vinkel B og
C,er

/B0O,C=180°-£0,BC—£0,CB=180°—(a+y)—(a+B)=p +7.

Dette viser at firkant C J O, F er indskrivelig, ogdermed at /BJC =Z0,FC =
90°.

Opgave 1.8.2. Lad A;, B; og C; vare roringspunkterne for den indskrevne cir-
kel med henholdsvis BC, AC og AB, oglad A,, B, og C, veere roringspunkter-
ne mellem den ydre roringscirkel w, og henholdsvis BC, AC og BC.

Afstanden fra A til punkterne B, og C, er den samme da AB, og AC, er tan-
genter til w,. Dermed er

1
IAB,|= S(1AB,| +|AG )= S(IAC|+|CBy| +]AB| +|AG)

(JAC|+|CAs|+|AB|+|BA,|)=s.

N =N =

Potensen af A mht. w, er |[AB,|. Altsé er potensen af A mht. w, lig s2.

Desuden er |[CA,|=s—|AC|=s—(|CB;|+|B;A|). Da s =|BA;|+|C By|+|B;A|,
er |BA;|=|CA,|. Altsa ligger A; og A, symmetrisk pa linjestykket BC omkring
dets midtpunkt.



Opgave 1.8.3. Lad s, veere den halve omkreds i trekant ABC. Fra s@tning
1.8.2 ved vi at

|DB|=sapc—|AB| og|D C|= sapc —|AC]|.
Det tilsvarende gzlder for trekant ABD og trekant ACD, dvs.
|AD|+|AB|—|BD| |AD|+2|AB|—sspc

|PD|=sspp —|BD|=

2 2
|AD|+|AC|—|CD| |AD|+2|AC|—SsBc
|QD|=spcp—ICD|= 2 = 2

Dermed er P = Q netop nar |[AB|=|AC|.

C

Opgave 1.8.4. Da trapezet ABC D er symmetrisk omkring midtnormalen til
CD, ligger roringspunktet mellem den indskrevne cirkel til trekant ACD og
CD symmetrisk i forhold til E pa linjestykket CD.

B A

Fra saetning 1.8.2 ved vi at E er roringspunket for den ydre reringscirkel til
trekant AC D til siden C D. Punktet F mé derfor veere centrum for denne ydre
roringscirkel da F bade ligger pé vinkelhalveringslinjen fra A i trekant ACD,
og EF stér vinkelret pd CD. Dette betyder at ZG CF er den ydre vinkelhal-
veringslinje til vinkel C i trekant ACD, og dermed at ZGCF = w. Da
firkant AC F G er indskrivelig, er

/AGF =/180°—/ZACF =180°—ZACD—/GCF
180°—LACD)

=180°—LACD—( >

(lSO"—ZACD)
2
=/GCF =/GAF.

Dette viser det onskede.

Opgave 1.8.5 Ifolge saetning 1.3.4 om superpunktet ligger punkterne B, C og
I pd en cirkel med M som centrum. Seet /ZBAC =2a, ZABC =23 0g ZACB =

27.

Ved yderligere at benytte seetning 1.2.10 og huske at BO, er den ydre vinkel-
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halveringslinje til vinkel B fas

/10,B=180°—/0,BI—/0,IB
=180°—~Z0,BC—/CBI—/0,IB
=180°—(a+7)— B —(a+p)
=y=/BCI

Dermed er firkant BI CO, indskrivelig, og B, I, C og O, ligger pé en cir-
kel med M som centrum. Trekanterne AACI og AAO,B er ensvinklede
da ZCAI = /0,AB og /BO,A = /BO,I = /BCI = ZACI. Dermed er
|AI||AO,|=|ABJ|AC]|.

Opgave 1.8.6. Lad O, veere centrum for den ydre roringscirkel til siden BC.
Ifplge seetning 1.8.3 om den ydre roringscirkel og superpunktet er D centrum
for cirklen gennem B, I C og O,, og |AI||AO,|=|ABJ|AC|. Trekanterne AABF
og AAEC er ensvinklede fordi ZBAF = ZC AE per konstruktion, og ZABF =
/AE C da de spaender over samme buestykke.

Dermeder |AF||AE|=|AB||AC|=|AI||AQ,|, hvilket viser at AAO, F og AAET
er ensvinklede. Da D er midtpunktetaf I O,, og G er midtpunktetaf FI,er DG
midtpunktstransversal i trekant ATO, F, dvs. ZADG = ZAO, F = ZAE, hvil-
ket viser at ZAE I og ZAD G spaender over samme buestykke iI’, og dermed at
DG og EI skeerer hinanden paT.
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Opgave 1.9.1. Kald fodpunkterne for hgjderne i trekant ABC for H,, H}, og

H,. 5
H,

A b H, C
Daer AAH,B og AAH,C er ensvinklede, er

|AHb| _ C

|AH.| b’

Det tilsvarende geelder for de andre sider. Derfor er

|AH,| |BH,| |CH,| abc _
|H,C| |H.Al |H,B| abc

Ifolge Cevas setning gar hojderne dermed gennem samme punkt.

Opgave 1.9.2. Da PQ er paralleltransversal i trekant ABC, er % = % ifolge

seetningen om transversaler. Kald skeeringspunktet mellem AX og BC for M.

A

B M C

Ifolge Cevas s@tning er

CQl 4P| |BM| _
QAl |PB IMC]

Da % . % =1, ma % =1, og AM deler dermed BC pa midten.



Opgave 1.9.3. Da den indskrevne cirkel tangerer AB og AC, er afstanden fra A
tilde toregringspunkter Y og Z den samme. Altsd er |[AY | =|AZ]|, og tilsvarende
|BX|=|BZ|og|CX|=|CY]|.

X C
Dermed er
|AZ| |BX]| |CY]|
1ZB| |XC| |YA|
Ifolge Cevas seetning betyder dette at AX, BY og CZ skerer hinanden i et
punkt.

Opgave 1.9.4. Kald roringscirklernes rgringspunkter med siderne BC, AC og
AB for henholdsvis A, B’ og C’ og den indskrevne cirkels roringspunkter med
siderne BC, AC og AB for henholdsvis A, B; og C;. Fra seetning 1.8.2 om de
ydre roringscirkler ved vi at

ICB’| |BA'| |AC’| _|ABy| |CA| |BG| _
|B’A| |A’C| |C’B| |B,C| |AB| [CA|l

Cevas s@tning giver nu at de tre cevianer skaerer hinanden i et punkt.

Opgave 1.9.5. Trekant AP D og trekant AQ D er kongruente da de har en feelles
side AD, ZPAD = /QAD og ZAPD =90° = ZAQD, dvs. at |AP| = |AQ)|.

A
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Trekant AH B og trekant DQ B er ensvinklede da de begge har en ret vinkel

1BQ| _ |BD| ICP| _ |CD|
samt den feelles vinkel B. Dermed er 1BH] = 1AB]- Tilsvarende er [CH| = Tic]-

|BD| _

Da AD er vinkelhalveringslinje, er TaBl = ||§g || . Samlet er

AP| |CH| |BQ| _|CH| |BQ| _|AC| |BD| _
PCI |HBI 1QAl IPCI '[HBI  |CD| 4B

Ifelge Cevas sa@tning skeerer linjerne AH, BP og QC hinanden i et punkt.

Opgave 1.9.6 Kald centrene for de tre cirkler O;, O, og O3 og deres radler for

1, I, og r3. Ensvinklede trekanter giver at B((gii = 2 Iygﬂ =2 og Iggﬂ

Betragt trekanten O; O, O;. Punkterne X, Y og Z er punkter pa henholdsvis
linjerne O, 0,, 0,03 og O30,. Nu benytter vi Menelaos’ setning til at vise at
X, Y og Z ligger pé linje. Hvis vi regner med fortegn, er

01X] 10,Y| 05Z] =(_Q)(_g)(_g):_l
IXOs| |YO3] |ZO] ) 3 n

Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pa linje.

Opgave 1.9.7 Kald centrene for de tre cirkler O;, O, og 03 og deres radier for
ri, I, 0g r3. Som i opgave 1.9.6 ses at ng;} =4, iggﬂ og Egﬂ 7. Betragt
trekanten O, O, 0;. Punkterne X, Y og Z er punkter pa henholdsms linjerne
0, 0,, 0,05 0g O3 0;. Nu benytter vi Menelaos’ seetning til at vise at X, Y og Z

ligger pa linje. Hvis vi regner med fortegn, er
0.X| |0:Y] [052] ( n)(g)(g):_l
X0, |YOs] |ZO] rJ\rsJ\n '
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Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pa linje.

Opgave 1.10.1. Lad A’ C veere diameter i den omskrevne cirkel til trekant ABC.
Daer

a
sinA=sinA’ = —.
2R

Tilsvarende ses at sin B = ;% og sin C = 5%, og dermed i alt

_a b _ ¢
" sinA sinB  sinC’

Ved at benytte formlen for arealet af en trekant T = %b c sin(A) fas yderligere

ART =2-2R-T=2-

1
-EbcsinA:abc.

sin A

Opgave 1.10.2. Bemerk forst at
1 N 1 N 1 a+b+c
ab ac bc  abc
Kald arealet af trekanten for T. Daera+b + ¢ = 2- ogabc =4RT. Vi har nu

a+b+c_ 2T B 1
abc  r-4RT 2rR’

som onsket.

Opgave 1.10.3. Kald centrum for den indskrevne cirkel for I, og roringspunk-
tet mellem den indskrevne cirkel oglinjen AB for B’. Betragt den ydre rerings-
cirkel til siden a, kald centrum for O,, og kald reringspunktet mellem den ydre
roringscirkel og linjen AB for B”.

Trekanterne AB’I og AB” O, er oplagt ensvinklede. Desuden ved vi fra sat-
ning 1.8.2 at |AB’| = s —a og |AB”| = 5. Dette giver *7* = -, og altsd

T=sr=r,(s—a).

Nu har vi
T=rs=r,s—a)=r,(s—b)=r.(s—c).

Fra Herons formel fas yderligere at
T?=s(s—a)(s—b)(s—c).

Dette giver samlet

, T* rsry(s—a)rpy(s—Db)re(s—c)
= =TT,TpT,.
T2 s(s—a)s—b)(s—c)
Opgave 1.10.4. Kald trekanten ABC og de tre hojder for h,, h;, og h. s h, =

12, hy, = 15 og h, = 20. Af ensvinklede trekanter folger at 7 = Z—Z, og altsd

h ‘ h
b=gta= ta. Tilsvarende ¢ = 7* = 2a. Dermed er trekantens halve omkreds
c

1 1 4 3 6
s=§(a+b+c)=§(a+—a+—a): a.

557 5
Arealet T af trekant ABC er derfor

1
T = Eaha =6a.



Vi ved yderligere ifglge Herons formel at

6 1 2 3 6
T = — — —)=\|-a--a--a--a=—a>.
Vs(s—a)s—b)s—c) QSQ 5a 5a 5a 2561

Altséd er a =25 og T =150.

Opgave 1.10.5. Lad n > 3, oglad n—1, n og n + 1 veere sideleengderne i en
trekant. Den halve omkreds er da 2. Ifalge Herons formel er arealet

1=\ 2 ) )2 n1)= 2\ S

For n = 4 er T = 6, s& vi har mindst en trekant der opfylder betingelserne.
Vi viser nu at vi ud fra en trekant der opfylder betingelserne, kan konstrue-
re endnu en trekant med den gnskede egenskab og storre sideleengde. Dette
giver nemlig at der findes uendeligt mange. Lad n veere et lige tal, n > 4, og
antag at A%(n2 —4) er et kvadrattal. Betragt trekanten med sideleengderne m—1,
m og m+ 1 hvor m=n?—2.Daer m > n, m erlige, og

?I(mz—él): Z(m—z)(m +2)= Z(nz—él)nz.

Dermed er
T m,|3 (m2—4)
= —_— —|me< —
"2 \4
et helt tal. Der findes altsa uendeligt mange trekanter med de onskede egen-

skaber.

Opgave 1.11.1. Betragt diameteren i @ hvis forleengelse gar gennem O. Den-
ne diameter vil af symmetrigrunde afbildes i diameteren til @’, og da linjer
gennem O afbildes pa sig selv, folger det at centrum for @, centrum for &’ og
punktet O ligger pa linje.

Opgave 1.11.2. Kald reringspunkterne mellem den ydre reringscirkel og
linjerne AC og BC for henholdsvis M og N. Det er velkendt fra afsnittet om
ydre roringscirkler at |[C M| =|C N|=s. Punkterne M og N fikseres derfor ved
inversionen, dvs. at den ydre roringscirkel afbildes i en cirkel gennem M og N
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som tangerer billederne af linjerne AC og BC. Da AC og BC afbildes pa sig
selv, ma ogsa cirklen afbildes pa sig selv.

Opgave 1.11.3. Kald centrum for den indskrevne cirkel for I. Firkant AM IN
er indskriveligda ZAM I =ZAN1 =90°.

e

C

Cirklen AM N afbildes derfor i en linje gennem M og N da disse to punk-
ter ligger pa inversionscirklen. Billedet af A er altsa skeeringspunktet mellem
linjestykket N M og linjen AI. Dette skeeringspunkt er netop midtpunktet af
M N, da AI er vinkelhalveringslinje til vinkel ZN AM og |AM|=|AN]|.

Opgave 1.11.4.

Ved inversion i en cirkel med centrum C og radius s afbildes den ydre ro-
ringscirkel pa sig selv ifolge opgave 1.11.2. Vi skal altsa vise at billedet af den
omskrevne cirkel til trekant C PQ tangerer den ydre roringscirkel. Da P og Q
afbildes pa sig selv, vil den omskrevne cirkel til trekant C PQ afbildes i linjen
PQ, som tangerer rgringscirklen.

Georg Mohr-Konkurrencen



58

Opgave 1.11.5. Ved inversion i en cirkel med centrum i A afbildes w; og w, i
to parallelle linjer, og w3 og w, afbildes i to cirkler der tangerer hinanden samt
henholdsvis billedet af w, og w;.

D/

N~

B/
Ved at regne pa vinklerne ses let at B/, C’ og D’ ligger pa linje. Hvis denne linje
gér gennem A, vil A, B, C og D ligge pa linje, og hvis linjen ikke gér gennem
A, Vil A, B, C og D ligge pa en cirkel.
Opgave 1.11.6. Ved inversion i punktet O afbildes cirklerne I'y, I'z 0ogI¢ ilinjer

séledes at A’B’C’ er en trekant, og A’X’, B’Y’ og C’Z’ er cevianer i trekanten
som gar gennem samme punkt O.

X C !
Y
ﬂ Iy
X’ Y’
/5
B A
Z B’ z' A

Ved at udnytte at |AY| = W&O”A’ Y’| osv. ses at ligningen vi skal vise, i det
inverterede tilfeelde er eekvivalent med

|A/Y/||B/Z/||C/X/|

|A/Z/||B/X/||C/Y/|

Dette er sandt ifolge Cevas setning.

Opgave 1.11.7. Invertér i en cirkel med centrum i A og radius r. Linjerne AB,
AP og AC afbildes pa sig selv, cirklen gennem A, B, C;, P afbildes pd en linje
gennem B’, C/ og P’, cirklen gennem A, B;, C, P afbildes i en linje gennem
B/, C’ og P’, og cirklen gennem AB, P, C; afbildes i en linje gennem B, C| og
p/

e

£y

Clm A Cll C / A

Da B, og C; er midtpunkt pa henholdsvis AB og AC, er B’ og C’ midtpunkt
pa henholdsvis linjestykkerne AB; og AC;. Dermed er AB/C{ en trekant med
B{C’ og B’C{ som medianer. Da linjen gennem A, P’ og P, gar gennem skee-
ringspunktet mellem B/ C’ og B’C/, er AP/ ogs& median i trekant AB{C/. Da
medianerne skeerer hinanden i forholdet 1 : 2, far vi

1

2 2

.
=3——-=3|APR]|.
ap] ~ apy = oA

2|AP|=2

Opgave 1.11.8. Da P er det centrale punkt, inverterer vi i en cirkel med cen-
trum i P og radius r. Dermed er a} og a; to parallelle linjer, og a; og a; er to
parallelle linjer. Firkant A’B’C’D’ er derfor et parallelogram.
Nu omformer vi pa begge sider af af den identitet vi skal vise, til det inver-
terede tilfeelde:
AB|BC| _ patesimated  |A'B/||B'C|PDP

|AD||DC|_ r2|A’D’|  r2|D’C’| _|A’D/||D’C’||PB’|2’
[PA’|IPD’| [PD’||PC’|

og
4
|PB? _mpE _ IPD')?
IPDP - 5 IPBP




Identiteten som vi skal vise, reduceres dermed til

|A/B/||Blc/| B
|A’D’||D’C’| -

)

hvilket er sandt da A’B’C’D’ er et parallelogram.

Opgave 1.11.9. Bemeerk forst at firkanterne APOS, BQOP, CROQ og DSOR
er indskrivelige, og kald deres omskrevne cirkler for henholdsvis a4, ag, a¢
og ap.Da AO og CO er diameter i henholdsvis a4 og ac, tangerer a4 og a¢
begge linjen BD i O. Tilsvarende tangerer ag og ¢ linjen AC i O.

s’ A P’
D! ° iy
R’ B C’Q’

Inverterien cirkel med centrumi O. Da afbildes a4 og a ito linjer som er pa-
rallelle med D B, og ag og ap itolinjer parallelle med AC. Skeeringspunkterne
mellem de fire cirkler er netop P, Q, R og S, dvs. at P’Q’R’S’ er et rektangel og
dermed indskrivelig. Punkterne P, Q, R og S ligger derfor ogsa pa en cirkel.

Opgave 1.11.10. Inverter i en cirkel med centrum i A da a og a derved af-
bildes i to parallelle linjer som alle billederne af cirklerne i folgen tangerer.
Roringspunkternes billeder P/, P,, Py,... ligger derfor p en ret linje, dvs. at
P, P, P;,... ligger pa en cirkel gennem A.

39

Opgave 1.11.11. Inverter i en cirkel med centrum i C. Da afbildes linjen PQ
pé sig sely, cirklen f i en linje parallel med P’Q’, halvcirklen « i en halvcirkel
som tangerer 3’ og har P’Q’ som diameter, oglinjen 7 i en cirkel som tangerer
p’ og har C B’ som diameter.

P/ C O/ B/

Da linjen gennem P’, C, Q’ og B’ er parallel med linjen 8/, mé de to cirkler &’
og 7’ have samme radius. Derfor er

/PAC=/A'P'C=/A'B’C=/BAC,

dvs. at AC er vinkelhalveringslinje i trekant PAC.

Georg Mohr-Konkurrencen
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