1 Algebra

Dette kapitel handler grundleeggende om relationer mellem reelle tal. I afsnit
1.1-1.3 far du en introduktion til at omskrive udtryk, faktorisere og lose lig-
ningssystemer. De kan betragtes som en slags opvarmning til algebra og har
fokus pé grundleggende metoder som giver et godt grundlag for mere udfor-
drende opgaver. De fleste af opgaverne i disse afsnit er standardopgaver der
treener teorien, men der er ogsa et par mere udfordrende opgaver i afsnit 1.3.

I afsnit 1.4 introduceres rationale og irrationale tal og centrale satninger
om disse, og afsnit 1.5 og 1.6 har fokus pa summer og folger. Her ser vi bade
pa differensraekker, kvotientraekker, teleskopsummer og rekursive folger. Til
slut er der introduktion til funktionalligninger og uligheder, som ogsa er cen-
trale emner i algebra. Afsnit 1.7 kraever kendskab til grundlaeggende viden om
monotoniforhold for funktioner, og afsnit 1.12 kreever yderligere kendskab til
differentialregning.
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1.1 Kvadratseetninger og omskrivning til kvadrat

Kvadratseetningerne kan bruges i rigtig mange sammenheange, og i dette af-
snit skal vi se p& hvordan de kan bruges til at lose andengradsligninger og
andengradsuligheder, bevise uligheder og faktorisere.

Setning 1.1.1. Kvadratsatningerne
1) (a+by=a*+b*+2ab,
2) (a—b)*=a*+b*—2ab,
3) (a+b)a—b)=a*-Db"

Eksempel 1.1.1. Andengradsligninger og omskrivning til kvadrat

For at lose andengradsligningen 4 x2+12x—7 = 0 omskriver vi til kvadrat
pa folgende méde:

0=4x?+12x—7=(4x>+12x+9)—9—7=(2x+3)*—16.

Leeg meerke til hvordan vi udnytter forste kvadratsaetning til at finde ud
af hvilket tal vi skal leegge til eller treekke fra for at f& et kvadrat hvor
4x% +12x indgér. Nu er der ikke langt til en lgsning:

(2x+3P%=16 < 2x+3=%4

—3+4
S x=
2
7 1
S x=—=V Xx=-—.
2 2

Omskrivningen svarer helt til hvordan man udleder diskriminantform-
len til at lose andengradsligninger, men nér man bliver fortrolig med at
omskrive pd denne mdde, kan man bruge denne metode i mange andre
sammenhange ogsa.
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Vi ser p4 endnu et eksempel, men denne gang er koefficienten til x? ikke
et kvadrattal. For at lase andengradsligningen 3x2 + 5x —2 = 0 ganger vi
med 3 sd koefficienten til x? bliver et kvadrattal. Lasningen ser nu sédan
ud:

3x2+5x—2=0 < 9x’+15x—6=0

5)2 25 49
< |3x+- | =6+—=—
2 4 4
5 7
&S 3x+-—=+£-—
2 2
1
S x=-Vxi=—2
3

\ J

Opgave1.1.1. Les ligningen x?—6x +8 =0 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 1.1.2. Los ligningen 5x?—6x + 1 =0 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 1.1.3. Los ligningen a®—a + % =0 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 1.1.4. Los ligningen 3x2+4x +2 =0 ved at omskrive til kvadrat.

Andengradsuligheder kan ogséa lgses ved at omskrive til kvadrat. Her far vi
brug for folgende helt grundleggende iagttagelser om uligheder:

e w

Saetning 1.1.2. Grundlaeggende regneregler for uligheder
Man ma leegge samme tal til og treekke samme tal fra pa begge sider af et
ulighedstegn:

X2y & xtazy+ta.

Tilsvarende mé& man gange og dividere med et positivt tal pa begge sider
af en ulighed, mens man skal vende ulighedstegnet om hvis man ganger
eller dividerer med et negativt tal:

x>y & a-x2a-y, hvisa>0.
x>y & a-x<a-y, hvisa<O0.

L
Néar man arbejder med kvadrater, geelder

x’>a o x<—+vaVv Ja<x,

x’<a o —Jva<x<Ja.

Eksempel 1.1.2. Andengradsuligheder

Hvis vi ensker at bestemme for hvilke reelle tal x felgende ulighed gaelder
x*+6x+5>0,

kan vi ogsa benytte metoden med at omskrive til kvadrat kombineret
med de grundleeggende regneregler for uligheder:

x’+6x4+5>0 < (x+37%>4
& x+3<-2V2<x+3
& x<-5V-—-1<zx.

Endnu et eksempel:

3x°—x<2 & 9x?’—3x<6

4

5 5
& ——<3x—=< =

2 2
& —2<3x<3

2
& —=<x<1.

3

\

Opgave 1.1.5. Los uligheden x? +2x > 3 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 1.1.6. Los uligheden 3y? + 7y +2 < 0 ved at omskrive til kvadrat.



Eksempel 1.1.3. Bevis for uligheder

Nogle uligheder kan man bevise er sande ved at udnytte at et kvadrat
altid er storre end lig med nul. Fx er

x2+y222xy

for alle reelle tal x og y fordi uligheden kan omskrives til (x — y)? > 0,
som er sand da et kvadrat aldrig er negativt.

Uligheden
2 , 37
xX“+9y°+ ? >4x+2y

ser umiddelbart temmelig kompliceret ud, men ved at omskrive til kva-
drat kan vi som fgr nemt vise at den er sand for alle reelle tal x og y:

2 2, 37 2 2 1
X“+9y +?24x+2y & (x°—4x+4)+|9y —2y+§ >0
1 2
= (x—2)2+(3y—§) > 0.

Da et kvadrat altid er storre end lig med nul, geelder det samme for sum-
men af to kvadrater.

Opgave1.1.7. Bevisat a’+1 > 2a for alle reelle tal a ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 1.1.8. Bevis at x + % > 2 for alle positive reelle tal x.

Opgave1.1.9. Bevis at % > v ab for alle positive reelle tal a of b.

Opgave 1.1.10. Bevis at hvis x + y =1 for to positive reelle tal x og y, da er
% + % > 4. Hint: 33

Opgave 1.1.11. Bevis at x2+ y?+z2> xy + yz + zx for alle reelle tal x, y og
z.

Opgave1.1.12. Bevis at 8x?+2y%+y + % > 4x for alle reelle tal x og y.

\

Eksempel 1.1.4. Faktorisering

Indtil videre har vi kun brugt de to forste kvadratsetninger. Nu skal vi
ogsa bruge den tredje kvadratseetning til at faktorisere udtryk da det ofte
er en god ide at omskrive til et produkt.

Udtrykket x?— y? + x + y kan faktoriseres til
=yt x+y=(x+y)x—y)+x+y=(x+y)x—y+1).

Her brugte vi forst den tredje kvadratseetning og satte derefter (x + y)
uden for parentes.

Betragt nu udtrykket 4x?y2 + x2+4x2y — y2. Forst leegger vi maerke til at
de tre forste led kan omskrives til et kvadrat, og derefter bruger vi tredje
kvadratseetning:

4x°y* + X2 +4x’y—y* =Q2xy+x)P -y =Q2xy+x+y)2xy+x—y).

I nzeste eksempel far vi brug for at leegge et ekstra led til og treekke det fra
igen undervejs i omskrivningen:

at+a’+1=a*+2a*>+1-a’=(a*+17°—-a’=(a’+a+1)a’—a+1).

Her er tricket at se at det der star, nzesten er et kvadrat, laegge det til der
mangler, og treekke det fra igen for at omskrive til kvadrat.

Opgave 1.1.13. Faktoriser 9x2—3x + %.

Opgave 1.1.14. Faktoriser 2n?+8m?+8nm.

Opgave 1.1.15. Faktoriser 9a®— b?+6a +2b.

Opgave 1.1.16. Faktoriser a?—b? +6a +9.

Opgave 1.1.17. Faktoriser a’+2b?+3ab+b—1.

Opgave 1.1.18. Faktoriser n + 4.
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1.2 Andengradsligninger og skjulte andengradsligninger

Hvis en andengradsligning har heltallige losninger, kan man forholdsvis nemt
geette dem, og det er ofte hurtige end at bestemme dem pd anden vis. Forst
minder vi om folgende standardseetning til losning af andengradsligninger:

7

Szetning 1.2.1. Diskriminantformlen

Betragt andengradsligningen a x2+ b x + ¢ =0, a # 0, med diskriminant
d=b?>—4ac.
—b+vd

Hvis d > 0, har ligningen to reelle lgsninger x = 2
a

—b
Hvis d =0, har ligningen én reel losning x = PP
a

Hvis d < 0, har ligningen ingen reelle lpsninger.

\.

Opgave 1.2.1. Bevis s@tningen ved at omskrive til kvadrat.

7

Szetning 1.2.2. Lasningernes sum og produkt
Hvis andengradsligningen ax?>+ b x +c¢ =0, a #0, har losningerne x; og
Xy, da er

ax’+bx+c=a(x—x)(x—x)=ax?—a(x;+ x%)x +ax; x,

0og b =—a(x; + x,) 0g c = ax; x,.
Hvis a = 1, ses specielt at b =—(x; + x,) 0g ¢ = x1 X,.

Bemeerk at hvis andengradsligningen kun har én reel losning x;, da geel-
der szetningen ogsa, vi setter blot x; = x,.

\.

Bevis. Farst ses at
a(x—x)(x—x)=a(x?—x;- X=X X+ X1+ Xp) = ax®—a(x; + X)X + ax; x,.

For at vise seetningen skal vi altsa vise at b =—a(x; + x,) 0g ¢ = ax; x».

Summen af l@sningerne er

~b—vd —b+Vd _(-b—Vd)+(-b+Vd)_-2b_ b

2a 2a 2a 2a a

X1+ X9 =

hvilket viser at b =—a(x; + x»).

Produktet af lesningerne er

—b—«/ﬁ‘—b+\/ﬁ_(—b—\/ﬁ)-(—b+«/ﬁ)
2a 2a (2a)?
_(~bP—(AP b2—d b —(b*—4ac) 4ac

c
4q2 4q2 4q2 4a2 a

X1 Xo =

’

hvilket viser at ¢ = a x; x,.

Hvis andengradsligningen kun har én lgsning, da er d = 0, hvilket svarer til at
X1 = X,, dvs. seetningen geelder ogsa i dette tilfeelde. O

( A

Eksempel 1.2.1. Geet losningerne til en andengradsligning

Det er nemt at geette losninger til andengradsligninger hvis de er heltal-
lige. Hvis a = 1 i andengradsligningen a x?+ b x + ¢ =0 med lgsningerne
X 0g X», ved vi fra seetning 1.2.2 at

b=—(x;+x) og c=xxp,

dvs. hvis vi skal geette losningerne til ligningen x?—5x+6 = 0, skal vi gaette
to tal x; og x, s& x; + x, =5 0g x; X, = 6. Det er nemt at se at x; = 2 og
x, =3 laser begge ligninger, og de er derfor losningerne til x2—5x+6 =0,
som kan faktoriseres (x —2)(x —3)=0.

Losningerne til andengradsligningen 3x? —9x — 12 = 0 kan geettes ved
forst at faktorisere 3(x? —3x —4) = 0 og derefter finde losningerne x, og
X, som opfylder at x; + x, =3 og x;x, = —4. Herer x; = —1 og x, =4
lesningerne, og ligningen kan faktoriseres 3(x + 1)(x —4) =0.

J

Man kan selvfolgelig pd helt samme mdde geette losninger hvis de ikke er hel-
tallige; det er bare sverere.



Opgave 1.2.2. Getlgsningerne til x2—6x +8 =0, og faktoriser.
Opgave 1.2.3. Getlgsningerne til 2x? +8x — 10 =0, og faktoriser.
Opgave 1.2.4. Get losningerne til —4x2 +24x + 28 = 0, og faktoriser.

Ligninger der ikke umiddelbart ligner andengradsligninger, kan veere skjulte
andengradsligninger hvor den variable fx er x2, x3, y/x eller andet.

7

Eksempel 1.2.2. Skjulte andengradsligninger

Ligninger som x* —3x2—4 = 0 og a®—9a® + 8 = 0 kan betragtes som
andengradsligninger hvor den variable er henholdsvis x? og a®, da de
kan omskrives til (x?)?—3x2—4 = 0 og (a®)>*—9a3+8 = 0. Vikan derfor lose
dem p& samme mé&de som andengradsligninger fx ved at geette lasninger:

(22?2 —3x°>—4=0 & (X*—x*’+1)=0 & x’=4
da x? ikke kan vaere negativ. Samtlige losninger er altsd x = +2.
Den anden ligning lgses tilsvarende:
(@’?-9a°+8=0 < (a®°-1)(a’-8)=0 < a’=1va’=8.

Samtlige lesninger er derfor a =1 og a =2.

I de to forste eksempler skulle vi blot finde en variabel der gjorde lig-
ningerne til andengradsligninger. Nu ser vi pa et eksempel der ogsa kree-
ver at vi skriver om pa ligningen:

Her bemarker vi forst at y2 # 0 da der divideres med y?. Derfor kan vi
gange med y? pa begge sider af ligningstegnet og f en ligning med prae-
cis de samme lgsninger:

(¥ —9y*+14=0= (y*=2)(y*—-7)=0.

Dermed er samtlige losninger y =++/2 og y = ++/7.

Opgave 1.2.5. Los ligningen x*—8x2+7=0.
Opgave 1.2.6. Los ligningen u'®+1=2u5.
Opgave 1.2.7. Los ligningen x —54/x+6=0.
Opgave 1.2.8. Los ligningen a? =15+ %.
Opgave 1.2.9. Los ligningen 4* —2-2* +1=0.

Opgave 1.2.10. Et A4-papir er rektanguleert og ligedannet med A5-papir der
fremkommer ved halvering af den lange side af et stykke A4-papir. Bevis at
forholdet mellem siderne af et A4-papir er +/2. Hint: 37

Opgave 1.2.11. Et punkt P pa et linjestykke AB deler AB i det gyldne snit hvis

|AB| _ |AP|

|AP|  |PBJ’
og dette forhold kaldes det gyldne snit. Bevis at det gyldne snit er lig med ”Tﬁ
Hint: 30
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1.3 Ligningssystemer

Lineeere ligningssystemer kan lgses ved standardmetoder, men mange lig-
ningssystemer er mere udfordrende. Her vises hvordan lineaere ligningssyste-
mer kan lgses ved substitution og ved lige store koefficienters metode. Des-
uden ser vi pd ikke-linezere ligningssystemer og kommer med idéer til hvor-
dan man lgser disse.

4 w

Eksempel 1.3.1. Linezre ligningssystemer

3x+y—2z=6,
—X+2y+3z=-9,
5x—3y+z=6.

Ligningssystemet bestér af tre ligninger med tre ubekendte, og det kal-
des lineeert fordi alle ligningerne er pd formen ax + by + cz = d, hvor
a,b,c,d er konstanter. Den slags ligninger kan lgses uden problemer
med standardmetoder. Her praesenterer vi to af disse standardmetoder,
nemlig substitution og lige store koefficienters metode.

Substitution

Ligningssystemet kan loses ved at isolere fx y iforste ligning sd y er ud-
trykt ved x og z, og indseette det i de to andre ligninger. P4 den made
reduceres ligningssystemet til to ligninger med to ubekendte. Dette kal-
des substitutionsmetoden da y substitueres med noget andet. Ifplge den
forste ligning er y = 6—3x +2z. Ved at indseette dette i de to andre lig-
ninger fas:

—x+2(6—3x+2z)+3z=-9,
5x—3(6—3x+2z)+2z=6,

og altsa

—x+z=-3,
14x —5z =24.

Nu har vi reduceret til to ligninger med to ubekendte.

Ved at isolere x i den forste ligning og indseette i den sidste fas
14-(z+3)—5z=24 & 9z=-18 & z=-2.

Altsi er z = =2, x = 34+2z =3+(-2) = 10g y=6—3x+2z=
6—3-1+2-(—2)=—1 eneste mulige lgsning. Ved indsettelse ses at
(x,y,z)=(1,—1,-2) faktisk lgser ligningssystemet.

Lige store koefficienters metode

Vi kan ogsa lose ligningssystemet ved at benytte lige store koefficienters
metode. Hvis vi ganger forste ligning med 3 og anden ligning med 2 fas:

9x +3y—6z =18,
—2x+4y+6z=—18.

Vi har nu to ligninger hvor koefficienten til z er den samme péneer for-
tegn, og ndr vi leegger dem sammen fas en ligningi x og y: 7x+7y =0
og altsd x + y = 0. P4 den méde har vi elimineret z ved at kombinere de
to forste ligninger. Nu gor vi det samme med de to sidste ligninger:

—X+2y+3z=-9,
15x -9y +3z=18.

Nar vi treekker den nederste ligning fra den gverste fds —16x+11y = —27.
Nu har vi reduceret til to ligninger med to ubekendte. Vi kan igen {4 lige
store koefficienter til fx x ved at gange forste ligning med 16:

16x+16y =0,
—16x +11y =-27

Summen af ligningerne er 27y = —27 og altsd y = —1 Nu kan vi udnyt-
te de tidligere ligninger til at bestemme x og z og som for fa (x, y, z) =
(1,—1,—2).




Opgave 1.3.1. Los ligningssystemet
5x+2y=1,
3x+4y=-5.

Opgave 1.3.2. Los ligningssystemet

3x+2y—5z=5,
2x+y+7z=—6,
x+4y—10z =0.

Eksempel 1.3.2. Ikke-linezere ligningssystemer

+x=3,
X+y
X
=2,
x+y

Disse ligninger er ikke lineaere, sd vi kan ikke gore helt som i eksemplet
for. Man kan sagtens bruge substitutionsmetoden her, men det er lidt
mere besveerligt. Vi ser i stedet pa ligningerne og overvejer om der ikke
er noget smartere vi kan gere. Hvis vi ganger den forste ligning igennem
med x, sa bliver broken i denne ligning lig med broken i den anden lig-
ning, og sa kan vi treekke dem fra hinanden og fa en ligning i x.

Inden vi ganger igennem med x, skal vi sikre os at x = 0 ikke er en
lpsning til ligningssystemet. Hvis vi ser pa ligning nummer to, er det klart
at der ikke findes lesninger hvor x = 0. Derfor kan vi antage at x # 0, og
fa:

+x2:3x,
x+y
X
=2.
x+y

Ved at treekke de to ligninger fra hinanden og omskrive fas x2 —3x +2 =
0. Dette er en andengradsligning som fx kan lgses ved at faktorisere:

\

(x—1)(x—2)=0. Dermed er x =1 eller x =2. Hvis x = 1, fas ved at ind-
seette i anden ligning at ﬁ =2,0galtsd y = —%. Hvis vi indsaetter x =1
ogy= —% i forste ligning, ses at (x, y) = (1,—%) er en lgsning til lignings-
systemet. Hvis x =2, er % =2, og altsd y = —1. Ved indseettelse ses at
(x,y)=(2,—1) ogsa loser ligningssystemet.

Bemeerk at vi ved at omskrive ligningssystemet forst finder alle mulige
lesninger, men at vi skal indseette i begge ligninger til slut for at se om de

faktisk er lgsninger.

J

Advarsel: Pas pa ikke at gange eller dividere med nul nar du omskriver i de
folgende opgaver!

Opgave 1.3.3. Lgs ligningssystemet

y+2x=x2—10,
2y —2x=-20.

Opgave 1.3.4. Los ligningssystemet

5 3
e
Xy
2 1
—+—=".
Xy
Opgave 1.3.5. Los ligningssystemet
+y =4,
xX2+y Y
3
Y +2y=5.
x2+y
Opgave 1.3.6. Los ligningssystemet
x+y=1,
2x.

x2+y2

Hint: 21
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Opgave 1.3.7. Los ligningssystemet

xy=3,
vz=1,
zx=12.

Definition af heltalsdel og brekdel

Heltalsdelen af x betegnes | x| og er det storste hele tal mindre end lig
med x.

Brokdelen af x betegnes {x} oger {x}=x—|x|.

Fxer|5,39|=5 og {5,39} = 0,39.

Opgave 1.3.8. Bestem samtlige reelle lpsninger til ligningssystemet.

x+|yl+{z}=11
z+|x]+{y}=2.2
y+lz]+{x}=3,3.

Hint: 24

2
D7

1.4 Rationale ogirrationale tal

( N

Definition af rationale tal

Et rationalt tal er et tal der kan skrives som en brok % med et helt tal i
teeller og naevner (og selvfolgelig b # 0). Fxer 3, 3, —% og 0 rationale tal.

Meengden af de rationale tal betegnes Q.

Setning 1.4.1. Summen, differensen, produktet og kvotienten af to ra-
tionale tal er et rationalt tal.

\ J

Bevis. Vi beviser kun at summen af to rationale tal er rational. Resten overla-
des til lzeseren i naeste opgave.

Summen af de to rationale tal §; og 7, hvora,b,c,d €Z, b #00gd #0, er
a N c_ ad+bc
b d  bd

og altsd et rationalt tal da ad + bc og bd er hele tal, og bd #0. O

Opgave 1.4.1. Bevis s@tning 1.4.1.

( N

Definition af irrationale tal

Et irrationalt tal er et reelt tal der ikke er rationalt, dvs. et reelt tal som
ikke kan skrives som en brok med et helt tal i teeller og neevner. Man kan
bevise at fx /2 og 7 er irrationale tal.

Seetning 1.4.2. Summen, differensen, produktet og kvotienten af et ra-
tionalt og et irrationalt tal er irrationalt, med undtagelse af produkt og
kvotient hvor det rationale tal er 0.

Summen, differensen, produktet og kvotienten af to irrationale tal kan
derimod bade veere et rationalt og irrationalt tal.




Bevis. Viviser kun den del af seetningen der handler om sum. Resten overlades
til leeseren i en opgave.

Summen af et rationalt tal og et irrationalt tal er et irrationalt tal, for hvis den
var rational, ville det irrationale tal veere differensen mellem to rationale tal
og altsa selv et rationalt tal, hvilket er en modstrid. Dermed er summen af et
rationalt og et irrationalt tal irrationalt.

Hvis vi ser pA summen af to irrationale tal, bemaerker vi forst at 3—+/2 0g 2+/2
erirrationale tal da bade differens og produkt af et rationalt og et irrationalt tal
er irrationale. Summen v2+(3—+/2) = 3 er rational, mens summen v2++/2 =
24/2 er irrational. Dette illustrerer at summen af to irrationale tal bade kan
veere et rationalt og et irrationalt tal. O

Seetning 1.4.3. Lad n veere et positivt heltal.

Da er /7 et rationalt tal netop hvis 7 er et kvadrattal.

Bevis. Det er oplagt at hvis n er et kvadrattal, da er 47 et helt tal og altsa
rational. Antag at n ikke er et kvadrattal. Vi viser indirekte at /7 er irrational
ved at antage det modsatte og na frem til en modstrid. Antag derforat v = ¢,
hvor a og b er hele tal. Dermed er

b’n=a’

Betragt nu primfaktoroplgsningen n = pla 1p20! 2...p/". Fordi n ikke er et kva-
drattal, er mindst en af eksponenterne, lad os sige @;, ulige da kvadrattallene
netop er de positive hele tal hvor alle eksponenterne i primfaktoroplesningen
er lige. Eksponenten til p; pa venstresiden b?n er derfor ulige da alle ekspo-
nenter i primfaktoroplgsningen af kvadrattallet b? er lige, og lige plus ulige
giver ulige. Eksponenten til p; pa hejresiden a? er lige da alle eksponenter
i primfaktoroplesningen af kvadrattallet a? er lige. Dette er en modstrid da
primfaktoroplesningen er entydig, og dermed er /7 et irrationalt tal. O

Opgave 1.4.2. Bevis setning 1.4.2. Hinr: 8

Seetning 1.4.4. Lad n og m vere positive heltal.

Da er "/n et rationalt tal netop hvis n er en m’te potens af et positivt
heltal, dvs. netop hvis n = a for et positivt heltal a.

Opgave 1.4.3. Bevis s@tning 1.4.4.

Szetning 1.4.5. Lad a og b veere to forskellige reelle tal.

Der er uendeligt mange rationale og uendeligt mange irrationale tal mel-
lem a og b.

Bevis. Vi viser kun at der er et rationalt tal mellem a og b. Resten overlades
til leeseren i en opgave. Antag uden tab af generalitet at a < b. Lad n veere et
helt tal si = < b —a. Lad m vare det mindste hele tal sd a < 2. Dermed er
mT_l < a.Numad det rationale tal 7' ligge mellem a og b da

Opgave 1.4.4. Bevis s@tning 1.4.5.

Opgave1.4.5. Lad a og b veere rationale tal. Bevis at hvis v/a + v'b er et ratio-
nalt tal, eller /@ — /b er et rationalt tal, da er +/a og v'b ogsa rationale tal.

Opgave 1.4.6. For hvilke positive hele tal n og m geelder at 4/ 15 er et rationalt
tal?

Opgave 1.4.7. Bestem alle ikke-negative hele tal a, b og c sa

Va++vVb++c=v2014.

(NMC 2014 opgave 2). Hint: 40
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1.5 Summer

e w

Definition af sumtegn

Nar man skal angive en sum med mange led, som fx 1+2+43+---4-100 eller
X1+ X + X3 + -+ + X57, bruger man ofte sumtegn > og et indeks, fx i.
Under sumtegnet skrives fra hvilket indeks summen starter, fx i = 1, og
over sumtegnet skrives sidste indeks. Her er nogle eksempler:

100
Zn:1+2+3+---+100.

n=1

57
in:xl+xZ+X3+"'+X57.
S

50
Z(2n+1)=1+3+5+~~+101.

n=0
31 1 1 1 1
D =ttt o
2k 22 24 26 70
k=11
D 1 1 1 1
Z—:—+—+—+---+ :
Zin(n+l) 1.2 2:3 3.4 99100

n
Z 10i =100+ 110+120+---+10n.
i=10

Serg for at blive fortrolig med sumtegnet da du f&r brug for det i mange
sammenhaenge. | starten er det en god idé hver gang du ser et sumtegn,
at skrive summen op som ovenfor.

. J

Opgave 1.5.1. For hver af nedenstdende summer skal du skrive summen op
uden sumtegn for at fa godt styr pa sumtegnet.

200

a) an,

n=1

20
b) 2(6 +3n),
n=0

10 ”
ey

Opgave 1.5.2. For hver af nedenstdende summer skal du skrive summen op
med sumtegn for at f& godt styr pd sumtegnet.

a) 1+2+2%+...42%0,
1 11
b) —H+—+—+F—.
2-5 3-6 4-7 101-104
1 1 1 1

c)

JI+vV3 V3445 JBivi ' 1999+ 5001

Definition af differensraekke (aritmetisk progression)

En differensrcekke (ogsd kaldet en aritmetisk progression) er en talfolge
ai, a, as, ... med den egenskab at differensen a,,;; — a, mellem ethvert
af folgens tal og det foregdende er en konstant d kaldet differensen.

Fxer7,10,13,16,19,... en differensreekke med differens d = 3.

Sezetning 1.5.1. Summen af de forste n led i differensreekken a,,a,, as . ..
med differens d er

n

n—1)n
Zu,—zna1+d¥.
i=1 2

\ J

Opgave 1.5.3. Bevis s@tning 1.5.1, og udregn summen af de 333 forste led i
differensrekken 2,5,8, ...

e A

Definition af kvotientrakke (geometrisk progression)

En kvotientreekke (ogsa kaldet en geometrisk progression) er en talfolge
a,, a,, as, ... med den egenskab at kvotienten “3—21 mellem ethvert af reek-
kens tal og det foregdende er et fast tal g kaldet kvotienten.

Fxer 16,8,4,2,1,1,1 ... en kvotientraekke med kvotient g = 1.




Szetning 1.5.2. Summen af de forste n led i kvotientrekken a,, a,,as. ..
med kvotient g er

n n

—1
Z“izﬂlq 1
i=1 q

J

.

Opgave 1.5.4. Bevis setning 1.5.2, og udregn summen af de forste 11 led i
kvotientraekken 1,2,4,8, .... Hint: 16

Eksempel 1.5.1. Teleskopsummer

Det kan umiddelbart se svert ud at beregne summen

) SN S S S
i k(k+1) 1-2 2-3 34 99-100°

Ved en simpel omskrivning bliver det helt ligetil fordi vi kan f4 naesten
alle led til at g& ud med hinanden. Bemeerk forst at for reelle tal n og m
som ikke er nul, og hvor n # m, er

11 m-n_ 1 (1 1)
nm m—n nm m—n\n m)

Specielt er
1 1 1

n(n+1)=;_n+1'

Vores sum fra for kan nu omskrives til

D 1 1 11 11 1 99
R R A o et
k(k+1) 1 2 2 3 99 100 100 100

Dette kaldes en teleskopsum fordi summen kan foldes sammen ligesom
et teleskop.

11

Opgave 1.5.5. Udregn folgende summer

1000 1

2 kz_;zk(zmz)'
199 1

b) -
;()561(5614-5)
100 1

©) kzzl:(sk—l)(3k+2)'
50

3

d) an_l.
n=2
1000

3
€) nzzl:n2+3n+2'

Opgave 1.5.6. Lad a,,a,, as... vere en differensreekke med differens d. Ud-
regn summen

1 1

o @it 4yl

udtrykt ved a;, d og n.

7

Bemarkning. Det er et standardtrick der virkelig er veerd at huske, at
hvis der star +/n £ /m i naevneren hvor n # m, sé forlaenges broken med
v'nF v/m fordi det giver n — m i naevneren ifplge tredje kvadratsaetning:

11 vyn¥sm _Jn¥sm
JnEym  Jnxym JnE/m  n-m

Laeg meerke til hvordan det benyttes i naeste eksempel, og skriv det bag
oret til de naeste opgaver.
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Eksempel 1.5.2. Flere teleskopsummer

For at udregne summen

1 1 1 1
= + fbooodh —0x———
;«/E+«/k+1 V1+v2 V2+43 V80 + /81
bruger vi tricket med at forleenge broken med v'k + 1— vk, fordi der star
vk +1+ vk i neevneren:

1 B Vik+1—-vk
VE+1+vEk WEkA1+vVE)(VE+1—vVk)

«/_ f T
(k+1) k V.

Nu kan vi nemt omskrive summen

1 80
—_—= vk+1—-vk
kZ:;«/E+«/k+1 ,Z:;( S1=/]
=(V2—V1)+(V3—v2)+(V4—V3)+---+(v81—80)
=—v1++/81=8.
Opgave 1.5.7. Vis at
= V3k+1++3k+4

Opgave 1.5.8. Vis at

1
> > 49.
= 2k —1+v2k+1

12

Opgave1.5.9. Vis at

43 1
> 2
&= 10k +1+ 10k +6

Hint: 41

I de naeste opgaver skal du omskrive til en teleskopsum ved at lave nogle smar-
te omskrivninger. De er lidt mere udfordrende end de tidligere. Husk at for et
positivt helttalnern!=1-2-3---n

Opgave 1.5.10. Vis at

100

Zn!-nlel!—l.
n=1

Hint: 2

Opgave1.5.11. Vis at

Hint: 10

Opgave 1.5.12. Vis (uden brug af induktion) at

Zkg (n+ 1)2 2
Hint: 23
Opgave1.5.13. Vis at
Z k—vk2—1 < /3
k(k—1)

for alle positive hele tal n > 2.



1.6 Rekursive folger

En rekursiv folge er en folge af tal hvor det naeste tal i folgen er bestemt ud
fra de foregdende. En af de mest beromte rekursive folger er folgen af Fibo-
naccital 1,1,2,3,5,8,13,21,... hvor det naeste i tal i folgen er summen af de to
foregdende. Nogle gange er det muligt at finde en lukket formel for det n'te tal
ifolgen, dvs. en formel hvor man kan udregne tallet udelukkende ved at vide
at det er det n'te tal. Det kan man fx med Fibonaccitallene.

Her skal vi se pa rekursive folger hvor det ofte er en god idé at lave en ny rekur-
siv fplge som det er nemmere at handtere, og nogle gange kan vi ogsé finde
en lukket formel for det n’te tal i reekken.

( w

Eksempel 1.6.1. Omskriv til en anden folge

Lad a, veere et positivt reelt tal, og lad

ap—1

v/ 14202047,

1
Vis at a < ——. (Baltic Way 2020
1 2020 = 5050 ( y )

Rekursionsformlen indeholder kvadratrodder, og for at fd en uden ser vi i
forste omgang i stedet pa folgen by, by, b,, ..., bagyg givet ved b,, = arzl. For
denne folge er by = a2 og
b,
bn — n—1

1+2020b,, 4

Nu kan vi yderligere se at folgen bliver endnu simplere at beskrive hvis vi
1 1

istedet betragter folgen cy, ¢, ¢y, - - ., C2920 hvor ¢, = o dvs.co=—=—

2
0g

a, = forn=1,2,...,2020.

forn=1,2,...,2020.

n bO a,

1 1+2020b,,

— =2020+c¢,_
b, b,y o

C, = forn=1,2,...,2020.
Folgen er altsd en differenraekke, og her er det nemt at bestemme en luk-

ket formel for c,, og dermed specielt bestemme ¢,y = 20202 + .

13

Nu kan vi vurdere a»gy:
1 1 1

G020 = = <
v/ C2020 /20202_’_% 2020
0

Opgave 1.6.1. Folgen af reelle tal a;, a», as, ... konstrueres ud fra et givent a;
pafolgende méde: a,,,; = a,(a, +2) for alle positive heltal n. Bestem samtlige
reelle tal som a,(g; kan antage nér du frit ma veelge a; .

som onsket.

Opgave 1.6.2. En folge a,,a,, as, ... af reelle tal er bestemt ved a; =1 og

1

a =, nZl
"1 00194+ L

an
Udregn summen S = aay + asrds + asday +-- a2019a2020- Hint: 18
Opgave 1.6.3. Lad ay, ay,...,axyq9 08 by, b; ..., byg19 veere reelle tal forskellige
fra 0 som opfylder at b,, = (1 — %) b, forn=1,...,2019. Antag at summen

S 1
_albl

+ cee + _—
ax by 2019 2019
er et irrationalt tal. Vis at by og b,g19 ikke begge kan veere rationale tal. Hint: 13

Opgave 1.6.4. En folge a,, a,, as, ... er bestemt ved a; = 10° og
a
an+1:nl—nJ+n forn>1.
n

Vis at der findes en delfolge by, b,, b, ... af a;,a,as,... s by, by, bs,... er en
differensraekke. (At by, by, bs, ... er en delfolge af a,, a,, as, ... betyder at folgen
bestér af udvalgte tal fra folgen a;, a,, as, ... placeret i samme reekkefolge som
iay,ay,as,....) Hint: 7

Opgave 1.6.5. En folge x;, x,, X3, ... af reelle tal som ikke er nul, opfylder at

Xp—2Xp—
X, = &’ n> 3.
2Xp—p—Xp—1
a) Bestem alle de veerdier af x; og x, for hvilke uendeligt mange af tallene i
folgen er hele tal. Hint: 32
b) Vis at det for alle positive hele tal n er muligt at veelge x; og x, sa folgen

indeholder n forskellige hele tal. Hint: 26

Georg Mohr-Konkurrencen



1.7 Ligninger - monotoni og vurderinger af de variable

Vi har allerede set pé flere metoder man kan bruge nar man lgser ligninger
og ligningssystemer, nemlig omskrivning til kvadrat, omskrivning til anden-
gradsligning og substitution. Her vil vi se pd mere komplicerede ligninger og
ligningssystemer der kraever at man kombinerer disse metoder med viden om
funktioners monotoniforhold.

Vi gér ikke her ind i teorien om monotoniforhold, men bygger pa at man alle-
rede kan vurdere om forholdsvis simple funktioner er voksende eller aftagen-
dei et interval.

4 w

Eksempel 1.7.1. Vurdering af antallet af lesninger

Vi ensker at bestemme alle reelle tal x der opfylder

V3—vVx+3=x

Ligningen har oplagt lgsningen x = 1.

For at undersege om der findes andre lgsninger, er det en god ide at se
pa monotoniforhold for funktionerne

f(x)=v3—+vx+3 og glx)=x.

Det er oplagt at g er en voksende funktion af x. Funktionen f er en afta-
gende funktion af x da v x + 3 er voksende, hvilket betyder at 3—+ x + 3

er aftagende, og dermed at v 3— v x + 3 er aftagende.
Da f eraftagende, og g er voksende, har ligningen maksimalt en lgsning,

og den har vi allerede fundet. Den eneste lgsning til ligningen er altsa
x=1.

\.

Opgave 1.7.1. Bestem alle reelle tal x sa

5=Vx+vVx+2++vVx+7.

14

Eksempel 1.7.2. Skjult andengradsligning og monotoni

Som vi tidligere har set, kan nogle ligninger omskrives til en andengrads-
ligning i en ny variabel og derefter lases. I dette eksempel vil vi bestemme
alle reelle tal x som opfylder at

( 7—@)x+( 7+«/E)x:14.

Dette er ikke en andengradsligning i x, men hvis vi omskriver, kan vi op-
nd en andengradsligning i en anden variabel. Bemeerk forst at

V7+v38V7—v/28=v29—48=1.

Ved at gange pa begge sider med ( 7— 1/4_8)x far vi andengradslignin-
gen

x\2 X
(V7=vas) | ~1a(vV7=a) +1-0.
Losningsformlen for andengradsligningen fra seetning 1.2.1 giver

X 144+4/192
( 7—\/4_8) = =7V,

Nu kan vi som i eksemplet for vurdere antallet af losninger. Da f(x) =

(\/ 7— v48)x er en aftagende funktion, fordi 0 < 7—+/48 < 1, er der sam-
let hgjst to lasninger. Det er let at se at x = £2 lgser ligningen, fordi

(7 — 48)_1 =7++48.Dermed er x =+2 de eneste lgsninger til ligningen.

\

J

Opgave 1.7.2. Bestem alle reelle tal x sa
3437 =82,
Opgave 1.7.3. Bestem alle reelle tal x sa

8(4* +47)—54(2* +27)+101=0.



Eksempel 1.7.3. Vurdering af de ubekendte

Nar man skal vise at et ligningssystemet ikke har nogen reelle lasninger,
er det ofte en god idé at antage at der er en lgsning, og vise at det leder
til en modstrid. Modstriden kan i en del tilfzelde opnas ved at vurdere de
ubekendte.

Antag at ligningssystemet

y=Vx++vl—x og x=yy—+1+y

har mindst én reel lesning x og y. Dama 0 < y 0og 0 < x < 1. Ved at
udnytte at 0 < x <1, far vi

y=Vx+VI—x<v/x+1<v2

Da vi ikke kan have lighedstegn i begge uligheder samtidig, ma y < v2.
Afligningen

X=vVy—+1+y
sesat y > 4/ y +1, hvilket betyder at y > 1, og dermed at

y=2/y+1>+2,

hvilket er en modstrid. Altsd har ligningssystemet ingen reelle lasninger.

Metoden med at vurdere storrelsen af de ubekendte kan ogsa benyttes
til ligninger og ligningssystemer der har losninger. Her kan man fx ind-
skreenke de intervaller lasningerne kan ligge i, og udnytte det til at be-
stemme samtlige lgsninger.

Eksempel 1.7.4. Substitution og vurdering af antal lesninger

Nu ser vi pé etligningssystem hvor der er tre ubekendte og tre udtryk som
er lig hinanden. Vi ensker at bestemme alle tripler (x, y, z) af forskellige

15

reelle tal som opfylder
x(y+1)=y(z+1)=z(x+1).

Bemeerk forst at hvis en af de tre ubekendte er 0, da ma de to andre ogsa
veere 0. Det samme er tilfeeldet med —1, og dermed findes ingen losninger
hvor 0 eller —1 indgér, da x, y og z skal veere forskellige.

Daviidenne ligning har tre ubekendte og tre udtryk som er lig hinan-
den, onsker vi at reducere antallet af ligninger og ubekendte som vi skal
arbejde med. Forst indforer vi alligevel en ny sterrelse k:

k=x(y+1)=y(z+1)=z(x+1).

Vi vil nu reducere til en ligning hvor kun k og x indgér vha. substitution.
Daz = XLH ogy = %—1 = ’“‘Tx, substituerer vi z og y med de fundne
udtryk i ligningen k = y(z + 1) for at f en ligning der kun indeholder x

og k.
k—x\(k+x+1
k= +1)= 2
e )(x)(xﬂ)

En omskrivning af ligningen giver
k(x*+x)=k*—x*+k—x=k(k+1)—(x*+x) & (k+1)(x*+ x—k)=0,

dvs. at k =—1 eller x?> + x = k. Antag at k =—1. Dette giver triplerne

( N—p =i )
X, —, )
X x+1

hvor x € R\{—1,0}. Disse er alle losninger og bestar af tre forskellige tal.

Antag i stedet at k # —1, dvs. at x> + x = k. Af symmetrigrunde ma y
og z ogsa opfylde denne ligning, men da den hejst har to lesninger, kan
de ikke alle tre veere forskellige. Dermed er samtlige lasninger

-1 —1
(x, ——1, —), hvor x e R\{-—1, 0}.
X x+1
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Opgave 1.7.4. Bestem alle reelle tal x, y og z som opfylder ligningssystemet

4x? 4y? 4z?
=Y, =z =X
1+4x2 " Ttaye 1+4z2

Hint: 31

Opgave 1.7.5. Bestem alle tripler (x, y, z) af ikke-negative reelle tal som opfyl-
der folgende ligningssystem:

*—y=(—17 y*-z=(x-1¢, Z"—x=(y—-1"

Hint: 35

Opgave 1.7.6. Los for alle reelle x, y og z ligningssystemet

x2+x—1:y, y2+y—1:z, 22 +z—1=x.

Hint: 1
Opgave 1.7.7. Bestem antallet af reelle losninger til ligningen
8_ .7 6 5 4 3 2 o
O0=x"—x"+2x"—2x"+3x" —3x" +4x —4x+§.
(NMC 2001) Hint: 27

Opgave 1.7.8. Dereelle tal x, y og z er ikke alle ens, og de opfylder at

1 1 1
X+—=y+—=z+—=k.
y z X

Bestem samtlige mulige veerdier af k. (NMC 2006) Hint: 17

16

1.8 Introduktion til funktionalligninger

En funktionalligning er en ligning hvor den ubekendte er en funktion. Man
loser en funktionalligning ved at bestemme samtlige funktioner der lgser lig-
ningen.

Inden vi ser pa funktionalligninger, skal vi lige have lidt bedre styr pa funktio-
ner og de begreber vi benytter om funktioner.

Definition af funktion, definitionsmangde, dispositionsmangde og
veerdimaengde

En funktion fra definitionsmcengden A til dispositionsmcengden B er en
regel der til hvert eneste element i definitionsmangden A knytter netop
ét element i dispositionsmaengden B. Med symboler skriver vi:

f:A—B.

Vi kan ogsa illustrere det grafisk:

Definitionsmaengde Dispositionsmeaengde

&=

| |
ﬁ/—\Fiqnuw’ ®
\/\\»\* . /

Veerdimeengden er alle de elementer i dispositionsmangden som bliver
ramt.

Ofte angiver vi funktioner ved en forskrift, fx funktionen f : R — R med
forskriften f(x) = x2. Dette angiver at definitionsmengden og disposi-
tionsmangden begge er de reelle tal, og at vi for hvert eneste x i defi-
nitionsmangden knytter tallet x? i dispositionsmangden. Dette tal kal-
des ogsa funktionsveerdien af x. I dette eksempel er veerdimengden alle
ikke-negative reelle tal da det netop er dem der bliver ramt.




Nu er vi klar til at se pa funktionalligninger. For at give et billede af hvordan
man kan bestemme lesningerne til en funktionalligning, ser vi p4 et eksempel.

7

Eksempel 1.8.1. Losning af funktionalligning
Vi ensker at bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

Flx+yf)=F(xf()—x+f(y+f(x)
foralle x, y eR.

For at fa information om de funktioner der er losning til ligningen, prover
vi at indseette forskellige veerdier af x og y.
Forstindseetter vi x = y =0:

f0)=£(0)+ £ (£(0).

Vi kan altsd konkludere at f (f(0))=0.
Sdindsaettervix =y =1:

FA+fQ)=r(fQ)=1+f(1+ ).

Altsaer f ( f (1)) =1. P4 den méde fortseetter vi med at samle oplysninger
om f og kombinerer dem ogsa med tidligere oplysninger.
Hvis vi indseetter x =1 og y =0, far vi

F)=f(fO)-1+f(f1)=0—-1+1=0.

Altsd er f(1)=0.Da f(1)=0o0g f(f(1))=1, er f(0)= f(f(1))=1. Nu har
vi fundet to funktionsveerdier.

Da vi ikke kun vil finde én funktionsveerdi ad gangen, indseetter vi nu
kun én veerdi for en af de to variable for pd den méde at na frem til noget
mere generelt.

N

17

\

Indseet x =1:

FO+yf)=f(f)=1+f(y—FQ)
0=F(f)=1+£(y).

Altsd er f(f(x))=1—f(x)foralle x €R.
Nu indseetter vi y =0:

F@)=f(xf0)=x+(f(x)
fx)=fx)=x+f(f(x).
Altsa erf(f(x)) = x for alle x € R. Sammen med f(f(x)) =1—f(x)giver
detat f(x)=1—x for alle x eR.

Det vi nu har vist, er at hvis der er en lgsning, sa er den f(x) = 1— x.
Der er altsd hojst én lpsning til funktionalligningen. For at tjekke om
f(x)=1— x faktisk lgser ligningen, indseetter vi forst funktionsudtryk-
ket pa venstresiden:

Fla+yf)=flx+y(l-x)=1-x—y+xy.
Derefter pé hojresiden:
fef)=x+f(y+f0)=f(x0=y)=x+f(y+1-x)

=l—x+xy)—x+(1—y—1+x)
=l—-x—y+xy.

Dette viser at f(x)=1— x lgser ligningen, og vi ved at det er eneste los-
ning.

J

Nogle funktionalligninger har flere lasninger, fx uendeligt mange, mens andre
ikke har lgsninger.

Georg Mohr-Konkurrencen



Bemerkning. Losning af opgaver om funktionalligninger falder altid i to
dele:

Vise at der ikke findes andre lgsninger end .... Dette er den sveere del!

Underspge om de mulige lgsninger du har fundet, faktisk er lasninger.
Dette er ofte nemt, eller i veerste fald lidt bovlet, men det er en vigtig del
aflgsningen.

\ J

Opgave 1.8.1. Bestem alle funktioner f : R — R som opfylder at

flx+y)=yf(x)+ f(x)

for alle x, y eR.
Opgave 1.8.2. Bestem alle funktioner f : R — R sd

FXfy)=flxy)=x+y

for alle reelle tal x og y.

Opgave 1.8.3. Bestem alle funktioner f : R — R som opfylder at
Flxy+flxy)=2xf(y)

for alle x, y € R. Hint: 22

Det erikke altid at man bliver bedt om at lgse funktionalligninger. Nogle gange
skal man blot finde bestemte egenskaber ved funktionen.

Opgave 1.8.4. Lad f : R — R vere en funktion s&
f(f(x))zxz—x+l

for alle reelle tal x. Bestem f(0). (Baltic Way 2011) Hint: 28

Opgave 1.8.5. Vis at der ikke findes nogen funktioner f : R — R som opfylder
at

F(f(x)=xf(x)+2x

for alle x € R, sddan at der findes et reelt tal a med f(a)=—2. Hint: 6

18

1.9 Funktionalligninger med funktioner defineret pa de hele tal

Nar funktionerne er defineret pa de hele tal eller en delmeaengde af de hele tal,
har man ofte mulighed for at bruge induktion, hvilket vi skal se neermere pa.

( A

Eksempel 1.9.1. Induktion

Hvis vi skal bestemme samtlige funktioner f : Z — Z som opfylder at

Fx+y)+ flx=y)=2f(x)+2f(y)

for alle x, y € Z, er det en god idé forst at prove sig lidt frem ved at ind-
seette forskellige veerdier for x og y som vi gjorde for. Forst indsatter vi
x = y =0i funktionalligningen og far

J0)+ f(0)=2£(0)+2f(0).

Altsa er f(0)=0. Herefter prover vi at indseette x = y =1 og far

f@+f0)=2f(1)+2f(1),

dvs. f(2) = 4f(1). Hvis man fortsat prever sig lidt frem med at indseette
sma veerdier af x og y, ser man hurtigt at f(3) =9f(1), f(4) =16f(1) og
f(5)=25f(1). Det ligner et menster hvor f(n) = n?f(1) for alle positive
heltal n. Vi prever ved induktion at teste om denne formodning er rigtig.

Set f(1) = a. Pastanden om at f(n) = n?a for alle positive heltal n er sand
for n =1 og n = 2. Antag at pastanden er sand for alle 1 < n < N. Ved at
indsaette x =N og y =1 f8s

FIN+1)=2f(N)+2f(1)—f(N—1)=(2N?*+2—(N—1/*)a=(N +1)*a,

hvilket fuldferer induktionsskridtet. Vi har nu vist at f(n) = n?a for alle
n € N, dvs. vi har fundet funktionsverdierne for alle de positive tal ud-
trykt ved f(1). Nu mangler vi kun at finde funktionsveerdierne af alle de
negative tal. Ved at indseette x =0 fas f(y) = f(—y). Altsé er f(n) = n’a
for alle n e Z.




Det vi har vist indtil nu, er kun at hvis der er lgsninger til funktionallig-
ningen, da er de pé formen f(n) = n?a for alle n € Z. Nu tester vi om
disse funktioner rent faktisk er losninger:

fx+y)+flx—y)=(x+y)Pa+(x—ylPa=2x*a+2y’a og
2f(x)+2f(y)=2x2a+2y2a.

Altsd er lpsningerne alle funktioner f(n)=na, a € Z.

Eksempel 1.9.2. Smart indsattelse

I dette eksempel skal vi se pa en funktionalligning hvor der viser sig ik-
ke at veere nogen lgsninger. Vi gnsker at bestemme samtlige funktioner
f :N—Nsom opfylder

f(f(n))=n+1 foralleneN.

For at udnytte at funktionalligningen indeholder f ( f (n)), er det ofte en
god idé at erstatte n med f(n). Det giver nemlig:

FF(fm))=fm)+1.

Det ser umiddelbart mere grimt ud, men det smarte er at f ( f ( f (n))) og-
sa fremkommer hvis vi tager f pa begge sider i den oprindelige ligning:

ff(fm))=fn+1).

Samlet giver det at f(n+1)= f(n)+1 for alle n > 1. Funktionsveerdierne
vokser altsd med 1 nér n vokser med 1, dvs. at f(n)=n—1+ f(1) for alle
n € N. Vi tjekker nu for hvilke veerdier af f(1) at dette er en lgsning:

n+l1=f(f(n)=f(n—1+fQ)=n—1+f1)—1+ f(1),

og altsd 3 = 2f(1). Dette er umuligt da f(1) € N. Der er derfor ingen los-
ninger til ligningen.

Opgave1.9.1. Bestem alle funktioner f : N — Nhvor f(1) =2, og som opfylder
at

f(f(x)=flx)+1

for alle x eN.

Opgave 1.9.2. Bestem alle funktioner f : N — N hvor f(1)=2 og f(3) =5, og
som opfylder at

ff(x)=f(x)+2

for alle x e N.

Opgave 1.9.3. Bestem alle funktioner f : Z — Z hvor f(2011) = 1, og som
opfylder at
fEfy)=flx=y)

foralle x, y € Z.

Opgave 1.9.4. Bestem alle funktioner f : N — N som opfylder at
flx+y)+flx—y)=2x*+2y*+2

foralle x,y e N hvor x > y.

Opgave 1.9.5. Bestem alle funktioner f : N — Ny hvor f(1)=0, og hvor der for
alle x e N geelder at

f2x)=2f(x)+1 og f(x+1)=2f(x).
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1.10 Funktionalligninger

I forrige afsnit sa vi pd funktionalligninger hvor funktionerne var defineret
pa de hele tal, og det gav mulighed for induktion. Nu udvider vi og ser igen
pé funktionalligninger med funktioner defineret pa de reelle tal eller en del-
meengde af de reelle tal. Denne delmangde kan selvfglgelig godt bare inde-
holde hele tal.

Det er stadig en god idé at saette forskellige veerdier af de variable ind, men
vi skal udvide vores repertoire af losningsstrategier.

7

Eksempel 1.10.1. Substitution

Nar man skal bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
f(xX)+xf(Q—x)=x*+1 foralle x €R,

er det interessant at man ved at substituere x med 1 — x far endnu en
ligning

fl—x)+Q—x)f(x)=1—xP+1=x2—2x42

hvor funktionsveerdierne f(x) og f(1 — x) indgéar. Hvis vi ganger denne
ligning med x og traekker den fra den oprindelige ligning, far vi

f(x)—x(l—x)f(x):—x?’+3x2—2x+1
og dermed
f(x)(xz—x+ D=—x>+3x?—2x+1.
Da x2—x+1>0foralle x, er

—x3+3x2—-2x+1
x2—x+1

for alle x eR

flx)=

eneste mulige losning.

20

};7
- ﬁ/ﬁ,;}\

Ved indseettelse ses at denne funktion opfylder betingelserne:

—x3+3x2-2x+1 —(1—-xP+3(1—-x%—-2(1—x)+1

f)+xf(l—x)=

x2—x+1 (1—xP—(1—x)+1
X3 4+3x%-2x+1+x(x*—x+1)
B x2—x+1
xt—x3+2x2—x+1
= =x“+1.
x2—x+1

Opgave 1.10.1. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
fB—x)+2f(x)=x foralle x eR.

Opgave 1.10.2. Bestem samtlige funktioner f : R\{0, 1} — R som opfylder at

f(x)+f(ﬁ) =x foralle x e R\{0,1}.

Eksempel 1.10.2. Symmetri

I nogle funktionalligninger er det interessant at se om der er en form for
symmetri. Hvis man fx skal bestemme samtlige funktioner f : R — Rsom
opfylder at

f(x+y)—f(y):x2+2xy for alle x,y €,

er det vigtigt at leegge meerke til at f(x + y) er symmetriski x og y. Dette
giver nemligt at

x2+2xy+f(y):y2+2xy+f(x),

ogaltsa f(x)—x?= f(y)— y? for alle x, y € R. Dette viser at f(x)— x? er
konstant, og derfor at lasningerne skal findes blandt funktionerne f(x) =
x? + a. Ved indsettelse ses at f(x)= x2+ a loser ligningen for alle reelle
tal a.




Opgave 1.10.3. Bestem samtlige funktioner f : R, — R, som opfylder at

1 1
f(xy)-f(;Jr ;) =f(x)+y forallex,yeR,.
Opgave 1.10.4. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
(x—y)f(x+y)—(x+y)f(x—y)=4xy(x*—y?*) forallex,y €R.

Inden vi ser pa neeste teknik, har vi brug for begreberne injektiv, surjektiv og
bijektiv.

7

Definition af injektiv, surjektiv og bijektiv

En funktion f : A — B er injektivhvis detforalle x, y € Agelder at f(x) =
f(y)medforerat x = y.Detvil sige at to elementer i definitionsmangden
ikke rammer det samme element i dispositionsmangden.

Injektiv:

En funktion f : A — B er surjektiv hvis der for hvert y € B findes et x € A
sd f(x) = y. Det vil sige at alle elementer i dispositionsmengden ram-
mes, og dermed at veerdimeengden er lig med dispositionsmangden.

Surjektiv:

En funktion kaldes bijektiv hvis den bade er injektiv og surjektiv. Det vil
sige at funktionen angiver en parring af elementerne i definitionsmaeng-
den og elementerne i dispositionsmangden.

Bijektiv:

\ J

Néar man lgser funktionalligninger, kan det veere en god idé at overveje om en
lesning er injektiv, surjektiv eller bijektiv. Hvis man fx ved at funktionsveerdi-
erne af to udtryk er identiske, da ma selve udtrykkene ogsa veere identiske hvis
funktionen er injektiv. Andre gange har man brug for at vide at der findes et x
med en bestemt funktionsveerdi, fordi det fx kan veere interessant at indsaette
sddan en veerdi, dvs. man har brug for at funktionen er surjektiv. Nu skal vi se
pa et eksempel hvor man kan udnytte injektivitet.

( A

Eksempel 1.10.3. Injektiv

Hvis vi skal bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

f(xy—f(x))=x—y+f(y) foralle x, y €R,

kan man ret hurtigt se at en lgsning ma veere injektiv: Hvis f(x)= f(y),
er nemlig

x—y=f(xy—f@)-f)=f(yx—fy)-flx)=y—x,

og dermed 2x =2y, dvs. x = y. For at kunne udnytte injektivitetsegen-
skaben vil vi gerne have to funktionsveerdier som er identiske. Ved at
sette x = y far vi f(x2— f(x)) = f(x), og dermed x?— f(x) = x. Dvs.
den eneste mulige losning er f(x)= x?— x. Ved indsattelse ses at denne
funktion ikke loser ligningen; der er altsa ingen lgsninger.
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Opgave 1.10.5. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
3x+f2x+2y—f(x))=3y+f(y) forallex,yeR.
Hint: 5
Opgave 1.10.6. En funktion f : R — R opfylder at
Af(f(x)=2f(x)+x

for alle reelle tal x. Vis at f(x)=0 netop nar x =0. Hin: 39

Opgave 1.10.7. Bestem alle funktioner f : Z — Z hvor f(0) =1, og som opfyl-
der at

f(fm)=f(f(n+2)+2)=n

for alle n € Z. Hinr: 15

Opgave 1.10.8. Bestem alle funktioner f :R — R sa
f(xf(y)+x)=xy+f(x) forallex,y€eR.
Hint: 12

De resterende opgaver er blandede opgaver hvor man skal bruge en blanding
af alt muligt.

Opgave 1.10.9. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
f(x—f(y))zl—x—y for alle x, y eR.

Opgave 1.10.10. Bestem alle reelle tal a for hvilke der findes et reelt tal b og
en funktion f : R — R som opfylder at f(b)=0 og

f(f(x))zxf(x)+u

for alle x eR.

Opgave 1.10.11. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder

fX)f)=f(xy+x)+3f(x+y)+y forallex,y€<eR.

22

Opgave 1.10.12. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder

xf+yfx)=x+y)f(x)f(y)

Opgave 1.10.13. Lad f : N — R veaere en funktion som opfylder at f(1) = 1995
0g

foralle x, y eR.

fQ)+F@)+-+ f(n)=n®f(n)

for alle hele tal n > 1. Bestem f(1995).
Opgave 1.10.14. Bestem alle funktioner f :R — R sa

FFCP+ () =xf(x)+y
for alle reelle tal x og y.
Opgave 1.10.15. Bestem samtlige funktioner f : N — N som opfylder

fm+n)f(m—n)=f(m?)

for alle m, n € N hvor m > n. Hinr: 19
Opgave 1.10.16. Bestem alle injektive funktioner f : N — N sa

n+f(n)
2

for alle n e N.

f(f(n)<
Hint: 36
Opgave 1.10.17. Funktionen f :[0;1] — R, opfylder at f(1)=1 ogat
fx+y)z f(xX)+£(y)

for alle x, y €[0;1]. Vis at f(x) < 2x for alle x €[0; 1]. Hint: 20

Opgave 1.10.18. En funktion f : R\{0} — R opfylder at der findes mindst ét
x €R\{0} s& f(x)= 3, ogat

f(x)—f(y)=f(x)f(;)—f(—)f(y)

for alle x, y e R\{0}. Bestem f(—1). Hint: 29



1.11 Grundleeggende uligheder

Nogle af de mest basale uligheder handler om forholdet mellem det aritmeti-
ske gennemsnit, det geometriske gennemsnit, det harmoniske gennemsnit og
det kvadratiske gennemsnit, derfor skal vi forst have styr pa disse gennemsnit.

e w

Definition af det aritmetiske gennemsnit

Det aritmetiske gennemsnit af n reelle tal x;, x,,..., x, er

X+ X+ +Xx
A= 1 2 n.

n

Definition af det geometriske gennemsnit

Det geometriske gennemsnit af n ikke-negative reelle tal x;, x,, ..., x,, er

G=1Vx1xXp.

Definition af det harmoniske gennemsnit
Det harmoniske gennemsnit af n positive reelle tal x;, x,, ..., x, er
n

1 .
x_1+_+...+_

1
X2 Xn

H=

Definition af det kvadratiske gennemsnit

Det kvadratiske gennemsnit af n reelle tal x;, x,, ..., x,, er

2 2 2
| s g
Q= . :

Seaetning 1.11.1. For positive reelle tal x;, x5, ..., X;, gelder at
Q>A>G>H

med lighedstegn netop nér x; = x, =...= x,,.

Bemaerk at Q > A ikke kraever at x;, X», ... X, er positive.

Bevis for ulighederne i tilfaeldet n = 2. Inden vi viser setningerne generelt,
ser vi pa tilfeeldet n = 2. I dette tilfeelde ser AG-uligheden sadan ud

X+ Xo
2

> Vv X1 X,

hvor x; og x, er positive reelle tal. Den kan vi som tidligere vist bevises ved at
omskrive til kvadrat. Dette giver

X1+ X
% > VXX & (x1 + x2)2 > 4x1 X, & (xl — x2)2 >0,

med lighedstegn netop ndr x; = x,. Vi overlader beviset for de to andre ulig-
heder til leeseren. O

Opgave1.11.1. Bevisat Q> Aog G > H forn=2.

Nu beviser vi ulighederne generelt. Beviserne er tekniske, og man kan godt
lose opgaver uden at have leest dem.

Bevis for QA-uligheden. Omskriv uligheden

Q X2+ X2+ + X5 S XXt et Xy
n B n
ved at forst at kvadrere og derefter omskrive til

N(x 4 X2+ 4 x2) > (2 + X+ X, )
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Nu udregnes hgjresiden

xS+ X+ +X2) 2 X+ x5+ X0+ Z 2x;xj,
1<i<j<n

dvs. vi har omformet QA-uligheden til

2, .2 2
(n—1)(x; + x5+ +x,)2 Z 2% Xj.

1<i<j<n

Nér der under sumtegnet stir 1 < i < j < n, betyder det at vi summerer over
alle hele tal i og j somopfylderat1<i< j<n.

Pa venstresiden star nu en masse kvadrater og pa hojresiden en masse dob-
belte produkter, og derfor ser vi om det er muligt at omskrive uligheden til en
sum af kvadrater som er storre end eller lig med 0:

Q>A & (n—l)(x12+x§+~-+x§)2 Z 2X; X

1<i<j<n
= Z (xl.2+x]3)— Z 2x;x;=>0
1<i<j<n 1<i<j<n
o Z (x;—x;*>0.
1<i<j<n

Dette viser at QA-uligheden er sand, og at der geelder lighedstegn netop nar
X1=Xp=--=Xx,.0

Bevis for AG-uligheden. Man kan bevise AG-uligheden p4 flere forskellige
madder, men her benytter vi et induktionsbevis. Det interessante i dette bevis
er at induktionsskridtet udferes pé utraditionel vis. Vi har allerede vist den i
tilfeeldet » = 2. Hvis man forsgger at vise at hvis AG-uligheden er sand for
n da er den ogsé sand for n + 1, bliver det meget kompliceret. Det er imid-
lertid veesentlig lettere at vise at hvis AG -uligheden er sand for n da er den
ogsa sand for 2n og for n —1, og med disse to induktionsskridt kan vi fa alle

dominobrikkerne til at velte.
Vi har allerede vist AG -uligheden for n = 2. Antag at
> VX1 X Xy

X1+ Xo+-+ Xy,
n

24

for vilkarlige ikke-negative reelle tal x;, x5, ..., X,,.

Forst viser vi at denne antagelse medforer at uligheden er sand for 2n. Lad
X1, Xo,..., X2, vaere ikke-negative reelle tal. Ifolge antagelsen er

X1+Xo+-+ X, +xn+1+xn+2+-~+x2n

n n

> VX1 X X+ N X1 Xpgo e Xop-

Ved at benytte AG-uligheden for n =2 for de to tal pa hejresiden i ovenstaen-
de ulighed far vi

X1+ Xo+-+X, Xp1TXpqott+Xo
. S VEXe Xnt Y/ X1 Xng2 Xon

2 2

n
2 \/ VXX X 3\ X1 Xy Xop,

hvilket netop er

X1+ Xo+-+ Xop
2n

2
> n»\/ X1Xo " Xop.

Nu viser vi at vores antagelse ogséd medforer at uligheden er sand for n—1.
Lad x;, X, ..., X,_; vaere ikke-negative reelle tal, og set x,, = 1201 [fg]-
ge antagelsen er

X1+Xo+-+ X1

Xi+Xo+ o+ X, + - n X1+ X+t X
n n—1 2\x1x2"'xn—1 1 2 n—1 PR
n n—1
n(xy+xp+-+x,-1) = X1+ X+t X
(x1+ X, n=1) XXy Xy 11T X ol o
n(n—1) n—1
Xp+xX+--+x,\" X+ Xp+-F X
( 17T X2 n 1) > XX Xy 1T X2 n—1 PN
n—1 n—1
X+ X+ 4 X\
( ! 2 1 L 1) ZX1Xp X g
n_

X1+ Xo+ -+ X5

n—

1
X1 X Xp_1.

n—1

Bemeerk at der i begge tilfeelde geelder lighedstegn netop nér alle 27 eller alle
n—1 ikke-negative reelle tal er lighinanden. Hermed er induktionen fuldfert.
O



Opgave1.11.2. Vis G H -uligheden ved at udnytte at vi allerede har bevist AG -
uligheden.

Nu har vi bevist vores centrale s@tning og er klar til at benytte den til at lose
uligheder. Overvej for hver ulighed hvilken af de tre uligheder du skal bruge,
og hvordan du kan velge x1, x,, ..., X, hensigtsmaessigt.

Opgave 1.11.3. Vis at

a4+b4+c4> a’+b%+c?
az+b2+c2 3

for reelle tal a, b og c, hvor abc #0.

Opgave 1.11.4. Lad n veere et positivt heltal. Vis at

a+nb .
>
n+1

abn

for positive reelle tal a og b.

ab+bc+ac 3
fz abc

for positive reelle tal a, b og c.

Opgave 1.11.5. Vis at

Opgave 1.11.6. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Vis at

1+1+1> 2 + 2 2 S 9
a b ¢ a+b b+c c+a a+b+c’

Opgave 1.11.7. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Vis at

Vabc+1< Ya+1)b+1)(c+1).

Hint: 14

25

Opgave 1.11.8. Lad a og b veere to positive reelle tal med sum 1. Bevis at
(orz) +(oe3) 2%
a+=| +|b+—| =—.
a b 2
Hvornér geelder der lighedstegn? Hint: 34

Opgave 1.11.9. Lad a, b og c vere reelle tal der opfylder at ¢ > 0, a > ¢ og
b > c. Vis at

\/EZ Vela—c)++celb—c).
Hint: 3

Opgave 1.11.10. Lad x, y, z veere positive reelle tal som opfylder at x y z = 32.
Bestem den mindst mulige veerdi af

x2+4xy +4y2+2z2.

Hint: 25
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1.12 Flere uligheder

Der findes et hav af forskellige uligheder man kan bruge i matematikkonkur-
rencer, men her ser vi kun pa tre centrale uligheder, nemlig omarrangerings-
uligheden, Cauchy-Schwarz og Jensens ulighed. Nar vi nar til Jensens ulighed,
far vi brug for flere funktionsbegreber som hanger sammen med teori der lig-
ger uden for disse noter, og derfor springer vi alle beviser over.

s )

Saetning 1.12.1. Omarrangeringsuligheden

Lad x; < x, < -+ < x,08 ) < p < -+ < y, veere reelle tal, og lad
X, X,,..., X, vaere en permutation af x;, x,,..., x,,. Daer

/ / /
NntXYot ot Xy Yp 2 XN+ Xt X Ve
0g
/ / /
H N +x2y2+"'+xnyn 2 Xp+Xp—1)p+ 0+ X Y.

Hvis y; < » <-:- < J, erderlighedstegn i forste ulighed netop nér x; = x;
for alle i = 1,2,...,n, og der er lighedstegn i anden ulighed netop nér
X! =Xp4—; forallei=1,2,...,n.

Bevis. Vi viser kun den forste ulighed, da den anden folger af den forste ved
at eendre fortegn pa alle y;’erne. Betragt summen

X+ Xy o+t X)) Y

for alle permutationer af x;’erne. Da der er endeligt mange permutationer,
ma der veere en eller flere summer som er maksimale. Lad x’, x;, ..., x;/ veere
en permutation som giver en maksimal sum.

Antag at der findes et i s& x;" > x’ ;. Daer

1 1/ 1 1 1 1
(=X )i — )20 & Xyt X Vi 2 X[ yi+ X Vi
med lighedstegn netop hvis y; = y;.;. Uligheden viser at summen bliver storre
nar vi bytter om pé x;’ og x;" |, hvis y; < y;4;, mens den forbliver uaendret hvis
¥i = Yi+1- Vikan derfor altid bytte om pa x;" og x;’. ; hvis x;" > x|, uden at gore
summen mindre. Vi kan blive ved med at bytte om pa to naboer sa leenge der
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findes naboer med x;” > x/, |, og da denne proces stopper pa et tidspunkt,
ender vi med en permutation hvor xlf = x; for alle i = 1,2,...,n, uden at vi
har gjort summen mindre. Dermed er summen maksimal nar x; = x; for alle
i=1,2,...,n.Itilfeeldet hvor y; < y» <--- < y,, viser ovenstaende at der kun er

lighedstegn netop nar alle x;’erne er identiske. O

Opgave1.12.1. Lad x; < x, <+ < x,, 08 )1 < J» < -++ < ), veere reelle tal, og
lad zy, 2y, ..., 2, veere en permutation af y, »,..., y,. Vis at

n

Z(-xi -y < zn:(xi —z;).
i=1

-1
(IMO 1975) l

Opgave 1.12.2. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Vis at
at+b¥+c® 1 1 1
- >

a3b3cd “a b ¢’

Saetning 1.12.2. Cauchy-Schwarz

For vilkarlige 2n reelle tal x;, x,, ..., X, 08 y1, ¥2,. .-, ¥, g®lder at

n n n
inyi S\JinZ \JZyiz.
i1 i=1 i=1

Bemeerk at uligheden ogsa gaelder hvis man kvadrerer pa begge sider, da
man jo kan indsatte lutter positive veerdier.

Bemearkning. Cauchy-Schwarz formuleres ofte med vektorer: For vek-
torerne (X, Xp,..., X,) 08 (J1, ¥2,---, Vn) gelder at

(xl» x2»~--»xn)'(.)/1’ .VZ"Hryn)S {(yl’ J/Z"“ryn){ {(yl’ J/Z"“ryn){ .

Venstresiden er prikproduktet, hvilken netop svarer til venstresiden i
Cauchy-Schwarz, og hejresiden er produktet af leengderne af vektorer-
ne, hvilket netop er det der stér pd hojresiden i Cauchy-Schwarz.




Beviset overlades til lzeseren i opgave 1.12.14.
Opgave 1.12.3. Vis at der for positive reelle tal a;, a,, ...,a,, by, b, ..., b, gel-

der at
n n 1
(Z(Cli + bi)z) (Z b, ) >4n?.

i=1 i=1
Opgave 1.12.4. Benyt Cauchy-Schwarz til at bevise AH -uligheden.
Opgave 1.12.5. Vis at

a? b? c?
atb+c<—+—+—
c a b

for positive tal a, b og c.

Inden vi er klar til Jensens ulighed, skal vi have styr pa begreberne konveks og
konkav.

Definition af konveks og konkav
Lad I C R veere et interval som evt. er hele R.

En funktion f : I — R er konveks pa intervallet I hvis der for alle ¢ €[0;1]
og alle x;, x, € I med x; < x, geelder at

flt-x+(1=1) %)<t f(x)+(1—1)f(x).

Det kan se lidt kringlet ud, men den geometriske fortolkning af dette er
blot at et vilkarligt linjestykke mellem to punkter pé grafen ligger over
grafen for f.

En funktion f : I — R er konkav pa intervallet I hvis der for alle ¢ €[0;1]
og alle x;, x, € I med x; < x, geelder at

flt-x+(1=1) %)=t f(x)+ (1= 1) f(x2).

Tilsvarende er den geometriske fortolkning her at et vilkarligt linjestykke
mellem to punkter pa grafen ligger under grafen for f.

. J

Det kan veere besveerligt at tjekke om definitionen for konveks og konkav er
opfyldt, og derfor benytter vi ofte folgende saetning.
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Szetning 1.12.3. Lad f : I — R veere en funktion der kan differentieres to
gange.

Funktionen f er konveks pa I hvis f”(x)>0for x € I.

Tilsvarende er f konkav I hvis f”(x) <0 for x € I.

Sztning 1.12.4. Jensens ulighed

Lad f : I — R veere en konveks funktion pd intervallet / C R, og lad
X1, Xo,..., X, € I. Da geelder

fle)+ fx)+--+ f(x,) >f(x1+x2+"'+xn)
n - n

med lighedstegn netop hvis x; = x, =... = x,.

Lad f : I — R veere en konkav funktion pa intervallet I € R, og lad
X1, X,..., X, € I. Da geelder

fla)+ ()44 fxa) (x1+xz+--~+xn)
<f

n n
med lighedstegn netop hvis x; = x, =... = x,,.

Opgave 1.12.6. Benyt Jensens ulighed til at bevise Q A-uligheden.
Opgave 1.12.7. Lad a, b og c veere reelle tal, hvor a, b, c >—1. Vis at

Sla+b+c Va+1+Vb+1+3Yc+1

Opgave 1.12.8. Vis at

a2+b2+02>(ﬁ+ﬁ+ﬁ)2
J 3 - 3

for positive reelle tal a, b og c. Hint: 9
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De naeste opgaver er blandede opgaver hvor du selv mé vurdere hvilken ulig-
hed du kan benytte.

Opgave 1.12.9. Lad a, b og c veere positive reelle tal med sum 1. Vis at
(o) (03] #[e+2) =7
a+—| +{b+—| +|lc+—| =—.
a b c 3

Opgave 1.12.10. Vis at for vilkarlige 2n reelle tal x;, X,,..., X;, 08 1, V2,-++» ¥

geelder at
n n n
Z(xi +y)2 < Z x?+ Zyiz.
i=1 i=1 i=1

Hint: 11

Hint: 38

Opgave 1.12.11. Lad n > 1 veere et helt tal, og lad a,, a,, ..., a,, vere positive
reelle tal med sum 1. Vis at

a1+a2++an>/n
Vi—a, 1—a, Ji—a, Vn—-1

Hint: 4
Opgave 1.12.12. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Vis at

2a 2b 2c a b c

+ + <—+ —.
a2+bc b2+ca c24ab” bc ac ab

Opgave1.12.13. Lad x, y, z veere reelle tal med x, y,z > 1 og % + % +% =2.Vis
at

Vity+zzvVx—1+/y—1+vz—1.

Opgave 1.12.14. Bevis Cauchy-Schwarz. Du kan fx bevise den ved at benytte
omarrangeringsuligheden.




N

@ oo o> 89N =

Hints

Gang de tre ligninger sammen.
Udnytat n!-n=(n+1)!—nl
Kvadrér.
Betragt f(x)= =.

Vis at f er injektiv.

Antag at der findes et reelt tal a med f(a) =—2, ogvis at da er f(0) to forskellige
veerdier, hvilket er en modstrid.

Seet k, = “=L,

8. Brugresultatet af seetning 1.4.3 til at vise sidste del.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.
19.

20.
21.
22.
23.
24.
25.

. Betragt f(x)= x*.
10.

k 1 1
Udnyt at =4y = @ — @

Betragt f(x)= (x I x‘l)z, og brug Jensens ulighed.

Vis at f er surjektiv, og udnyt dette til at vise at f er linezer.
Udtryk - udelukkende ved b, 0g by,

Oplefti tredje potens.

Vis at f er injektiv.

Gang summen med broken Z—:}.

Eliminér x og z for at f& en ligning i y og k som er en andengradsligningi y.
Husk at de tre tal x, y og z ikke alle mé veere ens.

Seet b, = a—ln

Vis at alle andre funktionsveerdier er fastlagt ud fra f(1), f(2) og f(3). Bestem
derefter f(1), f(2) og f(3). Advarsel: Det er en meget mojsommelig proces der
fxkan involvere f(4), f(5), f(6), £(7), f(8), f(9), f(16) og f(25).

Vis ved induktion efter n at f (o) < o

Kvadrér forste ligning, og isolér x>+ y? i den sidste ligning.
Indseet forst x =1 og derefter y = 1.

Udnyt at k° = } ((k +12k? — k?(k—1)?).

Lag de tre ligninger sammen.

Da du kender xyz, er idéen at omskrive sa du far en vurdering pd formen
(xyz)".
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26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.
33.
34.
35.

36.
37.

38.
39.
40.
4]1.

Find veerdier af x; og x, sd tallene 1,2, ..., n ma ligge i folgen.
Faktorisér alt panzer konstantleddet %, og vurdér derefter hojresiden.
Indset x =1, x =0, x = f(1) og x = f(0).

Substituér x og y med henholdsvis % og %

Seet uden tab af generalitet |P B| =1, kald |AB| for x, og opstil en ligning som x
opfylder.

Visatx <y <z<x.

Seet y, = x—ln, ogvis at y;, J», ... er en differensraekke.
Udnytat(x+y)?=x+y.

Vurdér forst venstresiden ved Q A-uligheden.

Leaeg ligningerne sammen, og udnyt resultatet sammen med de oprindelige lig-
ninger.

Vis at f(n) < n.

Kald hejden for y og bredden for x, og opstil en ligning som forholdet £ opfyl-
der.

Kvadrér, og brug Cauchy-Schwartz.
Vis at f er injektiv.
Treek /¢ fra pa begge sider, og gor noget smart.

Tilfoj flere led sé& du far en teleskopsum.

Georg Mohr-Konkurrencen



30

3 Lesninger

Opgave 1.1.1. Ligningen lgses ved at omskrive til kvadrat:
x*—6x+8=0 < (x—3—-9+8=0
o (x—32=1
& x—3==1
& x=2V x=4
Dermed har ligningen preecis to lgsninger x =2 og x =4.

Opgave 1.1.2. Ligningen lases ved at omskrive til kvadrat:

5x°—6x4+1=0 < 25x°—30x+5=0
o (5x—37°=4

3+2
S x=——
5
1
& x=-V x=1.
5

Dermed har ligningen preecis to lasninger x = é ogx=1.

Opgave 1.1.3. Ligningen lases ved at omskrive til kvadrat og bruge nulreglen:

) 1 2 1
a“—a+-=0 & a——| =0 & a=-.
4 2 2

Dermed har ligningen preecis en lgsning a = %

Opgave 1.1.4. Ligningen lgses ved at omskrive til kvadrat:

3x244x+2=0 & 9x’+12x+6=0 & (Bx+2>=-2.

Dermed har ligningen ingen losninger.

Opgave 1.1.5. Uligheden loses ved at omskrive til kvadrat:

+2x>3 & (x+1P2>4
S x+1<-2V2<x+1
&S x<-3Vi1x.

Dermed er de x der opfylder uligheden, netop x < —3 eller 1 < x.

Opgave 1.1.6. Uligheden lases ved at omskrive til kvadrat:

3y°4+7y+2<0 & 9y°+21y4+6<0

7\? 49 25
< (3y+-| £—6+—=—
2 4 4

5 7 5
< —-<3y+-<-
2 272

1
& 2L y<—.
y=73

Dermed er de y der opfylder uligheden, netop —2 < y < —%.

Opgave 1.1.7. Uligheden bevises ved at omskrive til kvadrat:

a’+1>2a < (a—1P>0.

Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle reelle tal a.

Opgave 1.1.8. Bemaerk at x er positiv, og vi derfor kan gange med x pa begge
sider af ulighedstegnet. Uligheden bevises derefter ved at omskrive til kvadrat:

1
x+—22 & x*-2x+120 & (x—172>0.
x

Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle positive reelle tal x.

Opgave 1.1.9. Uligheden bevises ved at omskrive til kvadrat:

b
at >vab &

> (va—vVby>0.

WaP+(WbP>2vavh <
Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle positive reelle tal a
ogb.

Opgave 1.1.10. Antag at x+y =1, ogat x og y begge er positive. Ved at udnytte
at(x+y)>=x+yfordi x +y =1, fas:



y+x
Xy
x+y=4xy

>4

(x+y)y=>4xy
(x—y)*>0.

§1 818 ¢

Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle positive reelle tal x
og y med sum 1.

Opgave 1.1.11. Uligheden bevises ved at omskrive til en sum af kvadrater:

4y e xy+tyztzx &
(X2 +yH)+ (2 +2)+ (22 +x3)22xy +2yz+2zx <
(x—yP+(y—2f+(z—x)>0.

Da et kvadrat aldrig er negativt, og summen af flere kvadrater dermed heller
ikke er negativ, er uligheden sand for alle reelle tal x, y og z.

Opgave 1.1.12. Uligheden bevises ved at omskrive til en sum af to kvadrater:
2 2 o 2 2 1
8x“+2y +y+§24x & 16x°—8x+1+4y +2y+120
1 2
YR (4x—1)2+(2y+5) >0.

Da et kvadrat aldrig er negativt, og summen af to kvadrater dermed heller ikke
er negativ, er uligheden sand for alle positive reelle tal x og y.

Opgave 1.1.13. Faktorisering:

2 o 1 (3 LY
9x“—3x+-—-=(3x .
4 2

Opgave 1.1.14. Faktorisering:

2n?+8m*+8nm=2(n+2m)?.
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Opgave 1.1.15. Faktorisering:

9a’—b%?+6a+2b=0Ba+b)3a—b)+2(3a+b)=Ba+b)3a—b+2).

Opgave 1.1.16. Faktorisering:

a’—b*>+6a+9=(a+3°—b*=(a+b+3)a—b+3).

Opgave 1.1.17. Faktorisering:

a’+2b*+3ab+b—1=(a+byP—1+b*>+ab+b
=(a+b+1)a+b—1)+bla+b+1)
=(a+b+1)a+2b-1).

Opgave 1.1.18. Faktorisering:

nt+4=n*+22—an’*=n*+2n+2)(n*—2n+2).

Opgave 1.2.1. Betragt andengradsligningen ax?>+ bx + ¢ = 0, a # 0, med
diskriminant d = b? —4ac. Vi omskriver forst ligningen:

ax’+bx+c=0 < 4a’x*+4abx+4ac=0
& (2ax+b)P=b?>—4ac=d.

Dette er tilladt da a # 0. Nu inddeler vi i tre tilfeelde:

—bt+vd
Hvis d >0, er2ax + b =%+ d, dvs. der er to lesninger x = 5
a
: . : —b
Hvis d =0, er 2ax + b =0, dvs. der er ‘n lgsning x = Ere
a

Hvis d < 0, er der ingen lgsninger da et kvadrat aldrig er negativt. Dette viser
setningen.

Opgave 1.2.2. Ligningen omskrives ved at gaette lasningerne x =2 og x =4:

x2—6x+8=0 < (x—2)(x—4)=0.
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Opgave 1.2.3. Ligningen omskrives ved at geette lgsningerne x =—5 og x = 1:

2x2+8x—10=0 & 2x*+4x—-5x)=0 < 2(x+5)(x—1)=0.

Opgave 1.2.4. Ligningen omskrives ved forst at seette —4 uden for en parentes
og derefter geette losningerne x =—1 og x =7.

—Ax?+24x+28=0 < —Ax’—6x—-7)=0 < —Ax—7)(x+1)=0.

Opgave 1.2.5. Ligningen er en skjult andengradsligning i x2. Vi omskriver og
geetter lesninger:

x*—8x?47=0 o (x??—-8x%+7=0
o (2=1D%2=7)=0.
Samtlige losninger er altsd x =+1 og x = £+/7.

Opgave 1.2.6. Ligningen er en skjult andengradsligning i u°. Vi omskriver til
kvadrat:

= (WP -2u’+1=0
= (W¥—-1P=0

o u’=1.

u®+1=2u°

Eneste lgsning er derfor v =1.

Opgave 1.2.7. Ligningen er en skjult andengradsligning i +/x. Vi omskriver og
geetter losninger:

X—5/x+6=0 < (Vx)P?—-5/x+6=0
& (Vx-3)vx—-2)=0.
Samtlige losninger er altsd x =22 =4 0og x =32=09.
Opgave 1.2.8. Ligningen er en skjult andengradsligning i a*. Vi omskriver og

geetter losninger:

16
a4=15+—4 o (a*?—15a*—16=0
a

< (a*—16)a*+1)=0.
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Da a* ikke kan veere negativ, er samtlige losninger a = +2.

Opgave 1.2.9. Ligningen er en skjult andengradsligning i 2*. Vi omskriver til
kvadrat:

45—2.2°4+1=0 & (2%P%-2-2"+1=0

o (28—1)2=0.

Altsd er 2* =1, og derfor er eneste lesning x = 0.

Opgave 1.2.10. Kald hgjden pé et A4-ark for y og bredden for x. Da bliver
hojden pd et A5-ark x ogbredden %. Da et Ad-ark og et A5-ark er ligedannede,
er forholdet mellem hojde og bredde det samme:

2
y X

Y _

x
o
Da x og y begge er positive, er forholdet mellem hojde og bredde £ = v/2.
|AB| _ |AP|

Opgave 1.2.11. Lad P veere et punkt pd linjestykket AB s& 751 = pp- Seet
|BP|=1 og|AP| = x. Da svarer betingelsen til

I+x x . 1\2 5 1 V5
== & 0=x"—x+1 < X— | =—- & x=—x—.
1 2 4 2 2

X

Da linjestykkerne har positiv leengde, er x = 1+Tﬁ Dette svarer netop til for-
holdet % ===
Opgave 1.3.1. Ved at bruge lige store koefficienters metode fas
Bx+4y)—2(5x+2y)=—5-21 & —Tx=—7 & x=1.
Nu findes y ved at indseette x =1 i forste ligning:
5:-1+2y=1 & 2y=—4 & y=-2.

Dermed er den eneste mulige losning x =1 og y =—2, og ved indsaettelse ses
at dette faktisk er en lgsning.



Opgave 1.3.2. Ved at bruge lige store koefficienters metode fas

(3x+2y—5z)—3(x+4y—10z)=5—-3-0,
2x+y+7z)—2(x+4y —10z)=—6—2-0,

som reduceres til

—2y+5z=1,
—7y +27z =—6.

Ved endnu engang at bruge lige store koefficienters metode fas

=2y +52)—2(=7y +272)=7-1-2-(—6) < —19z=19 & z=-1.

Ved indseettelse ses at ndr z =—1, er y =—3 og x = 2. Dette er eneste lgsning.

Opgave 1.3.3. Ved at dividere nederste ligning med 2 og traekke de to ligninger
fra hinanden fés

2

(y+2x)—(y—x)=(x*—10)—(-10) & 3x=x> & 0=x(x—3)

dvs. x =0eller x =3. Hvis x =0, er y =—10, og hvis x =3, er y =—7. Samtlige
mulige losninger er derfor (x, y) = (0,—10) og (x, y) = (3,—7), og ved indseet-
telse ses at de faktisk er lgsninger.

Opgave 1.3.4. Ved at gange den nederste ligning med 3 og leegge de to lignin-
ger sammen fas

11 1
—=22 & x=-.
X 2
Ved indseettelse ses at y = % Eneste mulige losning er altsé (x, y) = (%, %), 0g

ved indsettelse ses at den faktisk lgser ligningssystemet.

Opgave 1.3.5. Af sidste ligning ses at y = 0 ikke er en lesning. Antag derfor at
¥y #0, og omskriv til

12y 9
+y2 =4y,
ey TV =Y
12
Y| gy =20.
x2+y

33

Ved at treekke de to ligninger fra hinanden og omskrive fs y2—12y +20=0 og
altsd (y—2)(y—10)=0. Dermed er y =2 eller y =10. Hvis y =2, er x%iZ +2=4,
dvs. % = x2+2, og altsd x =+2. Hvis y =10, er le_-fl() +10=4, og altsa le—fm =
—6 hvilket er umuligt. Eneste mulige lasninger er derfor (x, y) = (£2,2), og ved

indsettelse tjekkes at de begge lgser ligningssystemet.

Opgave 1.3.6. Hvis x =0, er anden ligning opfyldt for alle y, hvor y # 0. Forste
ligning giver i dette tilfeelde y = 1. Dermed er (x, y) = (0, 1) eneste losning hvor
x =0. Antag derfor at x # 0, og divider anden ligning med x. Kvadrer desuden
forste ligning:

x2+y2+2xy:1,
1
=2
X2+ y2

Afden nederste ligning fas at x2+y?2 = % Dette indseettes i den everste ligning,
og vi far % +2xy=1,o0galtsd xy = ;11. Da vi yderligere ved at x + y =1, giver
dette x(1—x)= }. Dermed er x?—x+7 =0, og altsa (x — %)2 = 0.Idette tilfeelde
erx=y= %, og ved indseettelse ses at dette er en lesning. Samtlige lesninger
er dermed (x,y)=(0,1) og (x,y)= (%, %)

Opgave 1.3.7. Bemeerk forst at ingen af de tre ubekendte kan vere 0. Ved at
udtrykke x ved y iforste ligning, z ved y i anden ligning og derefter indseette
dette i sidste ligning fas

3 5 1 1
—=12 & y=- &
y

< |+~

Eneste mulige losninger er derfor (x, y, z) = (6, %,2) og(x,y,z)= (—6,—%,—2),
og ved at indseette i ligningssystemet ses at de begge er lgsninger.

Opgave 1.3.8. Ved at legge alle tre ligninger sammen og udnytte at
x=|x|+{x}fas

xX+y+z=33.
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Ved at treekke de oprindelige ligninger fra fas

lz]+{y}=22
lyl+{x}=11
|x]+{z}=0.

Da 0 < {u} <1 og|u] altid er et helt tal, er x = 0,1, y = 1,2 og z = 2 eneste
mulige lgsning, og ved indsaettelse ses at det faktisk er en lgsning til lignings-
systemet.

Opgave 1.4.1. At differens, produkt og kvotient af to rationale tal igen er ratio-
nale tal, folger direkte af brokregneregler.

Opgave 1.4.2. At differensen, produktet og kvotienten af et rationalt tal § oget
irrationalt tal x er et irrationalt tal, ses ved at antage det modsatte og se at det
medferer at x er rational. (Bemeerk at vi mht. produkt og kvotient skal antage
at a # 0 da vi i beviset gerne vil dividere med a).

At differensen, produktet og kvotienten af to irrationale tal bade kan veere ra-
tional og irrational ses af folgende eksempler:

Differens:
V2—v/2=0 og v8—v2=2v2-v2=12,
Produkt:
V2-4/8=4 og V2-4/3=16.
Kvotient:
g:2 og %:@_

Her udnytter vi seetning 1.4.3, der giver at v/2, /8, v/3 og v/6 er irrationale tal.

Opgave 1.4.3. Det er oplagt at hvis n er en m’te potens af et positivt helt tal,
da er /7 et helt tal og altsa rational. Antag at n ikke er en m’te potens af et

positivt heltal. Vi viser indirekte at /7 er irrational ved at antage det modsat-
te og nd frem til en modstrid. Antag derfor at "4/n = - hvor a og b er hele tal.
Dermed er

b"n=a™

Betragt nu primfaktoroplesningen n = pla ! pza2 ---p/". Fordi n ikke er en m'te
potens af et positivt heltal, er mindst en af eksponenterne, lad os sige a;, ikke
et multiplum af 72 da m’te potenser netop er de hele tal hvor alle eksponenter-
ne i primfaktoroplesningen er multipla af 2. Eksponenten til p; pa venstresi-
den b n er derfor ikke et multiplum af m da alle eksponenter i primfaktor-
oplesningen af b er multipla af m. Eksponenten til p; pa hojresiden a™ er
derimod et multiplum af m. Dette er en modstrid da primfaktoroplesning er
entydig, og dermed er "}/ irrational.

Opgave 1.4.4. Lad a og b vere to forskellige reelle tal, og antag uden tab af
generalitet at a < b. Vi ved allerede at der ligger et rationalt tal g; mellem
a og b. Der ligger yderligere et rationalt tal g, mellem ¢; og b. Sddan kan vi
fortseette og fa uendeligt mange rationale tal g, g, ... mellem a og b.

Nu viser vi at der findes uendeligt mange irrationale tal mellem a og b. Lad ¢
og d veere to forskellige rationale tal mellem a og b med ¢ < d. Lad yderligere
n veere et helt tal sa % <d—c.Dafolgerdetat x; =c + 5/—3 ligger mellem c og
d, og desuden ma x veere irrational ifolge setning 1.4.2 og seetning 1.4.3. Nu
har vi vist at der mellem to vilkarlige forskellige reelle tal findes et irrationalt
tal x;. Dermed findes der igen et irrationalt tal x, mellem x; og b. Sddan kan
vi fortseette og fa uendeligt mange irrationale tal x;, x,,... mellem a og b.

Opgave 1.4.5.Lad a og b vaere rationale tal. Antag at v/a++/'b er rational. Hvis
va++vb=0,era=b=0,ogdermed er a og b begge rationale. Antag derfor
at a og b ikke begge er 0. Da er

a—>b
va-vb=—

ogsa rational fordi kvotienten mellem to rationale tal er rational. Dermed er

Ja= Mw rational, og ogsa Vb = (va + v'b)— v/a rational. Helt
tilsvarende hvis v/a —v'b er rational.



Opgave 1.4.6. Vi beviser at tallet 4/ 2+ er rationalt netop hvis mn er et kvadrat-
9 g . m o a2 __ a
tal. Antag at nm = a” hvor a er et ikke-negativt helt tal. Daer v/ - =4/ 75 =

o
hvilket viser at 4/ 2} er rational. Antag at 4/ %+ er rational, dvs. 4/ 2 = Z hvor ¢
og d er to ikke-negative heltal, og d # 0. Da er d’>nm = c?n?, hvilket betyder

at nm er et kvadrattal.

Opgave 1.4.7. Omskriv ligningen til v/a + v'b = v2014— /¢, og kvadrer:
a+b+2vab=2014+c—2v2014c

Dette viser at v/a b++/2014c er rational, og dermed fra opgave 1.4.5at vab og
v/2014c begge er rationale. Da ab 0g 2014c er hele tal, ved vi fra seetning 1.4.3
at de begge er kvadrattal. Tallet 2014¢ =2-19-53 ¢ er et kvadrattal netop nar
¢ =2014- n? hvor n er et ikke-negativt helt tal. Tilsvarende ses at a = 2014 - [?
og b = 2014 - m?, hvor I og m er ikke-negative hele tal, da der er symmetri
mbht. a, b og c. Den oprindelige ligning kan alts& reduceres til [ + m + n =1,
og samtlige lgsninger er derfor (a, b, ¢) = (2014,0,0), (a, b, c) =(0,2014,0) og
(a,b,c)=(0,0,2014).

Opgave 1.5.1.

200

a) Zn2=12+22+32+---+2002.
n=1
20

b) Z(6+3n):6+9+12+---+66.

n=0
105
k+1 6 7 8 106
c) Z—=—+—+—+---+—.
“~ k 5 6 7 105

199

1 1 1 1 1
d) Z = + + oo ————.
& 5a(5a+5) 50-55  55-60  60-65 995-1000
Opgave 1.5.2.

400
a) 1+2+22+~-.+24°°=Zzi.
i=0

101
1 1 1 1 1
b) —+—+—+~-~+—=Z—, - .
25 36 47 101-104 4 i-(i+3)
1 1 1 2500 1

+ Fot = :
Vi+v3 V/3+45 V4999 + /5001 ;¢2i—1+¢2i+1

c)

Opgave 1.5.3. Summen af de forste n led i differensreekken a,, a,, as, ... med
differens d er

D ai=ay+(a; +d)+(ay+2d)+-+(a, +(n—1)d)
i=1
=na;+d(1+2+---+(n—1))

n—1)n
=na;+d !
2
Summen af de 333 forste led i differensreekken 2,5, 8, ... er dermed
332-333
333:-2+3- T =333:2+333:3:166=333:500=166500.

Opgave 1.5.4. Summen af de forste n led i kvotientrekken a,, a,, as, ... med
kvotient g er
n
Za,- =aj(l1+q+q*+--+q" ")
i=1
(—DA+g+g°+-+g"")

:al
qg—1
_ At @+t g (4 g+’ 4+ g
=a —
n_
:alq 1
qg—1

Summen af de 11 forste led i kvotientreekken 1,2,4,8, ... er ifolge formlen lig
med

2111
2-1

1 =21 _1=2047.
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Opgave 1.5.5.
%’ 1 _1%(1 )_1 1 ) 1 1000 250
= 2k(2k +2) S 2 2k 2k+2) 2\2 2002) 2 2002 1001

1299: 1 _1%(1 )_l(i_ )_1 19 19
i 5a(5a+5) 54\5a 5a+5) 5\50 1000/ 5 1000 5000
a=10 a=10
i‘): 1 _1“’0( ) 1( ) 1 150 25
kzl(sk—l)(3k+2)_3 3k—1 3k+2) 3\2 302) 3 302 151
i 3 & 3 B 3( 1 1 )
n2—1 Zn+l)(n—1) &=2\n—1 n+1

1000 3 1000 1 000 - 1
e NP S
n2+3n+2 4 (n+2)(n+1) n+l n+2
1

1002 1002~ 167

Il
w
N
Y=
L
|
I
w

S

1
(a1+(i—1)~d)-(a1+i-d)

1 1
;(a1+(1—1) d a+i- d)

36

Opgave 1.5.7.
f 1 _%«/3“4 V3E+1
V3k+1++3k+4 (Bk+4)—(3k+1)
132
Z—Z(\/3k+4 V3k+1)
:5(\/3-132+4—\/3-1+1)
1
:5(«/400—«/2):
Opgave 1.5.8.
5020‘:) 1 _WZOE)JZk+1—«/2k—1
o 2k—1+v2k+1 4 (2k+1)—(2k—1)

5000

=—Z(\/2k+1—\/2k 1)

= E(«/10001—«/?)

1
>2(100—1)>49.

Opgave 1.5.9. For at vi kan omskrive summen til en teleskopsum, bliver vi
nedt til at tilfoje alle de led vi mangler. Den sum vi skal vurdere storrelse af, er

1 1 1
VT+76  VII+V16 31+ V436
Hvis vi tilfajer summen
1 1 1
Jo+ /T VTB+v2l | Va3o+yaar

kan vi omskrive til en teleskopsum. I den sum vi tilfejer, er hvert led mindre
end det tilsvarende i den oprindelige, dvs. den sum vi far bliver mindre end
det dobbelte af den oprindelige:
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1 1 87
2 >3
~ VI0k+1+VI0k+6 2%

1
— V5k+1+v/5k+6

Z«/5k+6 V5k+1
(5k+6)—(5k+1)

=1—0;(\/5k+6—\/5k+1)
- L (vaa-v1)
10

1
=—(21-1)=2
Tl )

Opgave 1.5.10. Vi omskriver til teleskopsum:

100 100
Zn!- n =Zn!((n+l)—
n=1 n=1

100

=> ((n+1)1—n)
n=1

=101!—1.

Opgave 1.5.11. Vi omskriver til teleskopsum:
Z Z (k+1)—
< (k + 1)' (k+ 1)'
_ Z (_ _ L)
&=\ k! (k+1)

(n+1)"

37

Opgave 1.5.12. Vi omskriver til teleskopsum:

n

Zk3 Z (k+1Pk%—k*(k—1))
k_l
_(n+1¢n?
- 4

Opgave 1.5.13. Vi omskriver til teleskopsum. Der geelder at

n n

(k+1)(k— 1))
VvV k(k—1)

for alle hele tal n > 2.

Opgave 1.6.1. Vi omskriver rekursionsbetingelsen til a,, + 1 = (a, + 1)?, og
seetter b, =a, +1.Daer b,,,; = brf, dvs. at bygo; = b 2" 1Jd fra dette ses at

21000

a0 = b —1=(a; +1)° —1>-1,

og at a,qo; kan veere et vilkarligt reelt tal ¢ > —1, da
1000
a=" Va+1-1

giver a1001 = A.

Opgave 1.6.2. Konstruer en ny felge by, by, bs, ...
b, =1 og

ved at seette b, = % Da er

1
=2019+ — =2019+ b,,.

ap+1 ap

bn+1 =
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Dermed ses rekursivt at b,,,; =1+ n-2019. Nu er

1
S= +—— et
bl bZ b2 b3 b2019b2020

1 1 1

= + 4.4
1-(14+2019) (1+2019)(1+2-2019) (
Da

1 1 1 1
(1+k-2019)(1+(k+1)-2019) 2019(1+k-2019_ 1+(k+1)-2019)’

teleskoperer S til

1 1
5= 75 (1- )
2019 1420192

Opgave 1.6.3. Med udgangspunkt i relationen b,, = (1 = l) b,_; dividerer vi

an
med b, b,_; pa begge sider. Det giver

1 (1 1 ) 1 1 1
bn—l ap bn bn ap bn
hvilket kan omskrives til
sum, og derfor at

1 1 1 2 :
b = b B Det ses altsa at vi har en teleskop-

S 1 1 I 1 1 1
_albl ay by

a2019 b2019 b2019 bO

Da breker og summer af rationale tal igen er rationale tal, ses at hvis by og
b,g19 begge er rationale tal, sa er S ogsa et rationalt tal. Altsa kan by og b9
ikke begge veere rationale tal.

Opgave 1.6.4. Konstruer en ny folge k;, k,, ks, ... ved at sette

a 1 a a
k, = n+1=—(n{—nJ+n): —"J+1.
n n n L n

Daer

7 nk, n
k ={”—+J+1={ J+1={ ko l+1<k,—1+1=k,,
LR 7| n+1 n+1 "l " "

1+2018-2019)(1+2019-2019)°

da k, er et helt tal. Folgen ky, k», ks, ... af positive hele tal er derfor aftagende
og begraenset nedadtil, og derfor ma den veere konstant fra et vist trin, dvs. der
findes et helt tal N og et helt positivt tal k sd k; = k for alle i > N. For j > N
geelder dermed

ajH—aj =_]k—(]—1)k=k
Hvis vi seetter b; = ay.;, i =1,2,3,..., er by, by, bs, ... altsa en differenraekke.

Opgave 1.6.5. Bemaerk forst at

1 2xpp—Xp1 2 1

Xn Xn—2Xn—1 Xn—1 Xn—2

Seetnu y, = x—ln Daer y, — Vu—1=¥n_1— VYn_2, dvs. at ¥, J», ... er en differens-
reekke.

a) Hvis differensen er forskellig fra nul, ligger der kun et endeligt antal y;’er i
intervallet [—1; 1], og der kan derfor kun veere et endeligt antal x;’er som er he-
le tal. Hvis der skal veere uendeligt mange x;’er som er hele tal, méa differensen
derfor veere 0, og det sker netop nar x; = x,. [ dette tilfeelde er folgen konstant.
De eneste muligheder for x; og x, er derfor x; = x, = n, hvor n € Z\{0}.

n! 1
T Daer y; = —, 0g 1, J», ... er en differens-
n

b)Veelgxlznogxzzm

reekke med differens

1 1 —1)+1 1 1

X, X n! n nl

11
Da diff =
a dl erensenk k-1 k(k—i—l)

ma4 alle de hele tal 1,2,3,..., n ligge i folgen.

er et multiplum af d for k=1,2,...,n—1,

Opgave 1.7.1. Da
fxX)=Vx+vVx+2+vx+7

er en voksende funktion, er der maksimalt én lgsning til ligningen

S5=Vx+vx+2+vVx+7.



Det ses let at x =2 loser ligningen, og det er dermed ogsé eneste lgosning.

Opgave 1.7.2. Vi omskriver til en andengradsligning:

3432 = g2

x99 _
93"+ 2 = 82

9-(3*%—82-3*+9 =
(9-3—1)(3*—9) =

Ifelge nulreglen betyder det at

3*==- v 3*=9.

Da 3¥ er en voksende funktion, er de eneste lgsninger x = +2.
Opgave 1.7.3. Ligningen
8(4* +4*)—54(2* +27*)+101=0.

indeholder udtrykkene 4* +4~* og 2* 4+ 27*. For at omskrive ligningen laver
vi en omskrivning til kvadrat

45 47 = (25 4272 2.
Ligningen kan nu skrives som
8(2° +27) —54(2* +27%)+85=0.
Dette er en andengradsligningi2* +27*, og dermed er

54++/542—4-8-85 27+7
2.8 -8

AT

Hyvis e
2% 427 = —,
4

far vi en andengradsligning

17
(Zx)z—z-2x+1:0

39

i2%, dvs. 2% =4 eller 2* = }.
Hvis
X —X 5
2°+2 "=,
2

far vi pd samme made at 2* =2 eller 2* = %
Da 2* er en voksende funktion, er der hojst en lgsning for hver af de fire lig-
ninger. Disse er x =+£1,+2, og de er ogsa lesninger til den oprindelige ligning.

Opgave 1.7.4. Bemerk forst at x, y og z ikke kan veaere negative, og at hvis
en af de ubekendte er 0, sd er de andre to ogsd, og dette er en lgsning. Antag
derfor at x, y og z er positive reelle tal. Vi bemarker nu at

4x°
— <X
1+4x2

med lighedstegn netop nar x = %, da uligheden kan omskrives til 0 < (2x—1)>.
Her har vi brugt at x er positiv, da vi har divideret med x pa begge sider af
ulighedstegnet. Dermed er

4z? 4y? 4x?
X=—""—-<2z= <y= <x
1+4z2 1+4y2 4x2+1

i

dvs.atx:y:z:%.Samletsesatx:y:z:Oogx:y:z:%erdeeneste
lesninger.

Opgave 1.7.5. Lad x, y, z veere tre ikke-negative tal som opfylder ligningssy-
stemet

xz_y:(z_l)z; yz—z:(x—l)z, Zz—x:(y_l)Z.

Ved at leegge ligningerne sammen og reducere ses at x+ y +z = 3. Vi har derfor
enten x = y = z = 1, som faktisk er en lgsning, eller ogsa at mindst en af de tre
variable er mindre end 1. Antag uden tab af generalitet at 0 < x < 1. Dermed
er

1>x*=(z—17°+y>y>0.

Det medferer yderligere at

1>y°=(x—17>+z>z.
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Nuer x+y+2z <141+ 1=3, hvilket er en modstrid. Altsé er eneste lesning
(x,y,2)=(1,1,1).

Opgave 1.7.6. Ligningssystemet kan omskrives til

y+1=x(x+1), z+1=y(y+1), x+1=2z(z+1).

Ved multiplikation af de tre ligninger fas
xyz(x+1)(y+1)(z+1)=(x+1)(y+1)(z+1).

Entener xyz=1,x=—1, y=—lellerz=—1.

Antagforstat xyz=1,0ogatx#—1,y#—1logz#—1.Entenerx=y =z =1,
eller ogsa er den numeriske veerdi af enten x, y eller z storre end 1. Antag
uden tab af generalitet at x har numerisk veerdi er storre end 1.

Hvis x > 1,er y = x>+ x—1> x > 1, og af symmetrigrunde ogsé z > y og
x > z hvilket er umuligt.

Hvis x <—1, er

) ( 1)2 5_ 5
x=z t+tz—1l=|z+=| —=——.
2) 4 4

Dabide x og x + 1 er negative, og x >—2, ma
5 5 1
X(x+1)<—|—+1]|=—=<1.
4 4 16

Dermed er y = x(x +1)—1 < 0 og tilsvarende z = y(y + 1)—1 < 0, hvilket er
umuligtda xyz =1.

Antagnuat x=—1.Daerogsd y =x?+x—1=—logz=y%?+y—1=—1.Det
samme sker hvis y =—1 eller z =—1.

Losningerne er derfor (1,1,1) og (—1,—1,—1).

Opgave 1.7.7. Da vi skal bestemme antallet af lgsninger til

5
0=x®—x"+2x%—2x5+3x*—3x3+4x®—4x+ E

40

er det en god idé at fa bedre overblik over hvorndr hejresiden er positiv, og
hvornar den er negativ. Det er ofte nemmere at overskue nar vi har faktoriseret
sd meget som vi kan:

5

0=x®—x"+2x%—2x5+3x*—3x3+4x®—4x+ 5
5
=x(x—1)(x®+2x*+3x%+4)+ >

For x <0 og x > 1 fremgér det af omskrivningen at hojresiden er positiv. For
O<x<ler

0> x(x—l):(x——)z——z__,

og
x8+2x*+3x2+4<1+2+3+4=10.

Samlet giver dette at

5 1 5
x8—x7+2x6—2x5+3x4—3x3+4x2—4x+E>—Z-10+§:0,

dvs. at ligningen ikke har nogen reelle losninger.

Opgave 1.7.8. Forst eliminerer vi x og z sa vi far en ligning i y og k. Da x+% =
k, er%:ﬁ,ogdayWL%:k, erz=ﬁBemaerkatky—l#Oogk—y;éO.

Ved at udnytte dette omformes ligningen z + % =k til

1 y
— =k
k—y ky—1

Yderligere omskrivninger giver
ky—1+y(k—y)=k(k—y)ky—1).
Hvis k? # 1, far vi en andengradsligning i y

y(1—k*)+y (kP —k)+1-k*=0.



Af symmetrigrunde skal x og z opfylde preecis den samme andengradslig-
ning, og dermed ma mindst to af x, y og z veere ens, men dette giver ifolge
den oprindelige ligning at alle tre er ens. Altsa er k = +1. Begge disse veerdier
af k er mulige: For x =2, y =—1 og z = % er k = 1. Ved at endre fortegn ser
man at k =—1 ogsa er mulig.

Opgave 1.8.1. For y =—1 er
flx=1)=—f(x)+ f(x)=0

for alle x € R. Altsd er f(x) =0 for alle x € R eneste mulige lesning. Ved ind-

settelse ses at f(x) =0 er en lgsning.

Opgave 1.8.2. Nér vi indsetter x = y = 0 i funktionalligningen, far vi at

(0% = f(0), dvs. at f(0)=0 eller f(0)= 1. Néar vi indsetter y =0, far vi
Fx)f0)—f(0)=x

for alle x, hvilket viser at f(0) # 0. Samlet er f(0) =1 og f(x)= x + 1. Vi har
nu vist at hvis der findes en funktion som opfylder betingelsen, kan det kun
veere f(x) = x + 1. Det ses nemt ved indsettelse at denne funktion opfylder
den gnskede betingelse.

Opgave 1.8.3. Nar vi indsaetter x = 1, far vi

Fly+f)=2f)

og nar vi indseetter y =1, far vi

fx+flx)=2xfQ).

Dermed er f(x)= x f(1) for alle x € R. Altsa er samtlige mulige lasninger pa
formen f(x)=ax for en konstant a € R. Vi indsatter f(x)= ax i funktional-
ligningen for at undersege for hvilke a dette er enlgsning. Tallet a skal opfylde
at

a(xy+axy)=2xay << a’xy=axy

for alle reelle tal x og y. Altsd mé a =0 eller a = 1. Dermed er der to l@sninger,
nemlig f(x)= x for alle x R og f(x)=0 for alle x eR.

41

Opgave 1.8.4. Nar vi indsaetter x =1 og x =0, far vi

ffW)=1"-1+1=1 og f(f(0)=0*-0+1=1.

Nu kan vi indsette x = f(1), og det giver

FP=fW+1=f(f(FQ))=r),

ogaltsd 0= f(1?—2f(1)+1=(f(1)— 1)2, dvs. f(1) = 1. Nu kan vi finde f(0)
ved at indseette x = f(0):

fOP=fO)+1=f(f(f0))=rf1)=1.

Dette giver 0 = f(0)>— £(0) = f(0)(f(0)—1), og altsa £(0) = 0 eller £(0) = 1.
Antag at f(0) =0.Daerl = f ( f (0)) = 0 hvilket er en modstrid. Dermed er
f0)=1.

Opgave 1.8.5. Antag at der findes et reelt tal a sa f(a) = —2. Ved at indseette
x=a fés

f=2)=f(f(@)=af(a)+2a=a(-2)+2a=0.
Nu indsaetter vi x =—2 og udnytter at f(—2)=0:
f0)=F(f(=2)=—2f(-2)+2(-2)=—4.
Ved at indseette forst x =0
f=4)=f(f0)=0,
og derefter x =—4
f0)=f(f(—4)=—4f(-4)+2(-4)=-8,

far vi en modstrid, da vi ikke bade kan have f(0) =—4 og f(0) = —8. Dermed
findes der ikke et a sa f(a)=—2.

Opgave 1.9.1. Vi viser ved induktion efter n at f(n) = n + 1 for alle positive
heltal 7. Vived at f(1) =2, dvs. induktionsstarten er pa plads. Antag at f(n)=
n+1.Daer

fn+)=f(f(n)=f(n)+1=n+1+1=n+2.
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Det fuldferer induktionen, og vi ved nu at f(n) = n + 1 er eneste mulige los-
ning. Ved indszettelse ses at den opfylder betingelserne.

Opgave 1.9.2. Forst viser vi ved induktion efter n at f(2n) = 2n+2 for alle posi-
tiveheltal n.Forn=1er f(2-1)=f (f(l)) = f(1)+2 =4, dvs. induktionsstarten
er pa plads. Antagnu at f(2n)=2n+2. Daer

fem+1))=f@2n+2)=f(f2n))=f2n)+2=2n+2+2=2(n+1)+2.

Nu har vi fundet de mulige funktionsveerdier for alle lige tal 7.

For at bestemme funktionsveerdierne for de ulige tal panaer 1 viser vi at
f(2n+1)=2n+3 for alle positive heltal n ved induktion efter n. For n = 1
vedviat f(2-1+1)=f(3)=5=2-1+3. Antagat f(2n+1)=2n+3. Daer

fRr+1)+1)=f2n+3)=f(f2n+1))=fn+1)+2=2(n+1)+1+2.

Nu har vi ogsa fundet de funktionsveerdierne for alle de ulige tal paneer 1. Der-
med er den eneste mulige lgsning at f(n)= n + 2 for alle positive heltal n > 1
og f(1)=2. Ved indsattelse ses at det er en lgsning.

Opgave 1.9.3. Ved at indsette x = y = 0 ses at f(0)*> = f(0), dvs. at f(0) =
eller f(0)=1. Hvis f(0)=0, far vi ved at indseette y =0 at

f(x)=fx=0)= f(x)f(0)=

for alle x i modstrid med at f(2011) = 1. Dermed er f(0) = 1. Ved at indszette
x =y =nfarvinuat f(n)?> = f(0)= 1, dvs. f(n) = £1. Bemaerk at bare fordi
vi ved at alle funktionsveerdier er £1, sa ved vi ikke om de alle er den samme
veerdi. Derfor har vi brug for yderligere undersogelser. Ved at indseette x =2n
og y = n ses at f(2n)f(n) = f(n) for alle n, og altséd f(n) = 1 for alle lige n.
Antag at der findes et ulige n sd f(n)=—1. Daer f(2011)= f(2011+n)f(n)=
—1, da 2011 + n er lige, hvilket er en modstrid. Dermed er f(n) =1 for alle n
eneste mulige losning, og ved indseettelse ses at den opfylder betingelserne.

Opgave 1.9.4. For x =2o0g y =1ler f(3)+ f(1)=12,forx =3 0ogy =2 er
f(B)+ f(1)=28, 0ogfor x =4 0g y =1 er f(5)+ f(3) = 36. Ved at lose disse tre
ligninger med tre ubekendte fas f(1) =2, f(3) =10 og f(5) = 26. Pa tilsvarende
mdde kan man ved at indsztte henholdsvis x =3 0gy =1, x =40gy =2
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samt x =5 og y =1 bestemme f(2)=5, f(4)=17 og f(6) =37. Vi viser nu ved
induktion efter n at f(n) = n?+1 for alle positive heltal n. Vi ved allerede at
f(1)=2=12+1og f(2) =5=2%+1. Antag at f(n) = n?+ 1 for alle positive
hdmha<N’DamfﬁV+1—-f‘ —1)+2N?+2-12+2=(N+1?+1.
Dermed er f(x)= x2+1 den eneste mulige lasning, og ved indsattelse ses at
den opfylder betingelserne.

Opgave 1.9.5. Forst bemeerkes at f(2) = 2f(1)+1 = 1, f(3) = 2f(1) = 0,
f(4) =2f(2)+1 = 3, osv. P4 denne made kan man rekursivt finde f(n) for
alle naturlige tal n. Der er altsa hojst en lgsning til funktionalligningen.

Lad n veere et positivt heltal, og skriv n pa formen n =2"+[,0< [ <2™. Vi
péstér at f(n) = 2" — n — 1. Det eftervises let at denne funktion opfylder
de tre betingelser, og da vi ved at der hgjst er én lgsning, ma dette veere den
eneste lgsning.

Opgave 1.10.1. Forst substitueres x med 3 — x:
f(x)+2f(3—x)=3—x
Vi kan nu gange den oprindelige ligning med 2 og traekke ovenstdende fra:
2f(3—x)+4f(x)—(f(x)+2f(3—x)):

hvilket giver f(x) = x —1 som eneste mulige losning. Ved indsattelse ses at
den opfylder betingelsen.

—(3—x)

Opgave 1.10.2. Substituer forst x med ;=

f(lix)+f("; )=

! i den oprindelige ligningen. Det giver:

X — 1
f( )+ r=2
Bemeerk at de to ovenstdende ligninger sammen med den oprindelige udger
tre ligninger med de tre ubekendte f(x), f (1 x) og f ( ) For at lgse dem
traekker vi forst de to ovenstdende fra hinanden:

f(x)_f(l—lx)z x;I_l—lx'

~ iden oprindelige ligning. Det giver:

Substituer nu x med *—




Laegges denne ligning sammen med den oprindelige fas

x—1 1 1 1
2f(x)=x+

og altsa

Ved indsattelse ses at denne funktion er lgsning til ligningen.

Opgave 1.10.3. Af symmetrigrunde er

f(x)+y=f(xy)f(%+§):f(y)+x foralle x, y €R,.

Dermeder f(x)—x = f(y)—y foralle x, y € R, hvilket viser at f er pa formen

f(x) = x + k. Vi undersoger nu for hvilke reelle tal k at f(x) = x + k er en
lgsning.

1 1
Kl—+—+k|= k+y,
(xy+ )(x+y+ ) x+k+y
som omskrives til

1 1
k(xy+—+—+k—1)=0.
Xy

Da denne ligning skal geelde for alle x og y, mé k =0, dvs. at den eneste los-
ninger f(x)=x.

Opgave 1.10.4. Ved at dividere med x?— y?, under antagelse af at x # £y, fis

flx+y) flx—y)

=4xy=(x+yf—(x—y)

x+y xX—y
Dermed er
flx+y) s, flx—y) 2
P (x+y) =y (x—y) foralle x #+y
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Dette viser at @ — x2 er konstant, og altsd at f(x) = x3 + kx for alle x # 0.
Ved at indsatte x = y =1 i den oprindelige ligning fas f(0) = 0. Dermed er de
mulige losninger f(x)= x3+ kx, hvor k er et reelt tal, og ved indsettelse ses
at disse er lgsninger for alle reelle tal k.

Opgave 1.10.5. Forst viser vi at f er injektiv. Antag at f(x)= f(y). Daer

3y—3x = f(2x+2y — f(x)) = f(y)=f (2y +2x— f(y))— f(x)=3x 3y,

og dermed x = y. Dette viser at f er injektiv. Nar x = y, fas

3x+f(4x— f(x))=3x + f(x).

Da f er injektiv, er 4x — f(x) = x, og dermed f(x)=3x eneste mulige losning.
Ved indsattelse ses at f(x) =3x for alle x € R er en lgsning til funktionallig-
ningen.

Opgave 1.10.6. Bemark forst at funktionen er injektiv da f(x) = f(y) medfo-
rer at

x=4f (f(x)=2f()=4f (f(1)-2f()=y.
Vi skal dermed blot vise at f(0)=0. Ved at indseette x =0 fas

41 (£(0))=2£(0)+0=2£(0),

og altsa 2f ( f (0)) = f(0). Ved at indseette x = f(0) og udnytte det foregdende
fas

af (f (f(@))=2f (£(0))+ f(0) = £(0)+ £(0) =2 (0).
Samlet er f (£ (f(0)))= f(f(0)), og da f er injektiv, er £(0)=0.

Opgave 1.10.7. For at vise at f er injektiv, antager vi at f(n) = f(m). Ved at
tage f pé begge sider opnds f(f(n)) = f(f(m)), og dermed ifolge betingel-
sen i opgaven at m = n. Funktionen f er altsd injektiv, og vi ved derfor at
f(n)= f(n+2)+2. Nu viser vi ved induktion efter n at f(n) = 1 —n for alle
n eN.Da f(0) =1, far vi yderligere at f(1)= f (f(O)) =0. Nu har vi som induk-
tionsstart at f(0) =1 og f(1) = 0. Antag at f(n) = 1 — n for alle ikke-negative
heltal mindre end N, hvor N > 2. Nu kan vi udnytte f(n)= f(n+2)+2 til at fa

f(N)=f(N—2)—2=1—(N—2)—2=1—N,
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hvilket fuldferer induktionen. Nu har vi bestemt funktionsverdierne for alle
ikke-negative hele tal. Det er let at vise induktivt at det ogsé geelder for de
negative heltal da f(n+2) = f(n)—2. Ved indsettelse ses at f(n)=1—n faktisk
er en lgsning.

Opgave 1.10.8. St x =1. Da er
fEM+1)=y+fQ),

hvilket viser at f surjektivda y + f(1) kan antage alle vaerdier. Derfor findes
et k e Rsa f(k)=—1.Nar y = k, fas f(0) = kx + f(x). Altsd er f en lineeer
funktion f(x)=ax + b. Vi indsetter i den oprindelige ligning for at finde de
mulige veerdier af a og b:

fFxf)+x)=xy+ f(x)
f(x(ay+b)+x):xy+ax+b
alaxy+bx+x)+b=xy+ax+b
(az—l)xy+abx:0
Da dette skal gaelde for alle veerdier af x og y, md a® =1 og b = 0. Samtlige
lgsninger er derfor f(x)= x og f(x)=—x.

Opgave 1.10.9. Ved at indseette x = f(y) fas f(0)=1— f(y)—y for alle y, og
altsd f(y)=—y+1—f(0). Lesningerne skal derfor findes blandt f(x)=—x+a,
og ved indseettelse ses at kun f(x)=—x+ % er en lgsning.

Opgave 1.10.10. Antag at a er et reelt tal s& der findes et reelt tal b og en funk-
tion f : R — R som opfylder at f(b)=0 og f(f(x)) =xf(x)+a, x €R.Ved at
indseette x = b fas

fO=f(f(b)=bf(b)+a=a.

Nu indseettes x = 0:

f@)=f(f0)=0-f(0)+a=a.

Ved at udnytte at f(a)=a og indsette x = a fas

a:f(f(a))=af(a)+a:a2+a,
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dvs. a = 0. Den eneste mulige veerdi af a er altsd a = 0. Hvis a = 0, opfylder
b =0 o0g f(x)=0 for alle x € R det pnskede.

Opgave 1.10.11. Nér vi indsaetter y =0, far vi

Fx)f(0)=f(x)+3f(x)=4f(x)
for alle x, dvs. f(0)=4 eller f(x)=0 for alle x. Da

FXf(y)—flxy+x)=3f(x+y)=1y,

kan f(x)ikke veere nul for alle x, dvs. f(0) = 4. Ved atindseette x = 0 og udnytte
at f(0) =4, farvi

4f(y)=4+3f(y)+y.
Altsd er f(y)= y +4 eneste mulige lesning. Ved indsettelse ses at f(x)=x +4
opfylder betingelserne.

Opgave 1.10.12. Ved at indseette y = x fas

2x f(x)=2xf(x),

dvs. f(x) = f(x)? for alle x € R\{0}. Dermed er f(x) = 0 eller f(x) = 1 for
x € R\{0}.
Antag at der findes et z #0 sa f(z)= 1. Ved at indsatte x = z fas

zf(y)+y=(E+y)f(y)

ogaltsa y = f(y)y foralle y, dvs. f(y)=1 for alle y # 0. De mulige losninger i
dette tilfeelde er derfor f(x)=1 for x € R\{0} og f(0) = a, hvor a er et vilkarligt
reelt tal. Ved indseettelse ses at de alle er lgsninger.

Antag at der ikke findes et z #05sé f(z)=1.Daer f(x)=0 for alle x € R\{0}.
Hvis man indsatter funktioner af typen f(x) =0 for alle x € R\{0} og f(0) =a,
hvor a er et vilkarligt reelt tal, ser man at a =0, dvs. f(x)=0 for alle x.

Opgave 1.10.13. Ved at kombinere f(1) + f(2) +--- + f(n) = n%f(n) og
fO+f@2)+ -+ f(n—=1)=(n—172f(n—1)fas

fO+f2)++f(n-1) (n—17f(n—1) n-—1
n2—1  (n—=1n+1) n+1

f(n)= f(n—=1).



Dermed er

— )_ f(

n+1)

n—1 n—1n-—2
f)=———fln=1)=-——

Dette giver at f(1995) = 15995/ (1) = 553-
Opgave 1.10.14. Ved at indseette x =0, fas
FFOP+f(y)=

Dermed er f surjektiv, og det betyder at der findes et z s f(z) =
xX=2z:

0. Indseet nu

F(fP+f()=2f(2)+y

)) =y for alle y, og dermed at funktionen er injektiv. Ved
og dermed t:f(f(t ) f(x)fas

Dette viser at f (f(y
at indsette x = f(t)

FE+ )= f@)t+y.

P+ f(y)=
FFR+F) = £ (x2+ £(0).

Da [ erinjektiv, betyder detat f(x)’+f(y) = x>+ f(y), ogdermed at f(x)=+x
for allereelle tal x. Antagat der findes enlgsning f hvor f(a)=a og f(b)=—b
for to reelle tal a og b forskellige fra 0. Ved at indseette x = a og y = b fas
f(a?—b)=a?+b, ogaltsd |a>—b|=|a?+ b|, men det er ikke muligt da a og b
er forskellige fra 0. Dermed ved vi nu at der kun er to mulige lgsninger, nemlig
f(x)=x og f(x)=—x. Ved indsettelse ses at de begge er lgsninger.

Sammenholdt med f (f(z zf(z)+y harviat

Opgave 1.10.15. Hvis m > 3, geelder at
f(m+1?)=fem+1)f(1)=f2m)f(2)= f2m—1)f(3). (%

Denne ligning viser at

f2m—1)f(3) og f(2m+1)—f(2m)f(2)

fem="""55 T
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dvs. hvis f(1), f(2) og f(3) er bestemt, kan alle andre funktionsverdier herefter
bestemmes induktivt.

Nu bestemmer vi f(1), f(2) og f(3), og det kraever ret mange overvejelser:
Ved at benytte (*) med m=1,2,3,4 fas

J@=fB)f1)=f()f(2)=f(1)f(3)
FO)=fB)f1)=f4)f(2)=fB)f(3)
fa6)=f(7)f(1)= f(6)f(2)= f(B)f(3).
f(25)=f9)f(1)= f(8)f(2)= f(7)f(3).

Forst udtrykker vi f(4), f(5), f(6) og f(7) udelukkende ved f(1), f(2) og f(3):

f=1e=ror. f6)=1152 = rore)
_fBfB) _ 0 _fe)f2) _ f2)fB8Y
f6)= o) =f@)y, f(0= OO
Nu kan vi fa tre forskellige udtryk for £(9) hvor kun f(1), f(2) og f(3) indgér:
_ (a2 _ _ _ffB) _ f2)fBY
fO)=£3%), fO)=fB)IfFA)=FF2)fB), f(9)= . faE
og dermed
2_ _f@)rep
1P = @ O)="7
Af dette ses at f(1)3 = f(3)? og f(2) = f(1)%. Ved at udregne f(36) pa to mader
fas yderligere f(9)f(3) = f(7)f(5), og altsd f(1)f(2)f(3)* = % Sammen-

holdt med at f(2)= f(1)?, giver dette f(3)=1, og dermed ogsa f(1)= f(2)=1.
Den eneste mulige losning er derfor f(7n) =1 for alle n, og ved indseettelse ses
at dette faktisk er en lesning.

Opgave 1.10.16. Vi gnsker at vise at f(n) < n, for nar f er injektiv, giver det
induktivt at f(n)=n da f : N — N. Vi viser dette indirekte.
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Antag derfor at der findes et positivt helt tal m s& f(m) > m. Lad f*(n)
betegne f(f(. . .f(n)...)) hvor f er taget k gange. Da er

I < fom)

f(m)+ f3(m)
2

fim)<

fim)< < f(m)

Vi viser ved induktion efter k at f*(m) < f(m). Vi har allerede induktionsstar-
ten. Antag at det er sandt for alle 2 < k < K. Da er

S m)+ R (m)
= 2

X (m) < f(m).

Da der kun findes endeligt mange positive heltal som er mindre end f(m),
ma der findes to positive hele tal p og g, p < g, s& fP(m)= f9(m). Da f er
injektiv, giver dette at m = f97P(m), men det betyder at f(m) = f97P*(m)
hvor g —p +1 > 2, hvilket er en modstrid. Dermed er f(n) < n for alle n € N.
Som vi allerede konkluderede tidligere, betyder dette at f(n) = n er eneste
mulige losning da f skal vaere injektiv. Ved at indsatte ses at denne funktion
faktisk er en lgsning.

Opgave 1.10.17. Ved at indseette x =1 og y =0 fas

1=f(1+0)= f(1)+ f(0)=1+ f(0),

og altsé f(0)=0.
Forst viser vi ved induktion efter n at f(55) < 7 for n > 1. For n = 1 er
2f(3)< f(1)=1, og dermed f (3) < 5. Antagat f (5) < 5. Daer

Zf(anH) sf(zin) < 2in

og dermed f (2,,%) < 2,,%, hvilket fuldferer induktionen.

Nu er vi klar til at vise den egentlige ulighed. For x €]0; 1] veelges et positivt
heltal n sa x € [Zi,,; 2,,%1]. Ved at indseette y = 2,1%1 —x fas

f(x)sf(znl_l)—f(znl_1 —x)s an_l —2. % <ox.

Da f(0)=0o0g f(1)=1, har vi vist at f(x) < 2x for alle x €[0;1].
Opgave 1.10.18. Ved at substituere x og y med henholdsvis % og % fas

£(5)-r(5)=#(5)rm-re0r(5),
og ved addition af den oprindelige ligning fas
f+ (5 )=fw+1(5)

for alle x, y € R\{0}. Dermed er f(x)+ f (%) = ¢ for en konstant c. Vi har nu

F-F)=10f (5 )= 1 (5 ) F= 1= F)~ (e~ 1))

ogaltsa (c—1)f(x)=(c—1)f(y). Hvis ¢ #1, daer f(x)= f(y) for alle x og y,
og dermed er funktionen konstant, dvs. f(—1) = % Hvis c =1, er

2f1)=f-D+ £ 5 ) =1

dvs. f(—1)= %
Opgave 1.11.1. Bevis for QA-uligheden for n =2:

2, 2
Al XF X X+ x
12 2> 12 2 2(x12+x22)2x12+x22+2x1x2 S (n—x)>0,

med lighedstegn netop nar x; = x,.

Bevis for G H -uligheden for n = 2:

1 1
2 vty 11
‘/xl)CgZT = 5 > x—x—
XX 1 A2

Dette er AG-uligheden for a; = xil og a, = xiz, og den har vi allerede vist er

. . . o 1 _ 1 o
sand. Vi ved yderligere at der er lighedstegn netop nar +- = +, dvs. netop nar
X1 = Xo.



Opgave 1.11.2. Pointen er at AG-uligheden kan omskrives til G H—ulig-

heden.Lad x;, x5, ..., x,, veere n positive reelle tal. Dermed er xil, xiz, ey xln ogsa
n positive reelle tal. Ifolge AG -uligheden gaelder at
1,1 1
X + % qFocoqE " S n 1 ’
n X1 X" Xy,
og dermed folger G H -uligheden
S n
n»\/leCZ"’xn_ 1 1 1
ittty
Bemeerk at der geelder lighedstegn netop nar x; = x, =--- = x,,.

Opgave 1.11.3. Ifplge QA-uligheden er

\| @it bitet a’+ b?+ c?
3 B 3 )

Da begge sider af lighedstegnet er positive, kan vi kvadrere:

a4+b4+c4> a?+b2+c2)\?
3 - 3 ’

Fordi abc #0, og dermed a? + b? + c? # 0, folger det at

a*+b*+ct _ a’+b*+c?

a2+b2+c2 3 ’
Opgave 1.11.4. Lad n veere et positivt heltal, og a og b positive reelle tal. Ulig-
heden

a+nb  .a
>
n+1

er blot AG-ulighedenmedde n+1tala,b,b,...,b.

abn

Opgave 1.11.5. Ifolge AG -uligheden er

b+bc+
uz 3\/0119l)cca=(3\/6ll)c)2
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for positive reelle tal a, b og c. Dette giver

ab+bc+ac s
fz abc.

Opgave 1.11.6. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Vi viser de to uligheder

1 1 1 2 2 2 S 9
c+a a+b+c

a b c_a+b+b+c+
en ad gangen. Ifolge AH -uligheden er

1,1 1
1 1 1 1+3
——+—=E_b,
a b ¢ 2

S
(Y=

++ I4d 2 2 2
aF > + .
2 2 a+b b+c c+a

AH -uligheden giver yderligere

2 2 2
a+b Y o T cha 3 __ 3
3 BB avbc

>

hvilket viser at

2 2 2 9
+ + > :
a+b b+c c+a a+b+c

Opgave 1.11.7. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Betragt uligheden

Vabc+1< Y(a+1)b+1)(c+1).

Ved at oplefte begge sider af ulighedstegnet i tredje potens far man

2
abc+3Vabc+3Vabc +1<abc+ab+ac+bc+a+b+c+1.

Vi skal altsa vise at

2
3Vabc+3Vabc <ab+ac+bc+a+b+c.

Det folger ved at bruge AG-uligheden to gange:

ab+ac+bc>3Y(ab)ac)bc)=3V ab02 og a+b+c >3Vabec.
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Opgave 1.11.8. Lad a og b veere to positive reelle tal med sum 1. For at bevise

at
(rg) + (o) 2%
at+—| +{b+—| ==,
a b 2

benytter vi forst Q A-uligheden til at vurdere venstresiden. Der geelder at

1)\2 12 1 1 1)
(a+—) +(b+—) 2—(a+b+—+—)
a b 2 a b

med lighedstegn netop ndr a = b. Da a + b =1, giver AH -uligheden at

1,1
a™t b > 2
2 a+b
med lighedstegn netop ndr a = b. Samlet er

1)? 12 1 1 1} 1 25
(a—l——) +(b+—) 2—(a+b+—+—) “(1+4PF=—=
a b 2 a b 2 2

=2

med lighedstegn netop nar a = b, hvilket vil sigendra=b =3

Opgave 1.11.9. Lad a, b og c vere reelle tal der opfylder at ¢ > 0, a > ¢ og
b > c. Da begge sider af ulighedstegnet

Vab > Vela—c)++cb—c).

er positive, kan vi kvadrere og fa

ab>ca+cb—2c?>+2+/c2(a—c)b—-c).

Ved omrokering f&r man yderligere

(@a—c)b—c)+c?
2
hvilket er sandt ifglge AG -uligheden.

>+/c2(a—c)b—c),

Opgave 1.11.10. Lad x, y, z veere positive reelle tal som opfylder at x y z = 32.
For at bestemme den mindst mulige veerdi af

x’+axy+4ay*+2z°

overvejer vi hvordan vi kan udnytte at x y z = 32. Da vi kender x y z, forseger
vi at vurdere udtrykket ved et udtryk af formen (x y z)". Derfor benytter vi AG -
uligheden to gange pa folgende méde

x®+4xy +4y2+2z222\/x2-4y2+4xy +222
=4xy+4xy+22z°
>33/32x2y2z2

—341/323 =96.

Der er lighedstegn netop nér x?> = 4y? og 4xy = 2z, dvs. nir x = z = 4 og
y=2.

Opgave 1.12.1. Ved at gange ud og reducere ses at uligheden er ensbetydende

med
n n
E Xi Vi < E XiZi.
i=1 i=1

Denne ulighed er omarrangeringsuligheden, dvs. uligheden folger direkte om
omarrangeringsuligheden.

Opgave 1.12.2. Da uligheden er symmetrisk i a, b og c, kan vi uden tab af
generalitet antage at a < b < c¢. Ved at bruge omarrangeringsuligheden flere
gange fas

ab+b8+c® o 1 5 L s 1
a3b3c3 -4 .b3c3+ .c3a3+c " a3b3
1 1 1 1
5 5 5 _ 2 L = o2 4
=a a3c3 b3as3 ¢ c3b3 c3+b a3+c b3
1 1 1 1
>a’ —+b* —+ct —=—+—+—
as b3 c3 b ¢

Opgave 1.12.3. Ifolge Cauchy-Schwarz med vektorerne

Og(J_ " Jark n)er

1 L 1 +b
> lai+ by >N A
= = aibi = ab;

(al+b1,a2+b2,...,ﬂn+b )




Ifolge AG-uligheden er hvert led pa hojresiden storre end eller lig med 2, og
ved yderligere at kvadrere far man

(i(ai + b,-)z) (i a.lb‘ ) > 4n?.

i=1

Opgave 1.12.4. Ifplge Cauchy-Schwarz med vektorerne (,/X7, /X2, . - -, +/X;;) 08

1 1 1
\/x1+x2+---+xnQ—+—+---+—2n
X1 X2 Xn

Ved at kvadrere og omskrive fas AH -uligheden
x1+x2+~-~+xn> n
n I

Opgave 1.12.5. Ifplge Cauchy-Schwarz med vektorerne (%,%,%) og
(vc,va,vb)er

Ny

7\/_4‘7\/_4'?\/—

Ved at kvadrere og dividere med a + b + ¢ fas

—+7+—\/a+b+c

a’> b? c?
at+b+c<—+—+—.
c a b
Opgave 1.12.6. Vi skal vise at der for vilkérlige n reelle tal x;, x», ..., x,, gelder
at
2, 42 2
X+ X+ + X, <\J XE4 xS+ + x5
n - n ’
med lighedstegn netop hvis x; = x, =... = x,.

Lad f(x)= x? veere defineret pa de reelle tal. Funktionen f : R — R er kon-

veks da f”(x)=2> 0. Ifelge Jensens ulighed er
f(x1+x2+...+xn) flx)+ flx)+...+ f(x,)
n n ’
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og dermed
X2+ x24...+x2
<M T Ty

(x1+x2+...+xn)2
n n

med lighedstegn netop hvis x; = x, =

Opgave 1.12.7. Funktionen f(x)= 3/x er konkavpa R, da f”(x)= —f—,x_% <0
for x eR,. Ifolge Jensens ulighed med tallenea +1,b+1,c + 1 er

= x,. Dette giver det enskede.

i]a+1+b+1+c+1> Va+1+¥b+1+¥Yc+1

- ’

3 3

hvilket viser det enskede.

Opgave 1.12.8. Funktionen f(x)= x* er konveks pa R, da f”(x)=12x% >0
for x € R,. Ifolge Jensens ulighed med tallene v/a, v'b, 4/¢ gelder derfor at

a’+b%+c? >(ﬁ+ﬁ+ﬁ)4
3 - 3

hvilket viser det enskede.

Opgave 1.12.9. Funktionen f(x) = (x + x~!)? er konveks pa R, da f”(x) =
2+6x*> 0 for x € R,. Dermed giver Jensens ulighed at

( 1)2 ( 1)2 ( 1)2 (a+b+c 3 )2 (10)2 100
a+— |+ b+—|+lc+—| =3 + =3(—= | =—.
a b c 3 at+b+c 3 3

Opgave 1.12.10. Vi skal vise at der for vilkérlige 2n reelle tal x;, x;, ..
Y Yoo Vn g%lder at

Ji(xi+yi)2 < \J ixi2+\Jiyi2.
im1 im1 im1

Da begge sider er ikke-negative, kan vi kvadrere:

Zx +Zyl +22x,yl<2x +Zyl +2\JZ ?JZ%

. X 08
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Ifelge Cauchy-Schwartz gaelder at

n n
inJ’i < \J Z
i=1

i=1

n
x? J Z 7
i=1

Dette giver det onskede.

Opgave 1.12.11. Funktionen f(x)= \% er konveks i x €]0;1[ da
4—x
f(x)=——=>0
4(1—x)z

for x €]0; 1. Ifolge Jensens ulighed geelder dermed at
a, ay an f(a1)+f )+ + flay) .

- ot >
Vi—a, +l1—a, \/1—61” n

n.f(a1+a2+---+an):n.f(l): n

n

Opgave 1.12.12. Ifolge AG-uligheden er a®+ bc >2a+'bc. Dermed er

2a + 2b N 2¢c 1 1 N 1
a2+bc b2+ca 02+ab «/bc Jeca Jab

Ifplge omarrangeringsuligheden er

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

— = I L 11— =

VvbvJc Jeva Vvavb Jeve Vbbb Java a b ¢
Da udtrykket er symmetrisk, kan vi antage athbZa,ogaltSéﬁza—lczﬁ

Ved at benytte omarrangeringsuligheden endnu engang fas

111bcacba

— S+ —
a b ¢ ab bc ab bc

Dermed er det onskede vist.

Opgave 1.12.13. Ifolge Cauchy-Schwarz med vektorerne (v/x,/¥,v/z) o

\/x—1+\/y—1+\/z—1§\/x+y+z\

1
:\/T)/-FZ\?) ——————
=J/x+y+z
daz+5+3=2.

Opgave 1.12.14. Lad x;, X, ...
vise at

, X, O W1, ¥s,--., ¥ Veere reelle tal. Hvis vi kan

er sand, da md Cauchy-Schwarz ogsd veere sand. Omarrangeringsulighe-
den siger at hvis vi har reelle tal a;,a,,...,a,, og en permutation af dem

aj,a,...,a,,,daer
m

Saa <3t o

i=1 i=1
Hvis vi betragter de n? reelle tal x; yjhvori, je{l1,2,...,n}, daer hojresiden i
(*) netop > (x; yj)z, dvs. den svarer til hojresiden i (**), mens venstresiden i (*)
er > (x; ¥j)(x;y;) dvs. den svarer til venstresiden i (**), hvor permutationen er
den der bytter om pd x; y; og x; y;. Dermed har vi vist Cauchy-Schwarz.
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