
35. Norræna stærðfræðikeppnin
Föstudagur, 16. apríl 2021

Tímamörk: 4 klukkustundir. Hvert dæmi er 7 stiga virði.
Leyfileg hjálpargögn eru skriffæri og teikniáhöld.

Dæmi 1. Á töflu standa endanlega margar heiltölur, allar stærri en einn. Á
hverri mínútu bætir Norðri á töfluna minnstu heiltölunni sem er stærri en allar
tölurnar sem fyrir voru á töflunni og ekki deilanleg með neinni þeirra. Sýnið að
upp frá vissum tímapunkti muni Norðri einungis skrifa frumtölur á töfluna.

Dæmi 2. Finnið öll föll f : R→ R þannig að

f(x(1 + |x|)) ≤ x ≤ f(x)(1 + |f(x)|)

gildi fyrir sérhvert x ∈ R.

Dæmi 3. Látum n vera jákvæða heiltölu. Anna og Bjarni spila eftirfarandi
leik. Fyrst velur Anna n+1 hlutmengi A1, . . . , An+1 í menginu {1, . . . , 2n}, hvert
um sig með 2n−1 stök. Næst velur Bjarni einhverjar n+1 heiltölur a1, . . . , an+1.
Að lokum velur Anna heiltölu t. Bjarni vinnur ef til er heiltala i þannig að
1 ≤ i ≤ n+1 og til sé s ∈ Ai svo að s+ ai ≡ t (mod 2n). Annars vinnur Anna.
Finnið öll gildi á n þannig að Anna hafi örugga vinningsleið.

Dæmi 4. Látum A, B, C og D vera punkta á hringnum ω þannig að ABCD
sé úthyrndur (kúptur) ferhyrningur. Gerum ráð fyrir að AB og CD skerist í
punkti E þannig að A liggi á milli B og E og að BD og AC skerist í punkti F .
Látum X 6= D vera punktinn á ω þannig að DX og EF séu samsíða. Látum Y
vera spegilmynd D um EF og gerum ráð fyrir að Y sé innan hringsins ω.
Sýnið að A, X og Y liggi á sömu línu.
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Problem 1. On a blackboard a finite number of integers greater than one
are written. Every minute, Nordi additionally writes on the blackboard the
smallest positive integer greater than every other integer on the blackboard and
not divisible by any of the numbers on the blackboard. Show that from some
point onwards Nordi only writes primes on the blackboard.

Problem 2. Find all functions f : R→ R satisfying that for every x ∈ R,

f(x(1 + |x|)) ≤ x ≤ f(x)(1 + |f(x)|).

Problem 3. Let n be a positive integer. Alice and Bob play the following
game. First, Alice picks n + 1 subsets A1, . . . , An+1 of {1, . . . , 2n} each of size
2n−1. Second, Bob picks n + 1 arbitrary integers a1, . . . , an+1. Finally, Alice
picks an integer t. Bob wins if there exists an integer 1 ≤ i ≤ n+ 1 and s ∈ Ai

such that s+ ai ≡ t (mod 2n). Otherwise, Alice wins.
Find all values of n where Alice has a winning strategy.

Problem 4. Let A,B,C and D be points on the circle ω such that ABCD is
a convex quadrilateral. Suppose that AB and CD intersect at a point E such
that A is between B and E and that BD and AC intersect at a point F . Let
X 6= D be the point on ω such that DX and EF are parallel. Let Y be the
reflection of D through EF and suppose that Y is inside the circle ω.
Show that A, X, and Y are collinear.


