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Talteoriopgaver *

Opgave 1
Tallet n bestar af 81 cifre som alle er 1-taller. Vis at n er delelig med 81.

Opgave 2
Vis at hvis 3z + 4y og 4x + 3y begge er kvadrattal for to naturlige tal z og y, da er bade
x og y delelige med 7.

Opgave 3

To positive hele tal n og m bestar begge af 2009 cifre og er begge syvendepotenser. Det
4018—cifrede tal k konstrueres ved at skrive alle cifrene i n efterfulgt af alle cifrene i m.
Er det muligt at k ogsa er en syvendepotens?

Opgave 4
Vis at 2™ 4+ 3" ikke er et kvadrattal for noget naturligt tal n.

Opgave 5
Bestem samtlige primtal p for hvilke p gar op i 137" + 1.

Opgave 6
Vis at et naturligt tal n som skrives udelukkende med cifrene 1, 3, 7 og 9, har en divisor
pa mindst 11.

Opgave 7
Vis at tallet n er et primtal netop hvis n gar op i

P=1-1142-214+ (n—23)(n—3)!
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Lgsninger til talteoriopgaver *

Opgave 1
Da 111111111 er delelig med 9, findes et helt tal @ s& 9a = 111111111. Dermed er

n = 9a(10%% +10°7 + ... +10%! +10°9),

og da
1098 41074+ +10°1 +109°=141+---+14+1=0 (mod 9),

er n delelig med 81.

Opgave 2

Seet 3x + 4y = m? og 4x + 3y = n?. Ved at addere ligningerne ser vi at 7z + 7y = n? +m?,
og da de kvadratiske rester modulo 7 netop er 0, 1, 2 og 4, ma bade m og n veere delelige
med 7. Dette viser at m? +n? = 7(x + y) er delelig med 72, og dermed at = + y er delelig
med 7. Subtraktion af de oprindelige ligninger giver  —y = n? —m? hvilket ogsa er deleligt
med 7. Nar bade = + y og x — y er delelige med 7, folger det let at bade = og y er delelige
med 7.

Opgave 3
Seet n = 27 og m =y’. Da er

k=102 . 37 17 = (1037 . 2)7 + 47,
Ifglge Fermats store seetning kan en syvendepotens ikke veere en sum af to syvendepotenser.

Opgave 4

Hvis n er ulige, er 2" 4+ 3" = 2 (mod 3), og da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 3, kan
2™ + 3™ ikke veere et kvadrattal.

Hvis n er lige, seettes n = 2k. Antag at der findes et n sa 22% + 32 = m?2. Da er

3% = (m 4 2%)(m — 2"),
Dvs. at der findes et tal s, 0 < s < k, sa
m — 2% = 3% og m + 2F = 32k,
Ved addition af de to ligninger far man
om = 3% 4 32k~3,
Da m ikke er delelig med 3, ma s = 0. Ved at subtrahere de to ligninger far man
m4+2F—(m-2"=3*%_1 o okl=3%_1

Men 2F+1 < 328 — 1 for alle naturlige tal k. Dermed er 2" + 3" ikke et kvadrattal for noget
naturligt tal n.
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Opgave 5
Lad p veere et primtal. Ifglge Fermats lille seetning geelder at

13" +1=(13")P +1=13" + 1 =13+ 1 = 14 (mod p).
Primtallet p gar dermed netop op i 137" + 1, hvis p gar op i 14, dvs. p=2eller p=7.

Opgave 6

Antag at der findes et tal af den omtalte type som ikke har en divisor pa mindst 11. Da
tallet er ulige og ikke kan veere deleligt med 5, ma det veere pa formen 3¢ - 7°. Vi vil nu
vise at dette er umuligt, da alle tal pa formen 3% - 7° har et lige antal 10’ere, og desuden 1,
3, 7 eller 9 som sidste ciffer. Dette vises ved induktion. Det er oplagt for 1 = 3°-7°. Antag
at m = 3%- 7% har et lige antal 10’ere, og desuden 1, 3, 7 eller 9 som sidste ciffer. Da vil
3m ogsa have 1, 3, 7 eller 9 som sidste ciffer, og hvis m har s 10’ere, vil 3m have 3s eller
3s+ 2 10%ere, og dermed et lige antal 10’ere. Desuden vil 7m ogsa have 1, 3, 7 eller 9 som
sidste ciffer, og hvis m har s 10’ere, vil 7m have 7s, 7s + 2, 7s + 4 eller 7s + 6 10’ere, og
dermed et lige antal 10’ere.

Opgave 7
Bemeerk forst at k- k! = (k+1) - k! — k! = (k + 1)! — k. Dette giver

P=2-1+@'=2)+---4+(n—=-2)!=n-3))=(n—-2)! - 1.
Ifplge Wilsons saetning gar n op i (n — 1)! 4+ 1 nar n er et primtal, og omvendt er det klart
at n ikke gar op i (n —1)!4 1 hvis n ikke er et primtal, da (n, (n —1)!) > 1. Vi har dermed
at n er et primtal, netop hvis n gar op i (n — 1)! 4+ 1. Da

m-—D+1l=Mn-1)(n-2)!'-(n—1)+n=(n—-1)-P+n=—P (mod n),

er n et primtal netop hvis n gar op i P.



