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TALTEORI

Fglger og den kinesiske restklassesaetning.

Disse noter forudsatter et grundleggende kendskab til talteori som man kan fa i Marianne
Terps og Peter Trosborgs noter om talteori.

Noterne vil primeert introducere forskellige opgaveteknikker med fokus pa fglger, samt
opgaver hvor man har brug for den kinesiske restklassesaetning.

1 Foglger

Mange opgaver til internationale konkurrencer handler om fglger af heltal som man ty-
pisk skal vise har en bestemt egenskab, fx at de er periodiske fra et vist trin eller ikke
indeholder kvadrattal. Fglgerne er ofte beskrevet rekursivt, og derfor skal man ofte se pa
rekursionsformlen og evt. omskrive denne.

1.1 Periodiske fglger

En folge (an)nen kaldes periodisk hvis der findes et positivt helt tal m sa ap4y, = a, for
alle n € N. Periodens leengde er det mindste positive hele tal m med denne egenskab.
Folgen (a,)nen kaldes periodisk fra et vist trin hvis der findes positive hele tal m og k sa
Gntm = Gy for alle n > k.

1.2 Eksempel

I folgen 1,9,7,7,4,7,5,3,9,4,1, ... er hvert ciffer fra og med det femte summen af de fire
foregaende modulo 10. I dette eksempel skal vi undersgge hvilken af disse talkombinationer
der kan indga i folgen: a) 1,2,3,4, b) 3,2,6,9, c¢) 0,1,9,7.

Da der kun findes et endeligt antal kombinationer med fire cifre, vil folgen vaere periodisk
fra et vist trin. Men da man ud fra fire cifre i fglgen ogsa entydigt kan bestemme det
foregaende, kan man fortsaette den uendeligt i begge retninger med en fast periode. Derfor
vil 1,9,7,7 optraede igen lzengere fremme i fglgen, og cifferet lige inden vil veere 0. Dermed
optreeder kombinationen 0,1,9,7 i fglgen. I mange opgaver med fglger kan man netop
konkludere at folgen méa veere periodisk fra et vist trin da der kun er endeligt mange
muligheder. Herefter skal man sa overveje om det forst er fra et vist trin at den er periodisk,
eller om den som i dette eksempel er periodisk fra starten.

Vi mangler stadigt at finde ud af om 1,2,3,4 og 3,2,6,9 indgar i folgen. Da den er periodisk,
kan man jo i princippet blive ved til man har fundet hele perioden, og sa se om de indgar.
Dette er dog ikke altid en god strategi da leengden af perioden kan vaere temmelig stor.
Det kan som regel betale sig at lede efter et andet system i fglgen med en kortere periode.
Reducerer vi i dette eksempel fglgens cifre modulo 2, far vi 1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,....
Her ud fra kan vi se at fglgen har 1,1, 1, 1,0 som periode nar vi regner modulo 2, og dette
udelukker a) og b).

1.3 Opgave
Fibonacci-tallene er som bekendt defineret ved Fy = 0,F; =1 og F,, = F,,_1 + F,,_o for
n > 2. Vis at for ethvert helt tal k findes et positivt helt tal n sa k gar op i F,.

1.4 Opgave

For et positivt helt tal n betegner a, det sidste ciffer i n(®"). Bevis at folgen (a,,) er
periodisk, og bestem leengden af perioden. (Baltic Way 2006)
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1.5 Eksempel

Vi ser pa folgen a1 = ag = 1 0og ant2 = anant1 + 1 for n > 2, og vil gerne vise at der ikke
findes noget n, n > 2, sa a, er et kvadrattal. Fglgen er selvfglgelig ikke periodisk, men reg-
ner vi modulo fx 4, er fglgen periodisk fra et vist trin. Her farvi 1,1, 2,3,3,2,3,3,2,3,3, ...,
dvs. at folgen er periodisk fra n = 3 med perioden 2, 3,3. Da 2 og 3 ikke er kvadratiske
rester modulo 4, er a,, ikke et kvadrattal for noget n > 2.

1.6 Opgave
En folge af positive hele tal (a,) er givet ved

aozmogan+1:a2+487, n > 0.

Bestem de veerdier af m for hvilke fglgen indeholder flest muligt kvadrattal. (NMC 2006)

1.7 Opgave

En folge (x,) er givet ved zo = a, 1 = 2 og &y, = 2Tp—1Tp—92 — Tp—1 — Tp—2 + 1 for n > 1.
Find alle hele tal a saledes at 2x3,, — 1 er et kvadrattal for alle n > 1.

1.8 Eksempel

Om en fglge af naturlige tal ag, a1, ao,... oplyses at ag < a1 og a, = 3a,—1 — 2a,_o for
n > 1. Vi gnsker at vise at a,, = a1 (mod 2™) for alle naturlige tal m.

Fglgen er ikke periodisk, og da det tal vi skal regne modulo afhsenger af indekset, kan vi
heller ikke betragte fglgen modulo et fast tal. I stedet udnytter vi rekursionsformlen og
omskriver pa fglgende made. Da a,, = 3a,—1 — 2a,,_9, er

g1 — Ay = 21(am —ap-1) = 22(am_1 —am—2) =...=2"(a; — ap).

Her af kan vi se at a,, = am+1 (mod 2™) for alle naturlige tal m.

1.9 Opgave
Lad (F),) veere folgen af Fibonaccital. Vis at F,, og Fj,11 er indbyrdes primiske.

1.10 Opgave

En fglge af naturlige tal a1, a9, as, ... opfylder at hvis m,n € N, m < n og m gar op i n,
da vil a,, ga op i ap 0g am < an.
Bestem den mindst mulige vaerdi af asggp. (Baltic Way 2000)

1.11 Opgave

Lad a1, as,... veere en fglge af heltal med uendeligt mange positive og uendeligt mange
negative tal. Antag at der for ethvert naturligt tal n fas n forskellige rester nar tallene
ai,as,...,a, deles med n.

Vis at ethvert helt tal optraeder netop en gang i talfglgen. (IMO 2005)
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2 Den kinesiske restklassesaetning

I nogle opgaver har man brug for at undersgge om der findes lgsninger x til kongruenssy-
stemer af typen
z=a; (mod ny1), z=az (modny), ... ,x=a, (modny,).

Dette handler den kinesiske restklasse ssetning om.

2.1 Den kinesiske restklassesaetning

Lad n veere et naturligt tal, og n = nina...ny,, hvor (n;,n;) = 1 nar i # j.
Da findes uendeligt mange heltallige lgsninger til kongruenssystemet

x = a1 (mod ny)
x = a (mod ng)
T = amy (mod ny,).

Samtlige lgsninger udggr netop en restklasse modulo n.

BEVIS: Satningen vises ved induktion. Den er oplagt sand for m = 1.
Betragt nu tilfaeldet m = 2. Vi gnsker at bestemme en lgsning «x til

x = aj (mod ny)

x = az (mod ng).
Da (ni,n2) = 1 findes en invers nl_l til n; modulo ngy. Betragt = a3 + (ag — al)nl_lnl.
Der gaelder at

x=aj+ (ag — al)nl_lnl = a; (mod ny), og
x=a1+ (ag — al)nl_lnl = a1 + (a2 — a1) = az (mod na).

Dermed har vi konstrueret en lgsning til kongruenssystemet.
Vi viser nu at samtlige lgsninger netop udggr en restklasse modulo n. Det er klart at hvis
y = x (mod n), da er y ogsa en lgsning. Antag nu at x og y er lgsninger. Da vil bade n;
og ng gaop iz —y,ogda(n;,ny) =1, vil ogsa n ga op i x —y. Dermed udggr lgsningerne
netop en restklasse modulo n.
Vi skal nu til selve induktionsskridtet, men har faktisk lavet alt arbejdet i tilfseldet m = 2.
Antag nu at seetningen geelder for m. Vi gnsker nu at vise at setningen ogsa gaelder for
m+ 1. Lad n = ning ... npm1, hvor (n;,n;) = 1 nar ¢ # j. Betragt kongruenssystemet

= a1 (mod ny)

= ag (mod ng2)

r = amt1 (mod Nypqq).

Ifglge induktionsantagelsen udggr samtlige lgsninger til de m forste kongruenser netop en
restklasse modulo n’ = niny...n,,. Lad @’ vere en repraesentant for denne restklasse.
Lgsningerne til kongruenssystemet

r = d (modn)
r = ame1 (mod np,yq)

er identiske med lgsningerne til det oprindelige kongruenssystem, og de udggr ifslge induk-
tionsantagelsen én restklasse modulo n'ng,,+1 = n, da (n/,ny,41) = 1. Dermed er ssetningen
bevist.
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2.2 Eksempel
Vi gnsker ved hjeelp af den kinesiske restklasseszetning at bestemme samtlige lgsninger til

= 3 (mod 7)
2 (mod 17).

Forst bemeerker vi at 5 er invers til 7 modulo 17 da 5-7 = 1 (mod 17). Dermed er
x =34(2—3)5-7 = —32 en lgsning til kongruenssystemet, og vi ved at samtlige lgsninger
erx=-32+k7-17, k € Z.

2.3 Opgave

Bestem samtlige lgsninger til kongruenssystemet

3 (mod 6)
6 (mod 19).

2.4 Eksempel

I eksemplet fgr s vi hvordan man kan benytte den kinesiske restklassesasetning til at be-
stemme samtlige lgsninger til et kongruenssystem, men i nogle opgaver har man blot behov
for at vide at der findes en lgsning.

I dette eksempel vil vi vise at der findes 1000 (eller sd mange det skal veere) pa hinan-
den fglgende hele tal som alle er delelige med et kubiktal stgrre end 1. Fgrst veelger vi
1000 forskellige primtal py, pa, . . ., p1ooo- lfolge den kinesiske restklassesesetning har fglgende
kongruenssystem en lgsning.

~1 (mod p})
= —2 (mod p3)

x = —1000 (mod p3y)-
Hvis x er en lgsning, da er x + 1,2+ 2,..., 2 + 1000 tusind pa hinanden fglgende hele tal
som alle er delelige med et kubiktal.
2.5 Opgave
Vis at for alle naturlige tal n findes der n pa hinanden fglgende hele tal saledes at tal
nummer 7 er delelig en i’te potens af et helt tal.
2.6 Opgave
Vis at for alle naturlige tal n og m findes n pa hinanden naturlige tal, sédledes at hvert af
disse er deleligt med mindst m forskellige primtal.
2.7 Opgave

Vis at der eksisterer en folge af naturlige tal a1, ao, ... saledes at summen af vilkarlige n
pa hinanden fglgende elementer er delelig med n?. (Baltic Way 2006).
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3 Lgsninger

Opgave 1.3 Lad k vere et fast helt tal, og lad a, betegne resten ved division af F,, med
k. Da der kun er k% par af restklasser modulo k, ma der findes to ens par (a;,a;+1) og
(aj,aj1+1), 0 < i< j. Det er klart ud fra definitionen af Fibonacci-tallene at folgen af rest-
klasserne er periodisk fra et vist trin, og da den forrige restklasse desuden kan bestemmes
ud fra de to efterfolgende (a,—1 = ap+1 — an (mod k)), er fglgen periodisk fra starten. Pe-
riodelaengden er divisor i j—i, og derfor er ag = a;—; (mod k), dvs. at Fj_; er delelig med k.

Opgave 1.4 Lad b, betegne det sidste ciffer i n.

Det er nemt at se, at hvis b, =0,1,5,6, da er a, =0,1,5,6.

Hvis b, = 4,9, gennemlgber sidste ciffer i n™ perioden 4 — 6 eller 9 — 1.

Nar b, = 4, er n" lige, og dermed a,, = 6.

Nar b, = 9, er n™ ulige, og dermed a, = 9.

Hvis b, = 2,3, 7, 8 gennemlgber sidste ciffer i n™ perioden 2—4—8—6,3—9-7—1,7—-9-3-1
eller 8 — 4 — 2 — 6. Her er perioden af leengde 4, dvs. vi skal se pa n™ modulo 4.

Nar b, = 2,8, er n” =0 (mod 4), dvs. at a,, = 6.

Nar b, = 3, er n = 3 (mod 20) eller n = 13 (mod 20), dvs. n* = 3 (mod 4) eller n” = 1
(mod 4). Dermed er a,, = 7 eller a, = 3.

Nar b, = 7, er n = 7 (mod 20) eller n = 17 (mod 20), dvs. n* = 3 (mod 4) eller n" = 1
(mod 4). Dermed er a,, = 3 eller a,, = 7.

Alt i alt ser vi at fglgen er periodisk med lsengde 20.

Opgave 1.6 Svaret er m = 9.

Bemeerk forst at hvis a,, er et kvadrattal, da er a,, =0V a,, =1 (mod 4).

Hvis ax = 0 (mod 4), da er agy; = 3 (mod 4) nar ¢ er ulige, og axy; = 2 (mod 4) nar i er
lige. Dermed er a,, ikke et kvadrattal for noget indeks stgrre end k.

Hvis ar = 1 (mod 4), da er ag1; = 0 (mod 4). Dermed er a,, ikke et kvadrattal for noget
indeks stgrre end k + 1.

Dette viser at folgen hgjst indeholder to kvadrattal.

Antag at fglgen indeholder to kvadrattal aj og ajy1. Da er ap = s%, hvor s er ulige, og
apy1 = 0+ 487 =2 Lad t = s> +r. Daer t? = (s° +7)% = 519 + 25%r + 72, og dermed
2557 + 12 = 487.

Hvis s = 1, er 7(2+7r) = 487 hvilket er umuligt. Hvis s = 3, er 4867 +12 = 487, og dermed
r = 1. Hvis s > 3, har ligningen ingen lgsninger. Dermed er a; = 9, og da a, > 487 for
n>0, mam=ag=09.

Opgave 1.7 Lad y, = 2x, — 1. Da er
Yn = 2(2$n—1xn—2 —Tp—1 — Tp-2+ 1) —1=dz, 12p 22231 — 205 2+ 1=

(2zp—1 —1)(2zp—2 — 1) = Yp—1Yn—2 nar n > 1.
Bemaerk at y1 = 3, 42 = 3y0 0g Y3 = y1y2 = 3%yo. Ved induktion ses let at y3, = 325y6
hvor s og t er naturlige tal. Dermed er ys, et kvadrattal for alle n > 1 praecis nar yg er
2
et kvadrattal. Da yg = 2a — 1, fas det gnskede resultat netop nar a = % for alle
naturlige tal m.
Opgave 1.9 Da Fj, 11 = F, + Fj,_1, er
ng(Fn+1a Fn) = ng(Fn+1 — F, Fn) = ng(anla Fn)
Induktivt giver dette ged(F41, Fp) = ged(Fa, F1) = ged(1,1) = 1.
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Opgave 1.10 Bemerk forst at
az000 > 2a1000 > 22as00 > 23azs0 > 2%a125 > 2°ags > 2%, > 27a; > 27 = 128.

Betragt folgen a1 = 1 og a, = 2172+ F% for n = p{"pi? .- - pp*. Denne folge opfylder
den gnskede betingelse, og da 2000 = 2% - 53, er asgoo = 128.

Opgave 1.11 Lad A,, = {a1, as, ...,a,}. Mengden A,, bestar af n forskellige tal da de har
forskellige rester modulo n. Bemeerk desuden at hvis a;,a; € Ay, dama k = |a; —a;| < n,
for ellers vil a;,a; € Ay, og a; = a; (mod k).

Vi har nu at forskellen mellem det stgrste og det mindste tal i A, er mindre end n, og
derfor ma A,, indeholde n pa hinanden fglgende tal. Da fglgen indeholder uendeligt mange
bade positive og negative tal, ma alle hele tal forekomme mindst en gang. Samlet giver
dette at alle heltal netop optraeder en gang i folgen.

Et eksempel pa en mulig folge: 0, —1,1,—2,2,....

Opgave 2.3 Samtlige lgsninger er z = 63 + k114, k € Z.

Opgave 2.5 Fgrst veelger vi n forskellige primtal p1, ps, ..., p,. Ifolge den kinesiske rest-
klassesaetning har fglgende kongruenssystem en lgsning.

= —1 (mod p?)
= —2 (mod p3)
x = —1000 (mod p;).
Hvis = er en lgsning, daer z + 1,z 4+ 2, ..., 2 +n n pa hinanden fplgende hele tal saledes

at tal nummer ¢ er delelig med en i’te potens af et helt tal.

Opgave 2.6 For at vise dette har vi brug for den kinesiske restklassesstning.

Veelg nm forskellige primtal p11,...,P1m, P21 -+, D2ms - - - Pnm- S&t qj = pj1pj2 - .. Djm for
7=12...n.Daerqi,qo,...,q, indbyrdes primiske. Den kinesiske restklassesatning giver
da at der findes et naturligt tal x som lgsning til kongruenssystemet

x+1=0(mod ¢1), +2=0(mod ¢2), ..., z+n=0 (mod gy).

De n pa hinanden fglgende tal x4+1,2+42, ..., z+n er nu delelige med mindst m forskellige
primtal hver.

Opgave 2.7 Vi viser at fglgen eksisterer ved at vise hvordan man konstruerer det naeste
element ud fra de foregaende. Det er klart at a1 kan veelges fuldsteendigt frit.

Antag nu at ai,ao,...,a, opfylder at summen af vilkarlige n pa hinanden fglgende ele-
menter er delelig med n? for alle n < m. Vi gnsker at konstruere Gm+1, S&

tmi1 = —(Am-ny2 + ...+ ap) (mod n?) T

for alle n < m + 1.

Lad pi,...pr veere samtlige primtal mindre end eller lig med m + 1, og lad «a; veere
det storste hele tal sa p;" < m + 1. Lad yderligere ap,41 veere en lgsning til folgende
kongruenssystem:

xr = —(am—p(f1+2 + ...+ ap) (mod p%al)

r = _(am—pzkw + ...+ ay) (mod pi®*).
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Vi gnsker nu at vise at ay,41 opfylder 1 for alle n < m + 1 da det giver det gnskede.
Ferst viser vi at an,,4+1 opfylder T for alle n = piﬁi, 1=1,2,...,kog B;=1,...q; — 1.
Vi ved at summen af

am_p;xi_'_Q, vy Ayl

i—Bi

20 og dermed ogsa med pfﬁ *. Hvis vi grupperer elementerne i p;' grupper

i
med pf “ pa hinanden fglgende elementer i hver, ved vi om sam;lige grupper pa neer den
2Bi

)

er delelig med p

pga. konstruktionen af
ai,as, ..., an. Men da summen af samtlige elementer i alle grupperne er delelig med p?ﬁ ‘
méa summen af elementerne i den sidste gruppe ogsa veere det. Vi har hermed vist at | er
opfyldet for alle n:pfi, 1=1,2,...,kog B;=1,...q; — 1.

Nu gnsker vi at vise at T er sand for alle n < m+1. Da n er et produkt at primtalspotenser
pf", 1=1,2,...,kog B; = 1,...,q;, er det nok at vise at hvis { er sand for n = ny og
n = ng med ning < m+ 1 og (n1,ne) = 1, da er T ogsa sand for n = nyng. Antag at {
er sand for n = ny og n = ny med niny < m+ 1 og (ni,n2) = 1. Da summen af ny pa
hinanden folgende elementer er delelig med n?, ma summen af n;ny pa hinden fglgende
elementer ogsa vaere delelig med n?. Tilsvarende gaelder for ny. Da (n1,n2) = 1 geelder
altsd at summen af niny pa hinanden fglgende elementer er delelig med (nin2)? hvilket
netop var hvad vi skulle vise.

sidste, at summen af elementerne i gruppen er delelig med p



