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Dette kapitel indeholder opgaver af ret varierende sveerhedsgrad. De letteste ligger i for-
leengelse af, hvad der i gymnasiet kraeves af den gode elev, de sveereste er sa vanskelige, at
kun de faerreste vil kunne lgse dem uden hjeelp.

Opgaverne lgses ved en blanding af gode ideer og matematisk handvaerk. Opgaverne er
til dels ordnet efter det sidste, men selv om en overskrift peger pa et bestemt matematisk
hjeelpemiddel, vil der som regel veere en del vanskeligheder, der skal overvindes, fgr lgsningen
er feerdig. Og lgsningen er naturligvis forst komplet, nar samtlige detaljer er klaret.

De fleste af beviserne er direkte beviser. For en enkelt opgave fores et indirekte bevis,
ligesom induktionsbevis ogsa benyttes.

For ca. halvdelen af opgaverne er der anfgrt et bevis. Af hensyn til leesere, som selv fgrst
vil prgve kreefter med disse opgaver, er opgavernes ordlyd anfgrt umiddelbart neden for.

Med hensyn til opgaverne uden lgsning kan det veere irriterende ikke at kende den. Prgv
evt. sa at lgse disse opgaver i samarbejde med andre: opgaver man ikke kan lgse alene, lader
sig da af og til lgse i samarbejde med andre. Din matematiklaerer (hvis du har sadan en) vil
sikkert gerne hjeelpe i det omfang, tiden tillader det.

Ellers er sidste udvej at kontakte Georg Mohr Arbejdsgruppen.



Opgaver med bevis

Her kommer s& opgaverne:

Opgave 1. Bevis, at der for positive tal a, b, ¢ og d geelder
a®> +0* + A+ d* > ab+ be+ cd + da
og vis, at lighed kun gelder for a = b =c =d.

Opgave 4. I et koordinatsystem er givet de to punkter A(0,10) og B(0,40), som fastlaegger
et linjestykke AB pa andenaksen.

Fra hvilket punkt X pa forsteaksen med positiv fgrstekoordinat betragtes linjestykket AB
under den stgrste vinkel?

Opgave 6. I trekant ABC' betegnes leengden af hgjderne h,, hy og h. og r er radius i
trekantens indskrevne cirkel.
Bevis, at trekanten er ligesidet hvis og kun hvis

ha + hy + he = Or-

Opgave 7. Vis, at blandt alle trekanter med en indskreven cirkel med radius 1, har den
ligesidede trekant den mindste omkreds.

Opgave 11. Vis, at uanset hvordan 15 punkter afseettes inden for en cirkel med radius 2
(cirkelranden er medregnet), vil der eksistere en cirkel med radius 1 (cirkelranden medregnet),
som indeholder mindst 3 af de 15 punkter.

Opgave 14. Lad p > 4 veere et primtal. Bevis, at 360 gar op i tallet

(p—2)(p—pp+1)(p+2).

Opgave 16. Lad z, y og z veere hele tal.
Bestem samtlige lgsninger til ligningen

3+ 1=5Y+ 7%

Opgave 18. Givet n forskellige hele tal a1, as, . .., a,, hvor n > 1. Vis, at der ikke findes noget
m’tegradspolynomium (0 < m < n) med heltallige koefficienter og hgjestegradkoefficient 1,
der gar op i polynomiet f(x) = (z —a1)(x —az) - (z —ay,) — 1.

Opgave 19. Vis, at der for n positive tal ay, aso, ..., a, altid gelder, at

11 1 5
(a1 tag+-+a) | —+—+-+—]=>n
al a9 (07%%

og at lighed kun geelder for a1 = a9 = -+ = ay,.



Aritmetiske opgaver

En del opgaver, ligninger og uligheder, lader sig elegant lgse ved at bruge den kendsgerning,
at et kvadrat er stgrre end eller lig nul. Som et eksempel ser vi pa:

Opgave 1. Bevis, at der for positive tal a, b, ¢ og d geelder
a2+ 02+ +d?>ab+be+cd+ da

og vis, at lighed kun geelder for a = b=c=d.

Beuvis.
2a* + 2b? + 2¢? + 2d* > 2ab + 2bc + 2cd + 2da &
(a® — 2ab + b*) + (b* — 2bc + ) + (¢ — 2cd + d?) + (d* — 2da + a*) > 0 &
(a—b2+(b—c)+(c—d)?+(d—a)*>0

hvor lighed kun geelder for a = b= c =d. O

Regn evt. selv fglgende opgaver:

Opgave 2. Vis, at det for alle positive tal x galder, at

1
r+—>2
T

og at lighed kun gelder for = = 1.

Opgave 3. Lad x og y vaere positive tal med z + y = 1.

Vis, at
<1+1> <1+1) >0
x Yy



Differentialregning

Opgaverne 2 og 3 var eksempler pa opgaver, som lod sig regne ved at benytte aritmetiske
omformninger. Men de kunne naturligvis ogsa veere lgst ved at benytte differentialregning.
Folgende opgave er et typisk eksempel pa en opgave, der lgses ved differentialregning:

Opgave 4. I et koordinatsystem er givet de to punkter A(0,10) og B(0,40), som fastlaegger
et linjestykke AB pa andenaksen.

Fra hvilket punkt X pa forsteaksen med positiv fgrstekoordinat betragtes linjestykket AB
under den stgrste vinkel?

B(0, 40)
A(0,10)
<\ C(,0)
0 Y

Bewis. Afszet punkterne O(0,0), A(0,10), B(0,40) og C(x,0), = > 0.
/0CB=w, /ZOCA=w, [ACB=/0CB—-/0CA=w-—u=nwv.
De retvinklede trekanter giver:
40
tanw = —, tanu= —
x x

Nu bruges formlen:
tan w — tanwu

tanv = tan(w — u) =
1+ tanw-tanwu

(Her anvendes en formel, der ikke bruges sa ofte. Man kan godt slippe igennem uden denne

formel, men regnearbejdet vil sa i de fleste tilfzelde vokse noget.)

40 _ 10 30 30z

— X —
+ 4010y A0 42 4400

tanv =

30x
24400

Vinkel v er stgrst, nar tanv = f(z) er storst:

~ 30(z* +400) — 30z - 2z 30(400 — x?)

1) (22 + 400)2 = (22 +400)2

f'(x) =0< 2 =20 og f'(z)-fortegnsvariationen viser, at = 20 er maksimumssted.
... men opgaven kan ogsa lgses sadan:



B B(0,40)

M(0, 25) @
15
25 25
A A(0, 10)
v
C c

Tegn en cirkel gennem A, B og C. Vinkel v er stgrst nar buen AB eller korden AB er
relativt stgrst, altsa nar cirklen er mindst. Cirklen skal altsa tangere z-aksen i C'. Centrum
Q ligger i samme hgjde som midtpunktet M af AB, M = (0,25). AAMQ er retvinklet med
|AM| = 15, |AQ| = |QC| = 25 og Pythagoras giver x = |OC| = |[M Q| = 20. O

Herefter kunne det veere neerliggende at prgve med:

Opgave 5. En mand i en robad befinder sig i punktet A i 2 kilometers afstand fra en retlinet
kyststrackning. Ved fgrst at ro ind til punktet P og derefter spadsere langs kysten nar han
frem til punktet B, som ligger i en afstand af 5 km fra C, der er punktet pa kysten neermest
A. Mandens ro-hastighed er 3 km i timen og hans spadsere-hastighed er 5 km i timen.

Afggr, hvor P skal placeres mellem C' og B, sa manden pa kortest mulig tid kommer fra
A til B.



Geometriopgaver

Opgave 4 kunne opfattes som en overgang fra differentialopgaver til geometriske opgaver, og
igen er det naturligvis sadan, at ogsa geometriopgaver ofte lgses ved at benytte andre matem-
atiske discipliner. Den fglgende geometriopgave regnes ved rent aritmetiske omformninger:

Opgave 6. I trekant ABC betegnes lengden af hgjderne h,, hy og h. og r er radius i
trekantens indskrevne cirkel.
Bevis, at trekanten er ligesidet hvis og kun hvis

ha + hy + he = Or.

Bewis.

r 1 1 hq
% —a+b T L gihg=2Tele
s=atb+e 78 2T 25 a+b+c’ @ fla

o o

- hq hy he T
ha+hb+hc_9r<:>ﬁ+ﬁ+ﬁ_9 5T
1 1 1 9
S -4 -4+ -=—
a b ¢ a+b+ec
<:>a+b+c+a+b+c+a+b+c:
a b c

< ... en del udregninger ...

s alb—c)? +bla—c)*+cla—0)* =0,
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hvoraf det gnskede resultat aflaeses. O

I forbindelse med geometriopgaver ma det varmt anbefales at tegne en brugbar figur. Som
et eksempel pa en vanskelig geometriopgave, der kan lgses ad mange forskellige veje, kommer
her:

Opgave 7. Vis, at blandt alle trekanter med en indskreven cirkel med radius 1, har den
ligesidede trekant den mindste omkreds.

Det her benyttede bevis anvender meget elegant Jensens ulighed.

Bevis. x + y + z er lig den halve omkreds. O er den indskrevne cirkels centrum. De halve
centervinkler (se figuren) kaldes o, 5 og v:

0<a,fB,y<90°, a-+8+~y=180°.

Fra AAOH fas tana = §{ = z og analogt fas tan 3 = y og tany = z. Ved addition fas:

tana+tanf +tany=x+y+ 2z =s.
Da tan er konveks pa ]0°;90°[ (se (*) nedenfor), kan Jensens ulighed benyttes:

1
g(tana + tan 3 + tan+y) > tan <a+§+'y> = tan60° = V3

hvor lighed kun geelder hvis @« = 8 = v (= 60°). Den halve omkreds s og dermed hele
omkredsen er altsd mindst, hvis trekanten er ligesidet og mindstevaerdien er 2smin = 6v/3.
(*) Bevis for at tan er konveks:

tan”(z) = (1 + tan®z)’ = 2tanz(1 4+ tan?z) > 0 for = € ]0°;90°]. O



Som mere overkommelige geometriopgaver kan naevnes:

Opgave 8. I det indre af en ligesidet trekant ABC' med sideleengde a er givet et punkt P.
Fra dette punkt er den vinkelrette afstand til siderne AB, BC' og C'A henholdsvis u, v og w.
Bevis, at 2(u + v 4+ w) = aV/3.

Opgave 9. Laengden af diameteren AB i en cirkel er et to-cifret halt tal (i titalsystemet).
Byttes om pa cifrene fas leengden af den pa AB vinkelrette korde C'D.

Afstanden fra skzeringspunktet mellem AB og C'D til cirklens centrum O er et positivt,
rationalt tal.

Bestem leengden af diameteren AB.

Og her er en geometriopgave, hvor der faktisk ikke skal “regnes” overhovedet:

Opgave 10. Lad C vere en cirkel og P et givet punkt i planen. Enhver linje gennem P, som
skaerer C i to punkter fastlaegger en korde. Vis, at samtlige kordemidtpunkter ligger pa en
cirkel.



Skuffeprincippet

Populeert udtrykt siger “skuffeprincippet”, at skal nogle ting leegges i skuffer, sa vil mindst
to ting havne i samme skuffe, hvis der er flere ting, end der er skuffer. I de engelsksprogede
lande kaldes dette for “the pidgeon-hole principle”. Denne ret simple kendsgerning kan fore
til Igsning af vanskelige matematiske opgaver:

Opgave 11. Vis, at uanset hvordan 15 punkter afssettes inden for en cirkel med radius 2
(cirkelranden er medregnet), vil der eksistere en cirkel med radius 1 (cirkelranden medregnet),
som indeholder mindst 3 af de 15 punkter.

Beviset fgres ved at overdakke den oprindelige cirkel med 7 cirkler med radius 1. Den
fgrste cirkel har samme centrum som den oprindelige. I den oprindelige cirkel indskrives en
reguleer 6-kant og med denne 6-kants sider som diametre, tegnes de sidste 6 cirkler.

Det overlades til leeseren at eftervise, at foreningsmeengden af de 7 cirkler indeholder den
oprindelige.

Ifglge skuffeprincippet ma en af de 7 cirkler indeholde 3 eller flere af de 15 punkter.

Ved en lignende fremgangsmade kan fglgende opgave lgses:

Opgave 12. I et kvadrat med sidelzengde 1 befinder sig 51 punkter.
Bevis, at der uanset punkternes placering, findes en cirkel med radius %, sa denne cirkel i
sit indre indeholder mindst 3 af punkterne.

I naeste opgave skal der teenkes i lidt andre baner, men igen giver skuffeprincippet en
elegant lgsning:

Opgave 13. Lad n vere et naturligt tal. Vis, at nar aj,as,...,a, er naturlige tal (ikke
ngdvendigvis indbyrdes forskellige), sa vil der findes en delsum s

5= Qi + Qjp + 0+ Ay,

hvor 1 < iy < iy < --+ < i, < n saledes, at s er delelig med n.



Talteori

I talteoretiske opgaver er det ofte en god ide at interessere sig for faktorer eller divisorer, ofte
primfaktorer. En ikke alt for vanskelig opgave er fglgende:

Opgave 14. Lad p > 4 veere et primtal. Bevis, at 360 gar op i tallet

(p—2)(p—Dpp+1)(p+2).

Bevis. p > 4 er et primtal. Seet P = (p—2)(p—1)p(p+1)(p+2).2-4=8garopi(p—1)(p+1),
32 gar op, da 3 gér op i 2 af faktorerne og desuden ma 5 gé op (der er jo 5 pa hinanden fglgende
hele tal i produktet). Produktet 8 - 5 -9 = 360 gar altsa op i P. O

Herefter kan du selv prgve kreefter med:

Opgave 15. Tallet 1980 er interessant. Det viser dig, at 1980 gar op i
192021222324 ... 757677787980.

Bevis dette.

Der findes en del opgaver, hvor argumentationen bliver overskuelig ved at regne med
restklasser, altsa regne “modulo n”. Her er et par eksempler:

Opgave 16. Lad z, y og z vaere hele tal.
Bestem samtlige lgsninger til ligningen

3 41 ="5Y+7.

Beuvis. Det ses forholdsvis let, at z, y og z méa veere ikke-negative. Desuden indses, at hvis ét
af de tre tal er 0, ma alle tre veere 0, altsd x = y = 2 = 0 er en lgsning.
Er z, y og z positive heltal regnes modulo 6:

3F+1=5Y+7 (mod6) = 3"+1=(-1)Y+1° (mod 6)
Her gaelder 3% =3 (mod 6) og 1 =1 (mod 6), som giver
3+1=(-1)Y+1 (mod6)< (—1)Y =3 (mod 6),
som ikke kan lgses. Eneste lgsning er altsa den trivielle z =y = 2z = 0. O
Opgave 17. Find alle primtal p, for hvilke det gaelder:

2P 4 p? er et primtal.



Polynomier

Her er en vanskelig (meget sveer) opgave, hvor en del af lgsningen foretages ved den ret simple
konklusion, at hvis “et polynomium har alt for mange nulpunkter, sa er det nulpolynomiet”.
Dette er jo ikke nogen heldig matematisk formulering, men beviset for den stillede opgave
afslgrer, hvad argumentationen mere praecist drejer sig om.

Opgave 18. Givet n forskellige hele tal a1, as, ..., a,, hvor n > 1. Vis, at der ikke findes noget
m’tegradspolynomium (0 < m < n) med heltallige koefficienter og hgjestegradkoefficient 1,
der gar op i polynomiet f(x) = (z —a1)(x —az) - (z —ay) — 1.

Bevis. Beviset fgres indirekte. Vi antager altsa, at der findes et polynomium g(z) af den
gnskede art, der gar op i f(z). Vi har sa f(x) = g(x) - h(x) og 1 < grad(g) < n—1. Det er nu
essentielt, at her ma ogsa h(x) have heltallige koefficienter. Dette indses f.eks. ved formelt at
gange g(x) og h(x) sammen (kald koefficienterne for a;,...,ag og bj,...,bp med i+j = n) og
sammenligne produktets koefficienter med f(x)’s koefficienter startende med koefficienterne
til 2", derpa koefficienterne til 7~ osv. Det er desuden klart, at 1 < grad(h) <n — 1.

For alle a; geelder f(a;) = —1 og dermed g(a;) - h(a;) = —1. De hele koefficienter i g(z) og
h(z) sikrer nu, at g(a;) og h(a;) er hele tal, og da produktet er —1 ma g(a;) = —h(a;) = £1.
Og nu fplger et flot raesonnement: polynomiet g(z) + h(x) er derfor 0 for alle a;. Samtidig
gelder 1 < grad(g + h) < n — 1, og da antallet af nulpunkter dermed er stgrre end graden
(her kommer den praecise formulering) ma g(x) 4+ h(z) veere nulpolynomiet altsa identisk 0.

9(@) +h(z) = 0 & h(x) = —g(x), og f(a)=g(x)-h(z) = —(g(x))*

Men hermed er vi naet til en modstrid, idet f(x) gar mod uendelig for x gaende mod uendelig
og —(g(x))? klart gar mod minus uendelig for = gdende mod uendelig.
Vores antagelse om eksistens af g(z) ma derfor vaere forkert. O]
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Induktionsbeviser

I hjornet med talteori er der en del seetninger, der vises ved induktion. Det efterfglgende
forudseetter derfor kendskab til induktionsaksiomet (eller til anvendelse af induktionsbeviser).
Det er ikke sa sveert at fa fat i en bog, der omtaler dette aksiom.
Opgaven kan (selvfplgelig) ogsa loses uden brug at induktion — her kommer den:

Opgave 19. Vis, at der for n positive tal a1, ao, ..., a, altid geelder, at

1 1 1 2
(ar4as+-+a,) | —+—+--+— | >n
aq as ap,

og at lighed kun gelder for a1 = ags = -+ = ay,.

Bevis. Det oprindelige udsagn (at pastanden geelder for det naturlige tal n) kaldes P(n).
For n =1 er pastanden P(1): ay - chl > 12, som jo er sand.
For n =2 er P(2):

1 1 1
(a1+a2)<+)222<:>1+a1+a2+124<:><al>+22,
ap  az az  ay as (ﬂ)
az

som er sandt ifplge resultatet fra opgave 2. Lighed geelder her kun for a; = ao.
Antag nu, at pastanden er sand for n (at P(n) er et sandt udsagn). Vi gnsker at vise, at
under denne forudssetning er ogsa P(n + 1) et sandt udsagn:

1
P(n+1): (a1+a2+---+an+an+1)(a++---++ >Z(n—|—1)2 &
1

11 1
((a1+a2+~-+an)+an+1)(<a++-~+a>+

1 1 al an,
(a1 4+-4ap) | —+--+— ]+ +---+
a Qn an+1 an+1

ai Gnp

(a1+ - +ay) <;+...+1>

>z(n+1)2 &

1 Qn
+<a1 +an+l>+”'+<an —|—an+1>2n2+2n,
Ap+1 aj an+1 Gn

som er sandt, da det fgrste produkt er stgrre end eller lig med n? ifglge induktionsantagelsen,

og de efterfolgende parenteser: ( a4 M) hver er stgrre end eller lig 2, ifglge opgave 2.

An+1 al
Det ses desuden, at lighed kun geelder hvis alle a; er lige store.

Ifplge induktionsaksiomet geelder pastanden P(n) for ethvert naturligt tal n. O

Her er til slut et par induktionsopgaver, sa du selv kan prgve teknikken. Prgv at give
opgaverne en sadan udformning, at induktionsideen trseder klart frem:

Opgave 20. Bevis, at 23 gar op i T}, = 5?1 +9.2"F! hvor n er et positivt helt tal.
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Opgave 21. Om to reelle tal x og y geelder, at
r+y=u og xy="v.

Vis, at 2" + y" kan skrives som en hel rationel funktion af u og v af n’te grad i u, hvis
koefficienter alle er hele tal (n > 2).
(2" + y" skal altsa skrives pa formen o, i<, A; ju'v? | hvor A; ; er hele tal).
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