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Matematisk induktion

1 Induktionsbeviser

Seetninger der udtaler sig om hvad der geelder for alle naturlige tal n € N, kan
undertiden bevises ved matematisk induktion.

Idéen bag induktionsbeviser er enkel: i stedet for at bevise ssetningen for
hvert enkelt n for sig fra en ende af (hvorved man jo skulle igennem uendelig
mange beviser for man havde klaret alle de naturlige tal), beviser man bare to
ting: a) at pastanden geelder for n = 1, og b) at man altid kan komme videre,
dvs. at det for alle n € N geelder at hvis pastanden er sand for n, sa er den ogsa
sand for n + 1.

At dette faktisk er en gyldig bevistype, er egentlig et aksiom, induktionsak-
siomet, som er en del af fundamentet for den matematik vi beskaeftiger os med
til daglig.

For at vise hvordan et induktionsbevis typisk forlgber, ser vi pa vi fglgende

Setning. For alle naturlige tal n € N geaelder formlen

nn+1)2n+1)

124224+ .. 4+n%=

6
Beuvis. Vi beviser satningen ved induktion. For n = 1 lyder ssetningens
pastand 12 = 1'—2'3, og det er jo sandt. Hermed har vi sikret induktionens start.

Lad herefter n veere et vilkarligt naturligt tal. Vi vil bevise at hvis formlen
gaelder for n, dvs. at hvis

nn+1)2n+1)

() 12422+ .. +n?= 5 :

sa geelder formlen ogsa for n + 1, dvs. at sa geelder

2 _ (n+1)(n+2)(2n+3)

(o) 124224 . +nP+(n+1) G

Vi ser pa venstre side af dette udtryk, udnytter induktionsantagelsen (x) og
regner videre:

2 _ nn+1)2n+1)

P+22 4. +n24+(n+1) G +(n+1)?
_nn+1)(@2n+1)+6(n+ 1)2 _ (n+1) [n(2n+1) +6(n+1)]
6 6
_ (n+1)(2n* +7Tn +6) _ (n+1)(n+2)(2n+3)
6 6

Hermed har vi bevist (xx) ud fra (x), dvs. at induktionsskridtet er fuldfert.
Dermed er sztningen er bevist. ¢
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2 Opgaver

Formlerne i de fgrste opgaver nedenfor er nyttige og velkendte (og kan i gvrigt
bevises pa mange andre mader end ved induktion).

Opgave 1 (Summen af de n forste naturlige tal) Bevis ved induktion formlen

n(n+1)

1+2+3+...+n= 3

, neN .

Opgave 2 (Summen af de n forste ulige naturlige tal) Bevis ved induktion
formlen
1+3+5+..+2n—1)=n* , neN .

Opgave 3 (Summen af en endelig kvotientraekke) Lad g # 1 veere et tal. Bevis
ved induktion at

_ qn+1

l+qg+¢+ .. +¢" = , n€N .

1—g¢q

Opgave 4 (Antallet af delmeengder af en n-maengde) Bevis ved induktion at
antallet af delmeengder af en n-meengde, n € N, er 27.

Opgave 5 Lad der veere givet et liniestykke med laengden 1, og lad n veere et
naturligt tal. Bevis at man med passer og lineal kan konstruere et liniestykke af
leengden /n.

Det er naturligvis en stor fordel at vide hvad man stiler efter at bevise. I praksis
kender man ikke altid resultatet pa forhand. I de naeste opgaver skal man forst
geette en formel.

Opgave 6 (Summen af de n forste kubiktal.) Geet ved at prove med sma veerdier
af n et generelt udtryk for

Br2d4 40l

Bevis derefter formlen ved induktion.

Opgave 7 Dag 1 om morgenen anbringes en abe pa det nederste trin af en
uendelig hgj stige. Hver dag klatrer aben forst op til trinnet dobbelt sa hgjt
oppe som det trin den startede pa om morgenen, og derpa yderligere et trin op.
P& hvilket trin befinder aben sig om morgenen den n’te dag?
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Induktionens start behgver ikke at veere n = 1.
Opgave 8 Bevis at vinkelsummen i en n-kant, n > 3, er (n — 2)180°.

Ogsa induktionsantagelsen kan varieres. Undertiden benyttes i induktionsskridtet
ikke bare at pastanden antages at gaelde for n, men at den antages at geelde for
alle (eller udvalgte) tal op til og med n.

Opgave 9 Betragt Fibonacci-tallene
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...
der er defineret ved at F; =1, F, = 1 samt
Foio=F,;1+F, , neN .
Bevis ved induktion Binets formel, som siger at
(H55)" — (155)"

FTL: \/5 )

neN .

Somme tider kan induktion bruges i opgaver der som udgangspunkt slet ikke
handler om alle de naturlige tal. De fglgende opgaver bliver faktisk lettere hvis
man gaetter pa at pastanden nok holder for alle naturlige tal, og derefter gar
efter at bevise dette mere generelle resultat.

Opgave 10 Lad a veere et tal med den egenskab at tallet
1
a+ —
a

er et helt tal. Bevis at ogsa

er et helt tal.

Opgave 11 1 et firma med 107 ansatte overvager man hinanden pa fglgende
made: For ethvert par af ansatte geelder at enten overvager den ene den anden,
eller ogsa overvager den anden den ene. Bevis at der findes en ansat P med den
egenskab at enhver anden person enten overvager P eller overvager en person
der overvager P.



