Vinderseminar 2007, Lgsninger til geometri, Kirsten Rosenkilde 1

Lgsninger til geometri
Seetninger om trekanter

Vinkelhalveringslinjer

Lad ABC vere en trekant, tegn vinkelhalveringslinjerne fra A og B, og kald deres
skeeringspunkt for /. Da vinkelhalveringslinjerne er det geometriske sted for de punk-
ter der har samme afstand til vinklens ben, ma afstandene fra I til alle tre sider veere
lige store. Punktet I er dermed centrum for den indskrevne cirkel, og vinkelhalver-
ingslinjen fra C' vil pa tilsvarende vis ga gennem 1.

Midtnormaler

Lad ABC vere en trekant, tegn midtnormalerne pa AB og BC, og kald deres
skeeringspunkt for O. Da midtnormalen pa AB er det geometriske sted for de punk-
ter der har samme afstand til A og B, og midtnormalen pa BC' er det geometriske
sted for de punkter der har samme afstand til B og C', ma afstandene fra O til hen-
holdsvis A, B og C veere lige store. Punktet O er dermed centrum for den omskrevne
cirkel, og midtnormalen pa AC vil pa tilsvarende vis ga gennem O.

Medianer

Lad ABC veere en trekant, og kald medianernes fodpunkter pa siderne a, b og ¢ for
henholdsvis M,, M, og M.. Medianerne AM, og BM,, skeerer hinanden i et punkt vi
kalder O. Vi vil nu vise at de skeerer hinanden i forholdet 1 : 2, da det viser at alle
tre medianer gar gennem samme punkt og skaerer hinanden i forholdet 1 : 2. Da M,
og M, er midtpunkter pa henholdsvis BC' og AC, er M, M, parallel med AB, dvs.
at trekant ABC' og trekant M,M,C' er ensvinklede med forholdet 1 : 2. Dermed er
trekanterne ABO og M,M,0O ensvinklede med samme forhold. Her af ses at AM,
og BM, deler hinanden i forholdet 1 : 2.

Cevas satning

Antag at cevianerne gar gennem samme punkt P. Ifglge ssetningen om at hvis to
trekanter har samme hgjde, da er forholdet mellem arealerne det samme som forhold-
et mellem grundlinjerne, far vi:

|AB'|  T(AABB') |AB'| T(AAPB)

\B'C| ~ T(AB'BC) °® |B'C|~ T(ABPC)

Dermed er

IAB'| T(AABP)

|B'C|  T(ABPC)

Tilsvarende fas
|BC'|  T(ABCP) |CA'|  T(ACAP)

IC'A| ~ T(ACPA) “® |AB| ~ T(AAPB)
Samlet giver dette
|AB'| |BC'| |CA'| T(AABP) T(ABCP) T(ACAP)
|B'C| |C'A| |A’B|  T(ABPC) T(ACPA) T(AAPB)

=1.
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Antag nu at

|AC'| |BA'| |CB'|

|C'B| |A'C| |B'A|
Kald skeeringspunktet mellem AA’ og BB’ for P, og betragt cevianen CD fra C
gennem P. Da cevianerne AA’, BB’ og C'D gar gennem samme punkt, geelder

|AD| |BA| |CB'|
|\DB| |A'C| |B'A|

Samlet er % = %, dvs. at D = (', og dermed at cevianerne AA’, BB’ og C'C’

skaerer hinanden i samme punkt P.

Hgjder
Kald fodpunkterne for hgjderne i trekant ABC for H,, H, og H.. Da er
AH, AH, AH,
cos A = | Cb’ = | 2 | ogdermedﬁzg.

Tilsvarende gaelder for de andre sider. Derfor er

|AH,| |BH,||CH,| abc

\H,C| [HA| |H,B| ~ abe

Ifplge Cevas’ seetning gar hgjderne dermed gennem samme punkt.
Seetninger om cirkler

Periferi-, center- og korde-tangentvinkler

Lad v veere en centervinkel og w en periferivinkel der begge spaender over buen AB.
Kald centrum for C' og punktet hvor w rgrer periferien, for D.

Antag fgrst at vinkelbenene for vinkel v kun skeerer vinkelbenene for w i punkterne
A og B. Da deler diameteren gennem D vinklerne v og w i to vinkler som vi kalder
hendholdsvis v4 og vg og wa og wg. Trekant AC'D er nu en ligebenet trekant med
to lige store vinkler w4, og den sidste vinkel er 180 — v4. Da vinkelsummen i en
trekant er 180°, er 2w, = vy4. Tilsvarende fas 2wg = v, dvs. 2w = v.

Antag nu at w’s ene vinkelben DB skaerer v’s vinkelben C'B. Diameteren gennem
D skaerer da yderligere periferien i et punkt vi kalder for E. Ifglge det vi lige har
vist, er 2/BDFE = /BCFE og 2/ADFE = ZACFE, og dermed 2w = v som gnsket.

Da alle periferivinkler er halvt sa store som den centervinkel der spaender over samme
bueleengde, er alle periferivinkler der speender over samme bueleengde, lige store.

At vise at en korde-tangentvinkel og en periferivinkel som spaender over samme
bueleengde som korden, er lige store, svarer nu til at vise at korde-tangentvinklen
er halvt sa stor som den centervinkel der spezender over korden. Da linjestykket fra
centrum til tangentens rgringspunkt star vinkelret pa tangenten, ses dette let.
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Et punkts potens

Hvis punktet P er et indre punkt, er trekant ABP og C'DP ensvinklede ifglge saet-
ningen om periferivinkler, hvilket giver det gnskede.

Hvis P er et ydre punkt, tegnes en tangent til cirklen gennem P, og rgringspunktet
kaldes ). Nu er trekant APQ og trekant QPB ensvinklede ifslge satningen om
korde-tangentvinkler, dvs. at |AP||BP| = |PQ|*. Pa tilsvarende vis fas |C'P||DP| =
|PQ|?, hvilket giver det gnskede.

Indskrivelige firkanter

Antag at en firkant er indskrivelig. To modstaende vinkler speender da tilsammen
over hele cirkelperiferien, og summen er derfor 180°.

Antag at der i en given firkant ABCD gelder at summen af to modstaende vinkler
er 180°. Betragt nu den omskrevne cirkel for trekant ABC', og lad punktet E veere
skeeringen mellem cirklen og linjen gennem C' og D. Hvis firkanten er indskrivelig
er D lig E. Vi ved at ZAEC = 180° — LABC = ZADC'. Hvis D ligger uden for
cirklen, vil ZADC' veere mindre end ZAEC, og hvis den ligger indenfor vil den veere
storre. Dermed ma D = F.

Ptolemaeus’ saetning

Antag at firkant ABCD er indskrivelig, og lad M vaere punktet pa diagonalen BD
som opfylder at ZDCM = LZACB. Der galder at ZCDM = ZCAB da de spaen-
der over samme bue. Dermed er trekant CDM og trekant CAB ensvinklede med
|AB||DC| = |DM||AC|. Tilsvarende er trekant CAD og trekant C BM ensvinklede
med |AD||CB| = |BM||AC|. I alt giver dette

|AB||CD|+ |BC||DA| = |AC|(|DM| + |[M B|) = |AC||BD|.
Opgaver

Opgave 1
Ifplge seetningen om korde-tangentvinkler er trekant ABD og trekant AC'B ensvin-
klede. Dette giver |AB|> = |BC||BD| = 12.

Opgave 2
Da summen af modstaende vinkler i indskrivelige firkanter er 180°, er ZBRS =

LAPS = £5QC og ZSQC + £LSRC = 180°. Dermed er ZSRC + ZSRB = 180°
som gnsket.

Opgave 3

Kald punktet i den rette vinkels spids for O, og betragt en vilkarlig placering af
diameteren AB. Da vinkel O er ret, ligger den pa cirklen med AB som diameter,
dvs. ZAOP = ZABP da de spaender over samme cirkelbue. Punktet P ligger derfor

pa en ret linje gennem O uanset placeringen af AB.

Opgave 4
Ifplge Ptolemaeus’ seetning gaelder at |[MA||BC| = |[M B||AC| + |[MC||AB|, og da
trekant ABC er ligesidet fas |[MA| = |MB| + |MC]|.



