GEORG MOHR-KONKURRENCENS VINDERSEMINAR 2007
Lgsningsforslag til opgaveseet i algebra

Opgave 1 Venstresiden er aftagende, hgjresiden er voksende pa [—3;6]; © = 1
er gjensynligt lgsning, og dermed den eneste.

Opgave 2 Gang ligningen igennem med 2, og gruppér:
(a® 4+ b* — 2ab) + (b* + ¢ — 2bc) + (¢* + d* — 2¢d) + (d* 4 a® — 2da) = 0

Sa-b +b-c?+(c—d?*+(d—a)?=0
c=d

Sa=b=

Opgave 3 Benyttes at 4* + 4% = (2% + 27%) — 2, kan ligningen omskrives
til
8(27 +272) = 542" +277) +85=0 , d =196 ,

54414 17 17 1
274277 = =— , git (2°)°——2"+1=0, s& 2" =4V 2" = -
+ 16 7 8 ()T 2 » S8 1
5414 5 5 1

9T 4 9—T =2 vr (25)2 2.9 411 =0 A 2" =2V 28 ==
+ G 5 » 8T (29)7 =527+ , sa 5

dvs. z = £2, +1.
Opgave 4 Kopierer cirkelligningsomskrivning:
(z+9)*> =4z +y) + ((z+3y)* — 10(z + 3y)) = —29

S@+y—2°2+(@+3y—5)>2=-29+4+25=0

13

& (z,y) = (5,5) .

Opgave 5
(a=b)*+(b—-c)+(c—a)?

= 2a” 4 20 + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ca
= 3a® + 3b% + 3c? — (a® + b + % + 2ab + 2bc + 2ca)
=3—(a+b+c)P<3 .

Opgave 6 Benytter 1+ > 2 \/z (AG-ulighed, eller 1+2—2 /z = (1—/7)? > 0),

sa
(1 —|—LI,‘1)(1 —|—J,‘2) L. (1 +.’132007) Z 2 V1 - 2 VI . 2 v/ L2007
=2\T1 Ty .. Ty = 92007



da tallenes produkt er 1.

Opgave 7
f@)fy) = fley) =z +y .
x=y=0: f(0)%> - £(0) =0, dvs. £(0) =0 eller f(0) =1
x=0,y=1: f(0)f(1) = f(0) =1, dvs. f(0) =1,
x€R,y=0: f(z)f(0) — f(0) =z, dvs. f(z) =2+ 1.
Husker at gore prove: f(z)f(y) — f(zy) = (x+1)(y+1) — (zy+1) =z +y, ok.

Opgave 8 1. metode (Lgsning vha. binomialkoefficienter.)

1 <2, 0gV2< f/gda\/ﬁ(j:Sog3/56:9.Visernuatforn23er
{’5"“71—1—1@1%11%>n+1<:>(1—|—%)”<n.

1 - (n—1 (n—k+1
(1+n)n_2< )kl Zkl' )nk( U

1
s + <1+1+ + +.“+F

222

<§:m 1—1+1+ +3

_ 1
2’".

1
<1+ <3 .

1—41
2
2. metode (Lgsning vha. differentialregning.)
Vi skal sammenligne veerdier af tallene {/n = n+ . Monotoniforhold for funk-
tionen f(z) = z* undersoges: f(z) = z+ = exp(lnac;) =exp(L -Inz), s&
f'(@) =exp(2-Inz)-((—&%)Inaz+1-1) =exp(L-nz) L (1- lna:) hvoraf f vok-
sende i ]0; €] og aftagende i [e; 0o[. Dermed 1 < v/2 og \[ 3>VA> ... > Yn> ..
Da V/3 > V2 (fordi (v/3)% = 9 > 8 = 23 = (v/2)9), er /3 det storste af alle

tallene.

Opgave 9 Del aksen ind i intervaller af leengde %

i1 i4o . .1
0§...<3<Z+ <Z+ <...<1§...<n+l<n+l+ <. <2
n n n n n
Benyt uligheden med z = 2 og y = £
FEE2) + f(L) i+1 2 i+2 i+1 i+1 i+1, 4
n n’s o> e o > o =
S 2 [ ) & S )= f () 2 ()= ()

dvs. tilveeksten for f vokser med mindst % hver gang vi gar et interval til hgjre,
og dermed med mindst 4 hver gang vi gar n intervaller til hgjre.
Heraf fas:

n

n—1 . .
= Zf(n+;+ 1) — f(n—H) (teleskopisk sum)

Y p ) ra= ) - 5O +an

@M

oplagt modstrld.



