1.

Lgsninger til opgaver i funktionalligninger vinderseminar 2006

Antag at f(n) = f(m). Da geelder at n+n = f(f(n) + f(n)) = f(f(n) +
f(m)) =n + m, hvoraf det fglger at n = m.

. Da der star f af noget pa venstresiden og n pa hgjresiden ser vi at f er

surjektiv. Antag nu at f(n) = f(m). Da ses at

n—2=f(f((n-2)+2)+2)=f(f(n) +2) =
=f(f(m)+2)=f(f(m—=2)+2)+2) =m—2.

. Seettes y = 0 giver ligningen at xf(0) = zf(x), som igen giver at f(x) =

f(0) for alle z. Det ses ved indseettelse at alle konstante funktioner er
lgsninger.

Med y = 01 a) ses at f har en ret linje med haeldning 1 som graf. Det vil
sige f(z) = x + b, og ved hjelp af b) udregnes b = 1. Det kontrolleres at
f(z) =z + 1 er en lgsning.

. Det ses at f rammer alle tal > 2. Antag nu at der er et k hvor f(k) > k.

Da f injektiv er f(n) + f(n — k) = f='(k) < k. Det giver for mange
mader hvorpa f~!(k) kan skrives som en sum af to tal (husk igen at f er
injektiv). Nu er f(n) < n og injektiv sa ma f(n) = n.

. Der findes ingen funktioner der opfylder kravene. Vi laver et modstrids-

bevis. Antag at f er en funktion der opfylder kravene. Vi vil gerne bevise
P(n) : f(n) > nf(1). P(1) er trivielt sand. Antag nu P(n) og brug
o) til at fa f(n+1) > /(FZ+2fm) + FA)2 = /(Fin) + F)? =
fn)+ f(1) > nf(1) + f(1) = (n+ 1)f(1). Da f(1) > 0 findes n sa
f(n) >nf(1) > 2006. Vi har nu vores modstrid.




