Georg Mohr-vinderseminar 2004

Opgaver, talteori

1. I B. Ostergaard Pedersen: Matematik leksikon - Handbog i matematik og reg-
ning for skole og hjem kan man laese regler for hvornar et helt tal gar op i et
andet. Der er regler for alle divisorer fra 2 til 20. Nedenfor er angivet nogle fa
af dem. Bevis dem.

(a) 3 gar op i et tal hvis og kun hvis det gar op i tallets tvaersum.

(b) 7 gar op i et tal hvis og kun hvis antallet af tiere minus det dobbelte af
enerne er deleligt med 7. [Eksempel: 7 gar op i 3486 fordi 386 —2-6 = 336,
33—2-6=21,0g 7 gar opi2l.]

(c) 11 gar op i et tal hvis og kun hvis summen af hverandet af tallets cifre
minus summen af de gvrige er deleligt med 11.

(d) 13 gar op i et tal hvis og kun hvis antallet af tallets tiere plus 4 gange
sidste ciffer er deleligt med 13.
2. (a) Bestem det mindste tal med tvaersum 2004.
(b) Kan 2004 vaere tveersummen af et kvadrattal?
3. Vis at ethvert tal som hverken er deleligt med 2 eller 5, gar op i et tal hvis
cifre alle er 1.
4. For hvilke ikke-negative hele tal n gar 899 op i 36™ + 24" — 7" — 5" 7
[Hjeelp: 899 = 29 - 31/]

5. Vis at hvis summen m + n af to hele tal m og n er delelig med 7, sa er m” +n"
deleligt med 49.

6. Vis at —%n?’ + %nQ — %n er et helt tal for alle hele tal n.

7. Du har en uudtgmmelig beholdning af p- og g-gresfrimeerker, hvor p og ¢ er
indbyrdes primiske. Hvilket portobelgb er det stgrste som ikke kan dannes med
disse frimaerker?

8. Vis at der er uendelig mange primtal som ikke kan skrives pa formen 4n + 3,
hvor n er et helt tal.

[Hjeelp: Vis at ethvert tal af formen 4n + 3 har en primfaktor af samme form.|
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Lgsningsskitser til gvelser og opgaver, talteori

Svar pa gvelser

Arx =3—-12t, y = =14+ 7t. B: 2 = 97 (mod 331). C: z = —3 (mod 210).

D: (-

4)n

Lgsningsskitser til opgaver

1.

(a) a+10b+100c+---=a+b+c+--- (mod 3).

(b) a+10b =0 (mod 7) & —2a —20b = —2a + b =0 (mod 7).
(c) og (d) tilsvarende.
(a
(b

) Da 2004 = 222 -9 + 6, er svaret 699...99 med 222 cifre 9.

) Nej, for tveersummen og dermed tallet selv er deleligt med 3. Hvis det
var et kvadrattal, var det sa ogsa deleligt med 9. Men sa skulle 9 ga op i
tveersummen 2004, og det er ikke tilfaeldet.

. Kald tallet n og betragt restklasserne modulo n. Da deres antal er endeligt,

findes der to tal med lutter cifre 1 som tilhgrer samme restklasse. n gar op i
disse to tals differens, som er et antal cifre 1 efterfulgt af cifre 0. Da hverken
2 eller 5 gar op i n, gar n op i det tal som dannes af de indledende cifre 1.

. 899 gar op hvis og kun hvis bade 29 og 31 gar op. Betingelsen for at 29

gar op, er 36" + 24" — 7" =5 =T 4 (=H)" -7 =5 = (=5)" -5 =0
& (=5)"=(—1)"" =5" < (—1)" =1 (mod 29); altsa n lige. Kravet om at
31 gar op giver ved helt tilsvarende regning den samme betingelse.

. Vihar m™+n" = (m+n)(m®—m’n+m*n?—-.-4+nb). Hvis m+n = 0 (mod 7),

og dermed n = —m (mod 7), harv1m6—mn+m nt—.. 40t =mm =

0 (mod 7). Sa gar 7 op i begge faktorer, og 7 -7 = 49 i hele udtrykket.

. Tallet er helt hvis og kun hvis —n3+9n?—14n er deleligt med 6. Da enten n eller

n—5 er lige, er differensen (—(n+1)*+9(n+1)?—14(n+1)—(—n®*+9n*—14n) =
—3n(n—>5) — 6 delelig med 6 for alle hele n. Men s& er —n?®+9n? — 14n deleligt
med 6 for alle n hvis og kun hvis det er opfyldt for ét n, og det er opfyldt for
n = 0.

Ligningen xp + yq = pq — p — ¢ har ingen lgsninger med ikke-negative hele
tal  og y. Lgsningerne opfylder nemlig xp = —p (mod ¢), hvoraf felger
r = —1 (mod ¢). Hvis z > 0, har vi sa * > ¢ — 1. Tilsvarende fas y > p — 1
hvis z > 0, Hvis 2,y > 0, har visa ap+yq > (¢— )p+ (p—1)¢ > pg—p—q.



For z > pqg — p — q har xp + yg = z lgsninger med ikke-negative hele tal
x og y. Der findes nemlig en lgsning med 0 < =z < ¢ — 1, og der geelder sa
yq=z—xp> (pg—p—q)— (q—1)p = —q, hvoraf felger y > —1, eller y > 0.

Det storste portobelgb der ikke kan dannes, er sa pg — p — q.

. Et tal ¢ har formen 4n + 3 hvis og kun hvis ¢ = —1 (mod 4). Alle ’s primfak-
torer er ulige, og mindst én af dem er kongruent med —1, for hvis de alle var
kongruente med 1, blev produktet kongruent med 1. Antag at der kun var en-
deligt mange primtal py, po, . . ., pr kongruente med —1. Sa ville (pips - - - pr)?+2
veaere kongruent med —1, men dette tal er ikke deleligt med noget af tallene
D1, D2, - - - P Modstrid.



