Opgaver i uligheder og funktionalligninger

Vinderseminar 2005

Uligheder

1. Vis
:U3+y3~|—z3 2m2y+y22~l—z2z

for positive tal x, y og z.

2. Vis
x? x% x2 >x1—|—x2+--'+$n
r1+T2 T2+ T3 Ty +21 2
for alle positive tal z1, s, ..., Ty,.

(Hint: Benyt Cauchy-Schwartz pa smarte vektorer.)
3. Visfora > b >0 at

(a—b)? a+b (a —b)?
8a < 2 Vab < 8b

(+2)(+2) ()0

nar x, y og z er positive tal med r +y + z = 1.

5. Lgs ligningen
abc=(a+b—c)(b+c—a)(c+a—Db)

nar a, b og ¢ er positive tal.

6. Vis at det aritmetiske gennemsnit a af z1, ..., z, opfylder

—

Cn—af+“-+®n—®2§§ma—d+-~+mn—wf

Funktionalligninger
7. Find alle funktioner f: R — R forskellige fra nulfunktionen sa

f@)fy) = flz —y)

for alle reelle tal x og y.



10.

Find alle funktioner f: R\ {0} — R sa

(@) f(1)=1
(i) f( ! ):f<1>+f(;> for alle 7,9,z +y € R\ {0}

rT+y z
(i) (z+y)f(@+y) =ayf(z)f(y) foralle z,y,z+yeR\{0}

Find alle funktioner f: R — R sa

flaf@@)+ f(y) = (f(2))* +y
for alle reelle tal x og y.

Find alle funktioner f : N — N sa

f(f(n)) =n+2

for alle naturlige tal n.



