Marianne Terp og Peter Trosborg: Noter om talteori. Februar 1995.

TALTEORI

1. Primtal

Som bekendt siger vi, at et tal d € N gar op i et tal a € N, (eller at d er
divisor i a), og vi skriver
dla

dersom a kan skrives pa formen
a=¢q-d, hvor g€ N .

Nar d er divisor i a, siger vi, at a er delelig med d. En divisor i a, der ikke
er lig med a, kaldes en egte divisor. Ethvert tal har som divisorer i hvert
fald sig selv og tallet 1; disse kaldes for de trivielle divisorer. Hvis p er et
naturligt tal stgrre end 1, der kun har de trivielle divisorer, kaldes p et prim-
tal. Naturlige tal stgrre end 1, der ikke er primtal, kaldes sammensatte tal.

Eksempel 1.1. Der gelder 3|18, fordi 18 = 6 - 3; 18 er ikke et primtal, da
3 er divisor i tallet; 18 er et sammensat tal. Tallet 17 er et primtal, fordi 1
og 17 er de eneste divisorer i 17. Tallet 1 er ikke et primtal, og det er heller
ikke et sammensat tal.

Bemerk, at relationen ”gar op i” er transitiv, dvs. at der gelder
alb A ble = dlc .

Hvis nemlig b = q1a og ¢ = ¢2b, geelder ¢ = g2q1a og dermed ajc .

Saetning 1.1. Lad n € N vare stgrre end 1. Lad d veere den mindste
divisor stgrre end 1 i tallet n. Sa er d et primtal.

Beuvis. Hvis d ikke var et primtal, ville d have en &gte divisor stgrre end
1. Denne ville ifslge bemarkningen ovenfor ogsa vaere divisor i n i strid med,
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at d var den mindste sadanne divisor. ¢

Primtallenes rolle som byggesten for alle naturlige tal fremgar af fglgende
satning:

Satning 1.2. (Aritmetikkens fundamentalssetning). Ethvert naturligt tal
stgrre end 1 kan pa entydig made oplgses i primfaktorer.

Bevis. Beviset falder i to dele. Fgrst vises eksistensen af en sadan

oplgsning, altsa at ethvert tal kan skrives som produkt af faktorer, der alle er
primtal. Derneest vises, at en sadan fremstilling er i det vaesentlige entydig,
altsa at der ikke kan findes to forskellige primtalsoplgsninger af samme tal.
Bemark, at det er beviset for entydigheden, der kraever mest arbejde.
Eksistens: Lad n vere et vilkarligt naturligt tal. Lad d; veere den mindste
divisor stgrre end 11 n. Sa er d; et primtal, og vi kan skrive n = d; - ¢, hvor
g1 € N. Hvis ¢; = 1, er vi feerdige. Ellers fortseettes saledes: lad dy veere den
mindste divisor stgrre end 11 ¢;; sa er dy et primtal, og vi har n = dy - ds - ¢o,
g2 € N. Hvis g = 1, er vi feerdige. Ellers fortsaettes som fgr. Da tallene
q1,Q2, ... udggr en aftagende fglge af positive hele tal, vil vi fgr eller siden
na tilet g, =1, ogsa er n = d; - dy - ... - d.. Hermed er eksistensen af en
primfaktoroplgsning pavist.
Entydighed: Vi skal bevise, at alle naturlige tal har den egenskab, at deres
primfaktoroplgsning er entydig. Vi fgrer beviset indirekte og antager derfor,
at der findes tal med flere forskellige primfaktoroplgsninger. Lad n betegne
det mindste sadanne naturlige tal. For tallet n findes der altsa ifplge an-
tagelsen to forskellige primfaktoroplgsninger:

bhr P2 iD= G2 .. Gs .

Her kan ingen faktor pa venstre side ogsa forekomme pa hgjre side, for sa
ville man jo ved at bortforkorte den pageeldende falles faktor fa et mindre
tal med to forskellige primfaktoroplgsninger - i strid med definitionen af n.
Betragt nu primtallet p;; der geelder enten p; < ¢ eller p; > ¢;. Hvis p1 < ¢4,
danner vi tallet

m=(q—p1) Ga--qs ,

som er mindre end n. Endvidere gaelder, at m har to forskellige prim-
faktoroplgsninger; vi kan jo skrive

m=q-q-..."gs—P1-q2" ... s =N—P1-qz2" ... Gs

=p1-P2eDr—D1 Q2 Gs=D1- (D2 Pr— @2t Qs)



hvoraf det fremgar, at m har en primfaktoroplgsning indeholdende p;; men
af definitionen af m ovenfor fremgar, at m ogsa har en primfaktoroplgsning,
hvori p; ikke indgar (da p; jo ikke gar op i (g1 — p1)). Herved har vi opnéet
en modstrid. Pa tilsvarende made nas til en modstrid i tilfeeldet p; > ¢;.
Hermed er beviset fgrt. ¢

Eksempel 1.2. Tallet 1140 gnskes oplgst i primfaktorer. Det kan f.eks.
gores saledes: 1140 = 114 -10 = 2-57-2-5 = 2-3-19:2 -5 eller
1140 =190-6 =19-2-5-2- 3. Entydigheden sikrer, at man nar til samme
resultat (nemlig 22 - 3-5 - 19), uanset hvilke mellemregninger man velger.

Nar man kender primfaktoroplgsningen af et tal n, har man overblik over
samtlige divisorer i tallet; primfaktorerne i en divisor i n vil jo ga op i n og
dermed ifglge entydigheden forekomme i primfaktoroplgsningen af n. Kendes
primfaktoroplgsningen for to tal, kan deres stgrste faelles divisor findes som
produktet af de faelles primfaktorer i den laveste potens.

Ovelse 1.1. Opskriv samtlige divisorer i tallet 1140.

ODvelse 1.2. Oplgs tallet 13794 i primfaktorer.

Ovelse 1.3. Find stgrste felles divisor for tallene 1140 og 13794.

ODvelse 1.4. Find mindste faelles multiplum for tallene 1140 og 13794.
Ovelse 1.5. Gar 1140 op i tallet 81 -210-607 ?

Ovelse 1.6. Tallet 20! ender pa et antal nuller. Hvor mange?

Dvelse 1.7. 1) Gor rede for, at hvis et primtal p gar op i et produkt, gar
det op i mindst en af faktorerne. 2) Ggr rede for, at pastanden ikke geelder,

hvis p ikke er et primtal.

Ovelse 1.8. Bevis, at der for enhver veerdi af n € N geelder, at tallet n®—n
er deleligt med 6.



Ovelse 1.9. Lad tallet n have primfaktoroplgsningen n = p'ps? - ... - por.
Vis, at antallet af divisorer i n er (og + 1)(ag +1) - ... - (er + 1) .

2. Regning med kongruenser

Inden for maengden af hele tal Z defineres delelighed pa tilsvarende made

som i N: vi siger, at d € Z gar op i a € Z, og skriver d|a, hvis a = ¢ - d, hvor
g€ Z.

Definition 2.1. Lad n € N. Tallet a € Z siges at vaere kongruent modulo
n med tallet b € Z, og vi skriver

a=b (modn) ,

dersom
nlb—a .

Eksempel 2.1. Der geelder 7|21, —7|21 og 7|0 . Der gelder 3 = 24
(mod 7) og 3= —-11 (mod 7) .

Bemarkning. Bem®rk, at a =0 (mod n) er ensbetydende med at n|a.

Ovelse 2.1. For hvilke z € Z gelder z =3 (mod 7) 7
Dvelse 2.2. Hvad betyder a =b (mod 2) ?
Dvelse 2.3. Hvad betyder a=b (mod 1) ?

ODvelse 2.4. Hvordan kan man umiddelbart se pa to naturlige tal, om de
er kongruente modulo 107

Bemark, at den indfgrte relation er en ekvivalensrelation i Z, dvs. at den
har fglgende tre egenskaber:
(i) den er refleksiv, dvs.

a=a (modmn) ,



(ii) den er symmetrisk, dvs.
a=b (modn) = b=a (modn) ,
(iii) den er transitiv, dvs.
a=b (modn) Ab=c (modn) = a=c (modn) .

(Pastandene (i) og (i) eftervises let ved brug af definitionen; ved beviset for
(iii) benyttes omskrivningen (¢ —b) + (b—a) =c—a ).

For kongruens modulo n galder fglgende nyttige regneregler:

Saetning 2.1. Lad n € N. For alle a,b,¢,d € Z gelder:
1) a=b (modn) A d (modn) = a+c=b+d (modn) ,
2) a=b (modn) A d (modn) = a—c=b—d (modn) ,
3) a=b (modn) A d (modn) = a-c=b-d (modn) .
Bevis. 1) Da a = mod n) og ¢ = d (mod n), gelder n|b — a og
n|d — ¢, og dermed n|(b — a) + (d — ¢) = (b+ d) — (a + ¢) som gnsket. 2)
bevises tilsvarende. Til 3) anvendes omskrivningen bd—ac = b(d—c)+(b—a)c.
o
Seetningen fortaeller, at man i mange henseender kan regne med kon-
gruenser ligesom med almindelige ligninger: man kan legge dem sammen,
traekke dem fra hinanden og gange dem med hinanden. Bemserk specielt, at
man kan legge samme tal til eller trekke samme tal fra pa hver side af en
kongruens (det fremgar af ssetningens del 1 og 2 med ¢ = d):

ST 0o

R

a=b (modn) = a+c=b+c (modn) ,

a=b (modn) = a—c=b—c (modn) .

Det betyder, at man ganske som ved almindelige ligninger kan flyite et led
fra den ene side af en kongruens til den anden side ved at @ndre fortegn.
Man kan ogsd gange med samme tal pa hver side af en kongruens (benyt
seetningens 3. del med ¢ = d):

a=b (modn) = ca=cb (modn) .

NB! Bemark implikationspilens retning. Normalt kan man ikke ”komme
tilbage”. Det skyldes, at der ikke er en generel regel vedrgrende division og
kongruenser. Her kan det ga helt galt. (I afsnittet om primiske rester vender
vi tilbage til dette ”problem”.)



Eksempel 2.2. Vihar2-5=2-2 (mod 6), men ikke 5=2 (mod 6) .

Vedrgrende multiplikation fremhaeves fglgende ssetning:

Seetning 2.2. Lad n € N. For alle a,b € Z og alle k € N gelder
a=b (modn) = d*=b* (modn) .

Bevis. Seetningen bevises ved induktion. For £ = 1 er pastanden triviel.
Antag nu, at pastanden geelder for et vist k. Sa galder den ogsa for k + 1:
afa =b (modn) og a* =b* (mod n) fis nemlig (if. 3. del af setningen
ovenfor), at a-a® = b-b* (mod n), altsd at a**' = ¥ (mod n) som
gnsket. ©

Definitionen af kongruens modulo n kan udtrykkes pa en anden made.
Vi minder fgrst om division med rest: nar a € Z, kan a skrives som et helt
multiplum af n plus en rest r:

a=qn+r,qQ€Z,1r€EZL .

En ligning af denne form kaldes en divisionsligning. For givet n og givet a er
der mange mulige valg af ¢ og r. Hvis man kreever, at r € {0,....,n—1}, er r
(og dermed ogsa ¢q) entydigt bestemt; den pageldende veerdi af r kaldes den
principale rest ved division med n.

Satning 2.3. Ladn € N. For alle a,b € Z geelder da, at a = b (mod n),
hvis og kun hvis a og b giver samme rest ved division med n.

Bevis. Antag forst, at a og b giver samme rest ved division med n, altsa
at vi kan skrive a = ggn + 7 og b = gon + r. Heraf fas b —a = (g — q1)n
og dermed n|b — a. Hvis vi omvendt ved, at a =b (mod n), dvs. at vi kan
skrive b —a = kn, og a = gn +r, fas b = (k + ¢)n + r; b giver altsd samme
rest som a ved division med n. ¢

Eksempel 2.3. Vi vil bestemme den rest, som tallet 235 - 89367 . 113 giver
ved division med 5. Ved at regne modulo 5 og udnytte regnereglerne fra
setning 2.1 og 2.2 finder vi

23°.89%7.113 =3 (-1)*7.3=3.(3%)%.(-1)-3

=3.-(-1)*-(-1):3=-9=1 (mod 5) .



Resten modulo 7 findes pa tilsvarende made:
23%.89%7.113 = 2°.(—2)307.1 = 23.22.((-2)%)'%2.(-2)-1 = 8-4-(—8)'*2.(-2)-1

=1-4-(-1)'22-(-2)-1=-8=6 (mod7) .

Ovelse 2.5. Angiv samtlige Igsninger til hver af kongruenserne

z=4 (mod6) og z=4 (mod?5).

Dvelse 2.6. Bestem ved at regne modulo 10 det sidste ciffer i tallet

20047 — 672287 . 549 .

Ovelse 2.7. Lgs for n = 5 og for n = 6 hver af kongruenserne

2°=3 (modn) og 2°=4 (modn) .

Dvelse 2.8. 1) Ggr rede for, at hvis p er et primtal, geelder nulreglen for
kongruens modulo p, dvs.

a-b=0 (modp) = a=0 (modp) Vb=0 (modp) .

2) Gor rede for, at nulreglen ikke geelder, hvis p er et sammensat tal.

Dvelse 2.9. 1) Ggr rede for, at nar p er et primtal, gelder forkortningsre-
glen
ca=chb (modp) = a=b (modp)
forc£20 (mod p).
2) Gor rede for, at forkortningsreglen ikke geelder, nar p er et sammensat tal.

Dvelse 2.10. 1) Bevis, at nar p er et primtal stgrre end 2, har kongruensen
=1 (mod p)

precis to lgsninger i {0,...,p — 1} . (Vink: omskriv til (z — 1)(z +1) =0
(mod p) og brug nulreglen.)

2) Hvad sker der for p = 27

3) Find eksempler, der viser, at der kan vere mere end to lgsninger, hvis p
ikke er et primtal.



@velse 2.11. Undersgg kongruenser af typen z2 = @ (mod p), nar p er
et primtal. Hvad kan siges om antallet af lgsninger i {0,...,p — 1} ?

Et bergmt resultat inden for talteorien er Fermats lille setning.

Satning. (Fermats lille seetning). Lad p veere et primtal. Lad a € Z veere
et tal, som ikke er deleligt med p. Sa geelder

a?'=1 (modp) .

Beviset kan fgres pa grundlag af resultaterne i ovenstaende gvelser, men
da Fermats lille seetning er et specialtilfzelde af Euler-Fermats ssetning, som
vises senere, forbigas beviset her. (Og vi bygger naturligvis ikke pa ssetnin-
gen i det fglgende!).

Ovelse 2.12. (Om personnumre). Alle danske CPR-numre
€102C3C4C5C6 — C7C8CYC1Q
opfylder fglgende kongruensrelation modulo 11:
4ey + 3ca + 2¢3 4 Teg + 6¢5 + 5eg + 4er + 3cs +2¢9 + 10 =0 (mod 11) .

a) Check dit eget personnummer.
b) Er 040383-5125 et lovligt personnummer?

Som yderligere eksempler pa modulo-regning kan vi bevise nogle af de
velkendte delelighedsregler. Vi minder om, at tversummen af et tal defineres
som summen af dets cifre. I det fglgende vil vi betegne tveersummen af et
tal z med t(z).

Satning 2.4. (Om delelighed med 3). Et tal er deleligt med 3, hvis og
kun hvis 3 gar op i tallets tvaersum.
Bewis. Lad ag,a5_1,..., a1, a9 veere cifrene i det tal x, vi skal undersgge,
sa at
z=a; 10 +ap_ - 10"+ ... +a;-10+ap .

Da 10 = 1 (mod 3) og dermed 10° = 1 = 1 (mod 3) for alle ¢ =
0,1,...,k, geelder

IEEak'1+ak_1'1+...+a1'1+ao (m0d3),



dvs.

z =1t(z) (mod3) .
Det betyder, at tallet og dets tveersum giver samme rest ved division med 3.
Specielt fas altsa resten 0, hvis og kun hvis tveersummen giver resten 0. ¢

ODvelse 2.13. Bevis den tilsvarende regel for division med 9.

Dvelse 2.14. (Om 9-proven). 1 tidligere tiders regneundervisning, hvor
man ofrede megen omhu pa at leere eleverne at gange store tal fejlfrit sammen,
opfordrede man dem til at kontrollere deres resultater med ”9-prgven”, der
beskrives her: lad n og m veere de to tal, der skal ganges sammen, og lad r
veere det opnaede resultat. Dan den reducerede tvaersum 7T'(n), T'(m) og T'(r)
af hvert af tallene n, m og r. (At danne den reducerede tveersum betyder blot
at danne tveersum gentagne gange, indtil der fremkommer et 1-cifret tal. Nar
man danner den reducerede tveersum, kan man undlade at medregne 9-taller.
(Hvorfor?) ). Hvis r er det korrekte resultat, vil T'(r) veere den reducerede
tveersum af produktet T'(n) - T'(m).

a) Bevis dette.

b) Undersgg, om 3128 - 8214 = 25692392.

¢) Gor rede for, at man godt kan regne galt, uden at det afslgres af 9-prgven.
d) Geelder 9-prgven ogsa for addition?

@Dvelse 2.15. Den alternerende tversum af et tal dannes ved, at man skifte-
vis adderer og subtraherer cifrene i tallet (den alternerende tvaersum af 23758
er siledes 2 —3+7— 548 =9). Bevis, at et tal er deleligt med 11, hvis og
kun hvis 11 gar op i den alternerende tveaersum.

ODvelse 2.16. Hvordan undersgger man, om et tal er deleligt med 27 med
67 med 157 med 187 med 257

Ovelse 2.17. Gelder tvaersumsreglen for delelighed med 3 i 2-tals-systemet?
I 5-talssystemet? For hvilke veerdier af a galder reglen i a-tals-systemet?

For givet a € Z indfgres betegnelsen (a), for meengden af tal, der er
kongruente modulo n med a, altsa

(@), ={...,a—2n,a—n,a,a+n,a+2n,..} ;

denne mangde kaldes en restklasse, og a kaldes en representant for restk-
lassen. Bemerk, at

a=b (modn) & (a),=(b)n -



Hver restklasse indeholder netop ét element tilhgrende {0,...,n — 1} ; dette
kaldes den principale representant for restklassen. For givet n er der ialt n
forskellige restklasser.

Eksempel 2.4. Der gelder

(3)2 = maengden af ulige tal og (3)7 ={...,—11,—4,3,10,17,...}.
@velse 2.18. FEr (635422)14 = (635450)14 7

Dvelse 2.19. Angiv de principale repraesentanter for (67)s, (—1)s, (35)5 og
(—14366)5 .

3. Euklids algoritme

Hvis primfaktoroplgsningen af to tal foreligger, kan man let finde deres stgrste
feelles divisor. I princippet kan denne metode til at bestemme stgrste faelles
divisor altid benyttes, da jo alle tal kan oplgses i primfaktorer. Men i praksis
er dette langsommeligt for store tal. Her er Fuklids algoritme, som nu gen-
nemgas, mere effektiv. Euklids algoritme har ogsa teoretiske anvendelser.

Med (a, b) betegnes stgrste feelles divisor for to tal a,b € Z.
Lad nu a,b € N vere forelagt. Vi kan antage, at a > b. St 7y = b. Sa
kan vi opskrive divisionsligningen

a=qro+71, qIEN, 7"16{0,...,7"0—1} .

Det er klart, at enhver fzlles divisor for ry og 7 ogsa gar op i a; og da
1 = a — q1Tg, vil omvendt enhver felles divisor for a og b = ¢ ogsa ga op i
r1. Maengden af feelles divisorer for a og b er altsa lig med maengden af faelles
divisorer for ry og r1, og dermed er

(a,b) = (a,r0) = (ro,71) -

Hvis nu r; = 0, er (rg,71) = (r9,0) = 79, 0og bestemmelsen af stgrste felles
divisor er afsluttet. Hvis r; > 0, kan vi opskrive divisionsligningen

Tg = Q2T + T2, QQEN, 7"26{0,...,7"1—1} .

10



Som fgr kan vi argumentere for, at

(ro,71) = (r1,72) og dermed (a,b) = (r1,72) .
Hvis 7o = 0, er vi feerdige; ellers fortsaettes:

Tr=qsre+73, s €N, r3€{0,...,79—1} .

Sa er
(a,b) = (rq9,73) .

Denne proces fortssettes, indtil vi nar en rest r, = 0, hvilket vil indtrzeffe
efter et endeligt antal skridt, da talfglgen 7y, 71, 7o... er aftagende og bestar
af hele ikke-negative tal. Stgrste feelles divisor for a og b er da den sidst
mgdte positive rest:

(a,b) = (14-1,0) =181 -

En vigtig konsekvens af Euklids algoritme er fglgende

Saetning 3.1. Lad a,b € Z, og lad d vere stgrste faelles divisor for a og b.
Sa kan d skrives som en heltallig linearkombination af a og b, dvs. der findes
hele tal z og y med

d=zxa+yb .

Beuis. Det er tilstraeekkeligt at bevise pastanden for naturlige tal a og b.
Vi antager a > b og forestiller os divisionsligningerne opskrevet som ovenfor.
Bemeerk nu, at hver af de optreedende rester r; kan udtrykkes som heltal-
skombination af de to forudgaende rester og dermed, ved indseattelse, som
kombination af a og b. Specielt galder dette for d, der jo fremkommer som
den sidste rest. ©

Bemark, at tallene z og y i setningen ovenfor ikke er entydigt bestemt.
(Hvis tallet m er deleligt med bade a og b, kan vi skrive m = aa; = bb; og
dermed gaelder d = (z — a1)a + (y + b1)b ).

Eksempel 3.1. Vi vil finde stgrste faelles divisor for tallene 1078 og 70. Vi
opskriver divisionsligningerne

1078 =15-70 + 28

70=2-28414
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28=2-1440 .

Altsa er (1078,70)=14 . Ved at ga bagleens i ligningerne ser vi, at vi kan
udtrykke 14 som heltallig linearkombination af 1078 og 70 :

14=70-2-28=70-2-(1078 —15-70) = —2- 1078 + 31 - 70 .

ODvelse 3.1. Bestem stgrste felles divisor for tallene 1140 og 13794 ved
hjelp af Euklids algoritme. (Sml. gv. 1.3).

Ovelse 3.2. Lad a,b € Z. For hvilke veerdier af ¢ € Z har ligningen
az + by = c heltallige lgsninger?

Ovelse 3.3. Find hele tal z og y med 209z + 628y = 13 .

4. Primiske rester

Vi vil nu indfgre et vigtigt begreb.

Definition 4.1. To tal a,b € Z siges at veere primiske , hvis
(a,b) =1 .

Tallene a og b er altsa primiske, hvis deres stgrste feelles divisor er 1, dvs.
hvis de ikke har nogen faelles primfaktor. Bemaerk, at hvis a og b er primiske,
findes der if. seetning 3.1 hele tal x og y med za + yb = 1.

Lad nu n € N . Et tal, der er primisk med 7, kaldes en primisk rest mod-
ulo n. De primiske rester spiller en sarlig rolle, nar man regner modulo n.
Disse tal kan man nemlig i en vis forstand ”dividere” med i forbindelse med
kongruenser, og de far derved en stilling, der svarer til tallene forskellige fra
0 i forbindelse med almindelig regning. NB: den ”division”, vi skal indfgre,
er tkke den ssedvanlige division - men den kan bruges i forbindelse med kon-
gruenser pa samme made som almindelig division kan bruges i forbindelse
med almindelige ligninger.

Vi vil nu undersgge begrebet lidt. Vi samler en raekke vaesentlige egensk-
aber i fglgende setning:

Satning 4.1. Lad n € N. For alle a,b,x,y € Z geelder
1) egenskaben at veere primisk med n bevares ved kongruens, dvs.

(a,n) =1 A a=b (modn) = (bn)=1
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2) egenskaben bevares ved multiplikation, dvs.
(a,n)=1 A (byn)=1 = (ab,n)=1
3) forkortningsreglen gelder for primiske rester, dvs.
(a,m)=1 AN az=ay (modn) = z=y (modn)
4) hver primisk rest har en multiplikativ invers, dvs.
(a,n)=1 = Fd€Z:da=1 (modn) ;

endvidere gelder, at ethvert inverst element a’ til a selv er en primisk rest,
og at a' er entydigt bestemt panser kongruens modulo n.

Bewvis. 1) Stgrste faelles divisor d for b og n vil gd op i b — a (da d|n og
n|b—a ) og dermed i a (da d|b og d|b—a ) og altsé veere faelles divisor for a og
n; men sa er d = 1, hvilket skulle vises. 2) Det er klart ud fra entydigheden
af primtalsoplgsningen af tal, at enhver primdivisor i ab ma veere primdivisor
i enten a eller b; et primtal, der gar op i bade ab og n, vil altsa veere felles
divisor for enten a og n eller b og n, og dette er i modstrid med antagelsen
(a,n) =1 og (b,n) =1 . 4) Inden beviset for 3) bevises eksistensdelen af
pastand 4): da (a,n) =1, findes hele tal z og y med

za+yn=1 .
Men sa kan vi bruge z som d/, idet jo
za=za+yn=1 (modn) .
3) Lad a' veere et inverst element til a; sa geelder
z=1l-z=da-z=d-ax=d-ay=da-y=1-y=y (modn).

4) Her bevises resten af pastand 4). Entydigheden er nu klar ud fra forkort-
ningsreglen: hvis a| og a!, begge er inverse til a, gelder aja = aba (mod n)
og dermed ved forkortning @} = ay (mod n). At ¢’ ngdvendigvis er primisk
med n, indses saledes: stgrste feelles divisor d for o’ og n gér opid'a—1 (da
jon|ld'a—1) og dermed i1 (da d|a'a og dla'a—1). Mensderd=1. ¢

Ved hjelp af inverse elementer kan man lgse ”fgrstegrads-kongruenser”:
hvis a er en primisk rest modulo n og a' dens inverse, gelder

ar+b=c (modn) & azx=c—b (modn)

sdar=d(c—-b) (modn) & z=d(c—0b) (modn)
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Eksempel 4.1. Da2-3 =1 (mod 5), er 3 inverst til 2, nar vi regner
modulo 5. Kongruensen 2z + 34 =13 (mod 5) kan da lgses saledes:

20 +34=13 (modb) <2z —-1=3 (mod 5)
S2r=4 (mod5)<ez=3-4 (modb)<xz=2 (mod?) .

Ovelse 4.1. Angiv samtlige primiske rester modulo 15. Angiv for hver
primisk rest dens inverse modulo 15.

ODvelse 4.2. En person har skrevet sit personnummer ned. Et af cifrene er
desveerre ulaeseligt. Kan problemet klares?

Dvelse 4.3. Find et inverst element til 32 modulo 85. (Benyt Euklids
algoritme).

Dvelse 4.4. 1) Ggr rede for, at der for ethvert n stgrre end 1 geelder, at
tallene 1 og n — 1 er primiske rester modulo n, og at de er inverse til sig selv
(dvs. de opfylder z2=1 (mod n) ) .

2) Ggr rede for, at hvis n er et primtal, sa er 1 og n — 1 de eneste tal i
{1,...,n — 1} med den nzevnte egenskab.

Definition 4.2. En restklasse modulo n kaldes primisk, hvis dens repraesen-
tanter er primiske med n.

Bemark, at hvis én repraesentant for en restklasse er primisk med n,
gelder det samme for alle repraesentanter (ifglge forste del af seetningen oven-
for).

Som et eksempel pa anvendelsen af inverse elementer vises

Satning 4.2. (Wilson’s setning.) For ethvert primtal p geelder

(p—1)=-1 (modyp) .

Bevis. Forp=2fas (p—1)!=1= -1 (mod 2). Lad nu p vere et primtal
stgrre end 2. Vi danner produktet

(p—1=1-2-3-..-(p—1)

og bemarker, at der til hver faktor a i produktet ogsd ma forekomme en
multiplikativ invers a' til ¢ (der findes jo et inverst element til a, og a' kan

14



veelges som en repraesentant i {1,...,p— 1} ). Ifpglge gvelsen ovenfor er a # o'
undtagen for tallene 1 og p— 1. Idet a-a’ =1 (mod p) , har vi derfor

2:3-..-(p—2)=1 (modp) ,

og dermed
p—-D=1-(p—1)=-1 (mod p)
som gnsket. ¢

5. Eulers ¢-funktion og Euler-Fermats saetning

I dette afsnit vil vi indfgre en vigtig talteoretisk funktion, nemlig Eulers
p-funktion, og benytte denne til at generalisere Fermats lille ssetning. Vi
definerer nu Eulers ¢-funktion som en afbildning fra N til N ved fglgende

Definition 5.1. For n € N betegnes med ¢(n) antallet af primiske rest-
klasser modulo n.

Som reprasentanter for restklasserne er det naturligt at vaelge tal i
{1,...,n — 1} (0 kommer ikke pa tale, da 0 ikke er primisk med n).

Eksempel 5.1. Der findes 8 primiske restklasser modulo 15, nemlig de 8
restklasser givet ved repraesentanterne 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14. Derfor er
©(15) = 8. Der geelder p(4) = 2.

Dvelse 5.1. Bestem ¢(2), ..., ¢(16).

For primtal er det let at opskrive veerdien af Eulers ¢-funktion:

Satning 5.1. For et primtal p galder
op)=p-1 .

Bevis. Alle tallene 1,...,p — 1 er primiske med p. ©

Nedenfor (sstn. 5.4) beviser vi, hvordan verdien af Eulers ¢-funktion
kan findes, nar man kender tallets primfaktoroplgsning. Fgrst to hjeelpere-
sultater:
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Saetning 5.2. For et primtal p og for « € N geelder

o) =p* - (p-1) .

Bevis. Néar man fra tallene {1,2,...,p%} fjerner alle de p®~! multipla af
p, bliver netop de primiske rester tilbage. Deres antal er altsa ¢(p®) =

p*—p* "t =p*tp-1). 0

Saetning 5.3. Lad k,m € N vere indbyrdes primiske. Sa geelder

p(k-m) = (k) - o(m) .

Bevis. St n = k-m. Da k og m er primiske, er ¢(n) netop antallet
af tal 1 {0,..n — 1}, der er primiske med bade k£ og m. Vi vil optelle de
pageeldende tal. For at fa overblik opstiller vi tallene fra 0 til n — 1 i dette
skema:

0 1 2 oo k-1

k k+1 k+2 - k+(k-1)

2k 2k+1 2k+2 . . 2k+(k-1)
(m-1)k  (m-1)k+1 (m-1)k+2 . . (m-1)k+(k-1)

Bemerk nu fgrst, at forste raekke indeholder ¢(k) tal primiske med k. De
gvrige tal primiske med k befinder sig (af kongruensgrunde) lodret under
disse. De tal, der er primiske med k, er altsd samlet i (k) sgjler. Vi vil
nu bevise, at der i hver sgjle er netop ¢(m) tal primiske med m. Tallene
i en tilfeeldigt valgt given sgjle er pa formen ¢k + 7, ¢ € {0,...,m — 1}.
Hvis 1k +7 = g2k + 7 (mod m) for q1,¢92 € {0,...,m — 1}, vil m ga op i
(g1 —q2)k, og dermed, da m er primisk med k, i ¢; — g2, hvorfor ¢; = go. Dette
viser, at de m tal i sgjlen repraesenterer m forskellige restklasser modulo m;
fplgelig er netop p(m) af disse tal primiske med m. Ialt er der altsé i skemaet
(k) - ¢(m) tal, der er primiske med bade k og m. ©

Eksempel 5.2. Resultaterne fra eks. 5.1 kan nu (gen)findes saledes: ¢(15) =
P(3)p(3) =2-4=80g p(4) = p(2?) =2'-1=2.

Ovelse 5.2. Gennemfgr beviset for seetn. 5.3. i tilfeeldet £ = 15 og m = 4.
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Dvelse 5.3. Bevis, at ¢(pg) = (p — 1)(¢ — 1), nér p og ¢ er to forskellige
primtal.

Det fgrste hovedresultat i dette afsnit er fglgende udtryk for ¢-funktionen:

Satning 5.4. Hvis n € N har primfaktoroplgsningen p{" - p5® - ... - p27 , sa

er 1 1
pn)=n-1——)-...- (1 ——
(== ) (1= )
a1—1 ar—1

=p'" - pr (e - 1)
Bevis. Med brug af seetn. 5.3 og s&tn. 5.2 fas

(n) =@ -p5* - ... pi7)

= p(pt) - e(3?) - ... ()
=p (1) pd (o —1)

Ved at saette p; uden for parentes i hver faktor og gange sammen fas udtrykket
pn)=n-(1- 1) .-(1= )0

Vi formulerer det andet hovedresultat 1 dette afsnit:

Satning 5.5. (Euler-Fermat). Lad n € N og a € Z . Hvis a er primisk
med n, gelder
a?™ =1 (modn) .
Bewis. Lad
A1y enny aw(n)
veere repraesentanter for de ialt ¢(n) primiske restklasser. Betragt endvidere
de p(n) tal
Q- A1y -y A ()

Ifglge seetningen om regning med primiske rester er disse ¢(n) tal selv prim-
iske rester, og ifglge forkortningsreglen repraesenterer de forskellige restk-
lasser. De repraesenterer altsa netop samtlige primiske restklasser, og deres

produkt vil derfor vaere kongruent med produktet af samtlige de oprindeligt
valgte repraesentanter:

Q01" e O Gpn) = QL e * Qp(n) (mod n) .
Vi har altsa ved ombytning af faktorernes orden pa venstre side

a‘p(") @y ... a(p(n) =day ... a<p(n) (mOd TL) y



hvoraf ved forkortning
™ =1 (modn) .o

Af Euler-Fermats satning fas som specialtilfaelde den tidligere naevnte
Fermats lille ssetning. For et primtal p er jo ¢(p) = p — 1, og Euler-Fermats
setning udsiger da netop, at

a?'=1 (mod p)

for alle a, som ikke er delelige med p.

Bemaerkning. Nar ¢(n) kendes, fas via Euler- Fermats seetning en repraesen-
tant for det inverse element til a, nemlig a®™~!: satningen siger jo netop,
at produktet af dette tal og a er kongruent med 1.

Eksempel 5.3. Det inverse til 2 modulo 5 er
2001 =91l = = (mod5) .

else 5. . Find det inverse til modulo 1 .

else 5.5. s, at

= (mod ¢(n)) a =a (modn) .

Et talset (¢ ), hvor a 0g a =, kaldes et
talseet (eller tripel). Et tripel (¢ ) med egenska en, at a, og ikke har
nogen felles divisor st rre end 1, kaldes

Ethvert talsset af formen ( — 2 ) er p thagoraisk, idet der
geelder
(-) @)="-2 ! ="' 2 t=( )
Nedenfor vises, at ethvert p thagoraisk talset er af denne form

(endda med visse restriktioner pd4 og ). Dermed er alle p thagoraiske
talseet estemt, idet et vilkarligt p thagoraeisk talset kan dannes ud fra et
primitivt ved multiplikation.



























