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TALTEORI

Wilsons saetning og Euler-Fermats saetning.

Disse noter forudsaetter et grundlaeggende kendskab til talteori som man kan fa i Marianne
Terps og Peter Trosborgs noter om talteori.

Noterne vil primeert introducere forskellige opgaveteknikker hvor man skal benytte Wilsons
seetning eller Euler-Fermats saetning.

1 Wilsons saetning

I Marianne Terps og Peter Trosborgs noter om talteori er Wilsons saetning bevist sa her
refererer vi den blot.
1.1 Wilsons satning

For ethvert primtal p gaelder
(p—1)!=—1 (mod p).

1.2 Eksempel

Wilsons s&etning kan bl.a. benyttes til at vise at hvis p er et primtal som har rest 1 ved

division med 4, da er —1 kvadratisk rest modulo p, dvs. at ligningen 22 = —1 (mod p) har

en lgsning.
Lad nemlig p veere et primtal pa formen p = 4m + 1. Ifglge Wilsons seetning gaelder

“1=@p-1)'=1-2-...-2m-(=2m) -...- (=2) - (=1) = ((2m)")? (mod p).
Dvs. at ((2m!)2 = —1 (mod p), og dermed ses at —1 er kvadratisk rest modulo p. Senere
skal vi se at —1 ikke er kvadratisk rest modulo primtal pa formen 4m + 3.
1.3 Opgave

Bestem samtlige naturlige tal n for hvilke n gar op i (n — 1)! + 1.

1.4 Opgave

Er det muligt at dele en meengde bestaende af ti pa hinanden fglgende naturlige tal
i to disjunkte delmaengder, som samlet indeholder alle ti tal, saledes at produktet af
elementerne i hver af de to delmaengder bliver det samme tal?

2 Euler-Fermats satning

I talteori opgaver hvor der indgar potenser, kan det veere en hjelp at kende Euler-Fermats
seetning. Seetningen er bevist i Marianne Terps og Peter Trosborgs noter om talteori sa
her refererer vi den blot.

2.1 Euler-Fermat
Lad n veere et naturligt tal, og a et helt tal saledes at (a,n) = 1. Da geelder

a®™ =1 (mod n).
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2.2 Fermats lille saetning

Fermats lille seetning er et specialtilfeelde af Euler-Fermat:
For et primtal p og et helt tal a hvor (p,a) = 1, geelder

a?~ ! =1 (mod p).

2.3 Eksempel

Euler-Fermats saetning kan bl.a. benyttes til at reducere potensen hvis man fx gnsker at
udregne 602 (mod 25). Da ¢(25) = ¢(5%) = (5 — 1)5 = 20, er 6192 = 62(62°)8 = 62 = 11
(mod 25).

2.4 Inverse elementer

Hvis a og n er to indbyrdes primiske hele tal, da kan Euler-Fermats saetning benyttes til at
konstruere en invers til a (mod n). En invers til a er et helt tal a~! som opfylder a-a~! =
(mod n). Ifplge Euler-Fermats szetning er a®™ =1 en invers til a da a®™ =1 (mod n).

2.5 Saetning
Lad (a,n) = 1, og antag at " =1 (mod n). Da gelder at
al®Mm) =1 (mod n).

BEVIS: Den stgrste faelles divisor af to tal kan altid skrives som en linearkombination af
tallene, dvs. der findes hele tal s og t sa (¢(n), m) = s¢(n) + tm. Dermed er

alomm) — gsom+tm — (#(m))s(gm)t = 1 (mod n).

2.6 Eksempel

Findes der et helt tal n hvis cifre er lutter 1-taller séledes at n er delelig med 19997
Ja, det kan man benytte Euler-Fermats sactning til at vise. Da 1999 er et primtal, er
$(1999) = 1998. Der gaelder nu at

101998 =1 (mod 1999).

Dermed gar 1999 op i 10199 — 1 =9.1111111...111, og da (1999,9) = 1, ma 1999 g op
N—_————

1998
i1111111...111.
| — A ——

1998
Opgaven kan faktisk ogsa lgses alene ved brug af skuffeprincippet og simple overvejelser
om rester.

2.7 Opgave

Vis at hvis m er et naturligt tal der ikke er delelig med 2, 3 eller 5, da findes et helt tal n
hvis cifre er lutter 1-taller saledes at n er delelig med m.

2.8 Opgave

Lad a og n vaere to indbyrdes primiske hele tal. Vis at hvis m er det mindste naturlige tal
sa
a™ =1 (mod n),

da er m divisor i ¢(n).
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2.9 Opgave

Lad m veere et ulige naturligt tal, og betragt fglgen ag = m og a, = 2a,—1 + 1 for n € N.
Vis at der findes uendeligt mange tal i fglgen som er delelige med m.

2.10 Opgave

Antag at n,k > 2 er to naturlige tal.
Vis at da er mindst et af tallene p = n + k" og ¢ = nk®*"~1 4+ 1 ikke et primtal.

2.11 Opgave
Bestem alle naturlige tal n, saledes at 3" + 1 er delelig med n?. (Baltic Way 2006)

3 Primtal pa formen p =4m + 3

Primtal af formen p = 4m 4+ 1 og primtal af formen p = 4m + 3 har forskellige egenskaber,
og her vil vi se pa et par af disse.

3.1 Seetning
Der galder at —1 er kvadratisk rest modulo primtal pa formen p = 4m + 1, mens —1 ikke

er kvadratisk rest modulo primtal pa formen p = 4m + 3.

BEVIS: Vi har tidligere set at —1 er kvadratisk rest modulo primtal p pa formen p =
4m + 1. Antag nu at der findes et helt tal 2 si 22 = —1 (mod p), hvor p = 4m + 3. Dette

giver at
x4m+2 — ($2)2m+1 = (_1)2m+1 =_1 (HlOd p)7

men ifglge Euler-Fermat er 4%2 =1 (mod p), hvilket er en modstrid.

3.2 Seetning
Lad p veere et primtal pa formen p = 4m + 3. Hvis p gar op i summen af to kvadrattal

a® 4+ b2, da gar p op i bade a og b.

BEVIS: Antag at a® + > = 0 (mod p), og at a ikke er delelig med p. Da findes en
invers ¢! til @« modulo p, og dermed har vi

a*(a™ )2 + %@ 1)? = 0 (mod p).

Dette giver
1+ (ba™H? =0 (mod p),

hvilket er en modstrid da —1 ikke er kvadratisk rest modulo p. Derfor ma p ga op i a og
dermed ogsa i b.

3.3 Korollar

Et specialtilfzelde af ssetningen er at et primtal p pa formen p = 4m + 3 ikke kan skrives
som sum af to kvadrattal. Primtal pa formen p = 4m + 1 kan derimod altid skrives som
sum af to kvadrattal, og det skal vi se naermere pa om lidt.
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3.4 Opgave

Om et helt tal n oplyses at n er kvadratfrit, og at samtlige primfaktorer i n er pa formen
4m + 3.(At et tal er kvadratfrit betyder at alle primtal i primfaktoroplgsningen indgar i
1. potens.)

Vis at n ikke kan skrives som sum af to kvadrattal.

3.5 Opgave

Vis at n? + 3 ikke er et kubiktal for noget naturligt tal n. (Vink: Udnyt ovenstaende teori
samt at m® + 1= (m+ 1)(m? —m+1).)

For at bevise at primtal pa formen p = 4m + 1 kan skrives som sum af to kvadrater,
har vi brug for felgende szetning.

3.6 Thues satning

Lad n veere et helt tal storre end 1, og lad k veere det mindste hele tal sa k > /n, dvs. at
k—1</n.
Antag at a er et tal som er primisk med n. Da findes hele tal z og y, x,y € {1,2,...,k—1},
sa

ay =z (mod n) eller ay = —z (mod n).

BEVIS.
Betragt alle tal pa formen ay’ + 2’ hvor 2/,y' € {0,1,2,...,k — 1}. Da der er k% > n par
2',1/, findes ifplge skuffeprincippet mindst to par sa ay’ + 2’ har samme rest modulo n.
Der findes altsa z1,x2,y1,92 € {0,1,2,...,k — 1}, sd a(y1 — y2) = 2 — 21 (mod n), hvor
x1 # 22 eller y1 # yo.
Antag at x1 = z2. Da vil n ga op i a(y1 — y2), og da (a,n) =1 vil n ga op i y1 — ya, dvs.
y1 = y2 da yp,y2 € {0,1,2,...,k — 1}. Hvis vi antager at y; = ya, far vi tilsvarende at
x1 = x9. Dermed er

0<|xy—m2|,|ly1 —y2| <k —1.

Seet nu y = |y1 — y2| og * = |r1 — x2|. Daer

ay = = (mod n) eller ay = —z (mod n).

3.7 Opgave

Lad p veere et primtal pa formen p = 4m + 1. Udnyt Thues ssetning samt at —1 er
kvadratisk rest modulo p, til at vise at p kan skrives som sum af to kvadrater.

3.8 Opgave

Hvilke positive hele tal n kan skrives som sum af to kvadrater? (Bemaerk at nul ogsa regnes
for et kvadrat)
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4 Lgsninger

Opgave 1.3 Hvis p er et primtal, geelder ifplge Wilsons saetning at (p — 1)! = —1 (mod
p), dvs.pgaropi (p— 1)+ 1.

Hvis n ikke er et primtal, findes et primtal p som gar op i n, hvor p < n. Da p gar op i
(n — 1)1, kan p og dermed heller ikke n ga op i (n — 1)! + 1.

Opgave 1.4 Vi viser indirekte at svaret er nej. Antag at meengden S = {n,n+1,...,n+9}
kan deles i to disjunkte meengder Sy og Sy saledes at produkterne m; og 7o af henholdsvis
elementerne i S7 og Sy er ens. Blandt ti pa hinanden fglgende tal kan hgjst et vaere deleligt
med 11, men hvis et af tallene var deleligt med 11, ville de to produkter ikke veere ens. Tal-
lene i S repraesenterer saledes restklasserne 1,2, ..., 10 modulo 11. Ifglge Wilsons szetning
geelder nu at

72 = mm = (11 —1)! = —1 (mod 11).

Men der er ingen rester modulo 11 der opfylder ligningen 22 = —1 (mod 11), hvilket er en
modstrid. Dermed er antagelsen forkert.

Opgave 2.7 Da (m, 10) = 1, geelder ifgplge Euler-Fermat at
10°™) =1 (mod m).

Dermed gar m op i 1090 — 1 = 32.1111111...111, og da (m,3) = 1, ma m ga op i
—_—

¢(m)
1111111 ...111.
—_—

p(m)
Opgave 2.8 Ifplge Seetning 2.5 ved vi at hvis ™ = 1 (mod n), da er a(™?™) =1 (mod

n). Hvis m er det mindste naturlige tal som opfylder ™ =1 (mod n), ma (m, ¢(n)) = m.
Dermed er m divisor i ¢(n).

Opgave 2.9 Bemerk forst at
an+1=2(a,_1+1)=2%(ay o04+1)=---=2"(ag + 1) = 2"m + 2"

Dermed er a, = 2"m + 2" — 1. Da ged(m, 2) = 1, er 2™ =1 mod m.
For n = k¢(m) er

an=2"m+2"—1=(2°M)* _1=1-1=0mod m.
Dermed er der uendelige mange tal i fglgen som er delelige med m.

Opgave 2.10 Hvis p ikke er et primtal, er vi feerdige. Antag derfor at p er et primtal. Da
(p, k) = 1, geelder ifplge Euler-Fermats saetning at

g=nk® 141 = (p—kMkP " 4 1= kP~ 41 =0 (mod p).
Da k,n > 2, er ¢ = nk®" =Y 41 > n + k™ = p. Heraf fplger at ¢ ikke er et primtal.

Opgave 2.11 Hvis n er lige, er 3" +1 = 1+ 1 = 2 (mod 4), og dermed er 3" + 1
ikke delelig med n.
Antag nu at n er ulige, og at 3" + 1 er delelig med n?. Det er klart at n = 1 opfylder
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betingelsen, sa vi antager yderligere at n > 1. Lad p veere den mindste primdivisor i n.
Ifplge antagelsen gar p op i 3%" — 1 = (3" 4+ 1)(3" — 1), og ifglge Euler-Fermat gar p op i
371 — 1. Fra Seetning 2.5 ved vi nu at p gar op i 3P~ —1 =32 — 1 = 8, hvilket er en
modstrid. (Bemserk at (2n,p — 1) = 2 da p er den mindste primdivisor i n). Dermed er
n = 1 den eneste lgsning.

Opgave 3.4 Antag at a® + b2 = n, og lad n = p1pa...ps. Da er a®> + > = 0 (mod
p;) for allei =1,2,...,s. Ifplge Seetning 3.2, ma p; ga op i bade a og b, dvs. at n gar op i
a og b hvilket er en modstrid.

Opgave 3.5 Antag at n? + 3 = m?>. Hvis man betragter ligningen modulo 8, ser man
ved at gennemga de mulige restklasser for n og m at n ma vere lige samt at m har rest 3
modulo 4. Ifglge antagelsen er

n?+22=m+1=(m+1)(m*—m+1).

Desuden er m? —m +1 =32 -3+ 1 =3 (mod 4), dvs. at der findes en primdivisor p i
m? —m + 1 som har rest 3 modulo 4. Dermed er n? 4 22 = 0 (mod p), og ifglge Seetning
3.2 ma p ga op i 2. Dette er en modstrid, og dermed er antagelsen forkert.

Opgave 3.7 Vi ved at der findes et helt tal z s& 22 +1 = 0 (mod p). Da (z,p) = 1,
findes ifplge Thues seetning hele tal z og y, 0 < z,y < \/p, sa

zy = x (mod p) eller zy = —x (mod p).
Da 22 +1 =0 (mod p), ma (yz)?> + y*> = 0 (mod p), og dermed
22 + 9% =0 (mod p).
Da 0 < 22 4+ y? < 2p, ma 22 + 3% = p.

Opgave 3.8

De tal der kan skrives som sum af to kvadrater, er netop tal med primfaktoroplgsning
n=2"pdpe? - p2rglt gy - g,

hvor p; =1 (mod 4), ¢; = 3 (mod 4), og hvor fy, ..., 5, er lige.

Fgrst bemeerker vi at hvis to tal kan skrives som sum af to kvadrater, da kan deres produkt

ogsa skrives som sum af to kvadrater:

(a® 4+ b*)(? 4+ d?) = a®c® + a®d® + b*c? + b2d? = (ac + bd)? + (ad — be)?.

Da 2, alle primtal pa formen 4m + 1 samt alle kvadrater kan skrives som sum af to
kvadrater, kan alle tal pa ovenstaende form dermed skrives som sum af to kvadrater.
Antag at n = a®+b%, og at primfaktoroplgsningen for n indeholder et primtal ¢ hvor ¢ = 3
(mod 4). Da ¢ gar op i en sum af to kvadrater, vil ¢ ifolge seetning 3.2 ga op i bade a og b.
Dermed vil ¢% ga op i a® + b?> = n. Vi reducerer nu n, a® og b*> med ¢* og far a3 + b2 = n;.
Hvis ny er delelig med ¢, kan vi gentage proceduren en gang til og se at ¢ vil ga op i n;.
P& denne méade indses at ¢ indgar i primfaktoroplgsningen for n i en lige potens.



