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TALTEORI

Primfaktoroplgsning og divisorer.

Disse noter forudsatter et grundleeggende kendskab til talteori som man kan fa i Marianne
Terps og Peter Trosborgs noter om talteori.

Noterne vil primeert introducere forskellige opgaveteknikker hvor man skal se pa primfak-
toroplgsning og divisorer.

1 Primfaktoroplgsning

Ifglge aritmetikkens fundamentalssetning kan ethvert naturligt tal stgrre end 1 primfak-
toroplgses pa entydig méade, og dette er grundlaget for hele talteorien.
1.1 Saetning

Et naturligt tal n stgrre end 1 med primfaktoroplgsning

a1, 02 «
n=p; Py - -DPp"

har (1 + a1)(1+ ag) ... (1 + ) forskellige divisorer.

BEVIS. Enhver divisor i n er pa formen

P ple,

hvor 8; € {0,1,...,a;}. Dermed har nialt (14+aq)(14+a2) ... (1+a,,) forskellige divisorer.

1.2 Eksempel

Denne seetning medfgrer eksempelvis at samtlige tal med netop p divisorer hvor p er et
primtal, netop er alle (p-1)’te potenser af primtal.

1.3 Opgave

Et naturligt tal n, som hgjst er 500, har den egenskab at nar man vaelger et tal m tilfseldigt

blandt tallene 1,2,3,...,499, 500, sa er sandsynligheden Wlo for at m gar op i n.

Bestem den stgrst mulige vaerdi af n. (Georg Mohr-Konkurrencen 2006)

1.4 Opgave

Lad n veere produktet af samtlige tal mindre end en million med praecis 9 divisorer.
Vis at n er et kvadrattal.

2 Divisorer

I mange typer opgaver kan det betale sig at se pa hvilke mulige divisorer et udtryk kan
have eller finde stgrste fzelles divisor for to udtryk.
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2.1 Eksempel

I dette eksempel vil vi vise at hvis a, b, c og d er naturlige tal saledes at ab = cd, da er
a+b" 4" +d" et ssmmensat tal for alle naturlige tal n. Nar vi skal vise at a”4+b"+c"+d"
er sammensat, skal vi gerne kunne faktorisere udtrykket, og derfor gnsker vi at se pa hvilke
feclles faktorer a, b, c og d har. Da ab = cd, kan vi se at en primdivsor i a ogsa er divisor
i c eller d. Dette udnytter vi til at indse at der findes naturlige tal r, s,u og v sa a = ru,
b= sv, c =1rs og d=wuv. Nu har vi klarlagt sammenhsngen mellem de fire tal og kan
derfor faktorisere:

a+ b+ "+ d ="+ s s ™ = (" 4 o™ (8™ u).

Da begge faktorer er stgrre end 1 for alle naturlige tal n, er a™ + 0" 4+ ™ 4+ d" et sammensat
tal.

2.2 Opgave

Om tre naturlige tal a, b og c geelder at a er ulige, og at a, b og c ikke har en fzelles divisor
stgrre end 1. Desuden er

2+1_1
a b ¢

Bevis at abc er et kvadrattal.

2.3 Stgrste faelles divisor

D2en storste feelles divisor og regnereglerne for den kan fx benyttes til at vise at brgken
"nj fQ:Ll er uforkortelig for alle naturlige tal n, da dette er ensbetydende med at stgrste
feelles divisor mellem tacller og nsevner er 1. Der galder som bekendt fglgende regneregel

for den stgrste faelles divisor

gcd(a,b) = ged(a, b —ma),m € Z.
Dermed er
ged(n* +n—1,n*+2n) = ged(n*+n—1,n*+2n— (n*+n—1)) = ged(n*+n—1,n+1) =

ged(n®* +n—1—n(n+1),n+1) =ged(-1,n+1) = 1.

2.4 Opgave

Vis at brgken
n3 + 2n

nt4+3n2+1

er uforkortelig for alle hele tal n.

2.5 Opgave

Lad a,, = n% + 500 og g(n) = gcd(an, any1). Vis at g er en begraenset funktion, og bestem
den stgrste veerdi af g.
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2.6 Eksempel

Nu skal vi se et eksempel pa hvordan man ogsa i forbindelse med at bestemme stgrste
feelles divisor kan benytte moduloregning.

Lad a, m og n veere naturlige tal, hvor m er ulige, og = > 1.

Vi vil nu bestemme ged(a™ — 1,a™ + 1).

Seet ged(a™ —1,a" +1) = d. I stedet for at forspge at reducere dette udtryk regner vi a™
modulo d pa to forskellige mader da det kan give os informationer om d.

a" = (a™)"=1"=1 mod d.

Desuden er
a" = (a")"=(-1)" = —1 mod d.

Dermed er d = 2 nar a er ulige, og d = 1 nar a er lige.

2.7 Opgave

Bestem samtlige naturlige tal n,m > 2 for hvilke 2" — 1 gar op i 2™ + 1.

3 Potenser af heltal som divisorer

Nar divisorerne er potenser af heltal, kan man udnytte dette.

3.1 Eksempel
I dette eksempel skal vi se pa hvordan man udnytter at en potens af et helt tal er divisor
i et produkt. Hvis vi ser pa ligningen

r(z+1)=y",

kan vi se at hvis der findes en heltallig lgsning, da ma bade x og x + 1 veere n’te potenser
af et helt tal da to pa hinanden fglgende hele tal ikke har nogen falles divisorer. Men da
mal=x+4+1—x=>5"—a" hvilket ikke kan lade sig ggre nar n > 1.

Vi udnytter altsa her at to pa hinanden fglgende tal ikke har nogen faelles divisorer, til at
indse at ligningen ikke har nogen heltallige lgsninger. I det hele taget kan man udnytte at
feelles divisorer for n og n + a ogsa er divisorer i a.

3.2 Opgave

Vis at ligningen
23+ 3 =dy(y+1)

ikke har nogen heltallige lgsninger.

3.3 Opgave

For hvilke naturlige tal m og n, hvor m er ulige, er m™ + 1 et kvadrattal?



Primfaktoroplgsning og divisorer, oktober 2008, Kirsten Rosenkilde 4

3.4 Opgave
Vis at der ikke findes naturlige tal x,y og n, n > 1, for hvilke
zx+1)(z+2)=y"

Bemaerkning
Generelt geelder at k pa hinanden fglgende tal, k£ > 1, aldrig er en n’te potens af et helt
tal, nar n > 1.

3.5 Opgave

Bestem alle naturlige tal n for hvilke n2"~! 4 1 er et kvadrattal.
3.6 Opgave
Bestem alle par = og y af hele tal for hvilke

14+2% 4+ 2233+1 — y2.

(IMO 2006)



