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TALTEORI

Primfaktoroplgsning og divisorer.

Disse noter forudsatter et grundleggende kendskab til talteori som man kan fa i Marianne
Terps og Peter Trosborgs noter om talteori.

Noterne vil primaert introducere forskellige opgaveteknikker hvor man skal se pa primfak-
toroplgsning og divisorer.

1 Primfaktoroplgsning

Ifglge aritmetikkens fundamentalssetning kan ethvert naturligt tal stgrre end 1 primfak-
toroplgses pa entydig made, og dette er grundlaget for hele talteorien.
1.1 Saetning

Et naturligt tal n stgrre end 1 med primfaktoroplgsning

a1, 02 «
n=7p; Py - -DPp"

har (14 a1)(1+ a2)... (1 + a;,) forskellige divisorer.

BEVIS. Enhver divisor i n er pa formen

P ple,

hvor 8; € {0,1,...,a;}. Dermed har nialt (14+aq)(14+a2) ... (1+ay,) forskellige divisorer.

1.2 Eksempel

Denne seetning medfgrer eksempelvis at samtlige tal med netop p divisorer hvor p er et
primtal, netop er alle (p-1)’te potenser af primtal.

1.3 Opgave

Et naturligt tal n, som hgjst er 500, har den egenskab at nar man veelger et tal m tilfseldigt

blandt tallene 1,2,3,...,499, 500, sa er sandsynligheden Wlo for at m gar op i n.

Bestem den stgrst mulige vaerdi af n. (Georg Mohr-Konkurrencen 2006)

1.4 Opgave

Lad n veere produktet af samtlige tal mindre end en million med praecis 9 divisorer.
Vis at n er et kvadrattal.

2 Divisorer

I mange typer opgaver kan det betale sig at se pa hvilke mulige divisorer et udtryk kan
have eller finde stgrste faelles divisor for to udtryk.
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2.1 Eksempel

I dette eksempel vil vi vise at hvis a, b, c og d er naturlige tal saledes at ab = cd, da er
a+b" 4" +d" et ssmmensat tal for alle naturlige tal n. Nar vi skal vise at a”4+b"+c"4d"
er sammensat, skal vi gerne kunne faktorisere udtrykket, og derfor gnsker vi at se pa hvilke
feelles faktorer a, b, c og d har. Da ab = cd, kan vi se at en primdivsor i a ogsa er divisor
i ¢ eller d. Dette udnytter vi til at indse at der findes naturlige tal r, s,u og v sa a = ru,
b= sv, c =1rs og d=wuv. Nu har vi klarlagt sammenhsngen mellem de fire tal og kan
derfor faktorisere:

a"+ b+ "+ d ="+ s s ™ = (" 4 0™ (8™ u).

Da begge faktorer er stgrre end 1 for alle naturlige tal n, er a™ + 0" 4+ ¢ 4+ d" et sammensat
tal.

2.2 Opgave

Om tre naturlige tal a, b og c geelder at a er ulige, og at a, b og c ikke har en fzelles divisor
stgrre end 1. Desuden er

2+1_1
a b ¢

Bevis at abe er et kvadrattal.

2.3 Stgrste faelles divisor

D2en storste feelles divisor og regnereglerne for den kan fx benyttes til at vise at brgken
"nj fQ:Ll er uforkortelig for alle naturlige tal n, da dette er ensbetydende med at stgrste
feelles divisor mellem tacller og nsevner er 1. Der gaelder som bekendt fglgende regneregel

for den stgrste faelles divisor

gcd(a,b) = ged(a, b —ma),m € Z.
Dermed er
ged(n* +n—1,n*+2n) = ged(n*+n—1,n*+2n— (n*+n—1)) = ged(n*+n—1,n+1) =

ged(n®* +n—1—n(n+1),n+1) =ged(-1,n+1) = 1.

2.4 Opgave

Vis at brgken
n3 + 2n

nt4+3n2+1

er uforkortelig for alle hele tal n.

2.5 Opgave

Lad a,, = n% + 500 og g(n) = gcd(an, any1). Vis at g er en begraenset funktion, og bestem
den stgrste veerdi af g.
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2.6 Eksempel

Nu skal vi se et eksempel pa hvordan man ogsa i forbindelse med at bestemme stgrste
feelles divisor kan benytte moduloregning.

Lad a,m og n veere naturlige tal, hvor m er ulige, og = > 1.

Vi vil nu bestemme ged(a™ — 1,a™ 4 1).

Seet ged(a™ —1,a" +1) = d. I stedet for at forspge at reducere dette udtryk regner vi a™
modulo d pa to forskellige mader da det kan give os informationer om d.

a" = (a™)"=1"=1 mod d.

Desuden er
a" = (a")"=(-1)" = -1 mod d.

Dermed er d = 2 nar a er ulige, og d = 1 nar a er lige.

2.7 Opgave

Bestem samtlige naturlige tal n,m > 2 for hvilke 2" — 1 gar op i 2™ + 1.

3 Potenser af heltal som divisorer

Nar divisorerne er potenser af heltal, kan man udnytte dette.

3.1 Eksempel
I dette eksempel skal vi se pa hvordan man udnytter at en potens af et helt tal er divisor
i et produkt. Hvis vi ser pa ligningen

r(z+1)=y",

kan vi se at hvis der findes en heltallig lgsning, da ma bade x og x + 1 veere n’te potenser
af et helt tal da to pa hinanden fglgende hele tal ikke har nogen falles divisorer. Men da
mal=x+4+1—x=>5"—a" hvilket ikke kan lade sig ggre nar n > 1.

Vi udnytter altsa her at to pa hinanden fglgende tal ikke har nogen feelles divisorer, til at
indse at ligningen ikke har nogen heltallige lgsninger. I det hele taget kan man udnytte at
feelles divisorer for n og n + a ogsa er divisorer i a.

3.2 Opgave

Vis at ligningen
23+ 3 =dy(y+1)

ikke har nogen heltallige lgsninger.

3.3 Opgave

For hvilke naturlige tal m og n, hvor m er ulige, er m™ + 1 et kvadrattal?
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3.4 Opgave
Vis at der ikke findes naturlige tal x,y og n, n > 1, for hvilke
zx+1)(z+2)=y"

Bemaerkning
Generelt geelder at k& pa hinanden fglgende tal, k£ > 1, aldrig er en n’te potens af et helt
tal, nar n > 1.

3.5 Opgave

Bestem alle naturlige tal n for hvilke n2"~! 4 1 er et kvadrattal.
3.6 Opgave
Bestem alle par x og y af hele tal for hvilke

14+2% 4+ 2233+1 — y2.

(IMO 2006)
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4 Lgsninger

Opgave 1.3 Hvis sandsynligheden er ﬁ for at et tilfzeldigt valgt tal m blandt tallene

1,2,3,...,499,500 gar op i n, ma n have preaecis 5 divisorer. Et tal med primfaktoro-
plosning p'p5? ...pS har (1+a1)(1+az)...(1+q;) divisorer, dvs. n = p* for et primtal
p. Det stgrst mulige n med den gnskede egenskab er derfor n = 3* = 81, da 5% > 500.

Opgave 1.4 Tal med netop 32 divisorer ma ifglge seetning 1.1 veere pa formen p® eller
p?q® hvor p og ¢ er primtal. Et sadant tal er derfor altid et kvadrattal, og produktet af
sadanne tal er derfor ogsa et kvadrattal.

Opgave 2.2 Af ligningen ses at 2bc + ac = ba. Da a er ulige, ma albc, blac og c|ab.
Dermed findes naturlige tal u, v og w, sa au = be, bv = ac og cw = ab. Af dette far vi

o =vw, bV=uw, & =uw. * %)

Vi vil nu vise at ged(u,v) = ged(u,w) = ged(v,w) = 1. Lad p veere en primdivisor i u.
Af **) ses nu at p ogsa er primdivisor i b og ¢, og dermed ikke i a da a, b og ¢ ikke har
nogen feelles divisorer. Da a? = vw, gar p heller ikke op i v og w. P4 denne made ses at
gcd(u,v) = ged(u,w) = ged(v,w) = 1.

Vi har nu at a? = uv og ged(u,v) = 1. Dermed ma u og v veere kvadrattal. Tilsvarende
ses at w er et kvadrattal. Da abc = uvw, ma abe veere et kvadrattal.

Opgave 2.4 Brgken er uforkortelig nar stgrste feelles divisor for nsevner og teeller er
1.

ged(n® +3n% + 1,03 + 2n) = ged(n® + 1,n% + 2n) = ged(n® + 1,n) = ged(1,n) = 1.
Opgave 2.5 Forst finder vi et udtryk for g(n) der viser at g er begraenset.
g(n) = ged(n? 4 500,n2 + 2n + 1 + 500) = ged(n® + 500, 2n + 1).

Da 2n + 1 er ulige, sendrer det ikke ved den stgrste faelles divisor at gange det forste tal
med 2. Derfor far vi at

g(n) = ged(2n® +1000,2n + 1) = ged(1000 — n, 2n + 1) =

gcd(2000 — 2n,2n + 1) = ged(2001,2n + 1).

Heraf ses at g altid er divisor i 2001, og da ¢g(1000) = 2001 er det ogsa den maksimale
veerdi for g.

Opgave 2.7 Set m=dn+r, 0 <r <n. Daer
I 41 =20 11 = (279" +1=19"+1=2"41 (mod 2" — 1).

Da n > r, er der ingen naturlige tal m,n > 2 som opfylder betingelserne.

Opgave 3.2 Ved omrokering far vi
=4yt dy—3=2y+ 1) —4=(2y — 1)(2y +3).

Da ged(2y — 1,2y + 3) = ged(2y — 1,4) = 1, er bade 2y — 1 og 2y + 3 kubiktal, men der
findes ikke to kubiktal hvis forskel er 4. Dermed har ligningen ingen heltallige lgsninger.



Primfaktoroplgsning og divisorer, oktober 2008, Kirsten Rosenkilde 6

Opgave 3.3 Hvis m” + 1 er et kvadrattal, findes et naturligt tal = sa
m"=x?—1=(x—1)(z+1).

Da m er ulige, er z lige, dvs. at ged(x — 1,2 + 1) = 1. Dermed findes to naturlige tal a og
bsaledesat z —1=a"ogz+1=0". Mendaer2=(x+1)— (z—1)=0b"—a", hvilket
giver at n = 1.

Tallet m” + 1 er dermed et kvadrattal, nar n = 1 og m = (2k — 1)2 — 1 for alle k € N.

Opgave 3.4 Antag at der findes en lgsning, og seet w = x + 1. Da er
y" = (w—Dww+1) = w(w? —1).
Da ged(w,w? — 1) = 1, findes naturlige tal a og b saledes at w = a” og w? — 1 = b,

Dermed er 1 = w? — (w? — 1) = (a?)" — b", hvilket er en modstrid da n > 1.

Opgave 3.5 Ved at tjekke n = 1,2, 3,4,5,6 indses at blandt disse opfylder kun n = 5 det
gnskede.

Vi viser indirekte at der ikke er flere n der opfylder betingelsen.

Antag at n > 6, og at m? =n2""! + 1. Da er

(m+1)(m — 1) =n2" L,
dvs. at 2" 2jm + 1V 2"~2|m — 1. Dermed er m > 2""2 — 1, og
m? > (2772 — 1) > 22770 > 2"l 1 =m?
da 2"=* > n nar n > 6. Men dette er en modstrid.

Opgave 3.6 Det er indlysende at der ikke er nogle lgsninger for x < 0, og for x = 0
er der to lgsninger (0,2) og (0, —2).

Antag at > 0. Hvis (x,y) er en lgsning, da er ogsa (z,—y) en lgsning, og derfor kan vi
antage at ogsa y > 0. Vi omskriver nu ligningen til

2°(1+ 2" = (y ~ (y +1),

hvilket viser et y er ulige. Da netop en af faktorerne y — 1 og y + 1 er delelig med 4, far
vi at > 2, samt at en af faktorerne er delelig med 271,
Seet nu

y = 2""'m 4 ¢, hvor m er ulige, og € = +1.

Nar vi indsaetter dette i ligningen, far vi
27(1 42" = (277 Im + €)? — 1 = 2222 4 2%me,

eller sckvivalent
1427t = 927722 4 e

Derfor er
1 —em=2""%(m? - 8).
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Hvis € = 1, ma m? — 8 < 0, hvilket giver m = 1. Dermed er 1 — 1 = 2?~2(1 — 8) hvilket er
umuligt.
Hvis e = —1, ma

1+m=2""2(m? —8) > 2(m? - 8),

dvs. at 2m? —m — 17 < 0. Dette giver at m = 1 eller m = 3. Det er igen nemt at se at
m = 1 ikke er en lgsning. Hvis m = 3, far vi at © = 4, dvs. at y = 23, og disse veerdier
opfylder den oprindelige ligning.

Dermed er samtlige lgsninger (0,2), (0,—2), (4,23) og (4, —23).



