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Polynomier

Disse noter giver en introduktion til polynomier, centrale saetninger om
polynomiumsdivision, redder og koefficienter samt opgavelosningsstra-
tegier. Desuden er der et afsnit om polynomier med heltallige koeffici-
enter og deres sarlige egenskaber mht. delelighed og irreducibilitet. Un-
dervejs er der forholdsvis nemme opgaver, mens der til sidst er opgaver
af stigende svaerhedsgrad. Der er lgsninger til samtlige opgaver bagerst i
noterne.

I noterne betegner Z sedvanligvis meengden af hele tal, Q maengden af
rationale tal, R meengden af reelle tal og C mengden af komplekse tal.
Desuden betegner L en af disse fire talmaengder. De komplekse tal kan
beskrives som mangden af alle tal p& formen a + ib, hvor i = v~1 og a
og b er reelle tal. Alle opgaver kan regnes uden brug af komplekse tal.

1 Polynomier

Definition af polynomium
Et polynomium

P(x)=anx"+anp1x" ' +...+ar1x+ag

hvor a,,an—1,...,a1,a9 €L og a, # 0 kaldes et n’te grads polynomium
med koefficienter i .. Mengden af polynomier med koefficienter i L be-
tegnes LL[x].

Nulpolynomiet er funktionen der er konstant nul, dvs. P(x) = 0, og dets
grad seettes per definition til —oo.

Tallet x( kaldes en rod i P(x) hvis P(xg)=0.

Et polynomium kaldes normeret hvis koefficienten til hojestegradsleddet
erl.

Et polynomium kaldes for lige hvis P(x) = P(—x) for alle reelle tal x, og et
polynomium kaldes tilsvarende for ulige hvis P(x) = —P(—x) for alle reelle
tal x.

Entydighedssztningen
Hvis to polynomier P og Q er identiske, dvs. at P(x) = Q(x) for alle x € R,

da er deres koefficienter identiske. Opskrivningen af polynomier er altsa
entydig.

Bevis

Antag at P(x) = Q(x) for alle x € R. Hvis koefficienterne i P og Q ikke er
identiske, da er 0 = G(x) = P(x) — Q(x) = ap,x" +...+ ap, hvor n > 0 og
a, #0.For n =0, er 0= G(x) = ao # 0 hvilket er umuligt. Antag derfor at
n>0, 0gsaetA=max{|Z—’i| |i=0,1,...,n}.Daer

|an(CA)Y| > |a,A"R" 142" 24 4241)| > |an—1(2A)" 1 +.. +a1(2A)+ay),

og dermed G(2A) # 0 hvilket er en modstrid. O

Opgave 1.1. Vis at de lige polynomier netop er de polynomier hvor koef-
ficienterne horende til led af ulige potenser af x er nul.

Vis tilsvarende at de ulige polynomier netop er de polynomier hvor koef-
ficienterne horende til led af lige potenser af x er nul.

Opgave 1.2. Vis at et polynomium af ulige grad med reelle koefficienter
altid har mindst en reel rod.

2 Polynomiumsdivision

Saetning om polynomiumsdivision

Lad P(x) og Q(x) veere polynomier i L[x] af grad henholdsvis n og
m med n,m > 0. Hvis L = Z antages yderligere at koefficienten til
m’tegradsleddet i Q(x) er £1. Da findes entydigt bestemte polynomier D
af grad n — m og R af grad mindre end m med koefficienteriL s&

P(x)=Q(x)D(x)+ R(x).

Polynomiet R(x) kaldes resten af P(x) ved division med Q(x).
Bevis
Lad P(x)=anx"+...4+ap0gQ(x)=byux™+...+bo hvor a,, b,, #0. Forst
viser vi eksistensen ved induktion efter . For n < m er eksistensen oplagt
med D(x) =0 og R(x) = P(x). Lad n = N > m, og antag at setningen er
sand for alle n < N. Da er

Pi(x)=Plx)— 255" Q)

m
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et polynomium af grad mindre end n, og dermed findes ifelge induk-
tionsantagelsen polynomier D; og R sd

Pi(x)=Q(x)D1(x)+ R(x)

hvor graden af R er mindre end m. Nu er

P(x)=Q(x)D(x)+ R(x) hvor D(x)= Z—"

m

x4 Dy (x),

dvs. nu har vi vist eksistensen. Bemeerk at koefficienterne i D og R stadig
er elementer il da % €L naray,, by €L, ogvi har forudsat at b,,, =+£1
hvis L =Z.

For at vise entydigheden antager vi at der findes polynomier D;, D,, R;
og R, iLL[x] hvor Ry og R, har grad mindre end m séledes at

P(x)=Q(x)D1(x)+ Ri(x) = Q(x)D2(x) + Ro(x).

Daer
Q(x)(D1(x) — D2(x))+ Ri(x) — Ra(x)

nulpolynomiet. Da Q har grad m og R; — R, har grad mindre end m gi-
ver entydighedssetningen at D; — D; er nulpolynomiet og altsa D; = D;.
Dermed er R; — R, ogsd nulpolynomiet og Ry = Ry, dvs. D og R er entydigt
bestemt. O

Denne seetning svarer til seetningen om hele tal der siger at hvis n og m er
hele tal, m # 0, da findes to entydigt bestemte hele tal d ogr, 0 < r < m,
sdledes at n = dm + r. Her er r resten ved division af n med m. At et
polynomium gér op i et andet polynomium vil ligesom for hele tal sige at
resten ved division er 0 hvilket falgende definition siger.

Definition af delelighed, reducibilitet og irreducibilitet

Et polynomium Q siges at g op i P i L[x], BQ € L[x], hvis der findes et
polynomium D € L[x] s& P(x)=Q(x)D(x).

Et polynomium P kaldes reducibelt i IL[x] hvis der findes to polynomier
S, T € L[x] af grad mindst en sa P(x) = S(x)T(x), og irreducibelt hvis der
ikke findes to sddanne polynomier.

Eksempel
Vi undersoger for hvilke n det geelder at x? + 1 gér op i

X +x" 4 x 1.

Set Py(x)=x"+x"1+...+x+1.DaP(x)=(x?>+1)(x+1)ma x>+1ga
opi

XM xT x2S,
Dermed vil x2+1 g op i Py;+s(x) netop ndr x2+1 gar op i Py(x). Dax2+1
ikke gar op i P»(x), Py(x) og Py(x), gar x>+1 op i P,(x) netop hvis n har rest
3 ved division med 4.

Eksempel pa polynomiumsdivision
Man dividerer P(x) = x3 — 2x? 4+ 2x — 15 med Q(x) = x — 3 pa folgende
made:

x—=3] x3 — 2x2 + 2x — 15 |x>4+x+5
x3 — 3x2
x2 + 2x — 15
x2 - 3x
5 — 15
5x — 15
0

Dvs. at P(x)=x3 —2x2+2x—15=(x —3)(x2 +x +5).

Eksempel pa polynomiumsdivision med rest
Man dividerer P(x) = x3+3x? — 2x + 7 med Q(x) = x>+ 1 pa folgende
made:

x2+1] x® 4+ 3x2 - 2x + 7 |x+3
x3 + 0?2 + x
3x2 - 3x + 7
3x2 + 0x + 3
- 3x + 4

Dvs. at P(x)=x3+3x2—-2x+7=(x2+1)(x +3)—3x +4.

Rester
Hvis vi skal finde resten af P(x) = x2011 4+ 16x2997 + 1 ved division med
Q(x) = x?> — 4 uden at udfore selve divisionen udnytter vi saetningen om
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division med rest, dvs. vi ved at der findes et polynomium D med heltal-
lige koefficienter og hele tal a og b sa

220 4162907 41 =(x? —4)D(x)+ax +b.

For x =2 er 2a+b = 22011 41622007 4 1 = 22012 + 1 og for x = —2 er
—2a+b =(—2)20114+16(—2)2007 41 = —22012 1 1 Dermed er resten ax+b =
22011y 41,

Opgave 2.1. Udfor disse tre divisioner

x*—2x2+3x-2
x—1

3x%4+8x3+12x24+9x +4
x> +x+1
nx" —(n+1)x"+1
x—1

Opgave 2.2. Vis at P(x) = x*" 4+ x2" + 1 er reducibelt i Z[x].
Opgave 2.3. Bestem resten ved division af x100 —2x5! +1 med x? — 1.
Opgave 2.4. Bestem a og b sd (x —1)? gdrop i ax*+bx3+1.

Opgave 2.5. Undersog om P(x) = x*+x3+x2+x + 1 er reducibelt i Z[x].

3 Algebraens fundamentalsatning og redder

Seaetning om redder og faktorisering

Lad P(x) veere et n’te grads polynomium med koefficienteri L.

Hvis xo € L er rod i P(x), da findes et entydigt bestemt polynomium D(x)
af grad n — 1 med koefficienter i L sa

P(x)=(x — x0)D(x).

Specielt geelder at hvis x1, x2,...,x;;, €L er rodder i P(x), da findes et en-
tydigt bestemt poynomium D(x) af grad n — m med koefficienteriL sa

P(x)=(x —x1)(x —x2)...(x — x,n)D(x).

Bevis. Antag at xo er rod i P og x¢ € L. Da findes entydigt bestemte po-
lynomier D og R i L[x], hvor R har grad hejst nul, sdledes at P(x) =
(x —x0)D(x) + R(x). Dermed er R(xy) = 0, og da R har grad hejst nul,
m4a det vaere nulpolynomiet. Altsd findes et polynomium D i L[x] s&
P(x) = (x — xo)D(x). Hvis vi antager at x1,Xx2,...,X;; €L er rodder i P(x),
fas ved at gentage argumentationen ovenfor at der findes et polynomium
DiL[x]saP(x)=(x—x1)(x—x1)---(x —x,,,)D(x). O

Eksempel
Daaerrodi P(x)=x"—a", gar x — a op i P. Ved division ses at

"—a"=(x—a)x" T +x"2a+x"3a’+.. . +xa" 2 +a" ).

Da —a errodiQ(x)=x"+a" for ulige n, gar x +a op i Q. Ved division ses
at

"+at=(x+a)x" 1 —x"a+x"3a’—...—xa" > +a"").

Korollar om antallet af redder
Et n’te grads polynomium har hejst n reelle redder.

Korollar om entydighed

Hvis P og Q er to polynomier af grad hejst n, og P(x) = Q(x) for n +1
forskellige veerdier af x, daer P=Q.

Bevis. Antag at P og Q er to polynomier af grad hgjst n, og P(x) = Q(x)
for n+1 forskellige veerdier af x. Da er P(x)— Q(x) et polynomium af grad
hojst n med n + 1 redder, og dermed er P(x) — Q(x) nulpolynomiet. O

Algebraens fundamentalszaetning
Lad P(x) veere et n’te grads polynomium med koefficienter i C. Da har po-
lynomiet n ikke nedvendigvis forskellige rodder x1, x3,...,x, € C sdledes
at

Px)=an(x—x1)(x —x2)...(x — x5).

Vi beviser ikke algebraens fundamentalsaetning da det kraever et rimeligt
kendskab til komplekse tal.

Bemazerkning
Lad P(x) veere et polynomium med koefficienter i R og grad mindst 1. Da
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kan P faktoriseres i forste- og andengradspolynomier med koefficienter i
R. Dette skyldes at de komplekse rodder kommer i par a +ib oga —ib,
ogat(x—(a+ib))(x—(a—ib))=(x?>—2ax+ a?+b?) €R[x]. Da beviset
for dette kraever kendskab til komplekse tal, springes det over.

Eksempel

Nar man skal undersoge hvor mange reelle rodder et polynomium har,
behgver man ikke nedvendigvis finde de reelle rodder. Man kan i stedet
udnytte polynomiers kontinuitet. Fx har fjerdegradspolynomiet P(x) =
x%—2x3—-2x2+3x+1 firereellerodder da P(—2)=19, P(—-1)=—1, P(0) =1,
P(2)=-10g P(3)=19, dvs. der er en reel rod i hvert af folgende intervaller
1-2;—-1[,]-1;0[, ]0;2[ 0g ]2;3[.

Eksempel

For at undersege for hvilke n polynomiet P(x) = x"” —x"~2—1, n >3, er
deleligt med Q(x) = x3 — x + 1, bemaerker vi at Q gar op i P netop nér Q
gar op i P(x)—Q(x) = x™® — x"2 — x3 + x. De reelle rodder i polynomiet
Px)—Qx)=x"—x"2—-x3+x=x(x>-1)x"3—-1)erx =00g x =
£1. Polynomiet Q har en reel rod da det er et tredjegradspolynomien, og
denne reelle rod er ikke x = 0 eller x = &1. Polynomiuet Q gér derfor ikke
op i P—Q og dermed heller ikke i P for noget n.

Definition af muliplicitet

Tallet x siges at veere m-dobbelt rod eller rod af mulitiplicitet m i et poly-
nomium P(x) hvis (x — x()™ gar op i P(x). Hvis man teeller antallet af rod-
der i et polynomium med multiplicitet, betyder det at den m-dobbelte
rod xy teeller m gange.

Seaetning om roddernes multiplicitet
For et polynomium P(x) geelder at x, er m-dobbelt rod i P netop hvis

P(x0) = P(x0) = PP (x¢)=...= P D(xy)=0.

Bevis
Antag at x( er m-dobbelt rod i P, altsd at P(x)=(x — x9)"Q(x). Da er

P)=(x = x0)" " (m QL) +(x — x0)Q' ()

og xo er dermed (m — 1)-dobbelt rod i P’(x). Tilsvarende ses at xg er (m —
2)-dobbelt rod i P osv., dvs. at

P(x0) = P(x0) = PP(x¢)=...= P D(x0)=0.

Antag omvendt at P(xg) = P/(x¢) = P®(xg) = ... = Pm=Y(x,) = 0. Vi viser
at hvis x¢ er n-dobbelt rod i et polynomium Q’, da er x (7 + 1)-dobbelt
rod i den stamfunktion Q til Q’ for hvilken Q(x¢) = 0, da dette giver det
onskede. Antag at x, er n-dobbeltrod i Q’, og at Q er den stamfunktion til
Q’ for hvilken Q(x¢) = 0. Antag at x, ikke er (n + 1)-dobbelt rod i Q. Ifelge
algebraens fundamentalseetning kan vi faktorisere

Q(x) = (x —x0)"(x —x1)™ (x —x2)" -+ (x —x)"*,

hvor 1 < ny<n.Dermed er

)= Q() e QW) QW) L QW)

X —X X —Xo X—Xp

Da ny 22 4 p, o o
ikke er er Q’ 1kke delehg med (x Xp)". Da ng < n, er xq ikke n- dobbelt
rod i Q’/, hvilket er en modstrid. O

Eksempel

Lad P(x)= nx"*1—(n+1)x"+1. Vivil vise at (x—1)? gér op i P(x). Ved diffe-
rentiation fir man P/(x)=(n+1)nx"—(n+1)nx"1,dvs. P(1)=P/(1)=0.
Dermed er x =1 dobbeltrod i P, og (x —1)? gar op i P(x).

Opgave 3.1. Vis at fjerdegradspolynomiet P(x) = x(x —2)(x —4)(x — 6) +
(x —1)(x —3)(x — 5)(x — 7) har fire reelle rodder.

Opgave 3.2. Undersag for hvilke n polynomiet P(x) = x"+x""1—1,n >4,
er deleligt med Q(x)=x*+x3—1.

Opgave 3.3. Bestem a og b s& x = —1 er dobbelt rod i P(x) = ax™ +
nx"=2+b, n ulige.
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4 Koefficienter

Andengradspolynomiets koefficienter
Hvis andengradspolynomiet P(x) = x?+ bx + ¢ har redderne x, og x,, da
er

P(x) = (x — x1)(x — x2) = x* = (X1 +X2)x + X1 X2,

dvs. at b = —(x; + x2) 0g ¢ = X1 X>.

Tredjegradspolynomiets koefficienter
Hyvis tredjegradspolynomiet P(x) = x3 + bx? + cx + d har rodderne x, x»
og x3, daer

P(x)=(x—x1)(x—x2)(x—x3) = x3—(x1+X2+x3)x%+(X1 X24X1 X34 X2X3)X — X1 X2X3,

dvs.at b = —(x1 +x2+ x3), c =X1X2 + X1X3 + X2X3 08 d = —X1X2X3.

P4 samme made kan man bestemme koefficienterne i polynomier
af hojere grad ud fra redderne.

Eksempel

Hvis P(x)=x*+a3x3+asx?+a1x + ag har redderne —3,—1,1,3, da er

as=(=3)(—1)+(=3)1+(=3)3+ (=11 +(=1)3+1-3=—10.

Eksempel

Vi gnsker at bestemme samtlige polynomier P(x)=x"+a,_1x" 1 +---+
a1x + ag, hvor a; = %1, séledes at alle roedder i P er reelle. Antag at P har
lutter reelle rodder X1, x5, ..., X,. Daer xix3---x2 =a3=1og

n
xf+x§+...+x’21:(zxi)2_2( Z xl-xj):ai_l—ZLln_zf?).
i=1 1<i<j<n

I folge AG-uligheden er

2 2, ... 2 nf 2.2 .2 __
Xytx;++x, Zn\/ xix5 - xs =n,

altsd er n < 3. Dermed er det let at finde samtlige onskede polynomier,
nemligx+1, x2+x—1ogx3—x+(x2-1).

Opgave 4.1. For hele tal a og n har polynomiet P(x) = x3 — x2 + ax — 2"
tre heltallige rodder. Bestem a og n.

Opgave 4.2. Lad x; og x vaere rodderne i P(x) = x?+ax + bc og x» 0og X3
veere rodderne i Q(x) = x>+ bx + ac. Vis at hvis ac # bc, da er x; og x3
roddernei R(x)=x%+cx+ab.

Opgave 4.3. Lad as, ag,...,az010, 2011 veere reelle tal med asg;; # 0. Vis
at antallet af reelle redder (regnet med multiplicitet) i polynomiet

P(x)=az11x* " + az010x*° + -+ asxP +x* +x +1

ikke overstiger 2009.

5 Polynomier med heltallige koefficienter

I dette afsnit er alle tal hele tal, og alle polynomier har heltallige koeffici-
enter.

Szetning om delelighed

For et polynomium P(x) geelder at a — b gér op i P(a)— P(b), nar a # b.
Specielt er P(a)= P(b) (mod n) hvis a =b (mod n).

Bevis

Lad P(x)=amx™ +a,—1x™ 1 +...4+a1x+apoga#b.Da

ak—bf=(a-b)a* " +a*2b+a" 3 +.. .+ ab" 2+ p* Y,
vila—bgaopi

Pla)—Pb)=am(@™ —b™)+am_1(a™ ' =b" H+...+ai(a-b).

Eksempel

For et polynomium P(x) er P(n) lig et trecifret tal for alle n =
1,2,3,...1998. Vivil vise at P(x) ikke har nogle heltallige rodder. (BW 1998)
For ethvert helt tal m findes et n € {1,2,...,1998} sd m = n mod 1998, og
dermed er P(m) = P(n) # 0 (mod 1998), da P(n) Z 0 mod 1998 for alle
n=1,2,3,...,1998. Dvs. at P(x) ikke har nogen heltallige rodder.
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Seaetning om rodder
Hvis et rationalt tal skrevet som uforkortelig brok % er rod i polynomiet

P(x):anxn +an_1x”_1 +...ta1x+ayp

med heltallige koefficienter, davil p | ag og g | a.
Specielt vil de eneste rationale rodder i

PX)=x"+an,1x" ' +...+a1x+ay
veere hele tal.

Opgave 5.1. Bevis setningen.

Eksempel

For at bestemme samtlige rationale redder i P(x) = x°+3x3+2x+6 er det
altsd nok at tjekke de hele tal der gar op i 6, dvs. at eneste rationale rod er
x=-1.

Gauss’ lemma

Hvis P(x) er et polynomium med heltallige koefficienter som er irreduci-
beltiZ[x], da er det ogséa irreducibelt i Q[x].

Bevis

Antag at P(x) = Q(x)R(x) € Z[x], hvor Q(x), R(x) € Q[x] har grad mindst 1.
Da alle koefficienter i Q er rationale, findes et mindste heltal g s

qQ(x)=qx" ++++ qo € Z[x],
og tilsvarende et mindste heltal r s&
rR(x)=rpx™+---+rp€Zx].

Saet
qrP(x)=qQ(x)rR(x)=anx" +---+ax +ao.

Pa baggrund af faktoriseringen qr P(x) = qQ(x)r R(x) vil vi finde en fakto-
risering af P i Z[x]. Lad p veere en primdivisor i g. Da er alle koefficien-
ter i grP(x) delelige med p. Lad i veere det mindste index s& p gar op i
go,q1,-..,qi—1, men ikke i g;. Da

Gori+qiri-1+--+qiro=a; =0 (mod p),

ma p gd op i ry. Desuden er
GoTiv1+qiri+-+qin +qiv170=ai+1 =0 (mod p),

dvs. r; ogsé er deleligmed p. Ved at fortseette pd denne made ser vi at alle
koefficienter i R er delelige med p, dvs. at %R € Z[x]. Dermed har vi fa-

et en ny faktorisering %P(x) =qQ(x)- iR(x). Ved at fortszette pa denne
madde fér vi en faktorisering af P med polynomier med heltallige koeffici-
enter. O

Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium

Lad P(x) = apx"+ ap—1x" ' +...+ a1x + ao veere et polynomium med
heltallige koefficienter, hvor et primtal p gar op i ag,ay,...ak, for et hel-
tal 0 < k < n, mens p { ar+1 0og p?1{ ag. Da har P(x) en irreducibel faktor
af grad storre end k i Z[x]. Specielt er P(x) irreducibel hvis k = n — 1, og
i dette tilfeelde kaldes kriteriet blot for Eisensteins irreducibilitetskriteri-
um.

Bevis

Antag at P(x) = Q(x)R(x), hvor Q(x) = gsx* + -+ qo 0g R(x) = rppx™ +
.-+ 19 er polynomier med heltallige koefficieneter. Da ag = gor19 er delelig
med p, men ikke med p?, er netop en af gy og ry delelig med p. Antag
wlog at p | goog ptro. Dap garopia; oga, =roq1+qor, ma p|q;. Ved
at fortseette pd denne made ses at p garopiqo, q1,-.., gk, men at ptgi+1-
Det folger heraf at Q har grad mindst k+1. O

Eksempel

For at undersage om polynomiet P(x) = x° +4 er irreducibelt indenfor
Q[x], kan man bruge Eisenteins irreducibilitetskriterium, men ikke direk-
te. Bemeerk forst at P(x) er irreducibelt, netop hvis P(x+1) er irreducibelt.
Da P(x +1) = x>+ 5x* + 10x3 + 10x2 + 5x + 5, er det irreducibelt ifolge
Eisensteins irreducibilitetskriterium med primtallet p =5, og dermed er
P(x) det ogsa.

Opgave 5.2. Lad P veere et polynomium med heltallige koefficienter sé-
ledes at der findes to hele tal a og b séa P(a)=1 og P(b) = 3. Kan ligningen
P(x)=2 have to forskellige heltallige losninger? (BW 1994)
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Opgave 5.3. Lad P vere et polynomium med heltallige koefficienter sale-
des atderfindesethelttal nsa P(—n) < P(n)< n.Visatdaer P(—n) < —n.
(BW 1991)

Opgave 5.4. Vis at P(x) = x5+ 3x*+6x3 +9x + 3 er irreducibelt i Q[x].

Opgave 5.5. Vis at P(x) =x” + p?x2+ px+ p — 1 er irreducibelt i Q[x] for
alle ulige primtal p.

Opgave 5.6. Lad x;,x>,...,x, vere forskellige heltal. Vis at P(x) = (x —
X1)(x —x2)-+-(x —x,)— 1 er irreducibelt i Q[x].

6 Blandede opgaver

Opgave 6.1. Et tredjegradspolynomium P(x)= x3+ 2x? —3x — 5 har rod-
derne a, b og c. Angiv et tredjegradspolynomium med redderne %, % og
1. (GM1994)

Opgave 6.2. Det reelle tal a er rod i P(x) = x3 — x — 1. Bestem et tredje-
gradspolynomium med heltallige koefficienter som har a? som rod.

Opgave 6.3. Bestem samtlige mulige veerdier af x4 %, hvor x tilfredsstiller
ligningen
x*+5x3—ax®+5x+1 =0,

og los denne ligning.(GM 2000)

Opgave 6.4. Lad P vere et sjettegradspolynomium som for to reelle tal a
ogb,0< a < b, opfylder at P(a)= P(—a), P(b) = P(—b) samt P/(0)=0. Vis
at P(x) = P(—x) for alle reelle tal x. (BW 1998)

Opgave 6.5. 1 et tredjegradspolynomium P(x)=x3+ax?+bx+cerb <0
og ab =9c. Vis at P(x) har tre forskellige reelle redder. (BW 1992)

Opgave 6.6. Bestem alle fjerdegradspolynomier P(x) som opfylder fol-
gende:

i) P(x)= P(—x) for alle x.

ii) P(x)>0 for alle x.

iii) P(0)=1.

iv) P(x) har preecis to lokale minima i x; og x, sdledes at |x; — x| =2.
(BW 1992)

Opgave 6.7. Vis at ikke alle redderi P(x) =x"+2nx""1+2n2x"2+---+
2n" er reelle.

Opgave 6.8. Et polynomium P(x) har heltallige koefficienter og grad n.
Desuden findes praecis k hele tal som er lgsning til ligningen (P(x))2 =1
Visat k —n <2. (IMO 1974)
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Opgave 6.9. Lad P(x) veere et n’te grads polynomium med P(k) = kLH for
k=0,1,2,...,n.Bestem P(n+1).

Opgave 6.10. Lad P(x) = x" +5x"~1 + 3, hvor n > 1 er et helt tal. Vis
at P(x) ikke kan skrives som et produkt af to polynomier med heltallige
koefficienter og grad mindst en. (IMO 1993)

Opgave 6.11. Bestem alle polynomier P(x) med reelle koefficienter som
opfylder at

Pla—b)+Pb—c)+P(c—a)=2P(a+b+c)

for alle trippler (a, b, ¢) af reelle tal som for hvilke ab + bc + ca =0. IMO
2004)

I noterne star GM for Georg Mohr-Konkurrence, NMC for Den Nordiske
Matematikkonkurrence, BW for Baltic Way og IMO for Den Internationale
Matematik Olympiade.

7 Lesningsskitser

Opgave 1.1 Lad P(x)=a,x"+a,_1x" ' +...+a1x + ao vere et lige po-
lynomium, dvs. at P(x) = P(—x). Dermed er

0=P(x)—P(—=x)=2(azm1 x> +asm 12" 1 +...a1x),

hvor m er det storste hele tal s& n > 2m + 1. Da det eneste polynomium,
der er nul for alle x, ifplge entydighedssaetningen er nulpolynomiet, be-
star P(x) kun af led af lige potens af x.

At et ulige polynomium kun indeholder led af ulige potens af x, vises pa
tilsvarende made.

Opgave 1.2 Lad P(x) veere et polynomium af ulige grad. Da vil P(x) — oo
for x — 0o og P(x) — —oo for x — —oo eller omvendt. Da et polynomium
er kontinuert og defineret for alle reelle tal, findes dermed mindst et reelt
tal r,sa P(r)=0.

Opgave 2.1

x4 =2x243x-2=(x-1Dx3+x2—-x+2)
3x*+8x3+12x24+9x+4=(x2+x+1)(Bx2+5x +4)
nx"l—(n+1Dx"+1=(x—-1)(nx" —x""1—x""2—...—x—1)

Opgave 2.2 P(x) = x*" + x2" +1 = (x2")2 +2x2" + 1 — x2" = (x2" +1)2 —
(x7)? =(x2"+1+x")(x2"+1—x"). Altsé er P reducibel i Z[x].

Opgave 2.3 Vived at x190—2x51 +1 = (x2—1)Q(x)+ax+b. Ved at indseette
henholdsvis x =1 0g x = —1 f&r man a+b =0 og —a + b =4, dvs. resten
er —2x+2.

Opgave 2.4 Set P(x) = ax* + bx3 + 1. Antag at (x — 1)? gér op P. Da er
x=1rodiPogdermed a+b+1=0o0galtsd b =—a — 1. Ved division ses
at P(x)=ax*+bx3+1=(x—1)(ax3—x?>—x—1), ogdermed at x = 1 ogsa
errodiax3—x%—x — 1. Dette giver samlet a =3 og b = —4.

Opgave 2.5 Bemerk forst at x4+ x3+x2+x+1=(x2+1)(x?>+x)+1 > 0 for
alle hele tal x, dvs. at P(x) ikke har nogle heltallige rodder. Hvis der fin-
des et polynomium med heltallige koefficienter som gar op i P(x), ma det
altsa vaere et andengradspolynomium. Antag at P(x) = (x2+ax + b)(x%2 +
cx+d). Det ses let at dette ikke er muligt.
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Opgave 3.1 Polynomiet P(x) = x(x —2)(x —4)(x —6)+ (x — 1)(x — 3)(x —
5)(x — 7) har fire reelle rodder da P(0) > 0, P(1) <0, P(3) > 0, P(5) <0 og
P(7)> 0, dvs. der er en reel rod i hvert af intervallerne ]0; 1], ]1;3[, 13; 5[ og
15;7].

Opgave 3.2 Polynomiet Q(x) = x*+x3—1garopi P(x) =x"+x"1 -1
netop hvis Q(x) gar opi P(x)—Q(x)=x"+x"1—x*—x3 =x3(x—1)(x"4—
1). Polynomiet Q har en reel rod mellem 0 og 1 da Q(0) =—1 og Q(1) =1,
men denne rod er ikke rod i P(x) — Q(x). Dermed gar Q ikke op i P for
noget n.

Opgave 3.3 Nar x = —1 er dobbelt rod i P(x) = ax" + nx"~2+ b, n ulige,
er0=P(—-1)=—a—-n+bog0=P(-1)=an+n(n—-2),dvs.a=2—n og
b=2.

Opgave 4.1 Kald de heltallige rodder for xi, x2 og x3. Da er x;x,x3 = 27,
X1X2 4+ X1X3+ X2X3 = a og X1 + x» + x3 = 1. Af sidste ligning ses at en eller
tre af rodderne skal veere ulige, og da x; x2x3 = 2" kan vi uden tab af gene-
relitet antage at x; ==£1. Hvis x; =1, skal x + x3 = 0 og x2x3 = 2" hvilket
er umuligt. Altsd er x; = —1 0g X2Xx3 = —2", X2 +x3 =2 0g —2+ X2X3 = a.
Heraf ses let at x» og x3 er henholdsvis 4 og -2, dvs. a =—10 og n =3.

Opgave 4.2 Oplysningerne giver at a = —(x1+x2), bc = x1x2, b = —(x2+x3)
0g ac = x»x3, og vi skal vise at ¢ = —(x; + x3) og ab = x; x3. Af ligningerne
sesata—b =x3—x; 0g c(a—b)=x2(x3—x1). Daac#bc, farvi at c = x»,
a = x3 og b = x,. Sluttelig fas let at ¢ = —(x; + x3).

Opgave 4.3 At P hgjst har 2009 reelle rodder (regnet med multiplicitet),
svarer til at vise at P ikke har 2011 reelle redder (regnet med multiplici-
tet), for hvis det har 2010 reelle redder, ma det ogsa have 2011 reelle rod-
der (overvej). Antag derfor at P har 2011 reelle rodder x1, x2,...,X2011, 08
bemeerk at ingen af disse er nul. Da er

2011 2010 3, .2 _
Az X~ +aziox” "+t azx” +x +x+1=az(x—x1)--(x — x2011).

Ved at se p& henholdsvis koefficienten til nultegradsleddet, forstegrads-
leddet og andengradsleddet far man

2011
1

1=—az11x1%2-- X2011, 12612011361362"'3620112 )
i=1 "t

1
1=—az11x1Xx2- X2011 E X
1<i<j<2011 4

Kombination af dette giver

1 1
PR P Mot
! 1<i<j<2011 7+

2011
i=1

Nuer
2011 2011

1,2 1 1
=) 3 ¥ L
(izl xi) io1 Xi 1<idj=zo11 X%
hvilket er en modstrid. Dermed har P hojst 2009 reelle redder (regnet med

multiplicitet).

Opgave 5.1 Antag at % errodi P, ogat % er uforkortelig. Da er

q”P(s) =a,p"+a,1p"lg+---+apq" =0,

og derfor ma g gd op i a,p™ og dermed i a,, og desuden mé p g op i
apq™ ogdermed i ay.

Opgave5.2Daa #bvilb—a | P(b)—P(a)=3—1=2.Antagat P(c)=2.Da
vilc—a|P(c)—Pla)=1ogb—c|P(b)—P(c)=1.Vivedaltsdatc=a=x1,
c=b=x1lsamtata =b=x2eller a=>b=1.Der findes hojst et tal ¢ der
opfylder dette.

Opgave 5.3 Vived at2n =n —(—n)| P(n)— P(—n), dvs. at P(n) — P(—n) >
2n.Dermed er P(n)—2n > P(—n), og vi ved yderligere at P(n) < n. Samlet
giver dette P(—n)< P(n)—2n<n—-2n=—n.

Opgave 5.4 Polynomiet P(x) = x6+3x*+6x3+9x+3 er irreducibelt i Q[x]
ifolge Eisensteins irreducibilitetskriterium, hvor man benytter p =3.

Opgave 5.5 Polynomiet P(x) = x”+p2x2+px+p—1 erirreducibelt i Q[x]
for alle ulige primtal p, netop hvis

p

P(x+1)= (x’”—i—( 1)xl"hr. ot (’19)x—l—1)+p2(x2+2x+1)+(px+p)+p—1
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er irreducibelt. Da (’l’ ) er delelig med p for allei =1,2,...,p— 1, nér p
er et primtal, er alle koefficienterne pa ner hejestegradskoefficienten til
P(x +1) delelige med p. Desuden er konstantleddet p? + 2p ikke delelig
med p?, nar p er et ulige primtal. Dermed er P(x + 1), og altsd ogsé P(x),
irreducibelt i Q[x] ifelge Eisensteins irreducibilitetskriterium.

Opgave 5.6 Antag at P(x) = Q(x)R(x), hvor Q og R er polynomier med hel-
tallige koefficienter. Da er Q(x;) = —R(x;)==1forallei =1,2,..., n. Der-
med er Q(x)+ R(x) et polynomium med 7 forskellige radder x1, x2, ..., X,
dvs. enten har Q(x)+ R(x) grad mindst n, eller ogsa er det nulpolynomi-
et. Antag at Q(x)+ R(x) er nulpolynomiet. Da er P(x) = —Q(x)? i mod-
strid med at koefficienten til hojestegradsleddet i P er 1. Dermed har
Q(x)+ R(x) grad mindst n, dvs. en af dem har grad mindst n. Da P(x) =
Q(x)R(x) er et polynomium af grad n, folger at enten Q eller R har grad n.
Dermed er P irreducibelt i Z[x] og ifolge Gauss’ lemma ogsa i Q[x].

Opgave 6.1 Bemzrk at P(x) = x3(1 42+ — 3(%)2 - 5(%)3), dvs. Q(x) =
1+2x —3x2 —5x3 har redderne %, Log %

Opgave 6.2 Da a errod i P, har vi at
0=(a*-a—-1P?=a%+a’*+1-2a*-2a*+2ao0ga®*—-a=1.
Her af ses at (a2)® — 2(a?)?+a?—1=0, dvs. at a® errod i

Qx)=x3—2x*>+x—1.

Opgave 6.3 Da x = 0 ikke er lgsning til ligningen, kan vi dividere begge
sider med x? og omskrive til en andengradsligning i x + %

5 1 1 1
X2 45x—4+=+—=06 (x+-)*+5(x+=)—6=0.
X X X X

Dermed er x + % =—6Vx+ % = 1. Af forste ligning fas x = —3+2+/2, mens
den sidste ikke har nogen lgsninger.

Opgave 6.4 Polynomiet Q(x) = P(x) — P(—x) har grad hoejst fem samt fem
forskellige redder —b, —a, 0, a og b. Desuden er Q’(0) =0, hvilket viser at 0
er dobbeltrod. Dermed méa Q(x) veere nulpolynomiet, dvs. at P(x) = P(—x)
for alle x.
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Opgave 6.5 For P/(x) = 3x%2+2ax + b vil diskriminanten veere positiv da
b < 0, dvs. P/(x) har to forskellige reelle redder x; og x,. Da P(x) er et
tredjegradspolynomium, vil det have tre forskellige reelle redder netop
hvis P(x;) og P(x2) har forskellige fortegn, dvs. netop hvis P(x;)P(x2) <0
(overvej). Ved at udnytte at ab = 9c, far man ved division af P(x) med
P’(x) at resten er x(%b - éaz). Da

1 2 2
P(x)=P/(x)= ~b—-a?
(x) (x)3x+x(3 9a )
_b
ogx1X2 =3 <0, er

2 2
P(x1)P(x) = xlxg(gb - §a2)2 <0.

Opgave 6.6 Lad P(x) = ax*+bx3+ cx?+ dx +e. Ifolgei) er b=d =0, og
ifolge iii) er e = 1. Yderligere giver ii) at a > 0, dvs. P(x) = ax*+cx?+1,
hvor a > 0.

Da P(x) har to lokale minima, ma P/(x) =4ax3+2cx =2x(2ax?+ c) have
tre forskellige reelle rodder, og da a > 0 giver dette at ¢ < 0. Rodderne i
P/(x)er x =00g x ==%4/—c/(2a), dvs. at 24/ —c/(2a) = 2 og dermed ¢ =
—2a. Endelig giver ii) at P(x) = ax*—2ax*+1=a(x?>—1)*>+1—a >0, dvs.
at 0 < a < 1. Det er nemt at tjekke at alle sidanne polynomier opfylder de
fire betingelser.

Opgave 6.7 Antag at P har n reelle ikke nodvendigvis forskellige redder
X1,X2,...,Xp. Daer

n
Zx,-:—Zn og Z xixj=2n
i=1 1<i<j<n
Vha. QA-uligheden ses at
lino (2 1o, 1o 2 1 2,
D xix=5 (2w ) =5 2t =5 () g () =2nt-2n
1<i<j<n i=1 i=1 i=1 i=1

hvilket er en modstrid.
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Opgave 6.8 Bemzerk forst at (P(x))* =1 & (P(x)—1) (P(x)+1) =0. Antag
at P(a)=1o0g P(b)=—1fortoheletal a ogb. Davila—b | P(a)—P(b)=2,
dvs.atb=ax1lvb=a=+2.

Antag nu at m er den mindste heltallige losning til (P(x)—1) (P(x)+1) =
0, og antag fx at P(m)— 1 = 0. Da findes hojst to heltallige lesninger til
P(x)+1=0, nemlig m +1 og m +2. Polynomiet P(x)—1 er af n’te grad og
har derfor hgjst n redder. Dermed har (P(x)—1) (P(x)+1) =0 hejst n+2
heltallige l@sninger.

Opgave 6.9 Da P(k)— kLH =0for k=0,1,2,...,n, vil n+ 1'te grads poly-
nomiet Q(x)= P(x)(x + 1) — x have redderne 0,1,2,...,n. Dermed er

Qx)=a(x—-0)(x—1)(x—2)...(x — n).

n+1

DaQ(-1)=1,mda= ((_nl-l)—l)! ,

og dermed

1 1 —1)n+l 1 i
P(n+1):Q(n+ )+n+ :( Y *lyn+ :{ 1 foruligen

n+2 n+2 o forligen
Opgave 6.10 Ifplge Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium med
p =3 og k =n—2 har P en irreducibel faktor i Z[x] af grad mindst n — 1.
Dvs. hvis P er reducibelt, mé det have en rod. En rod i P er et helt tal som
géropi3, og det ses derfor nemt at P ikke har nogen heltallig rod. Dermed
er Pirreducibelti Z[x].

Opgave 6.11 Lad P(x) = a,x" +---+ ao. For hvert x opfylder tripplen
(a,b,c)=(6x,3x,—2x) betingelsen ab + bc + ca = 0. Dermed er P(3x)+
P(5x)+ P(—8x) = 2P(7x). Hvis a; # 0, er 3/ + 5/ +(—8){ —2-7{ =0, men
hvis i er ulige, er 3: +5/ 4+ (—8)i —2-7 < 0, dvs. a; = 0. Hvis i er lige og
i>6elleri=0,er3i+5 +(—8)'—2-7¢ >0, dvs. a; = 0. Dermed er de ene-
ste koefficienter som ikke ngdvendigvis er 0, koefficienterne a4 og a,. De
eneste mulige polynomier der kan opfylde betingelsen, er derfor polyno-
mier pd formen P(x) = ayx* + a>x?. Det er nemt at tjekke at alle sidanne
polynomier faktisk opfylder betingelsen.
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