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Introduktion til uligheder

Dette er en introduktion til nogle basale uligheder om det aritmetiske gennemsnit, det ge-
ometriske gennemsnit, det harmoniske gennemsnit og det kvadratiske gennemsnit. Fgrst
skal vi ved feelles hjeelp bevise ulighederne, og derefter er der en del opgaver som kan lgses
ved brug af ulighederne.

Definition 1

e Det aritmetiske gennemsnit af n reelle tal x1,x0,..., 2, er

T1+ T2+ -+ 2Ty
- .

A:

e Det geometriske gennemsnit af n ikke-negative reelle tal x1, 2o, ..., z, er
G = Yr1x9 x4,
e Det harmoniske gennemsnit af n positive reelle tal x1,xo,..., 2, er

H =

e Det kvadratiske gennemsnit af n reelle tal x1,zs,...,z, er

Q_\/a:%+a:§+---+x%
- . ,

Saetning 1
For positive reelle tal x1, zo,...,, gelder at
Q>A>G>H
med lighedstegn netop nar 1 = x2 = ... = z,,. (Bemaerk at Q@ > A ikke kreever at

Z1,X2,... Iy €r positive.)

Inden vi viser seetningerne generelt, ser vi pa tilfeeldet n = 2. I dette tilfzelde ser AG—uligheden

saledes ud
a+b

> +Vab hvor a og b er positive reelle tal.

Da begge sider er positive, kan vi kvadrere og derefter omskrive til en ulighed som abenlyst
er sand

b
a; >Vab & (a+b)?>4ab &  (a—b)? >0,

og hvor der geelder lighedstegn netop nar a = b. At omskrive en ulighed til et udtryk hvor
et kvadrat eller summen af nogle kvadrater er stgrre end nul, er en ofte anvendt metode
til at lgse uligheder.

Opgave 1
Bevis at @ > A og G > H for n = 2.
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Bevis for Q. A—uligheden.
Omskriv fgrst uligheden ved at kvadrere

n(ai+ a5+ +ap) > (a1 +aa+ o an)
Nu udregnes hgjresiden

@t tad+otal) zalvad ol Y 2wy,
1<i<j<n

dvs.
(n—1)(x? + 23+ +22)> Z 2z,x;.
1<i<j<n

P& venstresiden star nu en masse kvadrater og pa hgjresiden en masse dobbelte produkter,
og derfor ser vi om det er muligt at omskrive uligheden til en sum af kvadrater som er

stgrre end lig med O.
Z (z2 + x?) - Z 2z > 0,

1<i<j<n 1<i<j<n
og dermed
Z (z; — x)* >0,
1<i<j<n
med lighedstegn netop nar xy = x9 = -+ = x,. Da der geelder biimplikation mellem

samtlige omskrivninger af uligheden, har vi hermed bevist at Q > A.

Bevis for AG—uligheden.

AG—uligheden kan bevises ved induktion, men hvor induktionskridtet udfgres pa utra-
ditionel vis. Vi har allerede vist den i tilfeldet n = 2. Hvis man forsgger at vise at hvis
AG—uligheden er sand for n da er den ogsa sand for n+1, bliver det meget kompliceret. Det
er imidlertid veaesentlig lettere at vise at hvis AG—uligheden er sand for n da er den ogsa
sand for 2n og for n—1, og med disse to induktionsskridt kan vi fa alle dominobrikkerne til
at veelte. Grunden til at det ikke er sa kompliceret at vise at hvis AG—uligheden er sand for
n da er den sand for n—1, er at man her har mulighed for selv at veelge x,, hensigtsmaessigt
i forhold til z1, 9, ..., z,_1. Det overlades til laeseren vise induktionsskridtene:

Opgave 2
Vis AG—uligheden ved at udnytte ovenstaende idé.

Opgave 3
Vis GH—uligheden ved at udnytte at du allerede har bevist AG—uligheden.

Nu har vi bevist Saetning 1 og er klar til at benytte den til at lgse flere uligheder:

Opgave 4

Vis at
at+bvt+ et a? b+
a? 4+ b2 +c2 ~ 3

for reelle tal a, b og ¢, hvor abc # 0.
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Opgave 5
Vis at

atnb o wy/opn
n—+1

for positive reelle tal a og b.

Opgave 6
Vis at

/ab‘i‘(;C‘i‘aC Z m

for positive reelle tal a, b og c.

Opgave 7
Lad a, b og ¢ vaere positive reelle tal. Vis at
1 1 1 2 2 2 9
> >

5+g+g_a+b+b+c+c+a_a+b+c'

Opgave 8
Lad a, b og ¢ vaere positive reelle tal. Vis at

Vabe +1 < {/(a+1)(b+ 1)(c+ 1).

Opgave 9
Lad a og b veere to positive reelle tal med sum 1. Bevis at

(s+2) +0+5) =5

Hvornar geelder der lighedstegn?

Opgave 10
Lad a, b og c veere reelle tal saledes at ¢ > 0, a > c og b > c. Vis at

Vab > \/c(a —¢) +/e(b—¢).

Opgave 11
Lad z,y, z veere positive reelle tal som opfylder at xyz = 32. Bestem den mindst mulige
veerdi af

22 + dzy + 4y? + 222,
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Lgsningsskitser til uligheder

Opgave 1
QA—uligheden for n = 2:

2 2
W2x1;—$2 & 202+ 3) >altas—2aa & (11— 32)° >0,

med lighedstegn netop nar 1 = xs.
GH—uligheden for n = 2:

1 1
2 =+ = /11
>_ - 2N X1 T2 _
$ll‘2_i+i 2 - X1 T2

T T2

hvilket er AG—uligheden for a; = & og as = -+, og der gaelder lighedstegn netop nar

1 2’
1

_ 1 g _
= 2 dvs. netop nar x1 = xo.

Opgave 2
Vi har allerede vist AG—uligheden for n = 2. Antag at

T1+Ta+ -+ 2y
n

> Yrix9 - Ty

for ikke-negative reelle tal x1, o, ..., T,.
Fgrst viser vi at denne antagelse medfgrer at uligheden er sand for 2n. Lad z1, z2, ..., o,
veere ikke-negative reelle tal. Ifglge antagelsen er

acl—i—:m—l—-'-—I—xn+xn+1+xn+2+---+x2n
n n

> /x1T2 Ty + Y Tni1Tnt2 T2

Ved at benytte AG—uligheden for n = 2 pa ovenstaende far vi

Lot +Tn | Tnt1+Tnt2t-+Ton

= 5 & > \/\"/1‘1962 C T YT 1Tng2  Top,

hvilket netop er
T1+Ta 4+ Top

2n
Nu viser vi at vores antagelse ogsa medfgrer at uligheden er sand for n—1. Lad x1, 22, ..., Tp—1
veere ikke-negative reelle tal, lad A, _1 veere det aritmetriske gennemsnit af disse n—1 tal,
og szt x, = A,_1. Ifglge antagelsen er

> R/T1T2 - Top.

1’1+l’2+"‘+$n71+./4n71
mn

> 7\1/$1.%‘2 o Tp—1An—1 <

A1 > Vaize -z 1 A1 &
Arg > mze 1A &

ATl >z aea S

T1+To+ -+ Tp—1
n 2 nfl/x1x2. o Tp—1-

n—1
Bemsark at der i begge tilfeelde geelder lighedstegn netop nar alle 2n eller alle n — 1 ikke-
negative reelle tal er lig hinanden. Hermed er induktionen fuldfgrt.
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Opgave 3

Pointen er at AG—uligheden kan omskrives til GH—uligheden. Lad x1,xo,...,z, veere n
positive reelle tal. Dermed er x%’ 37127 ceey i ogsa n positive reelle tal. Ifglge AG—uligheden
geelder at

[ S R 0
131+1’2+ +l‘n>n 1
- )
n T1X2 * T

og dermed folger GH—uligheden

n
Vaxixe - Tn 2 3 T -
atm T Ty

Bemeerk at der geelder lighedstegn netop nar 1 = 29 = -+ - = .

Opgave 4
Ifplge Q.A—uligheden er

[at + b4 + ¢4 >a2+b2+c2
3 = 3 ’

Da begge sider af lighedstegnet er positive, kan vi kvadrere

at + b+t - (a2+b2+02)2
3 - 3
hvoraf det gnskede fglger.

Opgave 5
Uligheden er AG—uligheden med de n + 1 tal a,b,b,...,b.

Opgave 6
Ifplge AG—uligheden er

b+ b
abtbetca > Vabbcca = (Vabe)?.

3
Opgav 7
Ifglge AH—uligheden er
1,1 1,1 1,1
1.1 1:a+b+b+0+c+a2 2 n 2 n 2‘
b ¢ 2 2 2 a+b b+c cHa
Desuden er
2o+ = 3 3
a+b b+c c+a> _
5 EPrEereE atore

hvilket giver det gnskede.

Opgave 8
Ved at oplgfte i tredje potens far man

2
abc + 3V abe + 3V abe +1<abc+ab+ac+bc+a+b+c+ 1.

AG—uligheden giver

ab + ac + be > 33/ (ab) (ac)(bc) = 3V abe- og a+b+c> 3Vabe.
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Opgave 9
Ifplge AH—uligheden og da a +b =1, er

1 1
ats o 2

=2
2 T a+b

med lighedstegn netop nar a = b. Dermed giver Q. A—uligheden

(a+é)2+(b+%)22%(a+b+%+%>22%(1+4)2:22—5

med lighedstegn netop nar a = b =

NO|—=

Opgave 10
Ved at kvadrere far man

ab > cb+ ca — 22 +2v/c2(a —¢)(b—c¢).

Ved omrokkering far man yderligere

(a—c)(b—rc)+c?

. > V/Pa=e)b—0)

hvilket er sandt ifglge AG—uligheden.

Opgave 11
Hvis vi skal udnytte at xyz = 32, er det en god idé at prgve at vurdere udtrykket ved et
udtryk af formen (xyz)". Derfor benytter vi AG—uligheden to gange pa folgende made

2 + doy + 4y + 222 > 2@4—4:@—%2732 =
day + dzy + 222 > 33/32029222 = 3V/323 = 96.

Der er lighedstegn netop nar 22 = 4y? og 4oy = 222, dvs. ndrx =z =4 og y = 2.



