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Skuffeprincippet

1 Skuffeprincippet

Skuffeprincippet benytter de fleste helt intuitivt, og det hgrer egentlig ikke hjemme under
noget bestemt emne, men benyttes i mange forskellige opgavetyper. Skuffeprincippet gar
ud pa at hvis man har n + 1 bolde som man placerer i n skuffer, sa findes der mindst en
skuffe med mindst to bolde. Tilsvarende gaelder at hvis man har kn + 1 bolde som man
placerer i n skuffer, sa findes mindst en skuffe med k 4 1 bolde.

Eksempler

Skuffeprincippet kan bruges i mange forskellige sammenhaenge. Et klassisk eksempel er at
hvis 1100 mennesker er forsamlet, sa vil mindst fire ifglge skuffeprincippet have fgdselsdag
samme dag. Der er 366 mulige dage man kan have fgdselsdag, s& hvis der er mindst
3366 + 1 = 1099 mennesker forsamlet, vil der ifglge skuffeprincippet veere mindst fire
personer der har fodselsdag samme dag.

Skuffeprincippet kan ogsa bruge hvis man har et endeligt antal skuffer og et uendeligt
antal bolde. Betragt folgen 1,3,6,0,9,5,4,... hvor det naeste tal i fglgen, fra og med det
fjerde, er summen af de tre foregaende modulo 10. Da der kun findes endeligt mange kom-
binationer af tre cifre, og folgen fortseetter i det uendelige, ma der ifglge skuffeprincippet
pa et eller andet tidspunkt komme tre tal som tidligere har staet i samme raekkefglge, og
derfor ma fglgen veere periodisk fra et vist trin.

Det er ikke altid helt oplagt hvad man skal veelge som skuffer og bolde. Hvis vi ser pa en
vilkarlig delmaengde af meengden M = {1,2,3,...,100} med 15 elementer, sa vil vi gerne
vise at der findes to talpar fra delmesengden med samme differens. I dette tilfzelde ma de
mulige differenser veere skufferne og de mulige talpar vaere boldene da vi gnsker at vise at
der findes mindst to talpar med samme differens. Hvis skuffeprincippet skal virke, skal vi
altsa vise at der er flere talpar end differenser. I en delmaengde af M med 15 elementer er
der i alt (125) = 105 forskellige talpar hvis differens er et helt tal mellem 1 og 99, dvs. der
er 99 mulige differenser. Dermed siger skuffeprincippet at der findes mindst to talpar med
samme differens.

Her er nogle eksempler pa meget forskellige opgavetyper hvor man kan anvende skuffeprin-
cippet, men det er absolut ikke altid oplagt hvordan man skal konstruere sine skuffer og
bolde.

1.1 Opgave
Ti venner sender hinanden julekort saledes at hver sender fem julekort til fem forskellige
venner. Vis at der findes et par af venner som har sendt hinanden et julekort.

1.2 Opgave

Vis at hvis et 2 x 2 kvadrat indeholder 10 punkter, da vil der findes to punkter med afstand
mindre end en.
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1.3 Opgave

Lad A veere en vilkarlig maengde af 23 positive hele tal mellem 1 og 1000. Vis at der
findes to disjunkte delmaengder af A hvis elementer har samme sum. (Disjunkte betyder
at delmaengderne ikke har nogen feelles elementer).

1.4 Opgave

Meangden A bestar af 101 positive hele tal mellem 1 og 200. Vis at der findes to tal i A
saledes at det ene gar op i det andet.

1.5 Opgave

Pa Gammelkgbing skole gar der 20 elever, og to vilkarlige elever har en falles bedstefar.
Vis at der findes en mand som er bedstefar til mindst 14 elever pa skolen.

1.6 Opgave

Vis at blandt tallene a,2a, ..., (n — 1)a, hvor a € R, er der mindst et af tallene der har en
afstand pa hgjst % til et helt tal.

1.7 Opgave

Under en matematikforelaesning sover fem matematikere praecis to gange hver. De var alle
vagne da forelesningen startede, og for hvert par af matematikere var der et tidspunkt
hvor de begge sov.

Vis at der pa et tidspunkt var mindst tre matematikere der sov samtidig.

1.8 Opgave

Vis at uanset hvordan 15 punkter afssettes inden for en cirkel med radius 2 (cirkelran-
den medregnet), vil der eksistere en cirkel med radius 1 (cirkelranden medregnet) som
indeholder mindst 3 af de 15 punkter. (Georg Mohr 91)

1.9 Opgave

Ethvert punkt i planen er malet i en af n givne farver. Vis at der findes et rektangel hvis
hjgrner alle har samme farve. (Engel)

1.10 Opgave

I et kvadrat med sideleengde 1 er der 101 rgde punkter hvoraf ikke tre ligger pa linje.
Vis at der findes en trekant med tre rgde hjorner hvis areal ikke er stgrre end ﬁ.

1.11 Opgave

I et rektangel med sideleengder 20 og 25 er placeret 120 sma kvadrater med sidelsengde 1.
Vis at det er muligt at placere en cirkel med diameter 1 i rektanglet saledes at den ikke
rgrer nogen af de 120 sma kvadrater.
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2 Logsningsskitser

Opgave 1.1
Der er (150) = 45 par af venner, og da der sendes 50 julekort, ma der veere mindst et par
af venner der har udvekslet to julekort, og da ingen sender to julekort til samme ven, ma

de have sendt julekort til hinanden.

Opgave 1.2

Kvadratet deles op i 9 kvadrater med sideleengde % og diagonallaengde @ < 1. Ifplge skuf-
feprincippet ma der veere to punkter som ligger i samme kvadrat, og afstanden mellem
disse to punkter er mindre end en.

Opgave 1.3

Den stgrst mulige sum af elementerne i en delmangde af A er summen af elementerne i
A, og denne sum er maksimalt 978 + 979 4+ 980 + - - - + 1000 < 23000. Nu laver vi 23000
skuffer nummereret 1,2, ...,23000, og hver delmaengde af A puttes ned i den skuffe hvis
nummer er summen af elementerne i delmeengden. Der er 223 — 1 forskellige ikke—tomme
delmaengder af A, og da dette tal er langt stgrre end 23000, findes mindst en skuffe med
to delmaengder som vi kalder B og C'. Da mangderne er forskellige og elementerne i dem
har samme sum, er B; = B\C og C; = C\B to disjunkte ikke—tomme delmangder af A,
og summen af elementerne i B; er lig summen af elementerne i Cf.

Opgave 1.4

Ethvert positivt helt tal mellem 1 og 200 kan pa entydig made skrives pa formen u - 2"
hvor u er et positivt ulige tal u = 1,3,5,...,199, og n er et ikke—negativt helt tal. Da
der er 100 mulige vaerdier af u, og der er 101 elementer i A, findes to elementer fra A som
skrevet pa formen u - 2™ har samme vaerdi af u. Disse to tal opfylder at det ene gar op i
det andet.

Opgave 1.5

Betragt en elev som har bedstefsedrene A og B. Hvis alle andre har A som bedstefar, er
det gnskede vist. Det samme geelder for B. Antag derfor at hverken A eller B er bedstefar
til alle 20 bgrn pa skolen. Da findes et barn som ikke har A som bedstefar, og dermed
ma han have B som bedstefar og endnu en bedstefar som vi kalder for C. Desuden findes
at barn som ikke har B som bedstefar, men da barnet har en faslles bedstefar med alle
andre bgrn, ma barnet have bedstefeedrene A og C. Pa denne méade ses at samtlige bgrn
har to bedstefsedre blandt bedstefzedrene A, B og C'. Da 20 elever har 40 bedstefsedre,
ma enten A, B eller C ifglge skuffeprincippet veere bedstefar til mindst 14 elever pa skolen.

Opgave 1.6

Lad i1
M; = {z € {a,2a,...,(n - Da}|z — |z] € [; 2]}

n n

Hvis My eller M,,_ ikke er tom, har vi et tal med den gnskede egenskab. Antag at My og
M,,_1 er tomme. Da mé en af maengderne My, ..., M, 5 indeholde to elementer, lad os
sige ba og ca, hvor b < ¢. Dermed vil (¢ — b)a tilhgre enten Mg eller M,,_1, hvilket er en
modstrid.
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Opgave 1.7

Der er (g) = 10 par af matematikere som har sovet samtidig, og disse par opstar netop
nar en matematiker falder i sgvn. Dette sker 10 gange, men den forste gang opstar der
ingen par der har sovet samtidig. Derfor ma der ifglge skuffeprincippet pa mindst et af de
ni tidspunkter hvor en matematiker faldt i sgvn (fraregnet forste gang) opsta mindst to
nye par, dvs. pa dette tidspunkt mé mindst tre matematikere have sovet samtidig.

Opgave 1.8
Cirklen med radius 2 kan daekkes af 7 cirkler med radius 1 som vist pa figur ??7. (Overvej
hvordan de skal konstrueres.) Ifglge skuffeprincippet findes derfor en cirkel med radius 1

som indeholder mindst 3 punkter.

Opgave 1.9

Betragt alle gitterpunkterne (z,5) med 1 <2 <n+1o0g1 <y < n"" 4 1. Hver raekke
kan farves pa n"t! forskellige mader. Ifplge skuffeprincippet findes derfor mindst to raekker
der er farvet pa samme made. Da der er n farver og n + 1 punkter i hver reekke, findes
igen ifplge skuffeprincippet mindst to punkter i samme rackke med samme farve. I de to
reekker der er farvet identisk findes derfor to punkter af samme farve i den ene raekke, og
sammen med de to tilsvarende punkter i den anden raekke udggr de hjgrnerne i et rektangel.

Opgave 1.10

Inddel kvadratet i 50 rektangler med sideleengder 1 og %. Ifglge skuffeprincippet findes
et rektangel med mindst tre rgde punkter. Disse tre rgde punkter udggr en trekant hvis
areal hgjst er halvdelen af rektanglets areal, dvs. hgjst ﬁ.

Opgave 1.11

For hvert enhedskvadrat farves samtlige punkter i enhedskvadratet og samtlige punkter i
rektanglet hvis afstand til kvadratet er mindre end eller lig med % Desuden farves samtlige
punkter i rektanglet med afstand mindre eller lig med % til en af rektanglets sider. Arealet
af maengden af de farvede punkter er hgjst

1
44+120(1+4'5+%) :44+120(3+%) < 404 +30-3,15 = 498, 5 < 500.

Dermed findes et punkt som ikke er farvet, og en cirkel med centrum i dette punkt og
diameter 1 vil ligge i rektanglet og ikke rgre nogle af kvadraterne.



