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Ligninger med reelle lgsninger

Nar man lgser ligninger, er der nogle standardmetoder som er vigtige at kende.

Vurdering af antallet af lgsninger
Ligningen

3—Vx+3=x

har oplagt lgsningen x = 1. For at undersgge om der findes andre lgsninger, er det en god

ide at se pa monotoniforhold for funktionerne f(z) = /3 — vz + 3 og g(x) = z. Da f er
en aftagende funktion af z, og g en voksende funktion af x, har ligningen maksimalt en

lgsning, og den har vi allerede fundet.

Omskrivning til andengradsligning
Mange ligninger kan omskrives til en andengradsligning og derefter lgses. I dette eksempel
vil vi bestemme alle reelle tal  som opfylder at

(V7-vas) + (my — 14,

Dette er ikke en andengradsligning i x, men hvis vi omskriver, kan vi opna en andengrad-

sligning i en anden variabel. Bemaerk forst at \/7 + \/48\/7 — V48 = /49 — 48 = 1. Ved
x

at gange pa begge sider med ( 7T— 48) far vi andengradsligningen

(( 7—\/@)36)2—14( T-VE) 41 = 0

Lgsningsformlen for andengradsligningen giver
14 £ /192
(V7-vas) = =5 — 7 Vas.

Nu kan vi som i eksemplet fgr vurdere antallet af lpsninger, for da f(x) = ( 7T— \/ZTS)w

er en aftagende funktion, er der samlet hgjst to lgsninger. Det er let at se at x = 42 lgser
ligningen.

Omskrivning til kvadrat
En anden ofte anvendt metode til at lgse ligninger er at omskrive ligningen til en sum af
kvadrater som er lig nul. Vi gnsker at bestemme alle reelle talpar (z,y) sa

2?2 +2x 410 — 12y + 49> = 0.
Vi omskriver venstresiden til en sum af kvadrater og far
(x+1)*+(3-2y)*> =0.

Lgsningerne opfylder dermed at z+1 = 0 og 3—2y = 0, dvs. den eneste lgsning er (—1, %)

Vurdering af de variable
Nar man skal vise at ligningssystemet

y=\Vz+vli—-2 og z=1\y—+1+y
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ikke har nogen reelle Igsninger, er det ofte en god idé at antage at der er en lgsning, og
vise at det leder til en modstrid. Modstriden kan i en del tilfselde opnas ved at vurdere de
variable.

Antag at ligningssystemet har mindst en reel lgsning x og y. Dama 0 <yog 0 <z < 1.
Ved at udnytte at 0 < x < 1, far vi

yz\/ﬁﬁ\/ﬂ:—l—lﬁﬂ.

Da vi ikke kan have lighedstegn i begge uligheder samtidig, ma y < v/2.

Af ligningen © = v/y — /1 +y ses at y > /y + 1 hvilket betyder at y > 1, og dermed
at y > y+ 1 > /2 hvilket er en modstrid. Dermed har ligningssystemet ingen reelle

lgsninger.

Substitution
Nu ser vi pa et ligningssystem hvor der er tre ubekendte og tre udtryk som er lig hinanden.
Vi gnsker at bestemme alle tripler (z,y, z) af forskellige reelle tal som opfylder

z(y+1)=ylz+1)=z(x+1).

Bemeerk fgrst at hvis en af de ubekendte er 0 da ma de to andre ogsa veaere 0. Det samme
er tilfaeldet med —1, og dermed findes ingen lgsninger hvor 0 eller —1 indgar, da x, y og
z skal veere forskellige.

Da vi i denne ligning har tre ubekendte og tre udtryk som er lig hinanden, gnsker vi at
reducere antallet af ligninger og ubekendte som vi skal arbejde med. Forst indfgrer vi
alligevel en ny storrelse k:

E=z(y+1) =y(z+1) =z(z+1).

Vi vil nu reducere til en ligning hvor kun k og z indgar vha. substitution. Da z = xi_i_l og
y= % —1= k%x substituerer vi z og y med de fundne udtryk i ligningen k = y(z + 1) for
at fa en ligning der kun indeholder z og k.
k—a\/k+ax+1
ot = (452) (24
y(z+1) x r+1
En omskrivning af ligningen giver
k(x?+z) =k -2 +k—oz=kk+1) - @’ +2) e k+1D(>+2—-k) =0,

dvs. at k = —1 eller 2?2 +x = k. Antag at k = —1. Dette giver triplerne (x, _lm_x, x_—Jrll), hvor

r € R\{—1,0}, og disse er alle lgsninger. Antag i stedet at k # —1, dvs. at 22 +x = k. Af
symmetrigrunde ma y og z ogsa opfylde denne ligning, men da den hgjst har to lgsninger,
kan de ikke alle tre veere forskellige. Dermed er samtlige lgsninger (x, _71 —1,=L ), hvor

s o1
z € R\{-1,0}.
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Opgaver

Opgave 1
Bestem alle reelle tal z sa

S5=\z+Vr+2+Vr+T.

Opgave 2
Bestem alle reelle tal z sa
3T 4377 = 82,

Opgave 3
Bestem alle reelle tal z sa

8(4% +47%) — 54(2° +277) + 101 = 0.

Opgave 4
Bestem alle reelle tal x, y og z som opfylder ligningssystemet
422 49/ 422
_—— —_— =2 O _——
1+422 Y T4 & 11422

Opgave 5
Bestem alle reelle talpar (z,y) som opfylder ligningen

(z+ )% + (x +3y)? — 4(z +y) — 10(z + 3y) + 29 = 0.

Opgave 6 (Abelkonkurrencen, 2. runde 2006-2007)
De positive reelle tal x, y og z opfylder ligningssystemet

1
x+2y:%, y+22:9y6, z+2x:%.

Bestem =z + y + 2.

Opgave 7 (NMC 2001)
Bestem antallet af reelle lgsninger til ligningen

5
0:x8—:c7+2:1c6—2x5+3$4—3x3+4x2—4x+§.

Opgave 8 (NMC 2006)
De reelle tal x, y og z er ikke alle ens og opfylder at

1 1 1
r+-=y+-=z+-=k
Y Z x

Bestem samtlige mulige veerdier af k.
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Lgsninger

Opgave 1
Da f(z) = V& + vz + 2+ vz + 7 er en voksende funktion, er der maksimalt en lgsning,
og det ses let at © = 2 lgser ligningen.

Opgave 2
32+$ + 3271’ — 82
9
9.-3"+ 3w = 82

9(3%)2 —82(3%)+9 =
(9-3°—1)(3*-9) =

Her af ses at x = £2.

Opgave 3
Udnyt at 4% +47% = (2% 4 27%)2 — 2 til at omskrive ligningen til

8(27 +27%)% — 54(2° +27%) 4+ 85 = 0.
Dette er en andengradsligning i 2% 4+ 27*, og dermed er

_ 54+b42—4.8-85 27+7
- 2.8 8

2T 4+ 277

Hvis 2% +27% = %, far vi en andengradsligning

17
(2%)2 — T2 +1=0

i2% dvs. 2 =4V 2¥ = %. Hvis 2 4+ 277 = %, far vi pa samme made at 2* =2V 2% = %
Samlet er x = +1,+2.

Opgave 4
Bemeerk fgrst at x, y og z ikke kan veere negative, samt at enten er de alle nul, eller ogsa
er ingen nul. Antag derfor at x, y og z er positive reelle tal. Vi bemaerker nu at 1%12 <z
med lighedstegn netop nar x = %, da uligheden kan omskrives til 0 < (2z — 1)2. Dermed
er
_422<_4y2<_4x2
R PP S I PR P |

<z

)

dvs.atx =y =2 = % Samletsesatx =y =z=00gr =y =2 = %erdeenestel(zjsninger.

Opgave 5
Omskriv til sum af kvadrater

(z+y—2)*+(r+3y—57*=0.

Heraf ses at t +y —2 =0 o0g x4+ 3y — 5 = 0. Ved at lgse de to linesre ligninger med to

ubekendte fir vi at den eneste lgsning er (z,y) = (3,3).
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Opgave 6
Hvis vi multipliserer ligningerne med henholdsvis x, y og z, far vi

2?4+ 2zy =100, 2+ 2yz =96, 2%+ 2z =93.
Adderer vi disse ligninger, far vi
289 = x2 + y® + 22 + 2xy + 222 + 2yx = (v +y + 2)2

Dvs. at z +y + 2z = v/289 = 17.

Opgave 7
For at kunne vurdere hgjresiden omskriver vi til

) )
0:xS—x7+2$6—2x5+3x4—3x3+4x2—4x+§:x(az—l)(a:6+2x4+3x2+4)—l—§.

For x < 0 og x > 1 fremgar det af omskrivningen at hgjresiden er positiv. For 0 < z < 1
er

0> a(z—1) = (z— ) —

> _
5 =z

)

N
=

og
20+ 220 + 322 +4<1+2+3+4=10.

Samlet giver dette at

5 1 5
:L‘8—:U7+2:U6—2m5+3m4—3$3+4x2—4x+§ > —1-10—1—520,
dvs. at ligningen ikke har nogen reelle rgdder.
Opgave 8
Fgrst eliminerer vi x og z sa vi far en ligning i y og k. Da = + i =k, er % = ﬁ, og

da y + % =k, er z = ﬁ (Bemaerk at ky — 1 # 0 og k —y # 0). Ved at udnytte dette
omformes ligningen z + % =k til
1 Y

- —k
k:fy—f_k‘yfl

Yderligere omskrivninger giver

ky —1+y(k—y) = k(k—y)(ky — 1),
og hvis k% # 1, far vi en andengradsligning i y

(1 — k) +y(k® —k)+1—-k*=0.

Af symmetrigrunde skal x og z opfylde praecis den samme andengradsligning, og dermed
ma mindst to af x, y og z veere ens, men dette giver ifglge den oprindelige ligning at alle
tre er ens. Dermed mé k = £1. Begge disse veerdier af k er mulige: For z = 2, y = —1 og
z= % er k = 1. Ved at @ndre fortegn ser man at &k = —1 ogsa er mulig.



