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Kombinatorik 2

Disse noter introducerer nogle centrale metoder som ofte benyttes i kombinatorikop-
gaver, og kraever et grundleeggende kendskab til kombinatorik (se fx Kombinatorik). Der
er mange virkelig sveere opgaver, og derfor er flere opgaver markeret med Hint hvilket
betyder at man bagerst kan finde et hint til opgaven.

1 Fordeling af n elementer i m bokse

Binomialkoefficienterne forteeller pa hvor mange mader man kan udtage r elementer ud
af n elementer. Man kan ogsa med binomialkoefficienter lave en formel for pa hvor mange
mader man kan fordele n ens objekter i m nummererede bokse. Da objekterne er ens, er
det lige meget hvilke der havner i hvilke bokse; det interessante er kun hvor mange der er
i hver boks.

1.1 Seetning

n+m—1

ol ) mader.

Man kan fordele n ens objekter i m nummererede bokse pa (
Nogle af boksene ma gerne veere tomme.

Bevis
St de n objekter op pa en raekke. At fordele dem i m nummererede bokse svarer til
at sette m — 1 skillevaegge op i raekken, saledes at man putter objekterne for den forste
skillevaeg i fgrste boks osv. Det svarer til at fordele n objekter og m — 1 skilleveegge pa en
rackke med n + m — 1 pladser, hvilket kan ggres pa (”;’f;l) mader.

1.2 Eksempel

I et supermarked vil du kgbe 10 slikposer, og der er 5 forskellige slags at veaelge imellem.
P& hvor mange mader kan du velge de 10 poser?

Det svarer til at fordele 10 objekter i fem nummererede bokse der hver repraesenterer en
bestemt slags slikpose, dvs. ifglge ssetningen er der (10;_53; 1) = 1001 mader at veelge pa.

1.3 Eksempel

I en isbutik sezlger de vaffelis med op til fem kugler, og de har vanille-, jordbaer- og
chokoladeis. Nar man skal udregne hvor mange forskellige vaffelis man kan lave, kan man
bruge setningen om at fordele n objekter i m bokse. Vi antager at kuglernes rackkefglge
er underordnet. Antallet af vaffelis svarer nu til at fordele 5 kugler i 4 bokse hvor den
ene boks repraesenterer vanille, den anden jordbeer, den tredje chokolade og den fjerde
ingenting. Pa denne made far man alle kombinationer inklusiv den uden kugler. Hvis man
traekker den fra, er der derfor

REDREORE

forskellige kombinationer.

1.4 Opgave

Bevis at antallet af mader at fordele n ens kugler i m forskellige bokse, n > m, saledes at

der mindst er en i hver boks, er (7?1_—11)
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1.5 Opgave

I et supermarked vil du kebe 10 slikposer, og der er 5 forskellige slags at veelge imellem,
men supermarkedet har kun 6 poser tilbage af tre af slagsene samt 7 poser af de to sidste
slags. Pa hvor mange mader kan du valge de 10 poser?

1.6 Opgave

En skat pa 50 guldstykker skal fordeles mellem 6 pirater. De beslutter sig for at skrive alle
kombinationer ned hvor ingen far mere end halvdelen af guldstykkerne, og alle far mindst
4 guldstykker, og derefter treekke lod blandt disse kombinationer. Det tager piraterne
et minut at skrive en kombination ned. Hvor lang tid tager det dem at skrive samtlige
kombinationer ned?

1.7 Opgave

I et lottospil udtraekkes syv tal ud af 36. Man kan som bekendt veelge de syv tal pa
(%) = 8347680 mader.
Vis at mere end % af disse kombinationer indeholder to nabotal. (Hint)

1.8 Opgave

I et ringspil er der 10 ringe i forskellige farver samt fem forskellige malpinde til at kaste
efter. Hvor mange forskellige slutkonfigurationer findes der med 7 ringe pa malpindene og
3 ringe 1 graesset? (Hint)

(Bemaerk at hvis flere ringe er pa samme malpind, kan de ligge i forskellig rackkefplge pa
pinden.)

2 Teelle pa to mader

I Kombinatorik sa vi flere gange at man kan vise nogle formler hvori der indgar binomi-
alkoeflicienter, ved at teelle pa to mader.

2.1 Eksempel

Formlen

()2

prd m—1 m

kan let vises ved at teelle pa to mader, mens det er langt mere kreevende hvis man begynder
at omskrive binomialkoefficienterne.

Tallet (njnm) angiver pa hvor mange mader man kan fordele n ens kugler i m + 1 kasser.
Man kan ogsa teelle dette pa folgende made: Nar der er n — k kugler i den fgrste boks, kan
man fordele de k resterende kugler i de m resterende bokse pa (k:ﬁf) mader. Nar man
summerer dette, far man netop venstresiden af lighedstegnet.

2.2 Eksempel

Formlen
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kan ogsa vises ved at taelle pa to mader.

Vi benytter nu to forskellige metoder til at teelle pa hvor mange mader man kan nedsaette
et udvalg med en formand nar der er n personer at vaelge imellem, og udvalget skal besta
af mellem en og n personer:

Metode 1: Fgrst er der n muligheder for at veelge formanden. Derefter skal man for de
n — 1 resterende beslutte om de er med eller ej. Dette kan samlet ggres pa n2"~! mader.
Metode 2: Der er (Z) mader at nedsatte et udvalg med k& medlemmer pa, og for hver af
disse er der k mader at veelge formanden pa. Dette giver samlet >, k(Z)

Dermed er formlen vist.

2.3 Opgave

Vis formlerne

(Hint)

2.4 Opgave

Lad n og r veere hele positive tal. Formlen

kz’;(}(nzl{:) _ <n+:+1>

kan vises ved at benytte at

pa denne made

(n+:+1) ~ (:zi) N (2571 n+r—1
- (nrﬁ—r) N (nrﬁ-;ll) nr&-;EZ n4r—2
(T)+(T—1)+(T—2)+(T—3)

L)

Vis i stedet formlen ved at teelle pa to mader. (Hint)

2.5 Opgave
Lad F'(n,r) betegne gennemsnittet af mindste-elementerne i samtlige delmeengder af {1,2,...,n}
med r elementer.
Vis at 41
n
F = .
(n, ) r+1

(IMO 1982) (Hint)
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2.6 Opgave

a) I en by er der et vejnet som danner et kvadrat med n + 2 veje nord-syd og n + 2
veje gst-vest. Langs den nordligste og den gstligste vej lgber en flod. Astrid starter i det
sydvestlige hjgrne af vejnettet. Hun vil ned til floden og gar pa folgende made. Fgrst slar
hun plat og krone. Hvis det bliver krone, gar hun mod nord til naeste vejkryds, og hvis det
bliver plat gar hun mod gst til naeste vejkryds. Sadan fortsaetter hun til hun nar floden.
Bestem sandsynligheden for at hun nar floden der hvor den nordligste vej krydser den
fjerde vej fra vest.

b) Vis formlen
" n4k\ 1
— =2
(")
k=0
2.7 Opgave
Vis at

1 1
124224 4n?= <"; >+2<”;r >

ved at taelle pa to mader. (Hint)

2.8 Opgave

I en konkurrence er der a deltagere og b dommere, hvor b > 3 er et ulige tal. Hver dommer
bedgmmer om hver deltager har bestaet eller er dumpet. Antag et k er et tal sdledes at
der for to vilkarlige dommere gaelder at deres bedgmmelse hgjst stemmer overens for k
deltagere. Vis at £ > &=L (IMO 98) (Hint)

3 Princippet om inklusion og eksklusion. PIE

I nogle situationer har man behov for at teelle antallet af elementer i en foreningsmeaengde,
og det kan man benytte princippet om inklusion og eksklusion til, ogsa kaldet PIE.

3.1 Eksempel

Hvis man skal bestemme antallet af elementer i foreningsmaengden mellem to maengder A
og B, ses det nemt ved et Venn-diagram at

|AUB| = |A|+ |B| — |AU B|.
Tilsvarende ses for tre maengder A, B og C at
|JAUBUC|=|A|+|B|+|C|—-]AnB|—-|ANnC|—|BNnC|+|AnBnNC|.

Man inkluderer med andre ord fgrst alt det der eri A ogi B og i C, men sa har man inklud-
eret alt det de har tilfzelles to gange hvis det ligger i to af maengderne, og tre gange hvis
det ligger i alle tre meengder. Derfor ekskluderer man nu alt det der ligger i feellesmaengden
mellem A og B, feellesmaengden mellem A og C samt faellesmaengden mellem B og C. Nu
har man sgrget for at alt det der ligger i en eller to af meengderne er inkluderet praecis en
gang. De elementer der ligger i alle tre maengder, har man imidlertid forst inkluderet tre
gange, men derefter ekskluderet tre gange, dvs. vi skal til slut inkludere disse elementer
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igen.
Dette kan generaliseres til fglgende satning

3.2 Seetning. PIE

Antallet af elementer i foreningsmaengden mellem de n maengder Ay, As, ..., A, kan bereg-
nes saledes:
|A1UA2U"'UA7L| =

n

§ :|Ai|—§ AN A+ § AN A N A = (D) AI N AN N Ayl
=1 1<J 1<j<k
Bevis

Formlen bevises ved at se pa et element der indgar i preecis k af maengderne. Dette element

er talt med
()-G)+ () (@) =5 () -

3.3 Eksempel

gang.

Man kan fx benytte PIE til at teelle antallet af permutationer af tallene 1,2,...,n der er
fikspunktsfri, dvs. at intet tal afbildes pa sig selv.

Der er i alt n! permutationer af de n tal. Lad A; veere maengden af permutationer som
fikserer elementet i. Antallet af fikspunktsfri permutationer P er da

P=nl—]A;UAyU---UA4,|
Ifslge PIE er
P=nl— <Z\Ai|—Z]AiﬂAj]+ 3 \AmAijk\—---(—1)"+1\A1mAgm-~-mAny>.
i=1 1<j i<j<k

Antallet af permutationer som fikserer k bestemte tal, er (n — k)!, dvs.

P—nl— (?)(n—l)!—ﬁ— (Z)(n—2)!—-~(—1)"<z>0!:n!(l—11!—0—21!—---(—1)"71!).

3.4 Opgave

Pa hvor mange mader kan man udtage tre delmaengder A, B og C af en meengde med n
elementer saledes at ANB # 0, ANC #0 og BNC # (), mens ANBNC = .

3.5 Opgave

Lad n og k veere positive hele tal. Vis at

nl = (n+k)"+(—1)" (’D (ntk—1)"+(—1)2 (g) (n+k—2)"+...+(—1)" <Z> (n+k—n)".

(Hint)
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3.6 Opgave

Lad S5, veere maengden af permutationer af tallene 1,2, 3, - -+, 2n. En permutation o € Sy,
siges at have egenskaben P hvis der findes et i € {1,2,3,---,2n—1},sa |o(i)—o(i+1)| = n.
Vis at mere end halvdelen af alle permutationerne i Sy, har egenskaben P. (Hint)
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4 Hints

Opgave 1.7
Teel alle de kombinationer der ikke indeholder to nabotal ved at betragte de udtrukne tal
som skilleveegge mellem de resterende 29 elementer eller fgr det forste eller efter det sidste.

Opgave 1.8

Teel forst pa hvor mange mader syv ens ringe kan fordeles pa fem pinde. Overvej derefter
for hver af disse kombinationer hvor mange kombinationer der er nar man har 10 ringe
med forskellig farve hvor syv skal fordeles pa de syv forskellige positioner.

Opgave 2.3

a) Antal mader at vaelge et udvalg med en formand og en referent ud af n personer.

b) Antal mader at veelge et udvalg med en formand, en referent og en kasserer ud af n
personer.

Opgave 2.4
Se pa anattallet af mader at veelge r elementer ud af n+r+ 1, og tael antal kombinationer
hvor man har valgt de r — k fgrste elementer, men ikke element nummer r — k + 1.

Opgave 2.5
Se pa antallet af mader man kan udtage delmsengder med r + 1 elementer af
{1,2,...,n+ 1}, og teel hvor mange der netop har k + 1 som det naestmindste element.

Opgave 2.7
Tel antal mader at veelge x, y og z pasa z,y,z € {1,2,...,n+ 1}, 2 > x og z > v.

Opgave 2.8
Vurder antallet N af tripler (dommer, dommer, deltager) for hvilke de to dommere er
forskellige og har givet deltageren samme bedgmmelse pa to forskellige mader.

Opgave 3.5
Betragt maengden

S ={(z1,22,...,20)|z; € {1,2,3,...,n+ k}},

oglad A;,7=1,2,...,n, veere delmeengden af S som indeholder de elementer hvor i ikke
er repraesenteret blandt x1,xs, ..., x,.

Opgave 3.6

Lad Ak, k=1,2,---,n, veere maengden af permutaioner o hvor der findes et i sa (i) = k

ogo(i+1)=k+mnellero(i)=k+nogo(i+1)=k. Brug PIE, og vurder summen.



