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Disse noter er en introduktion til funktionalligninger. En funktionalligning er en ligning
(eller et ligningssystem) hvor den ubekendte er en funktion.
Lad os starte med et eksempel:

Eksempel 1 (Georg Mohr 1999). Bestem samtlige funktioner f : R — R der opfylder
fla)+af(l—z) =z (1)

for alle reelle tal x.

Denne opgave er en typisk funktionalligning. Ved fgrste gjekast kan en sddan ligning se
uhandterlig ud; vi har jo kun en enkelt ligning og to forskellige indgéende stgrrelser vi ikke
har styr pa, nemlig f(z) og f(1 — x).

Skinnet bedrager dog. Vi har nemlig ikke kun én ligning, men derimod uendelig mange
ligninger. Da ligningen skal veere opfyldt for alle x, har vi jo en ligning for ethvert reelt tal.

Det er selvfglgelig ikke muligt at indseette alle tal pa en gang og derefter overskue et
ligningssystem bestaende af uendelig mange ligninger. Vi bliver derfor ngdt til at finde pa
noget smart.

Nu til Igsningen:

Lgsning. Da ligningen galder for ethvert reelt tal x kan vi sette x = 1 — y for et vilkarligt
reelt tal y. Det giver en ny ligning

fA—y+0-y)fly)=1-y (2)

som altsa er opfyldt for alle reelle tal y. Hvis vi omskriver den til f(1—y) =1—y—(1—vy)f(y)
kan vi indseette dette i (1):

f@)+a(l—z—(1-x)f(x)) =2

Nu kan vi isolere f(x) og fa:

.1‘2

f(CL‘) - 1—2 + :1;2
Vi bemarker at divisionen er i orden idet 1 — x + 2% = (z — 1/2)2 +3/4 > 0.
Funktionen (3) er altsa den eneste mulige lgsning.
Nu kunne man fristes til at tro at vi var feerdige, men der mangler en vigtig ting. Vi skal
indsaette (3) i (1) og se om ligningen er opfyldt:

3)

z? e (1—x)2 _ (x4 (1 —1x)?) .
1—xz+ a2 1-(1—2)4(1—x)? 1—x+ a2
Vi ser at (3) opfylder ligningen og at den dermed er en lgsning. O



Husk indsaettelse af lgsningen

Eksempel 1 illustrerer allerede flere vigtige pointer og teknikker, men lad os starte med afs-
lutningen:

e Du er ikke ferdig for du har tjekket om dine lgsninger opfylder den/de
oprindelige ligning/ligninger.

Hvis vi kigger beviset ovenfor igennem, kan vi se at vi faktisk har arbejdet med en implicit
antagelse om at der fandtes mindst én lgsning. Efterhanden som beviset skrider frem finder
vi flere og flere ligninger som en evt. lgsning skal opfylde, nemlig forst (2) og derefter (3).
Men selvom (3) virker meget konkret og peger pa en helt bestemt funktion, er det jo ikke
umiddelbart sikkert at denne funktion opfylder den oprindelige ligning.

Denne pointe gaelder generelt for alle funktionalligninger (og ligningssystemer generelt),
sa man skal derfor altid huske at indseette de fundne lgsninger i de oprindelige ligninger. 1
modsat fald kan man vaere sikker pa ikke at fa fuld point i en afleveret besvarelse.

De smarte indsaettelser

I eksempel 1 sa vi at ngglen til at lgse opgaven var at ssette © = 1 — y. Det gav os en ny
ligning der kunne kombineres med den oprindelige og lgse opgaven.

Det er typisk for funktionalligninger at man skal finde et antal smarte indssettelser og
kombinere resultaterne for at lgse en opgave. Det naturlige spgrgsmal er sa bare hvordan man
finder pa de rigtige indsaettelser. Her er der ikke noget entydigt svar, men nogen indsaettelser
er mere hyppige end andre og der er som regel nogen oplagte indsaettelser som man bgr prgve.
Som tommelfingerregel geelder:

e Indseettelser, der simplificerer et udtryk eller hele ligningen, er ofte en god
ide.

Antag for eksempel at du et sted har f(A) og et andet sted har f(B). En indsattelse, der gor
at de to udtryk A og B bliver ens, vil i mange tilfselde abne nye muligheder.

Betragt endnu en gang eksempel 1. Vi har to deludtryk pa formen f(...). Udtrykket f(x)
er der ikke meget at sige til, men se derimod pa f(1 — x). Sporgsmalet vi bor stille os selv er:
Hvad skal indsattes pa x’ets plads for at det bliver paent? Svaret er som vi allerede har set
l—yidet1—(1—y)=y.

Lad os tage endnu et eksempel:

Eksempel 2. Find alle funktioner f : R — R der opfylder

f@)f(y) = flz—y) (4)
for alle z og y.

Losning. Hvilke indsaettelser simplificerer (4)?7 Her er et uddrag af de ideer man begr fa nar
man ser (4):

e Vi har at ggre med to variable, sa lad os prove at sette x = y.

e Hvis vi saetter y = 0 bliver f(z) og f(z — y) ens.



e Hvis vi setter x = 2y bliver f(y) og f(z — y) ens.

e To af de ovenstaende indsattelser producerer f(0), sa vi bgr maske ogsa prove med
z = 0.

Disse forsgg giver:

(f(@)? = f(0), f(x)f(0)=f(z), FCfW) =), FO)Ffy) =Ffl-y)

Nu har vi lige pludselig masser af information. Hvis f(0) = 0 er funktionen konstant 0 ifplge
bade den fgrste, anden og fjerde ligning. I modsat fald siger den fgrste ligning bl.a. at f aldrig
tager veerdien 0. Dermed giver den anden ligning at f(0) = 1 hvorefter den fjerde giver at f
er lige. Og den tredje ligning forteeller endnu mere: Eftersom f aldrig er nul, ma f(2y) = 1,
dvs. funktionen er konstant 1.

Nu har vi altsa reduceret det til to muligheder: Enten er f(x) = 0 for alle x eller ogsa
er f(z) = 1 for alle x. Hvis vi sa prever at indsette disse to funktioner ser vi at de begge
opfylder (4). Ligningen har altsa netop to lgsninger. O

Induktion

De funktionalligninger vi forelgbig har betragtet har efterspurgt funktioner f : R — R. Dette
er selviglgelig ikke altid tilfeeldet, sa lad os tage et eksempel der holder sig indenfor de hele
tal:

Eksempel 3. Find alle funktioner f : Z — Z der opfylder

fm+ f(n)) = f(m)+n ()
for alle hele tal n og m.

Dette eksempel indeholder en forekomst af f(... f(...)...), og vi kommer i beviset neden-
for ogsa til at se nogle tricks der har med dette at ggre.

Losning. Nar man ser pa (5) er det oplagt at forsgge at indseette m = 0, da det gor venstres-
iden en del panere:

f(f(n)) = f(0) +n (6)

Hvad nu? Jo, vi har lige faet en ligning der tillader os at simplificere udtryk pa formen
f(f(...)). Dermed bliver det oplagt at forsgge at indseette f(n) pa n’s plads i (5) eller at tage
f pa begge sider. Men der er et standardtrick vi lige kan prgve forst:

e Givet en ligning for f(f(z)) kan vi fa en ny (og forhabentlig interessant)
ligning ved at betragte udtrykket f(f(f(z))). At anvende f tre gange pa z
kan nemlig bade ses som at anvende f to gange pa f(z) og som at have
anvendt f pa udtrykket for f(f(x)).

I vores tilfeelde giver det:



For n = 0 giver dette sammen med (6) at f(0) = 2f(0), dvs. f(0) = 0. Dermed kan (6)
simplificeres til

f(f(n)) =n (7)
Lad os vende tilbage til de ideer der blev naevnt ovenfor. Hvis vi tager f pa begge sider af (5)
kan vi godt nok simplificere venstresiden, men den resulterende ligning giver ikke noget nyt

(andet end endnu et bevis for f(0) = 0 hvis vi ikke havde fundet ud af det endnu).
Hvad med indseettelse af f(n) pa n’s plads i (5)? Det giver:

fm+n) = f(m)+ f(n)

Indseettes nu m = —n far vi at funktionen er ulige, dvs. f(—n) = —f(n). Og indseettes m = 1
far vi en ligning der indbyder til induktion:

fln+1) = f(n)+ f(1)

Induktionen giver

f(n) =nf(1) (8)
Og vi bemaerker at (8) ogsa geelder for n < 0. Kombineres (8) og (7) far vi f(1) = £1 og
dermed f(n) = n eller f(n) = —n. Indseetter vi dette i den oprindelige ligning (5), ser vi at
f(n) =n og f(n) = —n begge er lgsninger. O

Vigtigt: Induktion er ikke kun relevant at overveje nar vi er begraenset til de hele tal. 1
funktionalligninger der bruger rationale tal kan man nogen gange ogsa anvende induktion,
hvis det kan lade sig ggre at betragte teeller og nsevner hver for sig. Men i funktionalligninger
som de to fgrste vi sa pa er induktion sjeeldent vejen frem (medmindre man kan vise at
funktionen f.eks. er voksende og derved udvide kendskab til funktionen pa Q til hele R).

Cauchys funktionalligning

Betragt ligningen
fle+y) = f(z)+ f(y)
for reelle tal x og y. Det er nemt at se at f(0) =0 og f(—z) = —f(x). Som vi sa i lgsningen

til eksempel 3 kan vi ogsa ved induktion fa f(n) = nf(1) for n € Z. Vi kan udvide dette til
et resultat for alle rationale tal:

nf )= fy = (bt ) = f () b £ () =mf ()

m

Dvs. f(q) = ¢f(1) for ¢ € Q. Nu er det fristende at tro at f(z) = ax, a € R er de eneste
lgsninger, men det kan vi ikke konkludere! Dog kan vi nemt bevise at der ikke er andre, hvis
vi antager at f er kontinuert.!

Der geelder altsa folgende seetning:

Seetning (Cauchys funktionalligning). Samtlige kontinuerte lgsninger til

flx+y) = f(x)+ fly), forz,yeR

er f(z) = ax, hvor a € R.

'Der findes ogsé svagere begraensninger som reducerer lgsningsmaengden til f(x) = ax. F.eks. er det nok at
forudseette at funktionen er begrzenset i et interval.



Cauchys funktionalligning kan ogsa forekomme i andre variationer:

flet+y) = f@)fy),  fly) =)+ ),  fley) = f@)f)

De tre ligninger kan nemt reduceres til den additive form vi allerede har set pa ved at sub-
stituere z = e,y = e! og/eller ved at tage logaritmen pa begge sider (der er mere information
om disse ligninger i Engels bog).

Eksempel 4 (Jensens funktionalligning). Find alle kontinuerte funktioner f : R — R der

opfylder
() - He s o

for alle reelle tal x og y.

Losning. Vi seetter f(0) =a. For y =0 fas f (%) = f(zz)Jra og dermed geelder

f@)+fly) _ (z+y)_ flaty) +a
2_f< 2 )_ 2 '

Hvis vi saetter g(x) = f(x) — a geelder altsa g(x +y) = g(x) + g(y), dvs. g opfylder Cauchys
funktionalligning. Dermed er g(z) = cx og f(z) = cx + a. Ved indsettelse ses at disse
funktioner opfylder (9). O



Opgaver

Opgave 1. Find alle funktioner f : R\ {0,1} — R der opfylder

f<m>+f(1ix) —z

for alle reelle tal x # 0, 1.
Opgave 2. Find alle funktioner f : N — N der opfylder
flm —=n+ f(n)) = f(m)+ f(n)
for alle hele tal m,n > 1.
Opgave 3. Find alle kontinuerte funktioner f : R — R der opfylder
fla+y)+ flz —y) = 2f(x) + 6zy?
for alle reelle tal z og y.

Opgave 4 (BW 1995). Find alle funktioner f: R\ {0} — R der opfylder ligningssystemet
f)=1,

f( ! >—f(1)+f(1> for alle z,y,x +y # 0,
T4y x ]

(x+y)f(x+y) =zyf(e)f(y) forallex,y,x+y#0.

Opgave 5 (BW 2003). Find alle funktioner f : Q4 — Q4 der for alle positive, rationale tal
x opfylder

r(3)=f@ o (1+3) @)= s+

Opgave 6. Find alle funktioner f : R — R der opfylder

f<2“y) > 1 (/a%)

3
for alle reelle tal z og y.

Opgave 7. Find alle funktioner f : N — N der opfylder
f(f(n)) =n+1

for alle naturlige tal n.

Opgave 8 (IMO 1992). Find alle funktioner f : R — R der opfylder
f@®+ f(y) =y + (f(x))

for alle reelle tal x og y.

Hint: Vis at f er surjektiv og at der dermed findes et a sa f(a) = 0. Vis at a = 0 og benyt
dette til at vise f(f(x)) = x for alle x. Vis at f er voksende og dermed at f(x) = x er den
eneste lgsning.



