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Polynomier

Disse noter giver en kort introduktion til polynomier, og de fleste saetninger naevnes
uden bevis. Undervejs er der forholdsvis nemme opgaver, mens der til sidst er opgaver af
stigende svaerhedsgrad. Der er lgsningsskitser til samtlige opgaver bagerst i noterne.

I noterne betegner Z ssedvanligvis maengden af hele tal, Q maengden af rationale tal,
R maengden af reelle tal og C maengden af komplekse tal. Desuden betegner L en af disse
fire talmaengder. De komplekse tal kan beskrives som maengden af alle tal pa formen a+1b,
hvor i = v/—1 og a og b er reelle tal. Alle opgaver kan regnes uden brug af komplekse tal.

1 Polynomier

1.1 Definition

Et polynomium

p(x) = apx™ + 12" P+ . 4 ayz + ao
hvor ay, an_1,...,a1,a9 € L og a, # 0 kaldes et n’te grads polynomium med koefficienter
il.
Nulpolynomiet er funktionen der er konstant nul, dvs. p(z) = 0, og dets grad saettes per
konvention til —oo.
Tallet z¢ kaldes en rod i p(x), hvis p(z¢) = 0.
Et polynomium kaldes for lige, hvis p(z) = p(—x) for alle reelle tal z, og et polynomium
kaldes tilsvarende for ulige, hvis p(xz) = —p(—=z) for alle reelle tal z.

1.2 Entydighedssatningen

Hvis to polynomier p og ¢ er identiske, dvs. at p(xz) = ¢(z) for alle x € R, da er deres
koeflicienter identiske.
Opskrivningen af polynomier er altsa entydig.

1.3 velse

Vis at de lige polynomier netop er de polynomier hvor koefficienterne hgrende til led af
ulige potenser af x er nul.

Vis tilsvarende at de ulige polynomier netop er de polynomier hvor koefficienterne hgrende
til led af lige potenser af = er nul.

2 Polynomiumsdivision

2.1 Seetning

Lad p(x) veere et n’te grads polynomium med koefficienter i L.
Hvis g € L er rod i p(z), da findes et entydigt bestemt polynomium ¢(x) af grad n — 1
med koefficienter i I sa

p(x) = (z — 20)q().
Specielt gaelder at hvis x1,x9,...,2,, € L er rgdder i p(x), da findes et entydigt bestemt
poynomium q(z) af grad n — m med koefficienter i L sa

p(z) = (z —x1)(x —x2) ... (x — T )q(x).



Noter om polynomier, Kirsten Rosenkilde, Marts 2006 2

2.2 Definition

Et polynomium ¢(x) siges at ga op i p(x) (begge med koefficienter i L) hvis der findes at
polynomium d(z) sa

Man skriver at ¢(x) | p(x).

2.3 Seetning

Lad p(x) og q(z) veere polynomier med koefficienter i L af grad henholdsvis n og m med
n >m > 0. Antag at koefficienten til m’tegradsleddet i ¢(z) er +1.

Da findes entydigt bestemte polynomier d(x) af grad n —m og r(z) af grad mindre end m
med koefficienter i L. s&

p(z) = q(z)d(z) + r(z).
Polynomiet r(x) kaldes resten af p(z) ved division med ¢(x).
Dette svarer til ssetningen om hele tal der siger at hvis n og m er hele tal, m # 0, da
findes to entydigt bestemte hele tal d og r, 0 < r < m, saledes at n = dm + r. Her er
r resten ved division af n med m. At et polynomium gar op i et andet polynomium vil
ligesom for hele tal sige at resten ved division er 0.
2.4 Eksempel pa polynomiumsdivision

Man dividerer p(z) = 23 — 222 + 22 — 15 med g(z) = = — 3 pa folgende made:

x—3 2 — 222 + 22 — 15 |24+ +5
x> — 32?
22 + 2z — 15
2 — 32
or — 15
b5z — 15
0

Dvs. at p(z) = 23 — 222 + 22 — 15 = (z — 3)(2® + = + 5).

2.5 Eksempel pa polynomiumsdivision med rest

Man dividerer p(z) = 23 + 32% — 22 + 7 med ¢(x) = 2 + 1 pa folgende made:

2?2 4+1] 23 + 322 — 22 + 7 |v+3
2 + 022 + =z
322 — 3z + T
322 + 0z + 3
— 3x + 4

Dvs. at p(z) =23 + 322 =22+ 7= (22 + 1)(z + 3) — 3z + 4.

Hvis du ikke er fortrolig med polynomiumsdivision, sa lav fglgende gvelse.
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2.6 velse
Udfgr disse to divisioner
xt — 222 + 32 — 2
rz—1
3z* + 823 4+ 1222 + 9z + 4
22+z+1

2.7 Algebraens fundamentalsasetning

Lad p(z) veere et n’te grads polynomium med koefficienter i C. Da har polynomiet n ikke
ngdvendigvis forskellige rgdder x1,xs,...,x, € C saledes at

p(z) = ap(x —z1)(x — 22) ... (T — Tp).
2.8 Korollar

Et n’te grads polynomium har hgjst n reelle rgdder.

2.9 Ovelse

Vis at et polynomium af ulige grad med reelle koefficienter altid har mindst en reel rod.

2.10 Definition

Tallet xg siges at veere m-dobbelt rod i et polynomium p(z) hvis (z — x¢)™ gar op i p(x).
2.11 Seetning
For et polynomium p(z) geelder at xg er m-dobbeltrod i p netop hvis

p(xo) = p'(x0) = p? (xg)=...= p(mfl)(xo) =0.

2.12 Eksempel

Lad p(z) = nz"t' — (n + 1)z + 1. Vi vil vise at (z — 1)? gar op i p(z).
Ved differentiation far man p/(z) = (n + )na™ — (n + 1)nz™ L, dvs. p(1) = p/(1) = 0.
Dermed er 1 dobbeltrod i p og (z — 1)? gar op i p(z).

2.13 Eksempel
Vi undersgger for hvilke n det galder at
e+ 1garopia™ +a" 4. Fa 1
Seet p(z) =2 +2" '+ ...+ 2 +1 Daps(z) = (2 +1)(z + 1) ma
22 +1 ‘ 2™ ™ g2 M3,

Dermed vil 22 + 1 ) pas+s(z) netop nar 22 + 1 ‘ ps(z). Da 22 4 1 ikke gar op i pa(z), p1(z)

og po(), gar 22 4+ 1 op i pp(x), netop hvis n har rest 3 ved division med 4.
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2.14 Nyttige faktoriseringer

(z+a)" = a"+ (" )" ta+ (,y)2z"2a* + ...+ ()za" "t 4 a”
" —a" = (z—a)(@" 1+ 2" Za+a" 3@ + ..+ zav 2+ a )
" +a" = (z+a)(a" !t —a"Za+ 2" 3a® — ... —xa" 2 +a" ) for ulige n

Her betegner (Z) antallet af mader hvorpa man kan udtage m elementer af n.

2.15 Opgaver

Opgave 2.15.1
Vis at der findes et polynomium af grad stgrre end nul med heltallige koefficienter som
gar op i p(z) = %" + 22" + 1.

Opgave 2.15.2
Bestem resten ved division af 29 — 225" + 1 med 22 — 1. (Engel)

Opgave 2.15.3
Bestem a og b sa (x — 1) gar op i az? + bz + 1. (Engel)

Opgave 2.15.4
Undersgg om der findes et polynomium af grad stgrre end nul med heltallige koefficienter
som gar op i p(z) =2t + 23 + 22+ o + 1.

3 Koefficienter

3.1 Andengradspolynomiets koefficienter
Hvis andengradspolynomiet p(z) = 22 + bx + ¢ har rgdderne x; og x9, da er
p(x) = (z — x1)(z — 22) = 2% — (21 + o)z + 120,
dvs. at b = —(z1 + 22) og ¢ = z122.
3.2 Tredjegradspolynomiets koefficienter
Hvis tredjegradspolynomiet p(x) = 23 + bz? + cx + d har rgdderne x1, x2 og 3, da er
p(x) = (z — 21) (2 — 22) (x — 23) = 23 — (21 + T2+ 23)2° + (T170 + 2123 + T223)T — 212073,

dvs. at b= —(z1 + 22 + x3), ¢ = X129 + 173 + Tow3 0 d = —X1T2T3.

Pa samme made kan man bestemme koefficienterne i polynomier af hgjere grad ud fra
rgdderne.

3.3 Eksempel
Hvis p(z) = 2* + a32® + a22? + a1 + ap har rgdderne —3,—1,1,3, da er

ag = (=3)(=1) + (=3)1 + (=3)3 + (1)1 + (~=1)3 4+ 1 -3 = —10.
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3.4 Opgaver
Opgave 3.4.1
Vis at p(x) = (z — 1)"(z + 1)™ kun indeholder led af lige grad.

Opgave 3.4.2

Lad z; og x5 veere rgdderne i p(z) = 22 + ax + be og z2 og w3 veere rgdderne i g(z) =
z2 4 bx + ac.

Vis at hvis ac # be, da er x1 og x3 redderne i r(x) = 2% + cx + ab.

Opgave 3.4.3
For hele tal a og n har polynomiet p(x) = 23 — 22 + az — 2" tre heltallige rgdder. Bestem
a og n.

4 Polynomier med heltallige koefficienter

I dette afsnit er alle tal hele tal, og alle polynomier har heltallige koefficienter.

4.1 Seetning
For et polynomium p(x) geelder at hvis a = b mod n, da er
p(a) = p(b) mod n.

Specielt vil a — b ‘ p(a) — p(b), nar a # b.
Bevis
Lad p(z) = amz™ + Am12™ Y4+ . 4+ aix+ag. Hvisn | a — b, vil

n ’ a® =" =(a—b) ("t + a2+ T 4 abt 2 b,
og dermed vil

n ‘ p(a) — p(b) = am(a™ —b™) + a1 (@™ =™ + . 4 ay(a—b).

4.2 Eksempel

For et polynomium p(z) er p(n) lig et trecifret tal for alle n = 1,2,3,...1998. Vi vil vise
at p(x) ikke har nogle heltallige rgdder. (BW 1998)

Da p(n) # 0 mod 1998 for alle n = 1,2,3,...,1998, vil der for ethvert helt tal m findes et
n € {1,2,...,1998} sa m = n mod 1998, og dermed p(m) = p(n) # 0. Dvs. at p(z) ikke
har nogen heltallige rgdder.

4.3 Seetning
Hvis et rationalt tal skrevet som uforkortelig brgk % er rod i polynomiet

p(x) = apx™ + 12" V4 .+ aiz+ag

med heltallige koefficienter, da vil plag og ¢la,.
Specielt vil de eneste rationale rgdder i

p(z) =" + 12" N+ . a1z +ag

veere hele tal.
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4.4 Eksempel

For at bestemme samtlige rationale rgdder i p(z) = 2° + 323 + 27 + 6 er det altsd nok at
tjekke de hele tal der gar op i 6, dvs. at eneste rationale rod er x = —1.

4.5 Definition

Et polynomium p(z) med koefficienter i L kaldes irreducibelt indenfor L hvis der ikke
findes to polynomier med koefficienter i L og grad mindst en, sa p(z) er et produkt af
disse.

4.6 Seetning

Hvis p(z) er et polynomium med heltallige koefficienter som er irreducibelt indenfor Z, da
er det ogsa irreducibelt indenfor Q.

4.7 FEisensteins irreducibilitetskriterium

Lad p(z) = apz™ +an_12" ' +.. . +a1x+ag veere et polynomium med heltallige koefficien-
ter, hvor et primtal p gar op i ag, a1, ...a,_1, men p{ a, og p* t ap. Da er p(z) irreducibelt
indenfor Q.

4.8 Eksempel

For at undersgge om polynomiet p(x) = 2° + 4 er irreducibelt indenfor Q, kan man bruge
Eisenteins irreducibilitetskriterium, men ikke direkte. Bemaerk forst at p(x) er irreducibelt,
netop hvis p(z + 1) er irreducibelt. Da p(z + 1) = 2° + 52* + 1023 + 1022 + 52 + 5, er det
irreducibelt ifglge Eisensteins irreducibilitetskriterium med primtallet p = 5, og dermed
er p(x) det ogsa.

4.9 Opgaver

Opgave 4.9.1

Lad p(x) veere et polynomium med heltallige koefficienter saledes at der findes to hele tal
a og bsap(a) =1 og p(b) = 3.

Kan ligningen p(z) = 2 have to forskellige heltallige lgsninger? (BW 1994)

Opgave 4.9.2

Lad p(x) veere et polynomium med heltallige koefficienter saledes at der findes et helt tal
n sa p(—n) < p(n) < n.

Vis at da er p(—n) < —n. (BW 1991)

Opgave 4.9.3
Vis at p(z) = 25 + 32% + 62 + 92 + 3 er irreducibelt indenfor Q.

Opgave 4.9.4
Vis at p(x) = 2P + p?2% + pz + p — 1 er irreducibelt indenfor Q for alle ulige primtal p.
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5 Blandede opgaver

Opgave 5.1

Et tredjegradspolynomium p(z) = 2% + 222 — 3z — 5 har rgdderne a, b og c.

Angiv et tredjegradspolynomium med rgdderne %, % og % (GM 1994)

Opgave 5.2

Det reelle tal a er rod i p(x) = z° — 2z — 1.

Bestem et tredjegradspolynomium med heltallige koefficienter som har a? som rod.

3

Opgave 5.3
Bestem samtlige mulige veerdier af x + % hvor z tilfredsstiller ligningen

ot + 523 — 42 + 50 +1=0,

og lgs denne ligning.(GM 2000)

Opgave 5.4

Lad p(x) veere et sjettegradspolynomium som for to reelle tal a og b, 0 < a < b, opfylder
at p(a) = p(—a), p(b) = p(=b) samt p'(0) = 0.

Vis at p(x) = p(—=x) for alle reelle tal z. (BW 1998)

Opgave 5.5
I et tredjegradspolynomium p(z) = 2% + az? + bz + cer b < 0 og ab = 9c.
Vis at p(x) har tre forskellige reelle rgdder. (BW 1992)

Opgave 5.6
Bestem alle fjerdegradspolynomier p(z) som opfylder folgende:

i) p(z) = p(—=x) for alle x.

ii) p(x) > 0 for alle z.

iii) p(0) = 1.

iv) p(z) har preecis to lokale minima i z1 og 2 saledes at |x; — z2| = 2.

(BW 1992)

Opgave 5.7

Et polynomium p(x) har heltallige koefficienter og grad n. Desuden findes preecis k hele

tal som er lgsning til ligningen (p(z))* = 1.
Vis at k —n < 2. (IMO 1974)

Opgave 5.8
Lad p(x) veere et n’te grads polynomium med p(k) = k—il for k=0,1,2,...,n.
Bestem p(n + 1).

Opgave 5.9

Lad f(z) = 2™ + 52" 1 +3, hvor n > 1 er et helt tal.

Vis at f(z) ikke kan skrives som et produkt af to polynomier med heltallige koefficienter
og grad mindst en. (IMO 1993)
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6 Lgsningsskitser/facitliste til opgaver

Ovelse 1.3
Lad p(z) = an2™+a, 12" ' +.. . +aiz+ag veere et lige polynomium, dvs. at p(z) = p(—z).
Dermed er

0=p(x)—p(—z) = 2(a2m+1x2m+1 + agm_127m 1+ ax),

hvor m er det stgrste hele tal sa n > 2m + 1. Da det eneste polynomium der er nul for
alle z ifplge entydighedssezetningen er nulpolynomiet, bestar p(z) kun af led af lige potens
af z.

At et ulige polynomium kun indeholder led af ulige potens af x, vises pa tilsvarende made.

Ovelse 2.6
2t =222 432 -2=(x - 1)(2® + 22 — 2 +2)
32t + 823 + 1222 + 9z + 4 = (22 + 2+ 1)(32% + 5z + 4)

Ovelse 2.9

Lad p(x) veere et polynomium af ulige grad. Da vil p(z) — oo for x — 0o og p(x) — —o0
for x — —oo eller omvendt. Da et polynomium er kontinuert og defineret for alle reelle
tal, findes dermed mindst et reelt tal r, sa p(r) = 0.

Opgave 2.15.1
p(z) =% 4 22 41 = (22" + 2" + 1) (2" — 2" + 1).

Opgave 2.15.2
Vi ved at x1% — 225! + 1 = (22 — 1)gq(x) + ax + b. Ved at indszette henholdsvis x = 1 og
x=—1far man a +b=0 og —a + b =4, dvs. resten er —2x + 2.

Opgave 2.15.3
Seet p(x) = az* + bx3 + 1. Da vil (z — 1)? ’ p(z) netop hvis p(1) = p/(1) = 0, dvs. netop
nar a +b+1=0 og 4a + 3b = 0. Dette giver a = 3 og b = —4.

Opgave 2.15.4

Bemeerk forst at 2* + 22 + 22 + o +1 = (22 + 1)(2%2 + 2) +1 > 0 for alle hele tal z,
dvs. at p(z) ikke har nogle heltallige rgdder. Hvis der findes et polynomium med heltallige
koefficienter som gar op i p(z), ma det altsa vaere et andengradspolynomium. Antag at
p(z) = (2% + ax + b)(2? + cx + d). Det ses let at dette ikke er muligt.

Opgave 3.4.1
Da p(x) = (z — 1)*"(x + 1)" = (2% — 1)" ses det gnskede.

Opgave 3.4.2
Oplysningerne giver at a = —(x1 + z2), bc = z1x2, b = —(x9 + 23) 0g ac = xar3, 0Z
vi skal vise at ¢ = —(z1 + x3) og ab = x1x3. Af ligningerne ses at a — b = x3 — 1 og

cla —b) = xo(wrg — x1). Da ac # be far vi at ¢ = x9, a = x3 og b = x1. Sluttelig fas let at
c=—(x1 + x3).

Opgave 3.4.3
Kald de heltallige rgdder for x1,z9 og x3. Da er z1xox3 = 2", T122 + T123 + T2x3 = a
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og 1 + x2 + x3 = 1. Af sidste ligning ses at en eller tre af rodderne skal veere ulige,
og da zixexs = 2" kan vi uden tab af generelitet antage at x1 = +1. Hvis 1 = 1 skal
To+x3 = 0 og xox3 = 2™ hvilket er umuligt. Altsa er x1 = —1 og xox3 = —2", xo+ 13 = 2
0og —2+ xoxs = a. Heraf ses let at xo og x3 er henholdsvis 4 og -2, dvs. a = —10 og n = 3.

Opgave 4.9.1
Daa#bvilb—a ‘ p(b) —p(a) =3—1=2. Antag at p(c) = 2. Davilc—a | p(c) —p(a) =1

ogb—rc ’ p(b) —p(c) =1. Vived altsa at c=a=+1, c = b+ 1 samt at a = b+ 2. Der findes
hgjst et tal ¢ der opfylder dette.

Opgave 4.9.2
Vi ved at 2n = n — (—n) ‘ p(n) — p(—n), dvs. at p(n) — p(—n) > 2n. Dermed er

p(n)—2n > p(—n), og vi ved yderligere at p(n) < n. Samlet giver dette p(—n) < p(n)—2n <
n—2n=-n.

Opgave 4.9.3
Polynomiet p(z) = 2% + 3z + 62° + 92 + 3 er irreducibelt indenfor Q ifslge Eisensteins
irreducibilitetskriterium hvor man benytter p = 3.

Opgave 4.9.4
Polynomiet p(z) = 2P 4+ p?x? + pz + p — 1 er irreducibelt indenfor Q for alle ulige primtal
p, netop hvis

plx+1) = (2P + <p€1)xp_1+...+ <€>x+1)+p2(w2+2$+1)—|—(p:1:—|—p)+p—1
er irreducibelt. Da (f) er delelig med p for alle ¢ = 1,2,...,p — 1, nar p er et primtal, er
alle koefficienterne pa naer hgjestegradskoefficienten til p(z+ 1) delelige med p. Desuden er
konstantleddet p? + 2p ikke delelig med p?, nar p er et ulige primtal. Dermed er p(x + 1),
og altsa ogsa p(x), irreducibelt indenfor Q ifplge Eisensteins irreducibilitetskriterium.

Opgave 5.1

Bemzrk at p(z) = z3(1+21 —3(%)2 - 5(%)3), dvs. q(7) = 1+ 2x — 322 — 522 har rgdderne
11 1

ar b 98 ¢

Opgave 5.2

Da a er rod i p, har vi at

(@ —a—-12%=a+a?>+1-2a" —2a*+2a=00ga®—a=1.
Her af ses at (a?)3 —2(a?)? +a?+1—2 =0, dvs. at a® er rod i

q(z) =2° —22° 4z — 1.

Opgave 5.3
Da x = 0 ikke er lgsning til ligningen, kan vi dividere begge sider med z? og omskrive til
en andengradsligning i = + %

1

) 1 1
x2+5x—4+—+—2:0<:>(a:+f)2+5(w+
r oz x

X

) —6=0.
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Dermed er x + % =—6Vax+ % = 1. Af forste ligning fas © = —3 & 21/2, mens den sidste
ikke har nogen lgsninger.

Opgave 5.4

Polynomiet ¢(z) = p(z) — p(—z) har grad hgjst fem samt fem forskellige rgdder —b, —a,
0, a og b. Desuden er ¢’(0) = 0 hvilket viser at 0 er dobbeltrod. Dermed ma ¢(x) veere
nulpolynomiet, dvs. at p(z) = p(—=z) for alle z.

Opgave 5.5

For p'(z) = 322 + 2ax + b vil diskriminanten veere positiv da b < 0, dvs. p/(z) har to
forskellige reelle rodder z1 og 2. Da p(z) er et tredjegradspolynomium, vil det have tre
forskellige reelle rodder netop hvis p(z1) og p(x2) har forskellige fortegn, dvs. netop hvis
p(z1)p(z2) < 0 (overvej). Ved at udnytte at ab = 9¢, far man ved division af p(x) med

p'(z) at resten er x(2b — 2a?). Da p(z) = p'(z)q(z) + x(3b — 2a®) og z120 = 2 < 0, er

2 2
p(z1)p(xe) = xlxg(gb — §a2)2 < 0.

Opgave 5.6

Lad p(z) = ax* +bx® + cx? +dx +e. Ifglge i) er b = d = 0, og ifglge iii) er e = 1. Yderligere
giver ii) at a > 0, dvs. p(z) = ax* + cz? + 1, hvor a > 0.

Da p(z) har to lokale minima, ma p/(x) = 4az® + 2cx have tre forskellige reelle rgdder,
og da a > 0 giver dette at ¢ < 0. Rgdderne i p/(x) er & = 0 og © = £4/—¢/(2a), dvs.
at 2v/—c/(2a) = 2 og dermed ¢ = —2a. Endelig giver ii) at p(z) = az* — 2a2% +1 =
a(z?—1)2+1—a >0, dvs. at 0 < a < 1. Det er nemt at tjekke at alle sadanne polynomier
opfylder de fire betingelser.

Opgave 5.7
Bemaerk forst at (p(z))® = 1 < (p(z) — 1)(p(x) + 1) = 0. Antag at p(a) = 1 og p(b) = —1
for to hele tal a og b. Da vil a — b ’ pla) —p(b)=2,dvs.atb=a+1Vb=a+2.

Antag nu at m er den mindste heltallige lgsning til (p(x) — 1)(p(x) + 1) = 0, og antag fx
at p(m) — 1 = 0. Da findes hgjst to heltallige lgsninger til p(xz) + 1 = 0, nemlig m + 1
og m + 2. Polynomiet p(z) — 1 er af n’te grad og har derfor hgjst n reédder. Dermed har
(p(z) — 1)(p(x) + 1) = 0 hgjst n + 2 heltallige lgsninger.

Opgave 5.8
Da p(k)— kiﬂ =0fork=0,1,2,...,n, viln+1’te grads polynomiet ¢(x) = p(z)(z+1)—=z
have rgdderne 0,1,2,...,n. Dermed er
q(z) =a(x —0)(x —1)(x —2)...(x —n).
o _1\n+1

Dag(—1) =1, maa = ((an)!, og dermed

gm+D)+n+1 (D" 4+n+1 1 for ulige n

p(n+1)= ( ) = =1 =\ n_ S
n+ 2 n+ 2 P for lige n

Opgave 5.9
Antag at

f@)=@" +ar2" '+ Fax£3)(2® b2 .. F bz £1).
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Vi gnsker nu at vise at alle a;’erne er delelige med 3 da det forer til en modstrid.
Bemerk fgrst at r, s > 1 da ingen af tallene £3 og +1 er rod i f.

Nu er r < n — 2, og dermed er alle koefficienterne til z,z2,...,2" i f lig med nul. Da
koefficienten til x er nul, ma a; + 3b; = 0, dvs. at a; er delelig med 3. Ved induktion viser

vi nu at as,as,...,ar-_1 ogsa er delelige med 3.

Antag at ay,as, .. .,a; alle er delelige med 3, og betragt koefficienten til z!*!. Hvis s —1 >
t + 1, er a;y1 en linearkombination af aq,a9,...,a;,3. Hvis s =1 <t + 1, er ay4+1 en lin-
earkombination af ay,as,...,a;:. I begge tilfeelde er a;41 delelig med 3.

Betragt nu koefficienten til 2" som skal veere nul. Den er en linearkombination af
ai,a9,...,a,—1 = 1, hvilket aldrig kan veere nul. Dermed var antagelsen om at f kunne

skrives som produkt af to ikke konstante polynomier med heltallige koefficienter forkert.

I noterne star GM for Georg Mohr-Konkurrence, NMC for Den Nordiske Matematikkonkur-
rence, BW for Baltic Way og IMO for Den Internationale Matematik Olympiade.
Desuden betyder(Engel) at opgaven er taget fra Arthur Engel: Problem-Solving Strategies,
Springer 1998.



