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Lgsninger til talteori

Opgave 1

For et primtal p lad ag, a., og o, veere de stgrst mulige hele tal s& p®, p®m og p®* gar op i henholdsvis k, m
og n. Dam™ | n™, ma nay, < may,, og tilsvarende da nk | K™ ma ko, < nag. Ved at kombinere de to uligheder
far vi ko, < may. Da dette gaelder for alle primtal, ma m* | k™.

Opgave 2

Antag at der findes sadan en tripel, og lad (a, b, ¢) veere den tripel som har mindst mulig a. Da 2a +b > 1 og
2b+ a > 1, ma de begge veere 2’er potenser, og dermed ma a og b begge veere lige. Seet a = 2a’ og b = 2b'.
Da er (2a' +0)(2V 4+ a') =272, og da a’,b > 1, ma ¢ = ¢ —2 > 0. Dermed er (a/,V',c') ogsa en tripel som
opfylder ligningen, hvilket er i modstrid med at (a, b, ¢) var valgt sa a var mindst mulig. Dermed findes ingen
tripler som lgser ligningen.

Opgave 3

p q _ _ o . . o
Antag at = + y = Da er py + gx = nxy. Af dette ses at x gar op i py, og da p er et primtal stgrre end z, ma
x ga op i y. Pa tilsvarende vis ses at y gar op i . Dermed er x = y.

Opgave 4
Antag at o(a) > 2a, og bemaerk at hvis d er divisor i a, da er bd divisor i ab. Lad di,ds,. .., d,, vere samtlige
positive divisorer i a. Da er o(ab) > bdy + bdy + - - - + bd,,, = bo(a) > 2ab.

Opgave 5

Lad z 4+ y = 2% og 2y + 1 = 2°. Antag forst at  +y < zy + 1, dvs. at a < b. Dermed gar 2% op i zy + 1
og —x =y (mod 24). Viharmu 0 = 1+ay =1-22=22-1= (z+ 1)(xz — 1) (mod 2%). Da = + 1
og x — 1 ikke begge kan vaere delelige med 4, ma 2% ' ga op i « + 1 eller  — 1. Dette giver lgsningerne
(1,20 — 1), (2% — 1,1), (207t —1,2071 1 1) (2071 1,207 — 1),

Til slut antager vi at = +y > xy + 1. Dette giver 0 > 2y —z —y+ 1 = (x — 1)(y — 1), hvilket er umuligt da =
og y er positive heltal.

Opgave 6 . . ,
Hvis n =m, er I =2 og hvisn =1ogm > 1, er % = HT’” ikke et heltal. Antag derfor at n # m og
n,m > 1. Lad p veere et primtal som gar op i m, og seet m = p°a og n = p'b, hvor s > 1 og ¢t > 0. Vi kan uden

tab af generelitet antage at s > t. Da

m2 +n2 B p2sa2 —|—p2t62 B p2(sft)a2 + b2
mn  psttab ps~tab

ma s =t hvis brgken skal veere et heltal. Da p var et tilfeeldigt primtal, ma m = n.

Dermed er den eneste mulige heltallige veerdi af mintln tallet 2.

Opgave 7

Da d er en @gte divisor i n!, findes et helt tal s, 1 < s < n!, sa ds = n!. Lad p veere det mindste primtal som
garopis. Daer (p—1,8) =1,0gda (p—1) gar op in!, ma p—1ogsa gaopid. Set f = p%l. Da vil f
oplagt gd opin!, og f+d= % = p’%dl =pf. Vived at f gar op i d, og p gar op i s, og dermed ogsa at

f+d=pf gar opids=nl

Opgave 8
Der findes hele tal a og b sa (n,m) = an + bm. Dermed er

()=t () () ()

hvilket er et helt tal.
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Opgave 9

Der geelder at f(m) = 2m — 1. Vi viser forst at f(m) > 2m — 1, derefter at f(p) < 2p — 1 for et primtal p, og
til sidst at hvis f(u) =2u—1 og f(v) =2v —1, daer f(uv) < 2uv — 1, da dette samlet beviser pastanden.
Mezngden som indeholder m — 1 nuller og m — 1 et—taller, indeholder ikke en delmezengde med m elementer
hvis sum er delelig med m. Dermed er f(m) > 2m — 1.

Lad p veere et primtal, og lad x1,x2,...,22—1 veere 2p — 1 vilkarlige hele tal. Vi kan uden tab af genere-
litet antage at 0 < z; < p — 1 da vi kun er interesseret i deres rest modulo p. Vi kan yderligere antage at
21 <xg <3 <o < a9y 1. For 1 <@ <p—1,set y; = xpyi — i, dvs. at 0 < y; < p—1. Hvis y; = 0 for et
eller andet ¢, da er x;41 = ;42 = ... = X;4p, 0og dermed har vi p tal hvis sum er delelig med p.

Vi betragter nu tilfeeldet hvor y; > 0 for alle i = 1,2,...,p — 1. Seet s = 21 + 22 + - - - + xp. Hvis vi udskifter
x; med x4p, vokser summen med y;. Vi gnsker derfor at finde en delmaengde af {y1,y1,...,yp—1} hvis sum er
—s (mod p), for da kan vi opna at en sum af p af z’erne er delelig med p. Lad Ay, k = 1,2,...,p — 1, veere
maengden af hele tal i € {0,1,2,...,p — 1} for hvilke der findes en delmeengde af {y1,y2,...,yr} hvis sum har
rest ¢ ved division med p. Summen af den tomme maengde saettes til 0. Vi gnsker at vise at A,_; indeholder
samtlige rester, for da indeholder den ogsa —s. Antag at der findes et j € {1,2,...,p — 2} sa A; = A;41. Da
Yj+1 € Aj_|_1 = Aj, ma 2yj+1 =Yj+1 T Yj+1 € Aj+1 = Aj, og yderligere 3yj+1 = 2yj+1 +jj+1 S Aj-‘rl = Aj, OoSvV.
Da (p,yj+1) = 1, opnar vi pa denne made samtlige rester af p, dvs. at A; = {0,1,2,...,p — 1}. Hvis der ikke
findes et j sa Aj = Aj;1, da ma A4 indeholde mindst et element mere end A; for alle j, og da A1 = {0, 41}
indeholder to elementer, ma A,_; indeholde mindst p elementer og dermed samtlige rester. Vi har nu vist at
der findes en delmeengde af {y1,y2,...,yr} hvis sum har rest —s modulo p, og dermed en delmaengde med p
elementer af {x1,22,...,22,—1} hvis sum er delelig med p. Vi har nu vist at f(p) < 2p — 1.

Antag nu at f(u) = 2u— 1 og f(v) = 2v — 1. Vi betragter nu en delmaengde med 2uv-1 hele tal. Hver gang vi
veelger 2u — 1 af tallene, findes der ifglge antagelsen en delmeengde med w tal hvis sum er delelig med u. Nar
vi har gjort dette 2v — 2 gange, er der stadig 2u — 1 tal tilbage, dvs. vi kan veelge en delmaengde af disse tal
bestaende af u tal hvis sum er delelig med w. Vi har pa denne made ud af de 2uv — 1 hele tal opnaet 2v — 1
disjunkte delmeengder, hver med u elementer og en sum der er delelig med u. Summen af den forste delmaengde
vi veelger, kalder vi s; = aju, summen af den anden sy = agu, osv. Ud fra antagelsen ved vi at vi blandt
ai,ag, . ..,a2,—1 kan veelge v tal hvis sum er delelig med v. Vi kan uden tab af generelitet antage at det netop
er ai,as,-..,a,. Nu ved vi, at hvis vi tager alle elementerne i de fgrste v delmeengder med u elementer som vi
valgte fra den store maengde med 2uv — 1 elementer, da er summen af disse uv elementer u(a; + ag + - - - + ay)
hvilket er deleligt med wv. Vi har dermed vist at f(uv) < 2uv — 1. Samlet har vi vist at f(m) = 2m — 1.

Opgave 10
Saet m = pips---pn. Det er velkendt at 2* 4+ 1 gar op i 2™ + 1 hvis u gar op i m. Hvis a og b er ulige og
indbyrdes primiske, er

(29 41,28 +1)](2%* —1,2% —1) =2022) _1 =92 _1 =3,

og da a og b er ulige, ma (2% 4 1,2° 4+ 1) = 3. Samlet har vi at hvis u og v er ulige og indbyrdes primiske, og
hvis begge gar op i m, da vil %&(TH) gaopi2™+1.

Vi viser nu ved induktion efter n at 2" 41 har mindst 4™ forskellige divisorer. For n = 1 ved vi at 3|2 +1, samt
at 277137“ > 3, og dermed er 1, 3, 2m3+1 ,2™ + 1 fire forskellige divisorer i 2™ + 1. Antag nu at for m = p1p2 - - py,

har 2™ + 1 mindst 4™ divisorer. Vi betragter nu m’ = p1ps - - - pppps1. Fra for ved vi at k = (2™ + 1)% gar

opi2™ +1, og da 2™ + 1 har mindst 4" divisorer, ma k have mindst 2 - 4" divisorer. Vi mangler nu blot at
vise at 2™ + 1 har mindst dobbelt s& mange divisorer som k, og til dette far vi brug for folgende ulighed:

2 (2mFPat1 4 2m 4 9P+l 4 1)2 - (2. 2mHPntt 4 1)2 B
= 3 3 =

4 . 92(m+pnt1) 4 4. 9mtpnt1 4 q
9

< 220 FPni1) L] < omPril ] = 9™ 4,

Undervejs har vi benyttet at 2(m + ppy1) < mpp+1, da m, ppy1 > 5. Ifplge uligheden er [ = WTH > k, og dvs.
at for hver divisor a i k, har vi yderligere en divisor la i 2™ 4 1. Dermed er antal divisorer i 2 + 1 mindst
2.2.4" = 4"*1 og induktionen er fuldfert.



