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Opgave 1. Vis at nir a, b 0g c er positive heltal, er
a* 4 b* + 4c + 403D + 4ab® + 6a%b?

et sammensat tal.
Losningsforslag:

a* + b* + 4c* + 4a°b + 4ab® + 6a%b?
=(a+b)* + 4c*
2
= ((a+b)2+2c2> —4(a+b)%c?
2 2)? 2
=((a—|—b) +2c) — (2(a+b)e)

= ((a +b)?2+2c%+2(a+ b)c) ((a +b)? 42> —2(a+ b)c) .

Opgave 2. Der stir nogle positive hele tal pd en tavle. Georg md lave folgende
treek:

(1) Erstatte to af tallene med deres sum.

(2) Erstatte et tal x med to tal hvis sum er x.
(3) Bytte om pi cifrene i et af tallene.

(4) Gange samtlige tal pd tavlen med 2.



Antag der oprindeligt stir tallene 5 og 7 pd tavlen. Kan Georg ved hjeelp af
(1)—(4) sorge for, at summen af samtlige cifre pd tavlen er 2007?
Kan det lade sig gore hvis der oprindeligt stir et enkelt 1-tal?

Losningsforslag: Nej, det kan ikke lade sig gore: Tricket er at udnytte,
at et tal er kongruent med sin tveersum modulo 9. Summen af cifrene pa
tavlen er det samme som summen af tveersummerne af tallene. Under
traekkene (1), (2) og (3) er denne sum uforandret (modulo 9). Under traek
(4) eendres summen med en faktor 2 modulo 9. Oprindelig star der 5 +
7 =12 = 3 (mod 9), og vi kan derfor aldrig fd andet end 6 0g2-6 =
12 = 3 (mod 9); specielt kan vi aldrig fa summen 2007 = 0 (mod 9).

I det andet tilfeelde kan man kun fa tal som er kongruente med 1, 2, 4,
8,7 og 5 modulo 9, med samme argument.

Opgave 3. Vis at der for alle hele tal n > 2 gaelder at sidste ciffer i tallet 22" + 1
er /.

Losningsforslag: Kan vises ved induktion.

Forn=2er2” +1=17.

Antag nu at 22" +1 = 10k + 7. Da er 22" 41 = (22')2 +1 = (10k +
6)% +1 = (10(10k* + 12k +3) +6) + 1 = 10(10k? + 12k + 3) + 7.

Det sidste ciffer er igen 7, og pastanden er vist.

Opgave 4. Lad n vere et positivt helt tal. Vis at hvis 4" 4 2" + 1 er et primtal,
sd er n en potens af 3.
Losningsforslag: Hvis n er lige, er 4" + 2" +1 = 42" + 4" 41 = (
(mod 3), sa tallet er divisibelt med 3 (og dan > 0er4” +2"+1 > 3).
Altsd er n ulige.

Antag at p er en primdivisor i n forskellig fra 3, og seet n = pk. Lad

azzk,sa4"+2"+1:a2P+aP+1.Viharata£—;1H:a—l,saa351

(mod a?>+a+1). Da p > 3 er der to muligheder:
e Hvisp =3¢ +1era? +a? +1 = (a®)?a® + (a®VPa+1=a>+a+
1=0 (mod a>+a+1).
e Hvisp =3¢ +2era? +a? +1 = (a®)**a+ (a®)%%+1 = a® +
a+1=0 (mod a®+a+1).
I begge tilfeelde ser vi altsa at a®? +aP + 1 = 4% + 2% + 1 er en segte divisor
i4"+2" 4+ 1.
Opgave 5. Vis at hvis der om et naturligt tal n geelder at 2n +10g 3n + 1 er
kvadrattal, daer n =0 (mod 40).

Lesningsforslag: 2n + 1 = x? og 3n + 1 = y°. Forste ligning medferer at
x er ulige (og kan skrives x = 2m; + 1).



2n = (2my +1)> — 1 = 4(m% + my) = 8my, da m? + my altid er lige. Vi
har altsa at n = 4m;.

Seettes det ind i den anden ligning indses at ogsa y ma veere ulige (y =
2m3 4+ 1). Det giver som for

3n = 4(m3 + m3) = 8my. Da (3,8) = 1 (3 og 8 er primiske), m4 der eksis-
tere et ms5 sd n = 8ms. Det betyder atn = 0 (mod 8).

Vi mangler nu blot at vise at # = 0 (mod 5). De kvadratiske rester mod-
ulo 5 er 0, 1 og 4, men hvis vi regner modulo 5 far vi:

n=1=x>*=2n+1=3
n=2=y=3n+1=2
n=3=x>=2n+1=2
n=4=y*=3n+1=3

De er alle usande sa n ma vere kongruent med 0 modulo 5. Vi har derfor
samlet at n = 0 (mod 40).

Opgave 6. Lad n vere et positivt heltal, 09 lad 1 =dy < dy < --- <dy =n
veere de positive divisorer i n. Find alle n for hvilke 2n = d2 + d2 — 1.
Lesningsforslag: Antag at ds > /n. Daerdz +d2—1 > n+ (/n+
1)2 -1 = 2n+2y/n > 2n. Men sd ma ds < +/n. Hvis vi pa den anden
side antager at dg < \/ﬁféirvid%—i—d% —1<n+n—-1=2n—-—1<2n,der
giver os at dg > +/n. Dette medferer at dsdg = n og at n har 10 divisorer
(inklusiv 1 og n).

(de — ds)? = d2 +d%2 — 2dsdg = 2n+1 —2n = 1. Derfor er dg —ds = 1
og (ds,dg) = 1. Da n har 10 divisorer, og (ds,ds) = 1, har det hgjst to
primfaktorer (og en af dem er 2) og ma veere pa formen n = pg* hvor p, g
er primtal. Derudover geelder at {ds,dg¢} = {p, g*} og |p — g*| = 1. Herfra
kan vi konkludere at ¢ = 2 og p = 17. Eneste losning er da n = 272.

Opgave 7. For et givet n starter tallene 2" 0g 5" med samme ciffer d. Hvad er
dette ciffer?

Losningsforslag: Antag at 2" og 5" begge starter med cifferet d og at de
har hhv. 7 + 1 og s + 1 cifre. Da har vi, for n > 3, at

d-100 <2" < (d+1)-10" og d-10°<5" < (d+1)-10°
Produktet af disse uligheder giver
2107 < 10" < (d+1)2-10" = d? < 10" < (d+1)2.

Davivedatl <dogd+1<10farviatn —r —s = 1. Dvs. d? < 10 og
(d +1)?> > 10. Det kan kun lade sig gare for d = 3. Mindste eksempel:
2° =32 0g 5° = 3125.



Opgave 8. Lad t(n) betegne tveersummen af det naturlige tal n. Los ligningen

n+t(n) + t(t(n)) = 2008.

Losningsforslag: f har rest ved division med 3 som invariant. Regner vi
modulo 3 bliver ligningen derfor til 0 = 2 (mod 3). Der er altsa ingen
losninger.

Opgave 9. Lad k vere et positivt heltal. Vis at der eksisterer k pd hinanden
folgende sammensatte tal.

Losningsforslag: Betragt heltallene
(k+D)!'+2, (k+1)!'+3, (k+1)!+4, ..., (k+ 1!+ (k+1).

De er alle ssmmensatte da m deler (k+ 1)! +mndrm < k+ 1.
Kan ogsd loses med kinesisk restklasse-seetning.

Opgave 10. Vis at der ikke findes heltal n > 1, m > 10g k > 1sd n! = m*.

(Hint: se Bertrands postulat nedenfor)

Losningsforslag: Lad p veere det storste primtal sa p < n. Ifolge Bertrands
postulat eksisterer der et primtal 4 sd p < g < 2p, hvilket giver at
n < g < 2p. Herfra folger at p? ikke deler 1, og at p? ikke deler n!.
Pa denne made kan k ikke veere storre end 1.

Opgave 11. Vis at ligningen
X +x+1=py

har heltalslosninger for uendeligt mange primtal p

Losningsforslag: Antag at der kun findes heltalslosninger for et en-
deligt antal primtal py, p2, ..., px. Dan nu tallene P = p1py...prog N =
P2 + P + 1. Ingen af de oprindelige primtal py, py, . .., pi deler N, s der
eksisterer et primtal p # p;, i = 1,2,...,kogettal M > 1sa N = pM.
Men da parret (P, M) loser ligningen x*> + x + 1 = py har vi en modstrid.

Et par bemarkninger om fordelingen af primtal

Der findes uendeligt mange primtal. Et klassisk bevis (som Euklid kend-
te) for dette, gdr ud pa at antage at der kun findes endeligt mange primtal
p1, P2, .-, Pk, 0g sa danne et tal n = pyps ... px + 1 der ikke kan deles af
nogen af disse, og derved n4 til en modstrid. Du er velkommen til selv at
fylde detaljerne ud.



Men selv om der er uendeligt mange af dem, er primtallene fordelt meget
irregulaert. Som opgave 9 viser, eksisterer der vilkarligt store huller i for-
delingen. P4 den anden side er det altid muligt at finde intervaller hvori
der er mindst et primtal:

Satning: (Bertrands postulat)

For ethvert helt tal n > 1 eksisterer der mindst et primtal p sin < p < 2n.
Seetningen er blevet bevist siden Bertrand postulerede den i 1845 (Che-
byschef beviste den i 1850), men navnet heenger ved. Vi vil ikke bevise
den, men I ma gerne bruge den i konkurrencesammenheeng.



