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Opgavesaet i diskret matematik

Opgave 1

En maengde M bestar af n elementer.

Bestem antallet af par af delmeengder af M som ikke har nogen elementer tilfeelles.
(Tjekkoslovakiet, 73)

Opgave 2

Pé et 9 x 9 skakbraet sidder der netop en traenet loppe pa hvert felt. Nar man flgjter i en
speciel loppeflgjte, hopper hver loppe over pa et felt der netop har et hjgrne tilfeelles med
det felt den kom fra. Efter dette er der nogle felter som er tomme, og nogle felter med
flere lopper.

Bestem det minimale antal tomme felter. (New Zealand 2004)

Opgave 3

En binaer streng af leengde n bestar af n nuller og 1-taller i rackkefglge. Fx er 0100 og 0010
to forskellige binsere strenge af leengde 4.

Lad k og n veere naturlige tal, lad a,, betegne antallet af bingere strenge af leengde n som
ikke indeholder k£ pa hinanden fglgende nuller, og b,11 betegne antallet af binaere strenge
af leengde n + 1 som ikke indeholder k£ 4+ 1 pa hinanden fglgende nuller eller & + 1 pa
hinanden fglgende 1-taller.

Vis at 2ay, = bp+1. (New Zealand 2004)

Opgave 4

I en rektangulaer m x n tabel er der n sgjler og m rackker, n > m. I hver celle star 0 eller
1 pa en sadan made at der ikke findes to identiske rackker.

Bevis at det er muligt at fjerne en sgjle saledes at der stadig ikke findes to identiske raekker.
(New Zealand 2004)

Opgave 5

En ligesidet trekant med sideleengde n inddeles i n? ligesidede trekanter med sidelaengde
en.

Hvor mange linjestykker af leengde en hvis endepunkter er hjgrner i en trekant, kan farves
rode, saledes at ingen af trekanterne har tre rgde sider? (New Zealand 2004)

Opgave 6

Lad n veere et naturligt tal. I et saet spillekort kan kortene sammenlignes efter n forskellige
parametre, og for hver parameter er der tre vaerdier. Hvert kort antager preecis en af disse
tre veerdier for hver parameter, og seettet af spillekort indeholder preecis et kort for hver
mulig evaluering af de n parametre.

Tre kort kaldes et set hvis de for hver parameter har samme karakteristika eller tre forskel-
lige karakteristika.

Vis at hvis antallet af set er et kvadrattal, da er n =1 (mod 4).

Opgave 7

En graf har n knuder, n > 5, og L%Qj + 2 kanter.

Vis at grafen indeholder en butterfly, dvs. to trekanter med netop et feelles hjgrne. (New
Zealand 2004)
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Opgave 8
En reguleer heksagon er inddelt i 24 regulaere trekanter som vist pa figuren.

JAVAVAN
VAVAVAVAN
\VAVAVAV/

\VAVAVS

Ved hvert af de 19 hjgrner skrives et tal saledes at der ikke er to ens tal. En trekant har
nu tilknyttet tre tal, og hvis tallene vokser mod uret, farves trekanten rgd, mens hvis de
vokser med uret, farves den bla.

Bevis at der findes mindst syv trekanter af hver farve. (New Zealand 2004)

Princippet om inklusion og eksklusion. PIE

Hvis man skal bestemme antallet af elementer i foreningsmaengden mellem to maengder A
og B, ses det nemt ved et Venn-diagram at |[AU B| = |A| + |B| — |A U Bj. Tilsvarende ses
for tre meengder A, B og C' at

JAUBUC| = |A|+|B|+|C| - |ANB| - |ANC| - |BNC|+ |AnBNC].

Man inkluderer med andre ord forst alt det der er i A ogi B og i C, men sa har man faet
alt det de har tilfeelles, med to gange hvis det ligger i to af maengderne, og tre gange hvis
det ligger i alle tre maengder. Derfor ekskluderer man nu alt det der ligger i faellesmaengden
mellem A og B, faellesmaengden mellem A og C samt faellesmaengden mellem B og C. Nu
har man sgrget for at alt det der ligger i en eller to af maengderne er regnet med praecis en
gang. De elementer der ligger i alle tre maengder, har man imidlertid forst taget med tre
gange, men derefter fjernet dem tre gange, dvs. vi skal til slut inkludere disse elementer
igen.

Generelt gzelder:

|A1UA2U"'UA7L| =

n

STTAI =Y AN A+ Y AN A N A = (1) A N Ay N0 Ay
i=1 1<j 1<j<k

Formlen bevises ved at se pa et element der indgar i praecis k af maengderne. Dette element

er talt med
(-6 () () r-gor() -

gang.

Opgave 9
Hvor mange permutationer af tallene 1,2,...,n er fikspunktsfri dvs. at intet tal afbildes
pa sig selv?

Opgave 10 (IMO 1989)

Lad Sy, veere maengden af permutationer af tallene 1, 2,3, - - -, 2n. En permutation o € So,
siges at have egenskaben P hvis der findeset i € {1,2,3,---,2n—1},sa |o(i)—o(i+1)| = n.
Vis at mere end halvdelen af alle permutationerne i Sy, har egenskaben P.



