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Introduktion til uligheder

Dette er en introduktion til nogle basale uligheder om det aritmetiske gennem-
snit, det geometriske gennemsnit, det harmoniske gennemsnit og det kvadra-
tiske gennemsnit. Farst skal vi ved feelles hjeelp bevise ulighederne, og derefter
er der en del opgaver som kan lgses ved brug af ulighederne.

Definition

o Det aritmetiske gennemsnit af n reelle tal x;, x2,...,x, er

X1+Xo+--+Xp
p .

o =

e Det geometriske gennemsnit af n ikke-negative reelle tal x, x,...,x, er
G ="xX1X2Xp.

o Det harmoniske gennemsnit af n positive reelle tal x;, x»,...,x, er

n
1
ot

- T
X1

1
x’l

e Det kvadratiske gennemsnit af n reelle tal x1,x»,...,x, er

2 .2 2
Q:\/xl—i—xz—k---—l—xn.
n

Saetning For positive reelle tal x1, x2, ..., x, geelder at
D> >G>

med lighedstegn netop nar x; = x, =... = x,,. (Bemaerk at £ > .¢f ikke kreever
at x1,xz,...X, €r positive.)

Georg Mohr-Konkurrencen

Bevis for ulighederne i tilfzeldet n = 2. Inden vi viser seetningerne generelt, ser
vi pé tilfeeldet n =2. I dette tilfeelde ser ./ 4 —uligheden sddan ud

b
ar >+ ab, hvora ogb er positive reelle tal.

Da begge sider er positive, kan vi kvadrere og derefter omskrive til en ulighed
som abenlyst er sand

a—+

b
5 >vab < (a+byP>4ab < (a—-Db)*>0,

og hvor der gelder lighedstegn netop nér a = b.

At omskrive en ulighed til et udtryk hvor et kvadrat eller summen af nogle kva-
drater er storre end nul, er en ofte anvendt metode til at bevise at uligheder
geelder.

Opgavel. Bevisat £ > .o/ og Y > s for n=2.

Nu beviser vi ulighederne generelt. Beviserne er tekniske, og man kan godt lgse
opgaver uden at have laest dem.

Bevis for 2.«/ —uligheden. Omskriv forst uligheden ved at kvadrere
n(xf 4 x5+ 4+ x2) > (X1 + X2+ x5
Nu udregnes hajresiden

nxf4xs+ 4 x2)>x x5+ +x2+ Z 2%,

1<i<j<n
dvs.

(n=1)(x5+x5++x2)> Z 2XiXj.

1<i<j<n
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Pa venstresiden star nu en masse kvadrater og p& hejresiden en masse dobbelte
produkter, og derfor ser vi om det er muligt at omskrive uligheden til en sum af
kvadrater som er storre end eller lig med 0.

Z (xl?+xjg)— Z 2xixj >0,

1<i<j<n 1<i<j<n
og dermed
Z (xi —x;)* 20,
1<i<j<n
med lighedstegn netop nar x; = x» = --- = x,. Da der geelder biimplikation

mellem samtlige omskrivninger af uligheden, har vi bevistat £ > .¢/. O

Bevis for .«/ ¥ —uligheden. Man kan bevise .«f 4 —uligheden pa flere forskellige
mader, men her benytter vi et induktionsbevis. Det interessante i dette bevis er
at induktionskridtet udferes pa utraditionel vis. Vi har allerede vist den i tilfeel-
det n =2. Hvis man forseger at vise at hvis .ef 4—uligheden er sand for n da er
den ogsé sand for n+1, bliver det meget kompliceret. Det er imidlertid veesent-
lig lettere at vise at hvis .o/ ¢ —uligheden er sand for n da er den ogsé sand for
2n ogfor n—1, og med disse to induktionsskridt kan vi f& alle dominobrikkerne
til at veelte.

Vi har allerede vist ./ ¢ —uligheden for n = 2. Antag at

X1+XxX2+--+x,
n

2 VXX Xp.

for vilkarlige ikke-negative reelle tal x1, x,..., X;.

Forst viser vi at denne antagelse medferer at uligheden er sand for 2n. Lad
X1,X2,...,X2, veere ikke-negative reelle tal. Ifplge antagelsen er

X1+Xo+--+xp +xn+1+xn+g+~--+x2n
n n

2 VXX Xn+ VXnt1Xnt2 - Xon.
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Ved at benytte .of 4—uligheden for n = 2 for de to tal pd hejresiden i ovensta-
ende ulighed far vi
X1t+Xo++Xn | Xpy1+Xnpsot++Xon
1 2n + +1 -:lZ 2 S 'Vxlx2"'xn+ ern+1xn+2.~~x2n
2 o 2

> \/ VX1X2 Xpn VXpt1Xnt2 X2n,

hvilket netop er

X1+ X0+ +Xop
2n

> /X1X2- - X2n.

Nu viser vi at vores antagelse ogsa medferer at uligheden er sand for n — 1.

Lad x1, X, ..., X,—1 veere ikke-negative reelle tal, og seet x,, = % Ifolge
antagelsen er
X1+xo+-4Xp—
X1+ Xp ot gy +HE L X1 +x2++xXp
2 ([ X1X2- Xp-1
n n—1
X1+x2+--+Xp-1 _ , X1+ X2+ + X1
>4/ X1X2+ Xp—1
n—1 n—1
X1+X2+- -+ Xp-_1\" X1+Xo+--+Xp1
( ) > X1X2 " Xp—1 ="
n—1 n—1
X1+ Xo+-+Xxp-1 01
( ) 2 X1X2+  Xp—1 A
n—1
X1+Xx2+--+x5-1
= VX1 X2 X1,
n—1

Bemeerk at der i begge tilfeelde geelder lighedstegn netop nar alle 2 eller alle
n — 1 ikke-negative reelle tal er lig hinanden. Hermed er induktionen fuldfert.
(|

Opgave 2. Vis 9.¢—uligheden ved at udnytte at du allerede har bevist
.o/ 9—uligheden.
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Opgaver

Nu har vi bevist vores centrale seetning og er klar til at benytte den til at lose
uligheder:

Opgave 3. Vis at

a*+b*+ct _a?+b*+c?
a’?+b?+4c? ~ 3

for reelle tal a, b og ¢, hvor abc #0.

Opgave 4. Lad n vere et helt positivt tal. Vis at

a—l—l’lb Z 71+W

n+1

for positive reelle tal a og b.

Opgave 5. Vis at

lab+b
a —i—3c+ac23 abe

for positive reelle tal a, b og c.

Opgave 6. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Vis at
1+1+1> 2 + 2 + 2 S 9
a b ¢ a+b b+c c+a a+b+c

Opgave 7. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Vis at

Vabe+1</(a+1)b+1)(c+1).
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Opgave 8. Lad a og b veere to positive reelle tal med sum 1. Bevis at
1,2 1y2_ 25
_ _ > _—
(cH—a) +(b+b) >
Hvornar geelder der lighedstegn?

Opgave9. Lad a, b og c veere reelle tal sdledes at c >0, a > c og b > c. Vis at

\/EZ \/c(a—c)—i—\/c(b—c).

Opgave 10. Lad x, y, z veere positive reelle tal som opfylder at xy z = 32. Bestem
den mindst mulige veerdi af

x?+4xy +4y?+22°,
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Losningsskitser til uligheder

Opgave|[l| 2.</ —uligheden for n =2:

2 2
[x3+x X1+x
! 5 2 > 12 2 = 2(xf+x§)2xf+x§+2x1x2 ~ (xl—xZ)?‘ZO,

med lighedstegn netop nar x; = x».
9 ¢ —uligheden for n =2:

1 1
2 o /11
Vxlxzz 1 1 = al sz - T
=4 = 2 X1 X2

X1 X2

hvilket er .o/ ¢ —uligheden for a; = xil og a, = é, og der geelder lighedstegn

1

s _ 1 2 —
netop nar -~ = -, dvs. netop nar x; = xo.

Opgave[2| Pointen er at ./ 4—uligheden kan omskrives til ¢ # —uligheden. Lad

1

X1,X2,...,Xy veere n positive reelle tal. Dermed er xil, —,...,xi 0gsa n positive
n

X2

reelle tal. Ifplge .o/ 4—uligheden geelder at

1 1 1
_+_+...+_ 1
X1 X2 X
> )
n X1X2Xn

og dermed folger ¢ —uligheden

n
VX1X2 X = 7 7 -
-4 =44+ =
X1 X2 Xn
Bemeerk at der geelder lighedstegn netop nar x; =x, =--- = xj,.

Opgave[3|Ifolge 2.¢/ —uligheden er

[a*+Db*+c* S a’+b?+c?
3 o 3 '
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Da begge sider af lighedstegnet er positive, kan vi kvadrere

a*+b*+c* - (a2+b2+cz)2
3 - 3

hvoraf det gnskede folger.
OpgaveEl]Uligheden er ./ 9—ulighedenmedden+1tala,b,b,...,b.

Opgave[5|Ifolge ./ 4 —uligheden er

b+b
a-l—gﬂ > Y abbcca = (3\/abc)2.

Opgave|6|Ifolge ./ # —uligheden er

1,1 1,1 1,1
l+l+1=5+5+3+z+z+5> 2 n 2 + 2
a b c 2 2 2 “a+b b+4+c cH+a’
Desuden er
2 2 2
atb " brc T ora o 3 __ 3
s TEE R arbie

hvilket giver det enskede.

Opgave[7|Ved at oplofte begge sider af lighedstegnet i tredje potens far man
abc+3V abc+33 abcz—l—l <abc+ab+ac+bc+a+b+c+1.

Vi skal altsé vise at

2
33\/abc—i-33 abc <ab+ac+bc+a+b+c.

Det folger af .c/ 4 —uligheden pa denne sddan:

2
ab+ac+bc> 33\/(ab)(ac)(bc):33\/abc oga+b+c> 33\/ abc.
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Opgave[3|Ifolge .o/ 7’ —ulighedenogdaa+b =1, er

NI
S

+ 2
=

=2
2 a+b

med lighedstegn netop nar a = b. Dermed giver 2.«/ —uligheden

25
2

112 1y2_ 1 1 1y2_1 5
(d+5) +(b+5) ZE(LH_IH_E_'_E) 25(14-4) =

med lighedstegn netop ndra =b = %

Opgave|9|Ved at kvadrere far man

ab>cbh+ca—2c?+2v/c%(a——c)b—-c).

Ved omrokkering f&r man yderligere

(a—c)b—c)+c? > /—cz(a TR

2

hvilket er sandt ifglge .o/ ¢ —uligheden.

Opgave[10|Hvis vi skal udnytte at xy z = 32, er det en god idé at prove at vurdere
udtrykket ved et udtryk af formen (xyz)”. Derfor benytter vi .« ¢—uligheden
to gange pé folgende made

x2+4xy +4y?+222>24/x2-4y? +4xy +22°
=4xy +4xy +2z°

>331/32x2y2z2

—31/323=96.

Der er lighedstegn netop nar x? =4y? og4xy =2z2,dvs.narx =z =4 ogy = 2.



