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Georg Mohr-Konkurrencen

Talteori
Teori og problemlgsning

Talteori er leeren om de hele tal, og her spiller primtallene en helt central rol-
le. I noterne introduceres forst grundleggende teori om delelighed, primtal,
antallet af divisorer, storste felles divisor og ikke mindst restklasser. I de sene-
re kapitler introduceres mere avanceret teori som Eulers ¢ -funktion, Fermats
lille seetning, Eulers satning, den kinesiske restklassesatning og flere seetnin-
ger om primtal. Noterne kraever ikke noget forhdndskendskab til talteori, men
introducerer alle begreber. Man skal dog vere forberedt pa at niveauet vokser
meget hurtigt, og at der er mange udfordrende opgaver undervejs.

I noterne er der hele tiden fokus pa problemlgsning, og der er mange op-
gaver da det er helt nodvendige selv at bruge lesningsstrategierne for at forsta
teorien og senere kunne anvende den pd andre problemstillinger. Noterne har
fokus pa opgavetyper som ofte stilles til internationale matematikkonkurren-
cer da noternes malgruppe er deltagere i danske og internationale matema-
tikkonkurrencer.

Nar man laeser noterne, er det meget vigtigt at man arbejder med stort set
alle opgaver undervejs. Der er meget af teorien som udfoldes i opgaverne, og
det er desuden nedvendigt selv at bruge teori og teknikker samt ikke mindst
treene at fa i idéer til hvordan man lgser opgaver, for at blive god til talteo-
ri. I starten er der mange opgaver der har praeg af sma ikke sa sveaere ovelser
som introduktion til nye begreber, men undervejs bliver opgaverne svaerere
og sveaerere, og i sidste halvdel af noterne er der flere opgaver fra internationa-
le matematikkonkurrencer.

Der er resultater eller lasninger til samtlige opgaver bagerst.

Inoterne betegner Z meengden af de hele tal {...,—3,-2,-1,0,1,2,3,...} og
N mengden af de positive hele tal {1,2,3,...}.
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1 Delelighed, primtal og primfaktoroplesning

7

Definition af divisorer
Lad d og n veere hele tal. Vi siger at d er divisorin, eller at d garopin
hvis der findes et helt tal g sa

n=q-d.
At d er divisor i n, betegnes d | n. Nar d er divisor i n, siger vi at n er
delelig med d, eller at n er et multiplum af d.

Fx er 12 delelig med tallene 1, 2, 3, 4, 6 og 12, og disse er netop samtlige
positive divisorer i 12. Tallene —26, 39 og 130 er alle multipla af 13.

\.

Opgave 1.1. Bestem samtlige positive divisorer i 60 og samtlige positive di-
visorer i 98.

e )

Seetning 1.1. Delelighedsregler. Lad a, b, c € Z.
1. Hvisa|boghb|c,davila]|c.
2. Hvisa | b,davila|b-c.

3. Hvisa|boga|c,davila|b+coga|b—c.

\. J

Bevis 1. Ata | b betyder at der findes ethelttal ¢, s a-q; = b. At b | ¢ betyder
at der findes et helt tal ¢, s& b - g, = c. Dermed er

C:b'ﬂzzd'bh'ﬂhzﬂ'(ql'%),
hvilket viserata | ¢. O

Opgave 1.2. Bevis resten af seetningen.

Opgave 1.3. Om de hele tal n og m oplyses at 2 | n og 6 | m. Hvilke af folgende
tal er da med sikkerhed delelige med 42 a) n+ m, b) nm —m, ¢) m? + n, d)
m(m+n), e) n(m+1).

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgave1.4. Om de hele tal m og n oplyses at n+m = n?. Hvad kan man med
sikkerhed slutte? a) n | m, b) m | n, ¢) n og m er ulige, d) n og m er lige.

7

Definition af trivielle og segte divisorer

De trivielle divisorer i et positivt heltal n er 1, —1, n og —n. En divisor d i
n kaldes en @gte divisor i n hvis den ikke er en triviel divisor.

Definition af primtal og sammensatte tal

Primtallene er de positive heltal storre end 1 som kun har trivielle diviso-
rer. De forste ti primtal er derfor

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29.
Positive heltal storre end 1 som har en aegte divisor, kaldes sammensatte
tal.

\. J

Opgave 1.5. Bestem alle primtallene op til 100.

7

Definition af primfaktor

Et primtal der er divisor i et tal n, kaldes en primfaktor i n. Fx er prim-
faktorerne i 60 netop 2, 3 og 5.

Definition af primfaktoroplesning

At primfaktoroplose et tal betyder at skrive det som et produkt af primtal.
Fx er primfaktoroplesningen af 60 lig med 22 - 3 - 5, primfaktoroplesnin-
gen af 13 lig med 13 og primfaktoroplesningen af 72 lig med 23 - 32.

Generelt er primfaktoroplosningen af et postivt heltal n, n > 1,

hvor p;’ erne er primtal, og a;’erne er positive heltal.
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Om lidt skal vi se at alle positive heltal storre end 1 har en primfaktorop-
lpsning, og at denne er entydig pa near reekkefolgen af faktorerne. Primtallene
fungerer altsd som en slags byggesten som alle positive heltal storre end 1 er
bygget op af.

Opgave 1.6. Bestem primfaktoroplesningen af 1001 og af 11400. Bestem
samtlige primfaktorer i 1024 og 1001.

Sezetning 1.2. Ethvert positivt heltal n storre end 1 har en primfaktor. Spe-
cielt er den mindste divisor i n sterre end 1 en primfaktor.

Bevis Lad n vere et positivt heltal storre end 1, og lad p veere den mindste
divisor i n storre end 1. Da mé p veere et primtal: Antag nemlig at p ikke er et
primtal, dvs. at p har en agte divisor storre end 1. Denne divisor mé ogsé veere
divisor i n ifplge seetning 1.1 i modstrid med at p er den mindste. Dermed er
p et primtal og altsd en primfaktori n. O

Aritmetikkens fundamentalsatning 1.3. Et positivt heltal n storre end
1 har en primfaktoroplesning, og denne primfaktoroplesning er entydig
(p& neer faktorernes raekkefolge).

Bevis Eksistens: Lad n veere et positivt heltal storre end 1, og lad p, veere en
primfaktor i n (vi ved at en sddan findes ifolge setning 1.2). Nuer n = p, -
¢,- Hvis g; = 1 har vi fundet en primfaktoroplesning af n. Ellers veelger vi en
primfaktor p, i ;. Nuer n = p; - p,- g,. Vifortsaetter pa denne méde til vi far et
q-=1,0gda gy, 4, ... er en aftagende folge af positive hele tal, ma vi for eller
sidenfa et g, =1. Dermed er n = p; - p»--- p, hvor p;’erne er primtal, og n har
altsd en primfaktoroplgsning.

Entydighed: Antag at der findes positive heltal med to forskellige primfak-
toroplesninger, og lad n veere det mindste af disse, sdledes at

prpPr=n=q1-q2-(qs.

Ingen af primfaktorerne pa venstresiden kan veere lig med en af primfakto-
rerne pa hojresiden, for sa ville vi ved at dividere med dette primtal fa et tal
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mindre end n med to forskellige primfaktoroplesinger, i modstrid med at n er
det mindste. Betragt nu primtallene p; og ¢q;. Enten er p; < ¢; eller omvendt.
Antag uden tab af generalitet at p; < g, og betragt tallet

m=(q—p) q-qs (.

Tallet m er mindre end 7 og har dermed ifolge antagelsen en entydig prim-
faktoroplesninger. Men

m=dqy-qx-qs—pPr-q2-q3---(qs
=n—pr1-q2-q3--gs
=pi(p-p3Pr—G2- Gz~ qs),

hvor sidste linje viser at der findes en primfaktoroplesning af m som indehol-
der primtallet p;, mens

m=(q—p) G- qs - qs

viser at m ogsd har en primfaktoroplesning som ikke indeholder p,, da p, ikke
gar op i q; — p;. Dette er i modstrid med antagelsen, og alle positive heltal
storre end 1 har dermed en entydig primfaktoroplesning. O

Bemeerkning En helt central folge af entydigheden af primfaktoroples-
ningen er athvis a, b,n €N, hvor n=a - b, da er primfaktoroplesningen
af n lig med produktet af primfaktoroplesningen af a og primfaktorop-
lesningen af b. Dette leder til falgende korollar som det er vigtigt at forsta
nar man arbejder med delelighed.

Korollar 1.4. Lad p;, p, . .., pr veere r forskellige primtal, oglad yderlige-
rea;, do,...,a, vere positive heltal. Et helt tal n er deleligt med produktet

ay_ ay a
pl pz ...prr’

a
1

netop hvis det er deleligt med hvert af tallene p; ', pza 2 Lp.
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Bevis Antag at n er delelig med pla ! pzaz .- pf". Dafolger det af seetning 1.1 at
hvert af tallene p,"', p,,..., p;" gdrop i n.

Antag modsat at n er delelig med hvert af tallene pla Lps, ., prt. Da pl.a"
garopin,i=12,...,r, kan n skrives pa formen n = pl.a" - g. Fordi prim-
faktoroplesningen af n er entydig, betyder det at pl.ai indgér i primfaktoro-
plosningen af n, for alle i = 1,2,...,r, og alts& at n kan skrives pa formen

ay o ar . ay__dy ay o .
n=p;'p,°--pr’ -q.Detteviseratp, 'p,*---p," gdropin.O

Opgave 1.7. Fire forskellige positive hele tal har produktet 2008. Hvad er sum-
men af de fire tal?

Opgave 1.8. Hvor mange nuller ender tallet 20! pa? (20! betyder 20-19---1 og
siges "20 fakultet”).

Opgave 1.9. Gar 4004 opi238-65-12212

4 w

Definition af kvadrattal

Kvadrattallene er alle tal der kan skrives p& formen a?, hvor a er et helt
tal, dvs. tallene 0,1,4,9,16, 25, ....

Det er en rigtig god idé at kunne de forste 20 kvadrattal.

Opgave 1.10. Vis at kvadrattallene storre end 1 netop er de positive heltal n,
hvor alle primfaktorer indgér i en lige potens i primfaktoroplasningen af n.

Opgave 1.11. Bestem det mindste hele tal n sa +/n - 261 er et helt tal.

Seetning 1.5. Lad p veere et primtal. Hvis p | ab, davil p | a eller p | b.
Dette er ikke altid tilfzeldet hvis p ikke er et primtal.

Opgave 1.12. Vis seetningen.

Szetning 1.6. Der findes uendeligt mange primtal.
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Bevis Antag modsat at der kun findes endeligt mange primtal, og lad disse
veere py, p», ---, Pm- Betragt tallet

n=pip2--pm+1.

Da n > 1, har n en primfaktor p. Denne primfaktor p ma vere blandt prim-
tallene py, ps,..., pm, dvs. p gar bade op i n og i pyp>-+ p;nm, 0g dermed i
n—pip>--- pm = 1, hvilket er en modstrid. Altsa er der uendeligt mange prim-
tal. O

Eksempel Hvis vi skal vise at et helt tal z er deleligt med fx 6, er det ifalge
korollar 1.4 nok at viseat2 | n og3|n da6=2-3 0g2 og 3 er to forskellige
primtal. Det er fx nemt at se at tallet 33333330 er deleligt med 6 da det er
lige og deleligt med 3.

Opgave 1.13. Huvilke af folgende tal 10046-20396, 10982 -505 og 102971-2031-
315 er delelige med 102 Hvilke af felgende tal 5025 - 2092, 205 - 262 - 515 og
50035 -408 er delelige med 100?

Opgave 1.14. Vis at produktet af tre p&4 hinanden folgende heltal altid er dele-
ligt med 6. Vis at produktet af fem pa hinanden folgende heltal altid er deleligt
med 60.

Opgave 1.15. Lad a og b vere to positive heltal hvis sum er 2002. Er det muligt
at 2002 gar op i a b? (Georg Mohr-Konkurrencen 2002)
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2 Omskrivning vha. kvadratsaetninger

I talteori ensker vi ofte at faktorisere nér det er muligt, da det er nemmere at
sige noget om et produkt end om en sum, netop fordi vi ved produktet kan
teenke i primfaktoroplesning. Hver gang vi ser et udtryk som a?— b?, omskri-
ver vi derfor straks til (a + b)(a — b).

4 w

Eksempel Hvis vi fx ensker at bestemme alle primtal p og g som opfylder
p*—2q*=1,

kan vi omskrive og fa

(p+1(p—1)=24".
Da hgjresiden er lige, ma p veere ulige. Dermed vil 4 g& op i venstresi-
den, og dette giver at g er lige, dvs. g = 2. De eneste primtal som lgser
ligningen, er altsd g =2 og p =3.

Eksempel Hvis vi skal finde samtlige heltallige losninger til ligningen
n’+389=m?,
omskriver vi straks til
389=m?—n?=(m+n)m—n).

Da 389 er et primtal, er det nemt at se at faktorerne m+n og m—n er £389
og £1. Losningerne er derfor (m, n) = (£195,%194). Hvis 389 ikke var et
primtal, fik vi lidt flere muligheder, men stadig kun endeligt mange.

Leeg meerke til at det er fordi vi omskriver m? — n? til et produkt at vi

meget nemt kan danne os overblik over de mulige lgsninger, netop fordi

vi kan se pa primfaktoroplgsningen.
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Opgave 2.1. Bestem alle par (x, y) af positive heltal som opfylder ligningen
x8=y2+53.

Opgave 2.2. Vis at m® — m er delelig med 6 for alle hele tal m.

Opgave 2.3. 1 en retvinklet trekant, hvori alle sideleengder er hele tal, har
den ene katete leengde 1994. Bestem leengden af hypotenusen. (Georg Mohr-
Konkurrencen 1994)

Opgave 2.4. Om tre hele tal p, q og r geelder at p + g> = r?. Vis at 6 | pqr.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2008)

e )

Eksempel Nogle gange skal der lidt mere sofistikerede omskrivninger
vha. kvadratsatningerne til for at lase en problemstilling. Lad a vere et
positivt heltal storre end 1. Hvis vi fx ensker at vise at a* + a® + 1 er et
sammensat tal, kan vi omskrive pa folgende made.

at+a’+1=(a*+1P%—-a*=(a*+1+a)a’*+1—a).

Heraf fremgér det klart at a* + a? + 1 er et sammensat tal nér a > 1.

\. J

Opgave 2.5. Vis at hvis der for to hele tal a og b gelder at a? + b? +9ab er
deleligmed 11, da er ogsé a’—b? delelig med 11. (Georg Mohr-Konkurrencen
2004)

Opgave 2.6. Lad n og m veere to hele tal som kan skrives som sum af to kva-
drattal. Vis at da kan deres produkt mn ogsa skrives som sum af to kvadrattal.
(Hint: Skriv n og m som sum af to kvadrattal, bestem produktet nm, og om-
skriv vha. af kvadratseetningerne sa det bliver en sum af to kvadrattal.)

Opgave 2.7. For hvilke positive heltal n er n* +4 et primtal?

Grunden til at vi gerne vil faktorisere, er som sagt at det i talteori er meget
nemmere at sige noget om et produkt end om en sum. Indtil nu har vi kun
omskrevet vha. kvadratsetningerne, men de kan ikke altid bruges nar man
vil omskrive til produkt.
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Eksempel Hvis vi fx vil bestemme samtlige par af positive heltal x og y
som er lgsning til ligningen

2x° 45y =11(xy —11),

onsker vi at omskrive sd der er et produkt pa den ene side, og et tal pa
den anden. I forste omgang fas

112=11xy —2x>—5y2.
Hojresiden kan nu omskrives til produkt:
11*=(2x—y)(5y — x)

Pointen er som tidligere at vi nu har et produkt hvor de ubekendte indgér,
pé den ene side af lighedstegnet og et tal pa den anden. Det er ikke altid
heltlet at finde en omskrivning, men i dette eksempel kan man geette sig
frem til at produktet skal veere pa formen (ax—b y)(c y —d x), og herefter
er det ikke sa sveert at finde a, b, c og d. Nar vi forst har omskrevet, kan
vi lose ligningen sédan:

Hvis begge faktorer er negative, er2x < y < %x, hvilket er en modstrid
da x er positiv. Dermed er begge faktorer positive. Det er nu nemt at tjek-
ke mulighederne igennem, og man far at den eneste lgsning er x = 14 og
y =27. (Baltic Way 1998)

\.

Opgave 2.8. Bestem alle par af positive heltal (x, y) som opfylder ligningen
2y2x2 +16x% + y2 =448.

Opgave 2.9. Bestem alle par af positive heltal (x, y) som opfylder ligningen
x?+2x—xy—3y =1997.

(Georg Mohr-Konkurrencen 1997)
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3 Antal divisorer

Nar man skal bestemme antallet af positive divisorer i et positivt heltal, er det
en god dé at se pa primfaktoroplesningen for at finde samtlige divisorer pé en
nem og overskuelig mde.

4 w

Eksempel Hvis vi fx skal bestemme antallet af divisorer i
60=22.3.5,
sa er samtlige divisorer
1,2,2%3,2-3,2%3,5 2.5 2%.5 3.5 2.3.5, 2235,
Alts3 alle tal pa formen 24-3%.5¢, hvora =0,1,2, b =0,1 0g c =0, 1.

Tallet 60 har derforialt3-2-2 =12 divisorer.

\. J

Seetning 3.1. Et positvit heltal n storre end 1 med primfaktoroplesning
n=p"p,*...pem,
hvor p;’erne er forskellige primtal, har
I+a)1+as)...1+a,,)

forskellige positive divisorer.

\ J

Opgave 3.1. Bevis seetningen.
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Eksempel Hvis vi ensker at bestemme alle positive heltal 7 med netop
p divisorer, hvor p er et primtal, da skal vi finde alle

n=p'p,...pen
for hvilke
I+a))1+as)...(0+a,)=p.

Da p er et primtal, og alle faktorerne pa venstresiden er storre end 1, ma
m =1o0ga; = p—1.Altsa er samtlige positive heltal med netop p divisorer
alle p — 1'te potenser af et primtal, alts4 alle tal p4 formen g”~!, hvor p
og g er primtal.

\. J

Opgave 3.2. Bestem alle positive heltal storre end 1 som har et ulige antal po-
sitive divisorer.

Opgave 3.3. Et positivt heltal n, som hejst er 500, har den egenskab at nar
man veelger et tal m tilfeeldigt blandt tallene 1, 2,3, ...,499, 500, s& er sandsyn-
ligheden ﬁ for at m géar op i n. Bestem den storst mulige veerdi af n. (Georg
Mohr-Konkurrencen 2006)

Opgave 3.4. Lad n veere produktet af samtlige positive heltal mindre end en
million med preecis 7 divisorer. Vis at n er et kubiktal, dvs. et tal pa formen
m3, hvor m er et helt tal.

Opgave 3.5. Bestem samtlige positive heltal n som er delelige med 1001 og
har preaecis 1001 divisorer.
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4 Storste feelles divisor og Euklids algoritme

Defintion af sterste feelles divisor Den storste felles divisor mellem to
hele tal n og m er den storste divisor der gér op i bade n og m. Den storste
feelles divisor betegnes gcd(n, m) (greatest common divisor).

Fx er gcd(12,18) =6, gcd(100, 125) =25 og gcd(35,36) = 1.

Opgave 4.1. Bestem gcd(12,45), gcd(1000, 1205), gcd(1024,12), gcd(88,90) og
gcd(1002,1003).

Opgave4.2. Lad n € Z. Bestem gcd(n, n+1). Bestem gcd(n, n+2) nar n er lige,
og nar n er ulige.

Szetning 4.1. Lad n, m og q vere hele tal. Da er

gcd(n, m)=gcd(m, n—qgm).

Bevis En felles divisor i n og m, er ifolge seetning 1.1 ogsé divisor i m og
n—qm. Tilsvarende er en feelles divisor i m og n —qm ogsé divisori m og n
dan =(n—gm)+qgm.Tallene n og m ogtallene m og n—qm har altsa preecis
de samme feelles divisorer, og dermed ogsa samme storste feelles divisor. O

Euklids algoritme Nar man skal bestemme starste feelles divisor mellem
to smaé tal, kan man fx se pa deres primfaktoroplesning, men for storre tal
tager det tid at bestemme primfaktoroplesningen. Man kan i stedet bru-
ge en anden metode til at bestemme starste feelles divisor, nemlig Euklids
algoritme. Denne algoritme bygger pa seetning 4.1.
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Forst viser vi hvordan Euklids algoritme fungerer ved et eksempel. Vi
onsker at bestemme gcd(1078, 70). Forst skrives 1078 som et produkt af
70 plus en rest r, 0 < r < 70. Derefter skrives 70 som et produkt af r plus
en ny rest, osv. til vi far resten 0 :

1078 =15-70+28
70=2-28+14
28=2-14+0.

Dette viser ifplge saetning 4.1 at

gcd(1078,70) = ged(1078 — 15 70, 70) = ged(28, 70) = ged(28, 70 — 2 - 28)
=gcd(28,14) = ged(28—2- 14, 14) = ged(0, 14) = 14.

Generelt fungerer Euklids algoritme saledes: Lad n og m vere ikke-
negative heltal, hvor n > m. Forst skrives n som et multiplum af 7 med
en rest 17, 0 < r; < m. Derefter skrives m som et multiplum af r; med en
rest ,,0 < 1, < 17, osv. indtil vi far resten 0. Resten bliver mindre for hvert
skridt, dvs. pa et eller andet tidspunkt er vi sikre pa at fa en rest pa 0.

n=q¢,-m+r, 0<n<m
m=dqp-r+rn, 0SI"2<I’1

n=qs-rn+r, 0<r<n

Te—1 =41 T +0.
Af dette ses at

gcd(n, m)=gcd(m, ;) =ged(ry, 15) =--- = ged(ry, 0) = 1.

.

Opgave 4.3. Benyt Euklids algoritme til at bestemme gcd(754, 338).
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Eksempel Idéen med at se pa den storste feelles divisor kan fx benyttes
til at vise at broken ":;r +"2711 er uforkortelig for alle heltal tal n € N\{0,—2}
da dette er ensbetydende med at storste feelles divisor mellem teeller og
navner er 1. Vi benytter seetning 4.1 til at bestemme storste feelles divisor

mellem teller og naevner:

gcd(n2+n—1,n2+2n):gcd n*+n—1,n*+2n—(n*+n-—1))

(

:gcd(n2+n—1,n+l)
:gcd(n2+n—1—n(n+1),n+1)
(

=gcd(—1,n+1)=1.

Dette viser at broken er uforkortelig for alle heltal n € N\{0,—2}.

\.

Opgave 4.4. Vis at broken
n®+2n
nt+3n2+1
er uforkortelig for alle n € Z.

Opgave4.5. Lad m € Z, m # 1. Vis at broken

m*+3m3—3m2+2m—2

m—1
er uforkortelig.
Opgave 4.6. Bestem alle n €Z sa
3n*+3n+9
3n+2

er et helt tal.

Opgave 4.7. Lad a,, = n?+500 for alle n € N. Vis at der findes et helt tal N s&
gcd(a,, a,.1) < N for alle n €N, og bestem det mindste heltal N med denne
egenskab. (Hint: Regn pa gcd(a,,, a,1), og udnyt undervejs at hvis s, t € Z og
t er ulige, da er gcd(s, t) =gcd(2s, t).)
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Defintion af indbyrdes prismisk To hele tal a og b kaldes indbyrdes pri-
miske hvis deres eneste positive feelles divisor er 1, dvs. hvis gcd(a, b) = 1.

Defintion af mindste faelles multiplum Det mindste feelles multiplum af
to positive hele tal a og b er det mindste positive hele tal som de begge
gar op i, og det betegnes lcm(a, b) (least common multiple).

Saetning 4.2. For to hele tal a og b geelder at

lcm(a, b)-ged(a, b)=a - b.

\. J

Opgave 4.8. Bevis setningen.

e )

Bezouts identitet 4.3. Lad n og m vere hele tal. Da kan storste felles
divisor mellem 7 og m skrives som en heltallig linearkombination af n
og m, dvs. der findes hele tal s og ¢ sa

gcd(n, m)=sn+tm.

Bemeerk at talene s og ¢ ikke er entydige.

\ J

Bevis Beviset bygger pd Euklids algoritme. Vi viser nu ved induktion efter i
at alle resterne r;, i = 1,2,..., k, fra Euklids algoritme kan skrives som en hel-
tallig linearkombination af n og m da dette viser at specielt r, = gcd(n, m)
kan skrives sddan. Seet ry = m, og husk at r;_; = r;q; 1 + r;;1 i Euklids algorit-
me. Bade ry og r; kan skrives som heltallige linearkombinationer af n og m da
rn=m=0-n+1-mogn =1-n—q;-m.Antagnuatforet j > 1 kan r; skrives som
en heltallig linearkombination af n og m for alle i < j, og seet r; = s;n+ t;m.
Viviser nu at r;,; kan skrives som en heltallig linearkombination af n og m.

Tl =Tj1— gl =Sjan+ i ym—qa(sjn+t;m)
=(sjo1—qjrspn+(tj1—qjt))m.

Dermed er induktionen fuldfert. O

Georg Mohr-Konkurrencen

Eksempel Tidligere viste vi vha. Euklids algoritme at gcd(1078,70) = 14.
Nu kan vi bruge algoritmen bagleens sé at sige til at bestemme hele tal s
ogtsald=s-1078+1¢-70:

14=70—2-28=70—2(1078—15-70)=—2-1078+31-70.

\.

Opgave 4.9. Bestem hele tal s og ¢ s& gcd(754,338)=s-754 + ¢ - 338.
Opgave 4.10. Bestem alle tal pad formen s-15+1¢-35, s, € Z.

e )

Sztning 4.4. Lad a, b, c € Z. Der findes hele tal x og y som lgser lignin-
gen

c=ax+by.

netop hvis ¢ er et multiplum af gcd(a, b). Med andre ord er ¢ en heltallig
linearkombination af a og b, netop nar c er et multiplum af deres storste
feelles divisor.

\ J

Opgave 4.11. Vis seetningen. (Hint: Vis ferstathvisc =ax+ by, x,y €Z, da
ma gcd(a, b) ga opi c. Vis efterfolgende at hvis ¢ er et multiplum af gcd(a, b),
da findes ifolge Bezouts identitet x,y €Zsdc=ax+by.)
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5 Restklasser

Definition af division med rest

Lad neNogmeZ.Dafindes q,r €Z,hvor0<r <nsa
m=q-n+r.

Vi siger at m har resten r ved division med 7.

Fx har m = 38 resten r = 3 ved division med n =5da38 =7-5+3, og
m =—27 harresten r =1 ved division med n=4da—27=—7-4+1.

Idéen i restklasseregning, som vi om lidt vil introducere mere formelt, er
at man veelger et tal n og kun identificerer andre tal ved deres rest ved
division med n.

Hvis vi fx ser pa n = 5, sa deler vi alle de hele tal ind i restklasser af-
haengigt af deres rest ved division med 5. Vi far altsa fem restklasser - en
for hver af de fem rester 0, 1,2, 3,4. Fx bestar restklassen 1 af tallene

...,=9,—4,1,6,11,16,....

\. J

Regning med restklasser er helt centralt i talteori fordi det i rigtig mange
sammenhenge gor en problemstilling meget mere overskuelig hvis vi kun
identificerer tal ved deres rest ved division med et positivt helt tal n. I resten
af disse noter af det et af de mest grundleeggende veerktajer til losning af kom-
plicerede talteoretiske problemstillinger.

4 w

Definition af kongruens

Lad n vere et positivt heltal. Tallene a, b € Z siges at vaere kongruente
modulo n netop hvis

nla—>b.

10
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At a og b er kongruente modulo n skrives
a=b (mod n).

At n| a— b svarer til at a og b har samme rest ved division med r, dvs. to
tal er kongruente modulo 7 netop hvis de har samme rest ved division
med n. (Det overlades til laeseren at bevise dette i en opgave).

Definition af restklasse

Restklassen reprasenteret ved a modulo 7 er netop alle tal der er kon-
gruente med a modulo 7, dvs. de tal der har samme rest som a ved divi-
sion med n, altsa netop tallene

...—3n+a,—2n+a,—n+a,a,n+a,2n+a,3n+a,....

Eksempel Fxer —2 =18 (mod 10) da 10 gar op i 18 —(—2) = 20, eller sagt
med andre ord, da bade —2 og 18 har rest 8 ved division med 10. Restklas-
sen repraesenteret ved —2 modulo 10 er tallene ...,—12,—2,8,18,28,....

Bemaerk at der er uendelig mange repraesentanter for hver restklasse. Nar
vi taler om resten af et tal modulo 7, mener viresten r som opfylderat 0 <
r < n, og det er ogsa den vi vil benytte som den primaere repraesentant

for en restklasse.

\. J

Opgave5.1. Lad n e Nog a, b € Z. Bevis at a = b (mod n) netop hvis de har
samme rest ved division med n.

Opgave5.2. Formulér med andre ord hvad det betyder at et helt tal a opfylder
at a =0 (mod n).

Opgave 5.3. Formulér med andre ord hvad det vil sige at de hele tal a og b
opfylder at a = b (mod 2)?

Opgave 5.4. Underspg om a) 182 = 92 (mod 18), b) —43 = 1 (mod 4) og c)
111=13 (mod 11).
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Seetning 5.1. Lad n,k e Noga, b, c,d € Z. Da geelder folgende regne-
regler

i) Hvisa=b (mod n)ogc=d (mod n),daera+c=b+d (mod n).
ii) Hvisa = b (mod n) og ¢ =d (mod n), daera—c =b—d (mod n).
iii) Hvis a =b (mod n) og c =d (mod n),daera-c =b-d (mod n).
iv) Hvisa=b (mod n),daerc-a=c-b (mod n).

v) Hvis a = b (mod n), da er a* = b* (mod n).

Bevis i) Ata = b og ¢ =d (mod n) betyderatn |a—b og n | ¢ —d. Dermed
man|(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d) ogaltsda+c=b+d (mod n).

iii) Ata=b og c =d (mod n) betyderatn|a—b og n| c —d. Dermed ma
nlcla—b)+b(c—d)=ac—bd,ogaltsda-c=b-d (mod n). O

Opgave 5.5. Bevis resten af seetningen.

Seetningen viser at man kan omskrive en kongruensligning ligesom man
kan omskrive en almindelig ligning nér det geelder regningsarterne plus, mi-
nus og gange. Det samme geelder ikke umiddelbart for division. Fxer3-4 =32
(mod 6), mens 4 # 2 (mod 6).

Eksempel Hvis man fx skal lgse ligningen

x+7=2 (mod 8),

kan man omskrive til x =2 —7 (mod 8) ifolge regneregel ii). Dermed er
x = —5 = 3 (mod 8), dvs. lesningerne er netop restklassen 3 modulo 8.
Losningsmangden er altsé

x€{...,—13,—5,3,11,19,...}.

Georg Mohr-Konkurrencen

Eksempel For at bestemme resten af tallet 24° - 1816.1017 ved division
med 5, kan vi regne modulo 5 og benytte regnereglerne i seetning 5.1 pa
denne made:

249.18'6.101"=(-1)°-3%.1"=-1-(3%® - 1=—1- (-1 =—1=4 (mod 5).

Undervejs benytter vi fx regneregel v) til at konkludere at nar 24 = —1
(mod 5), er 24 = (—1)° (mod 5) osv. Desuden benyttes regneregel iii) fx
til at konkludere at nar 24% = (—1)?, 18'6 =316 0g 1017 =17 (mod 5), da er
249.1816.1017=(—1)?-3'%-17 (mod 5).

\. J

Opgave5.6. Los ligningen x —12=5 (mod 11).
Opgave5.7. Bestem resten af 27'%3. 1725 ved division med 13.
Opgave5.8. Bestem sidste ciffer i 20072%°7, (Georg Mohr-Konkurrencen 2007)

Opgave 5.9. Lad p veere et primtal. Vis at nulreglen gaelder modulo p, dvs.
at hvis a- b = 0 (mod p), da er a = 0 eller b = 0 (mod p). Vis yderligere at
nulreglen ikke geelder generelt hvis p ikke er et primtal.

4 w

Eksempel Hyvis vi skal lgse ligningen
x2=4 (mod 6),

ved vi at hvis et tal x er losning, sa er alle tal i den retsklasse x reprae-
senterer modulo 6, ogsa lgsninger. Tilsvarende ved vi at hvis x ikke er en
lgsning til ligningen, da er der heller ikke andre repreesentanter for rest-
klassen reprzesenteret ved x modulo 6, som er lgsninger. Nar vi skal lose
ligningen, kan vi altsd nojes med at tjekke en repraesentant for hver af de
6 restklasser modulo 6, fx repreesentanterne 0, 1,2, 3,4, 5. Ved indseettel-
se ses at det kun er x = 2 og x = 4 blandt disse tal der lgser ligningen.
Losningsmangden bestar derfor af restklasserne repreesenteret ved 2 og
4 modulo 6.

\. J

Opgave 5.10. Los ligningerne a) x? = 4 (mod 5), b) x> =2 (mod 5), ¢) x> =
(mod 8), d) x2=0 (mod 2).
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Opgave5.11. Bevis at hvis p er et primtal storre end 2, da har ligningen
x*=1 (mod p)

netop to lgsningeri{1,2,...,p—1}, ogdisse er x =1 og x = p — 1. (Hint: Husk
at enhver matematiker straks omskriver vha. kvadratsaetningerne nar hun ser
en differens mellem to kvadrattal!)

e )

Definition af tveersum Tvcersummen af et positivt heltal er summen af
dets cifre. I det folgende betegner t(n) tveersummen af n € N. Fx er
£(1245)=12.

Defintion af den alternerende tvaersum Den alternerende tveersum af
et tal n € N fas ved at tage forste ciffer, treekke det neeste ciffer fra, leegge
det nzeste til, osv. Fx er den alternerende tvaersum af 913263 lig med 9—
1+3—24+6—3=12.

Seetning 5.2. Lad n eN.
i) Tallet 3 gar op i n netop hvis det gar op i tveersummen af .
ii) Tallet 9 gar op i n netop hvis det gér op i tveersummen af 7.

iii) Tallet 11 gér op i n netop hvis det gér op i den alternerende tveersum
af n.

\ J

Bevis i) Lad a,,;,a,,_1,...,a;, ay vere cifrenei n sa
n=a,10"+a, 110" +.--+a;10+ aq
Nu viser vi at n = t(n) (mod 3).

n=a,10"+a, ;10" +.--+a;10+a,
Edm'1m+am_1'1m_1+"'+a1'1+a0

=a,+a,_1+ -+a;+ay=t(n) (mod3).

Dermed er n delelig med 3 netop nér tveersummen er det. O

12
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Opgave 5.12. Bevis resten af seetningen.

Opgave 5.13. Overvej hvordan man nemt kan afgere om et tal er deleligt med
18 og med 22.
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6 Restklasseregning og kvadratiske rester

I kapitel 2 lgste vi ligninger med hele tal bl.a. ved at omskrive vha. kvadratseet-
ninger og se pa primfaktoroplesning. En anden metode er at regne modulo et
tal for at fa information om lgsningerne. Det sveere er som regel at gennem-
skue hvilket tal det kan betale sig at regne modulo. Forst ser vi pa kvadratiske
rester da de i mange sammenhange er interessante nir man fx skal lase lig-
ninger.

Definition af kvadratisk rest En restklasse a modulo 7 er en kvadratisk
rest modolo 7 hvis ligningen

x’=a (mod n)

har en heltallig l@sning.

Eksempel Man finder fx de kvadratiske rester modulo 8 ved at udregne
kvadratet pa samtlige rester: 02 =0, 1' =1,22=4,32=1,42=0,5>=1,
62 = 4, 7 = 1 modulo 8. Af dette kan man se at de kvadratiske rester
modulo 8 netop er 0, 1 og 4, mens 2, 3, 5, 6, og 7 ikke er kvadratiske rester
modulo 8.

Faktisk behgver man kun udregne kvadraterne pé 0, 1,2, 3,4 for at be-
stemme de kvadratiske rester modulo 8 da a? =(8—a)? (mod 8).

\. J

Opgave 6.1. Bestem de kvadratiske rester modulo 3, modulo 4 og modulo 5.

Eksempel Man kan fx benytte kvadratiske rester til at vise at summen af
kvadraterne pé tre pa hinanden folgende tal ikke kan veere et kvadrattal.
Tre pa hinanden folgende tal har resterne 0, 1 og 2 (i en eller anden raek-
kefolge) modulo 3, og dermed er summen af kvadraterne pa dem kon-
gruent med

0°+1°+2°=0+1+1=2 (mod3).

Da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 3, kan summen af de tre kvadrater
ikke veere et kvadrattal.

13
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Her undersogte vi om ligningen

n?+(n+172+(n+2?>=m?

havde heltallige losninger n og m ved at regne modulo 3 for at fa infor-
mation om n og m. Dette viste at m? = 2 (mod 3), dvs. vi fik en ligning
der ikke havde losninger, og vi kunne derfor konstatere at den oprindeli-
geligning heller ikke havde l@sninger. Hvis vi havde opnéet en ligning der
havde lgsninger ved at regne modulo 3, kunne vi ikke omvendt konstate-
re at den oprindelige ligning havde lgsninger, men vi kunne maske finde
information om hvilken rest eventuelle l@sninger skulle have modulo 3.

\. J

Opgave 6.2. a) Vis at summen af kvadraterne af fire pd hinanden folgende
hele tal ikke kan veere et kvadrattal. b) Vis at summen af kvadraterne af fem
pé hinanden folgende hele tal ikke kan veere et kvadrattal. c) Vis at summen af
kvadraterne af seks pa hinanden folgende hele tal ikke kan vere et kvadrattal.

Eksempel Hvis man vil vise at en ligning hvor der indgar kvadratet pa en
af de ubekendete, ikke har lgsninger, er det er ofte en god ide at forsege at
reducere problemstillingen til en ligning af typen x? = a (mod n) da ikke
alle rester er kvadratiske rester modulo 7.

Hvis vi gnsker at vise at ligningen
15x%—7 y2 =9,

ikke har nogen heltallige lasninger, regner vi modulo et helt tal for at for-
soge at opnd en ligning af typen x? = a (mod n) som ikke har nogen hel-
tallige losninger. Da primfaktorerne i 15, 7 og 9 er 3, 5 og 7, er det oplagt
at forsege at regne modulo et af disse tal. For atillustrere metoden prover
vi med alle disse tre tal.

Forst regner vimodulo 3. Dette giver 7y? =0 (mod 3), og dermed ifolge
nulreglen at y er delelig med 3 da 3 er et primtal. Vi kan nu seette y =3y,
og indseette dette i ligningen. Dette giver”

15x*— 63y =9
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som reduceres til
5x°—21yf=3.

Hvis vi igen regner modulo 3, fds 5x? =0 (mod 3), hvilket viser x er dele-
lig med 3. Vi kan nu sette x = 3x; om omskrive ligningen til

45x —21y2 =3,

og yderligere til
15x2 —7yf =1.

Regner vi igen modulo 3, skal y? = 2 (mod 3), men 2 er ikke kvadratisk
rest modulo 3. Ligningen har derfor ingen heltallige lasninger.

Hvis vi i stedet regner modulo 5, far vi
3y2 =4 (mod>5).

Da vi gerne vil opna en ligning af typen y? = a (mod 5), overvejer vi om
der ikke er et tal ¢ vi kan gange med pa begge sider séledes at ¢ -3 =1
(mod 5). Det er ikke sveert at se at ¢ =2 opfylder dette. Ved at gange med
2 pa begge sider fas

y*>=3 (mod5),
men 3 er ikke kvadratisk rest modulo 5. Ligningen har altsa ingen heltal-
lige lasninger.

Regner vi derimod modulo 7, far vi
x2=2 (mod?7),

og da 2 er kvadratisk rest modulo 7, forteller det os kun at x = 3 eller
x =4 (mod 7). Det ser altsa ikke umiddelbart ud til at virke.

I dette eksempel kan man altséd bade regne modulo 3 og modulo 5, men
det er langt det hurtigste at regne modulo 5. I praksis m& man forsege sig
lidt frem for at finde ud af hvad der virker.

. J

Opgave 6.3. Vis at ligningen x? + 10 = 57 ikke har nogen positive heltallige
lgsninger.

14
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Opgave 6.4. Bestem alle heltallige losninger til ligningen x> —3y2 =17.

Opgave 6.5. Findes der fire forskellige heltal med den egenskab at produktet
af vilkarlige to lagt til 2006, giver et kvadrattal? (Baltic Way 2006)

Opgave 6.6. Bestem alle heltallige losninger til x>+ y?+2z2=2xyz.

Seetning 6.1. Lad p vere et ulige primtal. Da er netop halvdelen af alle
tallene 1,2, ..., p —1 kvadratiske rester modulo p.

Opgave 6.7. Bevis seetningen. (Hint: Vis at hvis x, y €{1,2,...,p—1} er to for-
skellige rester modulo p som opfylder at x?> = y? (mod p), daerx+y =p.)

Eksempel. Nu skal vi se pé ligninger som kan lases ved at regne modulo
et bestemt tal, men som ikke involverer kvadratiske rester. Vi ensker at
bestemme alle positive heltallige lgsninger til ligningen

1+3"=2".

Da der stér en potens af 2 pd den ene side af lighedstegnet, regner vi forst
modulo 8 og udnytter at nar m > 3, da er 2" =0 (mod 8). Hvis n er lige,
er 3" =1 (mod 8), og hvis n er ulige, er 3" = 3 (mod 8). Blot ved at se pa
ligningen modulo 8 kan man altsa konstatere at der ikke findes lasninger
nar m > 3. Det ses nu let at den eneste losning er n =1 og m =2.

\. J

Opgave 6.8. Bestem alle positive heltallige losninger til 7" =3+ 2,

Opgave 6.9. Bestem alle positive heltallige losninger til 6(x!+3) = y2 +5.
Opgave 6.10. For hvilke positve hele tal n gar 1599 op i 46" + 34" — 7" —5"?
(Hint: 1599 =39-41).

Opgave6.11. Antagatn e N, ogat d, < d, < ds < d4 er de fire mindste positive
divisorer i n. Bestem samtlige n som opfylder at

n=d’+d;+d:+d;.
Opgave 6.12. Bestem alle heltallige lasninger til 19x3 —84y2 = 1984.

Opgave 6.13. Bestem det mindste k € N sdledes at der findes n,m € N sa
k=19"—5". (Baltic Way 1999)
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7 Nyttige faktoriseringer

Nu skal vi se pa nogle nyttige faktoriseringer som man har brug for i rigtig
mange sammenhzange.

Opgave 7.1. Bestem
a?—b% a*—b?® a*—b* a®+b3 a’+b®
) ) ) 0 .
a—>b a—>b a—>b a+b 8 a+b

Sezetning 7.1. Lad n veere et positivt heltal. Da er
i) a"—b"=(a—b)a"'+a"2b+a"3b*+---+b" ).
ii) Forulige n:a"+b"=(a+b)a"'—a"?b+a"3b?>—---+b" ).

i) a2 —b?' =(a—b)a+b)a?+b?)-(a®"" +b¥™),

\.

Bevis i) og ii) folger umiddelbart ndr man ganger parenteserne pa hojresiden
sammen. Ved at omskrive vha. kvadratseetningerne n gange fas iii):

n n n—1 n—1 n—1 n—1
a*' —=p* =(a® —b* Ya* +b*")

N bzn—z)(a + bzn—z)(azn—l + bzn—l)

2n—2 2n—2

=(a

=(a—Db)a+b)a*+ bz)...(a2"*1 " sz). -

Eksempel Faktoriseringerne kan fx benyttes hvis man ensker at vise at
a® + b°® delelig med 81, nar a + b er delelig med 9.

Antag at a + b er delelig med 9, og altsa at a = —b (mod 9). Farst fak-
toriserer vi a® + b? vha. setning 7.1.

a’+b%=(a+b)a®—a’b+a®b?—a’b3+a*b*—a®b’+a’b°—ab” + b?).

Georg Mohr-Konkurrencen

Vived at a + b er delelig med 9, dvs. vi skal blot vise at den anden faktor
ogsa er delelig med 9, for at vise at a® + b? er delelig med 92 = 81. Da
a=—b (mod?9), er
at—a’b+ab*—---+a*b®—ab” + b = b2+ b5 +---+ b®
=9p8
=0 (mod9).

Dermed er a® + b? delelig med 9.

\.

Opgave 7.2. Lad a og b veere hele tal, og lad n vere et positivt heltal. Vis at
hvis d er en positiv divisori n, da gr a® —b? opia™—b".

Opgave 7.3. Vis at hvis a” —1 er et primtal for hele positive tal a og n med
n>1,daera=2ogn eret primtal.

Opgave 7.4. Primfaktoroplas 27000001.

Opgave 7.5. Lad n veere et positivt heltal storre end 1 med primfaktoroples-
ning n=p,"' p,?---p;". Tallet o(n) er summen af alle positive divisorer i . Vis
at

a;+1

+1 r+1
oim="1 “ipt -l 1
p—1 p—1 pr—1

Opgave 7.6. Bestem det storste hele tal n s& n+ 10 gér op i n3 +100.

Opgave7.7. Lad n > 3 veere et ulige tal. Vis at 17 +-2" 4--- 4+ n" er delelig med

n2.

Opgave 7.8. Lad p veere et primtal, a et positivt heltal og n det storste heltal
s p" garop i a—1. Lad yderligere k vere et positivt heltal som ikke er delelig
med p. Vis at hvis n > 0, da er n ogsé er det storste positive heltal sa p” gar op
ok

ia®—1.

31024 _

Opgave7.9. Bestem det storste hele tal n s 1 er delelig med 2”.

Opgave 7.10. Antag at m er et ulige positivt tal som ikke er delelig med 5, og
at a og n er positive heltal. Vis at hvis 2" +3™ =a”,daern=1.

Opgave7.11. Lad a, b og m veere positive heltal. Vis at

ged(m®—1, mb— 1)= meedab) _q
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Opgave7.12. Vis at ethvert tal der bestér af 2" ens cifre, har mindst n forskel-
lige primfaktorer.

En anden nyttig formel er binomialformlen:

Binomialformlen 7.2.

(a+b)'=a" +(?)a”‘1bl +(Z)a”‘2b2+---+( " 1)a1b"‘1 +b".

\ J

Bevis Formlen folger af at ndr man ganger ud svarer hvertled til at man veelger
a fra i parenteser og b fra n— i parenteser, dvs. alle led er pa formen a’b",
ogleddet a’ b~ forekommer netop (}) gange. O

7

Eksempel Binomialformlen kan fx bruges hvis vi ensker at bestemme de
to sidste cifre i 3%°. Bemaerk at

43
38 =98 =(10—-1)% z( ) )10—1 =430—1=29 (mod 100).

Her udnytter vi at alle pa neer de to sidste led nar vi udregner (10 —1)*3
vha. binomialformlen, er delelige med 100. Dette er en metode der kan
bruges i mange sammenhange.

\. J

Opgave 7.13. Bestem de fire sidste cifre i 9973,

Opgave7.14. Lad a og b veere to positive heltal som ikke har noge feelles prim-
faktorer, hvor b > 1. Bestem det storste hele tal n s& (b? +a)? —a? er delelig
med b".

Georg Mohr-Konkurrencen

8 Primiske rester og Eulers ¢ -funktion

r

Definition af primiske rester Lad n € N og a € Z. Tallet a er en primisk
rest modulo n hvis gcd(a, n)=1.

. J

Seetning 8.1. Lad neNoga,b €Z.

i) Hvis a = b (mod n), og a er en primisk rest modulo 7, da er b ogsa
en primisk rest modulo 7.

ii) Hvis a og b er primiske rester modulo 7, da er ab ogsa en primisk
rest modulo 7.

\ J

Bevis i) Antag at gcd(n,a)=1. Hvis a = b (mod n), vil n | a— b, og der findes
dermed et g € Z s&d a = gn + b. Hvis d er divisor i gcd(n, b), ma d derfor
ogsa veere divisor i a og altsd i gcd(n,a)=1. Dermed er b ogsé en primisk rest
modulo 7.

ii) Antag at gcd(n,a) = 1 og gcd(n, b) = 1. Dette viser at n og a ikke har en
feelles primfaktor, og at n og b ikke har en faelles primfaktor. Da primfaktoro-
plesningen af a b er produktet af primfaktoroplesningen af a og primfaktoro-
plosningen af b, kan n og a b heller ikke have en faelles primfaktor, og dermed
er ab ogsa en primisk rest modulo n. O

7

Definition af primisk restklasse Seetningens forste del viser at hvis en
repraesentant for en restklasse er en primisk rest modulo 7, da er alle
andre repraesentanter for restklassen ogsa primiske med . Vi kan derfor
nu definere en primisk restklasse:

En restklasse repraesenteret ved resten a modulo »n kaldes primisk med
n hvis a er primisk med n.
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Seetningens anden del viser at ndr vi ganger to primiske rester, far vi igen
en primisk rest. Hvis vi betragter samtlige primiske restklasser modulo
n, siger vi at denne maengde er lukket under multiplikation, hvilket be-
tyder at ndr vi ganger restklasser fra meengden med hinanden sé ligger
resultatet ogsa i mengden.

Definition af Eulers ¢ -funktion Lad n € N. Eulers ¢-funktion ¢(n) er
defineret som antallet af primiske restklasser modulo 7.

Fx er de primiske restklasser modulo 12 netop restklasserne repraesente-
retved 1,5,7,11, dvs. at ¢(12)=4.
(Symbolet ¢ er det graeske bogstav phi).

\.

Opgave 8.1. Bestem ¢ (3), ¢(4), ¢(5), ..., $(19).

Seetning 8.2. For et primtal p geelder at

¢(p)=p—1L

Bevis Samtlige restklasser modulo p er repraesenteretved 0,1,2,...,p —1, og
blandt disse er det kun 0 der ikke er prismisk med p. Dermed er ¢(p)=p —1.
O

Seetning 8.3. For et primtal p og a € N geelder at

P(p)=p“(p-1.

Bevis Samtlige restklasser modulo p“ er reprasenteret ved
0,1,2,...,p%—1,

og blandt disse er det netop de p®~! multipla af p

a—1

0,p,2p,....,(p° " —1)p
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der ikke er primiske med p?. Altsé er
P(p*)=p"—p*=p*p-1). O

Inden vi ser mere pé Eulers ¢ -funktion, skal vi se pa hvorfor primiske rester
er sd interessante. Da vi tidligere loste ligninger ved at betragte dem modulo
et positivt heltal 7, manglede vi en forkortningsregel der sagdeata-b=a-c
(mod n) medferer at b = ¢ (mod n). Det viser sig at denne regel gzelder, nar
a er en primisk rest modulo 7, og det er en helt central arsag til at primiske
rester er sd interessante.

Definition af multiplikativ invers Lad n € N, oglad a € Z vere en rest
modulo 7. Et helt tal b som opfylder at

a-b=1 (modn)

kaldes en multiplikativ invers til a modulo n, eller nogle gange blot en
invers til a modulo n. Den multiplikative inverse til a betegnes a™'.

Szetning 8.4. Lad n € N. Resten a € Z har en multiplikativinvers modulo
n, netop nar a er en primisk rest modulo n. Den multiplikative inverse
er entydigt bestemt modulo 7.

\. J

Bevis Antag at a er en primisk rest modulo n dvs. at gcd(n,a) = 1. Ifelge
Bezouts identitet findes s, t € Zs&d 1 = sa+tn. Tallet s opfylder altsdatas =1
(mod n), hvilket viser at der findes en multiplikativ invers til a modulo n. For
at vise at den multiplikative invers er entydigt bestemt, antager viat ab =1
(mod n) og ac =1 (mod n). Dette viser at

c=(ba)c=b(ac)=b (mod n).

Altsé er den multiplikative inverse restklasse til a entydigt bestemt modulo 7.

Antag til slut at a ikke er en primisk restklasse modulo n. Da vil d =
gcd(n,a) > 1 ga op i badde n og alle multipla af a, og der findes derfor ikke
ethelttal s sd sa=1 (mod n). O
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Seetning 8.5. Lad n €N, a, b, c € Z. Hvis a er primisk med »n geelder at

a-b=a-c (modn)=b=c (modn).

Bevis Antagat a er primisk med 7, ogata-b =a-c (mod n). Da a er primisk
med n, ved vi fra saetning 8.4 at a har en multiplikativ invers a!, dvs. at

-1 1

a -a-b=a -a-c (modn),

ogaltsd b =c¢ (mod n). O

e )

Eksempel Denne setning er en slags forkortningsregel, og den gor det
muligt at lese ligninger af typen

ax+b=c (modn),

ndr a er primisk med 7.

Huvis vi fx ensker at lgse ligningen
5x+1=7 (mod?9),
kan vi forst traekke 1 fra pa begge sider
5x=6 (mod?9).

For at fjerne 5-tallet, skal vi nu gange med den multiplikative inverse til
5 modulo 9. Ved at prove sig lidt frem ses at denne er 2. Ved at gange med
2 pa begge sider fas

X=2-6=3 (mod?9).

\. J

Opgave 8.2. a) Bestem samtlige primiske restklasser modulo 15, og bestem
den multiplikative inverse til hver af dem. b) Lgs ligningen 7x + 19 = 36
(mod 15).

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgave 8.3. Lad p veere et primtal. Vis at de eneste restklasser modulo p som
er deres egen multiplikative inverse, er restklasserne 1 og p —1.

e )

Szetning 8.6. Lad k € N, oglad ay, ay, ..., a;_; veere reprasentanter for
samtlige restklasser modulo k. Hvis m, r € Z og m er primisk med k, da
repraesenterer de k rester

mag+r, ma,+r, ma,+r, ... Mdp_1+T

ogsa samtlige restklasser modulo k.

\ J

Bevis Hvis vi viser at de k restklasser repraesenteret ved
mag+r, ma;+r, max+r, ..., mag+r

alle er forskellige modulo k, da mé de netop repraesentere samtlige k restklas-
ser modulo k. Antag at ma; + r = ma; + r (mod k). Da k og m er indbyrdes
primiske, kan vi forkorte med m nar vi regner modulo k, og dermed er

ma;+r=ma;+r<<ma;=maj < a;=a; (mod k).
Dette viser at de k restklasser
mag+r1, ma;+r, ma,+r, ..., Mmap_+r

alle er forskellige og derfor udger samtlige restklasser. O

e )

Seetning 8.7. Lad m, k €N, og antag at m og k er indbyrdes primiske. Da
er

p(mk)=g¢(m)- (k).
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Bevis Lad m, k € N, og antag at m og k er indbyrdes primiske. De m k restklas-
ser modulo m k er repreesenteret ved resterne 0,1,2,..., mk—1. Vi opstiller nu
disse rester saledes

0 1 2 m—1
m m+1 m+2 m+(m—1)
2m 2m+1 2m+2

2m+(m—1)

(k—1)m (k—1)m+1 (k—1)m+2 (k—1)m+(m—1)

Der er netop ¢ (m) rester som er primisk med m blandtresterne0,1,2,...,m—
1, dvs. at de rester i skemaet som er primiske med m netop er placereti ¢(m)
sojler. Hver af disse sojler indeholder ifelge seetning 8.6 netop samtlige rest-
klasser modulo k, dvs. der er netop ¢(k) af dem som er primisk med k. Samlet
er antallet af restklasser som bade er primisk med k og primisk med m altsa
¢(m)¢p(k). De restklasser som bade er primisk med m og primisk med k, er
netop dem der er primiske med mk. Dette giver det enskede. O

7

Seetning 8.8. Lad n € N med primfaktoroplesning n = p," p,* -+ py"
hvor p;’erne er forskellige. Da er

o(n)=p" (= ps> (P 1) P2 (P —1).

\ J

Opgave 8.4. Bevis seetningen.

Opgave 8.5. Bestem ¢(120) og ¢(98).

Opgave 8.6. Bestem alle n sa ¢(n) =8 og alle m sa ¢(m)=14.
Opgave8.7. Lad n,a €N. Vis at ¢(n%) = n*"'¢(n).

Opgave 8.8. Lad n vere et heltal storre end 1. Vis at

D pld)=n.

dln
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9 Wilsons satning

Wilsons satning 9.1. For ethvert primtal p gaelder

(p—1)'=—1 (mod p).

Bevis For p =2er(2—1)=1=-1 (mod 2). Antag at p er et primtal storre
end 2. Ifelge opgave 8.3 er de eneste af de primiske rester modulo p som er
deres egen inverse, resterne 1 og p — 1. Hvis vi betragter de primiske rester
1,2,...,p—1kan alle paner 1 og p — 1 parres med deres inverse. Dermed er

(p—1=1-2-3---(p—1)=1-(p—1)=—1 (modp). O

Opgave9.1. Bestem alle positive heltal n for hvilke n garopi(n—1)! + 1.

Opgave 9.2. Er det muligt at dele en maengde bestdende af ti pd hinanden
folgende positive heltal i to disjunkte delmaengder som samletindeholder alle
tital, sdledes at produktet af elementerne i hver af de to delmaengder bliver det
samme tal? (Disjunkte maengder er maengder der ikke har nogen elementer til
feelles). (Hint: Regn modulo 11).

Bemarkning Det er et kendt resultat af matematikerne Erdos og Sel-
fridge at produktet af to eller flere pa hinanden folgende positive heltal
aldrig er en potens af et helt tal. Det var i mange ar en formodning og
blev forst vist generelt af de to matematikkere i 1974. (En potens af et helt
tal er et tal p& formen n'*, hvor m,n € Z og m > 1).

Af dette folger ogsa at produktet af to eller flere pa hinanden folgende
positive heltal ikke er et kvadrattal, og at man derfor ikke kan skrive dette
produkt som produktet af to ens faktorer.
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Sezetning 9.2. Lad p vere et primtal pa formen p =4n + 1. Da er —1 kva-
dratisk rest modulo p.

Vi skal senere vise at —1 ikke er kvadratisk rest modulo primtal pa formen 47+
3.

Opgave 9.3. Vis seetningen. (Hint: Udnyt Wilsons saetning til at finde et x der
opfylder at x> =—1 (mod p)).

20
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10 Fermats lille seetning og Eulers satning

Eulers saetning 10.1. Lad n € N og a € Z. Hvis a er primisk med n, er

a®?™=1 (mod n).

Bevis Lad a;, a,,..., g (n) VETE Tepraesentanter for dei alt ¢(n) primiske rest-
klasser modulo 7. Tallene

a-ay,a-ay,...,a- gy

er ogsa primiske rester ifolge seetning 8.1, og de er desuden forskellige ifolge
seetning 8.5 da vi kan forkorte med a nar a er primisk med 7. De er altsé ogsa
netop samtlige primiske rester modulo n. Dermed er

a-a---agm=(a-a)a-az)---(a-apm)
=a®".q,- a---agyy (mod n).
Da a;’erne alle er primiske med n, kan vi forkorte og fa
a®™=1 (modn). O

Et vigtigt specialtilfeelde af Eulers seetning er Fermats lille seetning:

Fermats lille seetning 10.2. Lad p vere et primtal, og lad a € Z veere
primisk med p. Da er

aP"'=1 (mod p).

\ J

Korollar 10.3. Lad p veere et primtal, og lad a € Z veere en vilkarlig rest mo-
dulo p. Da er

a’ =a (mod p)

Opgave 10.1. Bevis korollaret.
Opgave 10.2. Vis at a'3 = a (mod 2730) for alle hele tal a.
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Eksempel Eulers setning kan bl.a. benyttes til at reducere eksponenten
hvis man fx ensker at udregne 652 (mod 25). Da

¢(25)=¢(5°)=(5—1)5=20,

og 6 er primisk med 25, er 62° = 1 (mod 25) ifolge Eulers satning. Dermed
er

6'2=6%(6""°=6-1°=11 (mod 25).

Seetning 10.4. Lad n,a, b €N, oglad m € Z veere en primisk rest modulo
n.Antag at a = b (mod ¢(n)). Daer

m®=m" (mod n).

\ J

Opgave 10.3. Bevis seetningen.

Eksempel Nu kan vi endnu mere direkte reducere eksponenten ved et
regne modulo ¢(n). Hvis vi fx ensker at bestemme de to sidste cifre i
797323, skal vi regne modulo 100. Da ¢(100) = ¢(22)¢(5%) = 40, og 797 er
primisk med 100, kan vi regne modulo 100 pa grundtallet 797 og modulo
¢(100) =40 pa eksponenten 323:

79732 =(—3)* =73 (mod 100)

\. J

Opgave 10.4. Findes der hele tal x;, x, ..., x; med sum 1492 som opfylder at
71 47 7_

X[+ Xy +--+x,=20127

Opgave 10.5. Bestem de to sidste cifre i 3214.97828 . 13521,

7

7
Opgave 10.6. Bestem sidste ciffer i 7
——
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34001

Opgave 10.7. Bestem de tre sidste cifre i 40074%°

Opgave 10.8. Bestem de sidste tre cifre i 20032002"""

7

Eksempel Findes der et helt tal n hvis cifre er lutter 1-taller saledes at )
n er delelig med 19997 Ja, det kan man benytte Eulers seetning til at vise.
Tal hvis cifre kun er 1-taller, er pa formen

10" —1
9

)

og derfor er vi interesserede i et finde et m sa 10" —1 er delelig med 1999.
Da 1999 er et primtal, er 10 og 1999 indbyrdes primiske og ¢(1999) =
1998. Ifolge Eulers satning er

10'%% =1 (mod 1999).

Dermed gér 1999 opi10'9%—1=9-1111111...111, ogda gcd(1999,9)=1,
N—————

1998
ma1999gaopilllllll... 111,
—_————

1998

Opgaven er fra Georg Mohr-Konkurrencen 1999, og den kan faktisk ogsa
loses alene ved brug af skuffeprincippet og simple overvejelser om rester.

\.

Opgave10.9. Vis athvis m € Nikke er deleligmed 2 eller 5, da findes uendeligt
mange hele tal n hvis cifre er lutter 1-taller, sdledes at n er delelig med m.
(Advarsel: Pas pa primfaktoren 3).

Opgave 10.10. Antag at n, k > 2 er to hele tal. Vis at da er mindst et af tallene
p=n+k" og q=nk*" Y +1 ikke et primtal.
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11 Orden

r

Eksempel Betragt folgen af potenser

20 21 92 93 94 95 96 57 58
modulo 5:
1,2,4,3,1,2,4,3,1,....

Vileegger hurtigt meerke til at folgen modulo 5 er periodisk med periode-
leengde 4. Tallet m =4 er det mindste positive hele tal sa 2" =1 (mod 5),
ogdet er oplagt at perioden derfor vil gentage sig med leengde 4. Vi kalder
derfor 4 ordenen af 2 modulo 5.

Definition af orden Lad n €N, og lad a € Z veere primisk med n. Orde-
nen af a modulo 7 er det mindste positive heltal m sa a”™ =1 (mod n).
Ordenen betegnes ord,,(a). (Bemark at det folger af Eulers seetning at der
findes et sddant tal).

\

Sezetning 11.1. Lad n, k € N, oglad a € Z veere primisk med n. Da er

a®*=1 (mod n)
hvis og kun hvis ord,(a) er divisori k.

Specielt er ord,(a) divisor i ¢ (n).

Opgave 11.1. Bevis s@tningen.

r

Seetning 11.2. Lad n,m, k €N, og a € Z vere primisk med rn. Antag at
a™ =1 (mod n) og a* =1 (mod n). Da gelder at

a®mk) =1 (mod n).
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Opgave 11.2. Bevis s@tningen.

Eksempel Lad 7 veere et ulige tal storre end 1. For at vise at n ikke gar
opi3”+1, antager vi det modsatte og seger at opna en modstrid. Antag
derfor at der findes et ulige tal 7 storre end 1 sd n garopi3”+1.Lad p
veere den mindste primfaktor i n. Det smarte ved at vaelge den mindste
primfaktor i n er at da har n og ¢(p) = p —1 ingen felles primfaktorer,
dvs. gcd(n, p —1) = 1. Dette kan vi nemlig udnytte nar vi ser pa ordenen
af 3 modulo p pa felgende made:

Dap|3"+1,er3" =—1 (mod p), og dermed er p # 3. Dette kan fortelle
os noget om ordenen af 3 modulo p. Vi har nemlig nu at 3" = 1 (mod p),
og altsd at ord,(3) gar op i 2n. Da ord,(3) ogsd gér op i ¢(p) =p—1, ma
ord,(3) gd op i gcd(2n,p —1) =2 da p er ulige og gcd(n, p —1) = 1. Men
da er ord,(3) = 1 eller ord,(3) = 2, og altsd 3 = 1 (mod p) eller 32=1
(mod p), hvilket ikke er sandt for noget ulige primtal. Vi har derfor opnaet
en modstrid og vist at n ikke gér op i 3" +1 for noget ulige tal n storre end
1.

\. J

Opgave 11.3. Mersenne tallene er M,, = 2" —1 for alle positive heltal n. Lad
p veare et ulige primtal. Vis at hvis g er primfaktor i M,,, da er g pd formen
q =2pk +1 for et positivt heltal k.

Opgave 11.4. Lad a > 1 og n veere positive heltal. Vis at hvis p er en ulige
primfaktor i a®" + 1, da er p — 1 delelig med 2"+,

Opgave 11.5. Vis at 2" — 1 ikke er delelig med n for noget positivt heltal n,
n>1l1.

Opgave 11.6. Lad p veere et ulige primtal, og lad g og r veere primtal saledes
at p gropiq’ +1. Vis at enten gar 2r opi p—1, eller ogsa gér p op i g>—1.
Opgave 11.7. Bestem alle primtal p og q sa pq gar op i (5P —2P)(59 —29).
Opgave 11.8. Lad k =2%" + 1, hvor n er et positivt heltal. Vis at hvis k gar op i

3(k=1)/2 1 1, da er k et primtal. (Tal pa formen 22" + 1 kaldes Fermattal, og du
kan laese mere om Fermattal i kapitel 16).

Opgave11.9. Bestem alle par (x, p) af positive heltal, sa p er et primtal, x <2p,
og xP~1 garopi(p—1)* + 1. (IMO shortlist 1999)
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12 Folger

Mange opgaver til internationale konkurrencer handler om felger af heltal
som man typisk skal vise har en bestemt egenskab, fx at de er periodiske fra

et vist trin, ikke indeholder kvadrattal, ....

r

Definition af periodiske folger En folge a;, a,, as ... kaldes periodisk hvis
der findes et positivt helt tal m sa a,,, = a,, for alle n € N. Periodens
leengde er det mindste positive hele tal m med denne egenskab.

Folgen a,, a,, as, ... kaldes periodisk fra et vist trin hvis der findes po-
sitive hele tal m og k sa a,,,,, = a, for alle n > k.

Eksempel I folgen
1,9,7,7,4,7,5,3,9,4,1,...

er hvert ciffer fra og med det femte summen af de fire foregdende modulo
10. I dette eksempel skal vi underseoge hvilken af disse talkombinationer
der kan indgd i felgen: a) 1,2,3,4, b) 3,2,6,9, ¢) 0,1,9,7.

Dader kun findes et endeligt antal kombinationer med fire cifre, og det
naeste ciffer i folgen er entydigt bestem af de fire foregdende, vil folgen
veere periodisk fra et vist trin. Men da man ud fra fire cifre i folgen ogsa
entydigt kan bestemme det foregdende, kan man fortseette den uendeligt
i begge retninger med en fast periode. Derfor er den periodisk helt fra
starten.

I mange opgaver med folger kan man netop konkludere at folgen méa
veere periodisk fra et vist trin da der kun er endeligt mange muligheder.
Herefter skal man sa overveje om det forst er fra et vist trin at den er pe-
riodisk, eller om den som i dette eksempel er periodisk fra starten.

At folgen er periodisk betyder at 1,9,7,7 optraeder igen leengere frem-
me i folgen, og cifferet lige inden kan man regne ud, ma veere 0. Dermed
optreeder kombinationen 0,1,9, 7 i folgen.

Vi mangler stadigt at finde ud af om 1,2,3,4 og 3,2,6,9 indgér i fol-
gen. Da den er periodisk, kan man jo i princippet blive ved til man har
fundet hele perioden, og sa se om de indgar. Dette er dog ikke altid en

23

Georg Mohr-Konkurrencen

god strategi da leengden af perioden kan veere temmelig stor. Det kan
som regel betale sig at lede efter et andet system i folgen med en kor-
tere periode. Reducerer vi i dette eksempel folgens cifre modulo 2, far vi
1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,.... Her ud fra kan vi se at felgen har 1,1, 1, 1,0 som
periode nar vi regner modulo 2, og dette udelukker a) og b).

Opgave12.1. Folgen a,,a,,as,...ergivetved a; =a, =10ga,» =a,a,,1+1
for n > 1. Vis at der ikke findes noget n, n > 2, sa a,, er et kvadrattal.

Opgave 12.2. Fibonaccitallene er defineret ved F, =0,F, =10g F, = F,_; +
F,_, for n > 2. Vis at for ethvert helt tal k findes et positivt helt tal m sa k gar
opikF,.

Opgave 12.3. En folge af positive hele tal ag, a,, a, ... er givet ved
ay=m 0g A, :a2+487, n=>0.

Bestem de veerdier af m for hvilke folgen indeholder flest muligt kvadrattal.
(NMC 2006)

4 )

Eksempel Om en folge af heltal ay, a;, a,, ... oplyses at ay < a; og
a, =3a,_,—2a,_,, forn>1.

Vi ensker at vise at a,, = a,,,+; (mod 2™) for alle positive heltal m.

Folgen er ikke periodisk, og da det tal vi er interesseret i at regne mo-
dulo, athaenger af indekset, kan vi heller ikke betragte folgen modulo et
fast tal. I stedet udnytter vi rekursionsformlen a,, = 3a,,_; —2a,,_, og om-
skriver pé folgende made:

An—ap—1=20p1 =20y =2(ap1 —an-),
Dermed er
1 2
A1 = A =27 (A — A1) = 27 (A1 — Q) = ... = 2" (a1 — ay).

Her af kan vi se at a,, = a,,,+1 (mod 2™) for alle positive heltal m.

Talteori - Teori og opgavelesning, januar 2020, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 12.4. En folge xy, x1, X, ... er givet ved xy = a, x; =2 og
Xp=2Xp 1Xp0—Xpn_1—Xp_o+1, n>1.

Find alle hele tal a sa 2x3,, — 1 er et kvadrattal for alle n > 1.

Opgave12.5. Lad Fy, K, B, ... veere folgen af Fibonaccital. Vis at F, og F,,;; er
indbyrdes primiske.

Opgave 12.6. En folge af positive heltal a;, a,, as, ... opfylder at hvis m,n €N,
m<nogmgaropin,davil a, gaopia, oga, < a,. Bestem den mindst
mulige veerdi af a,(g,. (Baltic Way 2000)

Opgave12.7. Vis at der for alle positive heltal n findes z péd hinanden folgende
positive hele tal hvoraf ingen er primtal.

Opgave 12.8. Lad a og b vere to positive heltal som er indbyrdes primiske.
Betragt folgen ngy, ny, n,, ... givet ved n,, = a+ mb. Vis at der for ethvert m
findes uendeligt mange led i folgen som har praecis de samme primfaktorer
som n,,.

Opgave12.9. Lad a,, a,, ... veere en folge af heltal med uendeligt mange posi-
tive og uendeligt mange negative tal. Antag at der for ethvert positivt heltal n
fas n forskellige rester nar tallene a;, a,, ..., a,, deles med n. Vis at ethvert helt
tal optraeder netop en gang i talfgplgen. (IMO 2005)
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13 Den kinesiske restklassesatning

I nogle opgaver har man brug for at undersege om der findes lgsninger x til
kongruenssystemer af typen

X=a (mod n;), x=a, (modn,), ... x=a, (modn,).

Dette handler den kinesiske restklasseseetning om.

s )

Den kinesiske restklasseszetning 13.1. Lad n veere et positivt heltal og
n=nny...ny, hvor ged(n;, n;)= 1nér i # j. Dafindes uendeligt mange
heltallige l@sninger x til kongruenssystemet

X =a; (mod n,;)

X=a, (mod ny,)

x=a,, (mod n,).

Samtlige losninger udger netop en restklasse modulo 7.

\ J

Bevis Saztningen vises ved induktion efter m. Den er oplagt sand for m = 1.
Betragt nu tilfeeldet m = 2. Vi gnsker at bestemme en lgsning x til

a (mod nl)

a, (mod n,).

En sddan lgsning ma veere pé& formen x = a; + gn,, hvor q € Z opfylder at
a; +gqn; = a, (mod n,). Da gcd(ny, n,) =1 findes en invers ”1_1 til n; modulo
ny. Dermed mé g = (a, —a;)n;* (mod n,) opfylde det onskede, dvs. at x =
a, +(ax— al)nl_1 n, loser kongruenssystemet.

Vi viser nu at samtlige losninger netop udger en restklasse modulo n. Det
er klart at hvis y = x (mod n), da er y ogsé en losning. Antag nu at x og y er
losninger. Da vil bade n; og n, gd opi x — y, og da gcd(n;y, n,) =1, vil ogsa n
gad op i x—y.Dermed udger losningerne netop en restklasse modulo 7.
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Vi skal nu til selve induktionsskridtet, men har faktisk lavet alt arbejdet i
tilfeeldet m = 2. Antag nu at seetningen gealder for m. Vi ensker nu at vise at
seetningen ogsa geelder for m + 1. Lad n = nyny... ny,4q, hvor ged(n;, n;) =1
nar i # j. Betragt kongruenssystemet

X =a; (mod n;)

X =a, (mod ny)

X = a4 (mod n,,4q).

Ifolge induktionsantagelsen udger samtlige losninger til de m forste kongru-
enser netop en restklasse modulo n’ = nn,...n,,. Lad a’ vere en reprasen-
tant for denne restklasse. Losningerne til kongruenssystemet

x=a’ (mod n)
X = a1 (mod 1y q)
er identiske med lesningerne til det oprindelige kongruenssystem, og de

udger ifelge induktionsantagelsen én restklasse modulo n’'n,,,; = n da
ged(n’, n,y,41) = 1. Dermed er seetningen bevist. O

7

Eksempel Vi gnsker ved hjelp af den kinesiske restklasseseetning at be-
stemme samtlige lpsninger til

x =3 (mod 7)
x =2 (mod 17).

Forst bemeerker vi at 5 er invers til 7 modulo 17 da5-7 = 1 (mod 17).
Dermed er x =34 (2—3)5-7=—32 en lgsning til kongruenssystemet, og
vi ved at samtlige losninger er x =—32+k-7-17, k € Z.

\.

Opgave 13.1. Bestem samtlige heltallige losninger til kongruenssystemet

X =3 (mod 6)
X =6 (mod 19).
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Eksempel I eksemplet for si vi hvordan man kan benytte den kinesiske
restklasseseetning til at bestemme samtlige lgsninger til et kongruenssy-
stem, men i nogle opgaver har man blot behov for at vide at der findes
en lgsning.

I dette eksempel vil vi vise at der findes 1000 (eller s4 mange det skal
vaere) pd hinanden folgende hele tal som alle er delelige med et kubik-
tal storre end 1. Forst veelger vi 1000 forskellige primtal p;, ps, ..., Prooo-
Ifolge den kinesiske restklasseseetning har folgende kongruenssystem en
lgsning.

x+1 = 0 (mod p13)
x+2 = 0 (mod p23)
x+1000 = 0 (mod p13000).

Hvis x er en lgsning, daer x +1,x +2,..., x + 1000 tusind pa hinanden
felgende hele tal som alle er delelige med et kubiktal.

\. J

Opgave13.2. Vis at for alle positive heltal n findes der n pa hinanden folgende
hele tal sdledes at tal nummer i er delelig med en i’te potens af et helt tal storre
end 1.

Opgave13.3. Vis at for alle positive heltal n og m findes n p& hinanden folgen-
de positive heltal, sdledes at hvert af disse er deleligt med mindst m forskellige
primtal.

Opgave 13.4. Vis at der eksisterer en folge af positive heltal a,, ay, ... sdledes
at summen af vilkarlige n p& hinanden folgende elementer er delelig med n?.
(Baltic Way 2006).
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14 Mere om divisorer

Eksempel I dette eksempel vil vi vise at hvis a, b, ¢ og d er positive heltal
hvorab =cd, daer

a+b"+c"+d"
et sammensat tal for alle positive heltal n.

Narviskal viseata” +b" +c" +d" er ssmmensat, skal vi gerne kunne
faktorisere udtrykket, og derfor onsker vi at se pé hvilke felles faktorer
a,b,cogdhar.Daab = cd, kan vise at en primfaktori a ogsa er divisori
c eller d. Dette udnytter vi tilatindse at der findes positive heltal r, s, u og
vsda=ru,b=sv,c=rsogd = uv.Nuharviklarlagt sammenhaengen
mellem de fire tal og kan derfor faktorisere:

a"+b"+c"+d" " =r"u"+s"v"+r"s"+u"v" =(r" +v")(s" + u").
Da begge faktorer er storre end 1 for alle positive heltal 7, er

a+b"+c"+d"

et sammensat tal.

\.

Opgave 14.1. Om tre positive heltal a, b og c gelder at a er ulige, og at der
ikke findes et positivt heltal d storre end 1 som gér op ialle tre tal a, b og c.
Desuden er

1

L1
b ¢

NI

Bevis at ab ¢ er et kvadrattal.
Opgave 14.2. Bestem alle heltallige losninger x, y og z til ligningen

13 1999 z
—+ = :
xz  y2 1997
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Eksempel Nér divisorerne er potenser af heltal, kan man udnytte dette.
Hvis vi ser pa ligningen

x(x+1)=y",

kan vi se at hvis der findes en heltallig losning, da ma bade x og x + 1
veere n'te potenser af et helt tal da to pa hinanden folgende hele tal ikke
har nogen felles divisorer. Mendamé 1 = x+1—x = b"* —a” hvilket ikke
kan lade sig gore nér n > 1.

Viudnytter altsa her at to pd hinanden folgende tal ikke har nogen feel-
les divisorer, til at indse at ligningen ikke har nogen heltallige lasninger
nar n > 1. I det hele taget kan man udnytte at feelles divisorer for n og
n + a ogsa er divisoreri a.

Bemaerkning Ovenstdende eksempel er et specialtilfeelde af den tidlige-
re omtalte seetning af Erdos og Selfridge der siger at produktet af to eller
flere pa hinanden folgende positive heltal aldrig er en potens af et helt
tal.

\. J

Opgave 14.3. Vis at ligningen
X} +3=4y(y+1)

ikke har nogen heltallige l@sninger.

Opgave 14.4. For hvilke positive heltal m og n, hvor m er ulige, er m” + 1 et
kvadrattal?

Opgave 14.5. Vis at der ikke findes positive heltal x, y og n, n > 1, for hvilke
x(x+1)(x+2)=y".

Du ma ikke bruge setningen af Erdos og Selfridge!
Opgave 14.6. Bestem alle positve heltal n for hvilke n2"~! +1 er et kvadrattal.
Opgave 14.7. Bestem alle par x og y af hele tal for hvilke

1+2% 4227 = 52,

(IMO 2006)
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Eksempel Nu skal vi se et eksempel pa hvordan man kan bestemme den
storste feelles divisor vha. moduloregning.

Lad a, m og n vere positive heltal, hvor m er ulige og a > 1. Vi vil nu
bestemme gcd(a™ —1,a” +1). Seet gcd(a™ —1,a" + 1) = d. I stedet for at
forsege atreducere dette udtryk regner vi ™ modulo d pa to forskellige
mader da det kan give os informationer om d.

a"=(@a")"=1"=1 (modd)
Desuden er
a"=(@a")"=(-1"=-1 (modd)
Dermed er 1 =—1 (mod d), og altsé d =1 eller d =2. Det er nemt at se at
d =2 nar a er ulige, og d =1 nér a er lige.

I dette eksempel kombinerede vi den viden vi havde om en felles di-
visor d til at bestemme d vha. moduloregning, og det kan ofte vaere en

god strategi.

Opgave 14.8. Bestem samtlige positive heltal n, m > 2 for hvilke 2" —1 gar op
i2m+1.

e )

Seetning 14.1. Lad a, n og m vere positive heltal, hvor a > 1. Seet d =
gcd(n, m), n=dn’ og m=dm’. Da gelder

ged(a™+1,a"+1)
a?+1 hvis bdde n’ og m’ er ulige,
=< 2 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er ulige,
1 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er lige.

gcd(a™—1,a" +1)
a®+1 hvis m’ er lige,
=< 2 hvis m’ er ulige, og a er ulige,
1 hvis m’ er ulige, og a er lige.

Georg Mohr-Konkurrencen

Bevis I foregdende eksempel har vi vist en del af seetningen, nemlig at

2 hvis m’ er ulige, og a er ulige,

d m’_ d\n’ —
ged((a®)™ —1,(a”)" +1) { 1 hvis m’ er ulige, og a er lige.

Resten af beviset overlades til lzeseren i en opgave.

For at bevise resten af seetningen er det nyttigt med folgende lemma, men det
kan ogsa geres pd mader hvor man ikke far brug for lemmaet.

s )

Lemma 14.2. Lad x veere et positivt heltal. For to positive heltal s og ¢,
hvor ged(s, t) =1, geelder at

s—1 —1

gcd(Z(—l)ixi,Z(—l)ixi) =1l

i=0 i=0

\ J

Opgave 14.9. Vis Lemmaet. (Hint: Antag modsat at det ikke er sandt, og lad
s’ og t’ veere de to positive heltal med den mindste sum for hvilke det ikke er
sandt.)

Opgave 14.10. Vis s@tning 14.1
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15 Summer af to kvadrattal

Primtal af formen p =4m + 1 og primtal af formen p =4m + 3 har forskellige
egenskaber, og her vil vi se pa et par af disse.

Seetning 15.1. Der geelder at—1 er kvadratisk rest modulo primtal pé for-
men p =4m + 1, mens —1 ikke er kvadratisk rest modulo primtal pa for-
men p=4m+3.

Bevis Ifglge seetning 9.2 er —1 er kvadratisk rest modulo primtal p p& formen
p =4m + 1. Antag nu at der findes et helt tal x s& x> =—1 (mod p), hvor p =
4m + 3. Dette giver at

4m+2 — (x2)2m+1 = (_1)2m+1 =_1 (

X mod p),

men ifplge Eulers s@tning er x4 =1 (mod p), hvilket er en modstrid. O

Seetning 15.2. Lad p vere et primtal pa formen p =4m + 3. Hvis p gar
op i summen af to kvadrattal a? + b?, da gar p op i bade a og b.

Bevis Antag at a®+ b?> =0 (mod p), og at a ikke er delelig med p. Da findes
en invers a~! til a modulo p, og dermed har vi

a’(a P +b*a')?=0 (mod p).

Altsa er
1+ (Iaa_l)2 =0 (mod p),

hvilket er en modstrid da —1 ikke er kvadratisk rest modulo p. Derfor ma p ga
opia ogdermedogsdib. O

Korollar 15.3. Primtal p p& formen p =4m+3 ikke kan skrives som sum
af to kvadrattal.
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Bevis Det folger umiddelbart af seetning 15.2. O

Primtal pa formen p = 4m + 1 kan derimod altid skrives som sum af to kva-
drattal, og det skal vi se neermere pa om lidt.

Opgave 15.1. Om et helt tal n oplyses at n er kvadratfrit, og at samtlige prim-
faktorerin er pa formen 4m+3. (At et tal er kvadratfrit, betyder at alle primtal
iprimfaktoroplgsningen indgér i 1. potens.) Vis at n ikke kan skrives som sum
af to kvadrattal.

Opgave 15.2. Vis at n? + 3 ikke er et kubiktal for noget positivt heltal n. (Hint:
mi+1=(m+1)(m?>—m+1))

For at bevise at primtal pa formen p = 4m + 1 kan skrives som sum af to
kvadrater, har vi brug for folgende setning.

e )

Thues satning 15.4. Lad n veere et helt tal storre end 1, oglad k veere det
hele tal som opfylder at k—1 < y/n < k. Antag at a € Z er primisk med n.
Dafindes x,y €{1,2,...,k—1},sd

ay=x (modn)elleray =—x (mod n).

\.

Bevis Betragt alle tal pd formen ay’+ x” hvor x’, y’ €{0,1,2,...,k—1}. Da der
er k> > n par x’, y’, findes ifelge skuffeprincippet mindst to par s ay’ + x’
har samme rest modulo n. Der findes altsa x;, x,, 1,1, €{0,1,2,...,k—1}, sa
a(y — y») = x, — x; (mod n), hvor x; # x, eller y; # y».

Antagat x; = x,. Daviln gdopia(y; — ), ogdaged(a,n)=1viln gdopi
=Y, dvs. ;= day, 1»<€{0,1,2,..., k—1}. Hvis vi antager at y; = ¥», far vi
tilsvarende at x; = x,, hvilket er en modstrid.

Dermed er

0<|x; =Xl I —)pl <k—1.
Setnuy =|y;— )| o0g x =|x; — x,|. Daer

ay=x (modn)elleray=—x (modn). O
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Opgave 15.3. Lad p veere et primtal pa formen p =4m + 1. Udnyt Thues seet-
ning samt at —1 er kvadratisk rest modulo p, til at vise at p kan skrives som
sum af to kvadrattal.

Seetning 15.5. De positive heltal der kan skrives som sum af to kvadrat-
tal, er netop dem hvor alle primfaktorer pa formen 4n +3 indgér i en lige
potens i primfaktoroplesningen.

Opgave 15.4. Bevis s@tningen.
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16 Primtallenes forunderlige verden

Vihar allerede set at der er uendelig mange primtal, og dette resultat har veeret
kendt i hvert fald siden Euklid skrev sine elementer ca. 300 f.v.t. Primtallene
er fascinerende og uforudsigelige, og der er stadig mange formodninger om
primtal som venter pa at blive bevist. Her skal vi se p4 bade formodninger
og resultater om primtal som det ligger uden for disse noters reekkevidde at
komme med et bevis for.

e )

Formodningen om tvilligeprimtal 16.1. Tvillingeprimtal er to pa hin-
anden folgende ulige tal som begge er primtal, fxer 5 0g 7, 11 og 13 samt
17 og 19 tvillingeprimtal. Det formodes at der findes uendeligt mange
tvillingeprimtal, men det er endnu ikke lykkes nogen at bevise det. Det
er stadig et af de helt store ulgste sporgsmal i talteori.

\ J

Opgave 16.1. Trillingeprimtal er tre pa hinanden folgende ulige tal som alle
er primtal. Hvor mange primtalstrillinger findes der?

e )

Goldbachs formodning 16.2. Goldbachs formodning siger at alle posi-
tive lige tal storre end 2 kan skrives som en sum af to primtal. Fx4 =2+2,
6 =3+3,8=23+D5, osv. Det er indtil videre vist at dette er sandt for alle lige
tal mindre end 24 - 10'7, men at vise det generelt er stadig et stort ul@st
problem som mange i tidens lgb uden held har keempet med.

Primtalssatningen 16.3. Der er ikke noget (kendt) system i den made
primtallene fordeler sig pa, og det er nok en del af arsagen til at primtal-
lene er sa fascinerende. Man ved alligevel ca. hvor mange primtal der er
op til et helt tal n for meget store veerdier af n. Primtalsseetningen siger
nemlig at  n(n)
lim ——=

n—.eo ——

Inn
hvor 7z(n) betegner antallet af primtal mindre end 7. Der findes ogsé end-

nu bedre tilneermelser til 7(n) end .

L,
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Bertrands postulat 16.4. Bertrands postulat siger at for et positivt heltal
n, n > 3, findes mindst et primtal p sa

n<p<2n-—2.

Bertrand kom med dette postulat i 1845 og pastanden blev allerede vist
af Chebyshev i 1850, men navnet Bertrands postulat har alligevel haengt
ved.

\.

Opgave 16.2. Vis at (2: ) ikke kan veere et kvadrattal for noget positivt heltal .

Opgave 16.3. Lad n vere et positivt heltal. Vis at de 2n tal 1,2,3,...,2n kan
parres til n par s& summen af hvert par er et primtal.

7

Dirichlets szetning 16.5. Lad a og b veere to indbyrdes primiske positive
heltal. Da indeholder den aritmetiske progression

b,a+b,2a+b,3a+ b,4a+b,...

uendeligt mange primtal. Eller sagt med andre ord; der er uendeligt man-
ge primtal pa formen an+b.

Denne satning blev farst vist af Dirichlet i 1837.

Der findes ikke noget elementeert bevis for seetningen, men man kan vise
specialtilfeelde af den som fx af der findes uendeligt mange primtal pd formen
3n+2,4n+1,4n+3 o0gb6n+>5.

7

Eksempel For at vise at der findes uendelig mange primtal pa formen
3n+2, antager vi som i Euklids bevis for at der findes uendeligt man-
ge primtal, at der kun findes endeligt mange. Kald disse p, p», ..., p;, 08
betragt tallet

N =3pipops---pr+2
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Da N =2 (mod 3), kan N ikke kun have primfaktorer pa formen 3n +1,
og N har derfor en primfaktor pa formen g = 3n + 2, men dette er en
modstrid da ingen af primtallene p;, p», ..., p, gdropi N.

Hvis man skal vise at der er uendeligt mange primtal pé formen 4n+1,
kraever det en smule mere snilde og teori. Her er det ikke nok at betragte
primfaktorer i 4p; p - p, + 1 da produktet af primtal pa formen 4n + 3
godt kan have rest 1 modulo 4, og vi f&r derfor brug for teori om forskelli-
ge egenskaber ved primtal pa formen 47n + 1 og pa formen 47 + 3. Fx ved
vi at —1 kun er kvadratisk rest modulo primtal pa formen 47n + 1 og ikke
modulo primtal pa formen 47n + 3. Dette kan udnyttes pa folgende méde:
Antag igen at der kun findes endeligt mange primtal pa formen 4n +1,
og lad disse veere p;, p», ps. ..., pr. Betragt tallet

N=Q2pip--p ) +1.

Leeg meerke til at vi pd denne made har konstrueret et tal N sa —1 er kva-
dratisk rest modulo alle divisorer g i N da

Cpipp)?=—1 (mod q).

En primfaktor g i N er derfor pa formen 47 + 1, men dette er en mod-
trid da ingen af primtallene py, p,, ..., p, gar op i N. Dermed findes der

uendeligt mange primtal pa formen 47 + 1.

\.

Opgave 16.4. Vis at der findes uendeligt mange primtal pa formen 47 + 3, pa
formen 67 + 5 og pa formen 2%n + 1, hvor k er et positivt heltal. Du m4 selv-
folgelig ikke benytte Dirichlets seetning.

7

Definition af Fermattal

Fermattallene er f,, = 22" +1for n=0,1,2,.... Fermat studerede disse tal
og opdagede at fy, fi, f>, f3 0g f, var primtal. Han kom derfor med den
forkerte pastand i 1650 at alle Fermattal er primtal. Der er pt ikke fundet
nogen primtal for n > 5, ogman ved i dag at Fermattallene fs, fs, f7,- .., f32
ikke er primtal.
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Fermattallene vokser dog sé steerkt at det absolut ikke er simpelt at un-
derspge om et Fermattal er et primtal, og det har taget mange ar og en
stor indsats fra mange matematikkere at na frem til det man ved om Fer-
mattal i dag. Selv om man ved at Fermattallene f;, fs, f7,..., f3» ikke er
primtal, kender man ikke primfaktoriseringen af dem alle, fx kender man
for fi4, fo0, fo2 08 f>4 ikke en eneste faktor i dem, men har blot vist at de
ma vaere sammensatte tal.

\. J

Opgave 16.5. Vis at to forskellige Fermattal er indbyrdes primiske.

Opgave 16.6. Vis at Fermattallet f,, gar op i 2/» —2 for alle ikke negative heltal
n.

Opgave 16.7. Lad n veere et positivt heltal storre end 2. Vis at Fermattallet f;,
har en primfaktor storre end 2"2(n + 1).

31
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17 Den kvadratiske reciprocitetssaetning

Den kvadratiske reciprocitetssaetning viser en meget smuk sammenhaeng
mellem kvadratiske rester, og den er et godt veerktgj til at tjekke om et tal er
kvadratisk rest modulo et andet tal. Men for vi ndr til den, skal vi se pé legen-
dresymbolet og Eulers kriterium.

4 w

Legendresymbolet 17.1. Lad p vere et ulige primtal, oglad a veere ind-
byrdes primisk med p. Legendresymbolet

)

er da 1 hvis a er kvadratisk rest modulo p, og —1 hvis a ikke er.

\. J

Opgave 17.1. Lad p veere et ulige primtal. Vis at
1 2 -1
(o )(e2)
p p p

Eulers kriterium 17.2. Lad p vere et ulige primtal, og lad a vere ind-
byrdes primisk med p. Da er

(g) = apT_l (mod p).

\ J

Bevis Hvis a er kvadratisk rest modulo p, har kongruensligningen x> = a
(mod p) en lgsning x. Altsa er
p—1

a? =xP"'=1 (mod p)

ifolge Fermats lille seetning.
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Hvis a ikke er kvadratisk rest modulo p, da kan alle resterne 1,2,...,p —1
parres to og to sa produktet af hvert par er a. Altsa er

p—1
2

a? =(p—1)=—1 (mod p)

ifelge Wilsons satning.

e )

Korollar 17.3. Lad p veere et ulige primtal, oglad a og b vare indbyrdes

\. J

Bevis Folger umiddelbart af Eulers kriterium.

e )

Korollar 17.4. Del i) er allerede vist i noterne, men tages alligevel med
her. Lad p veere et ulige primtal. Da er

-1 _ 1 hvisp=1 (mod4)
p) | -1 hvisp=—1 (mod4)

2 1 hvisp=1lellerp=7 (mod8)
p) | -1 hvisp=3ellerp=5 (mod8)

\. J

Bevis Forste del folger umiddelbart af Eulers kriterium.
Hvis p =1 (mod 4) er

2”771(’97_1)15(2-1)~(2~2)-(2-3)~~(2«pT_l)

=2.4.6-(p—1)
:2.4.6...(’9;1).(_p;?’)...(_5).(_3).(_1)
=(—1)pr1(’7—_1)! (mod p)
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Ifolge Eulers kriterium geelder nu at

2 p=1 p-1
—|=27 =(-1) ¢ d p).
(p) (1) * (mod p)

Dermed er (%) =1nar p =1 (mod 8), og (%) =—1 nar p =5 (mod 8). Beviset for
p =3 (mod 4) overlades til leeseren. O

Opgave 17.2. Vis korollar 17.4 ii) for p =3 (mod 4).

e )

Seetning 17.5. Lad a vere et helt tal og b et positivt helt tal storre end 1
med primfaktoroplgsning

Da er a kvadratisk rest modulo b, hvis og kun hvis a er kvadratisk rest
modulo p; foralle i =1,2,...,n.

\ J

Opgave 17.3. Bevis s@tning 17.5.

Opgave 17.4. Lad n veere et ulige positivt heltal og p en primdivisori 2” —1.
Vis at p =+1 (mod 8).

Opgave 17.5. Lad x og y veere indbyrdes primiske hele tal. Vis at hvis p er en
ulige primdiviser i x?+2y?, daer p =1 eller p =3 (mod 8).

Opgave 17.6. Visathvis p=2"+1,n> 1, eret primtal, dagar p op i 3b 41

4 w

Defintion af Mersennetal Tallene M, = 2" — 1 kaldes Mersennetal, og
man har vist at M,, er et primtal for n=2,3,5,7,13,17,19, 31,61, 87 samt
en del flere. Man formoder at der findes uendeligt mange Mersennetal
som er primtal, men det er ikke bevist. Det storste kendte Mersenne-
primtal er i skrivende stund Ms; gg5 161, 0g det blev fundet i januar 2013.
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Defintion af Sophie Germain primtal Et Sophie Germain primtal er et
primtal p s 2p + 1 ogsd er et primtal. Disse primtal er bl.a. interessante
da ¢(2p +1) er det dobbelte af primtallet p og ¢(2p + 1) derfor kun har
to ikke trivielle divisorer.

Opgave 17.7. Vis at hvis p er et primtal, og p =3 (mod 4), da er 2p + 1 divisor
i M;, =2P —1 netop hvis p er et Sophie Germain primtal.

Bemeerkning Kriteriet i opgave 17.7 viser fx at M, ikke er et primtal da
11 er et Sophie Germain primtal fordi 2-11+41 =23 ogsd er et primtal, og
23 dermed er divisor i M;; =2047.

Opgave 17.8. Find mindst et primtal p > 11 for hvilket M, ikke er et primtal.

Opgave 17.9. Vis at ligningen 16 = x (mod p) har en heltallig losning for alle
ulige primtal p.

Opgave17.10. Fermattallene er som tidligere naevnt f, =22 +1,n=1,2,3,....
Vis at hvis p er en primdivisori f,,, n>2, daer p =1 (mod 2"*?).

Bemeaerkning Det var vha. kriteriet i opgave 17.10 at Euler geettede at
641 =5-25t2 4 1 var primfaktori f; =22 +1.

\.

Seetning 17.6. Lad x og y veere to indbyrdes primiske heltal og a, b, ¢
hele tal. Hvis p er en primdivisor i ax?+ bxy + ¢ y? som ikke gar op i
abc,daer

D=b’—4ac

kvadratisk rest modulo p.

\ J

Opgave 17.11. Bevis seetning 17.6.
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Den kvadratiske reciprocitetssatning 17.7. Lad p og g veere to forskel-
lige ulige primtal. Da er

(e
q)\p

Bemaerkning Euler formulerede den kvadratiske reciprocitetsseetning i
1783, men uden bevis. Det blev Gauss deri 1801 fik udgivet det forste kor-
rekte bevis for setningen efter fejlslagne forsog fra bl.a. Legendre. Den
kvadratiske reciprocitetssaetning kaldes af mange Aritmetikkens perle, og
det var Gauss’ favoritsetningen inden for talteori. Der findes nu mange
helt forskellige beviser for setningen, men de er alle for omfangsrige til
disse noter.

\. J

Opgave 17.12. Undersog om 37 og 143 er kvadratiske rester modulo 2003.
(2003 er et primtal).

Opgave 17.13. Lad p vere et ulige primtal. Vis at
3\ 1
p) | -1
5\ [ 1
p) | -1
Opgave 17.14. Bestem samtlige par af hele tal (x, y) som opfylder ligningen

162x?=7+151y2.

Opgave 17.15. Lad a, b og c veere positive heltal som er parvis indbyrdes pri-
miske. Vis at hvis a> —ab + b? = c?, da er enhver primdivisor i ¢ p4 formen
6k +1.

Opgave 17.16. Bestem alle positive heltal k for hvilke der findes et heltal a sa
2007 géropi(a+k)®*—ad.

Opgave 17.17. Vis at hvis et positivt heltal a er kvadratisk rest modulo alle
primtal, da er a et kvadrattal.

hvis p=#1 (mod 12)
hvis p =45 (mod 12)

hvis p=+1 (mod 5)
hvis p =42 (mod 5)

Kilden til alle de historiske oplysninger er Wolfram MathWorld
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18 Lesninger

Opgave 1.1 Samtlige divisoreri60er 1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20, 30,60. Samtlige
divisoreri98er1,2,7,14,49,98.

Opgave 1.2 Del 2. At a | b, betyder at der findes et helttal g s& b = a - q.
Dermederb-c=a-qg-c=a-(q-c), hvilketviserata | b c.

Del3.Ata | b oga | c, betyder at der findes hele tal ¢, og ¢, s& b = a - ¢, og
¢c=a-q,.Dermeder b+ c =a(q, + ;) og b —c = a(q; — g»), hvilket viser at
alb+cogal|b—c.

Opgave 1.3 Antag at n og m er hele tal sd 2 | n og 6 | m. Daer n = 2n’ og
m =6m’, og dette viser at m(m + n)=6m’(6m’ +2n’) = 4(9m’? + 3n’) altid er
delelig med 4. Ingen af de andre tal er altid delelig med 4: a) n+m er ikke altid
delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =12.b) nm—m, ¢) m?>+n oge) n(m+1)
er ikke altid delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =6.

Opgave 1.4 Antag at m og n er hele tal som opfylder at n + m = n?. Da er
m = n(n—1), hvilket viser at n | m. Man kan til gengeeld ikke slutte atb) m | n,
c) n og m er ulige, eller d) n og m er lige, da fx n = 3 og m = 6 ikke opfylder
hverken b), c) eller d).

Opgave 1.5...,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.

Opgave 1.6 1001 =7-11-13. 11400 =23-3-52-19. Tallet 1024 = 29 har kun en
enkelt primfaktor, nemlig 2. Primfaktorernei 1001 er 7, 11 og 13.

Opgave 1.7 Da primfaktoroplesningen af 2008 er 2008 = 23 - 251, er eneste
mulighed for de fire tal 1,2,22,251. Dermed er deres sum 258.

Opgave 1.8 I primfaktoroplesningen af 20! er potensen af 5 netop 5* mens
potensen af 2 er storre end 24. Derfor ender 20! pé netop fire nuller.

Opgave 1.9 Tallet 4004 gar ikke op i 238-65-1221 da 4 gar op i 4004, men ikke
1238-65-1221.
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Opgave 1.10 Lad m vere et positivt heltal storre end 1 med primfakorop-

losning m = p;"'p,*---p;", hvor p;’erne er forskellige primtal. Da er prim-

taktoroplesningen af m? = pl2 “ p22 ... p,2 . Dette viser at alle primfaktorer

i et kvadrattal indgér i en lige potens i primfaktoroplesningen. Antag om-

vendt at n er et positivt heltal hvor alle primfaktorer i n indgér i en lige po-
. . . 20, 2a, 2a, 2

tens i primfaktoroplesningen. Daer n =p; 'p, *---p; ', dvs. n = m*, hvor

m = p-@ p2® ... p2%r, hvilket viser at 1 er et kvadrattal.

Opgave 1.11 Lad n vaere det mindste hele tal s& +/n - 261 er et helt tal. Da ma
n-261=n-29-3? vaere et kvadrattal, og altsd ma 29 veere en primfaktor i n da
29 skal indgd i en lige potens i primfaktoroplesningen af n - 29 - 3%. For n = 29
er vn-261=3-29, dvs. n =29 er det mindste hele tal s& v 7 -261 er et helt tal.

Opgave 1.12 Antag at p er et primtal, og at p | ab. Primfaktoroplgsningen af
ab er netop primfaktoroplesningen af a gange primfaktoroplesningen af b
da primfaktoroplesningen er entydig. Da p indgér i primfaktoroplesningen
af ab, ma p derfor ogsé indgé i primfaktoroplesningen af a eller primfaktor-
oplesningen af b. Dermed ma p | a eller p | b. Dette geelder ikke altid hvis p
ikke er et primtal. Fx gdr 6 opi4-9, men hverkenii4 eller 9.

Opgave 1.13 Kun 10982-505 er deleligmed 10 da det er det eneste aftallene der
inderholder 2-5 i sin primfaktoroplesning. Kun 5025-2092 er delelig med 100
da det er det eneste af tallene der indeholder 22 - 52 i sin primfaktoropl@sning.

Opgave 1.14 Blandt tre pa hinanden folgende heltal findes altid mindst et som
er deleligt med 2, og et som er deleligt med 3. Dermed er produktet af dem de-
leligt med 2-3 = 6. Blandt fem pa hinanden folgende heltal er der altid mindst
et der er deleligt med 3, mindst et der er deleligt med 4 = 22, og et der er dele-
ligt med 5. Dermed er produktet af dem deleligt med 3 - 22 -5 = 60.

Opgave 1.15 Da a + b = 2002, er b = 2002 —a. Derfor er ab = a(2002 —a) =
2002a — a?. Hvis 2002 skal g op i ab, skal 2002 derfor ogsé g op i a?. Vi
betragter nu primfaktoroplesningen af 2002 som er 2002 =2-7-11-13. Dermed
skal hver af primfaktorerne 2, 7, 11 og 13 gd op i a?, og derfor ogsé i a ifolge
seetning 1.5. Men hvis 2,7, 11 og 13 garopia,sama2-7-11-13 =2002 ogsa
ga op i a ifelge korollar 1.4, hvilket er umuligt da 0 < a < 2002, fordi a og b er
positive heltal s& a + b =2002. Altsd kan 2002 aldriggd opiab.
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Opgave 2.1 Ved at omskrive fas
53=x0—y?=(x*+y)(x>—y).

Da 53 er et primtal, m& x3 +y =53 og x3— y = 1. Dermed er x =3 og y =26
eneste lgsning.

Opgave 2.2 Tallet m3 — m er deleligt med 6 for alle hele tal m da
mi—m=m(m?*—1)=m(m—1)(m+1)

viser at m® — m er et produkt af tre pa hinanden folgende hele tal, og 2 og 3
hver isaer gdr op i mindst et af de tre tal.

Opgave 2.3 Kald den ukendte katete a og hypotenusen c. Da er
229972 =1994? = c>—a’ =(c + a)(c —a).

Da ¢ + a og ¢ —a har samme paritet (dvs. de enten begge er lige eller ulige),
ma de begge veere lige. Vi har derfor

hvor 997 er et primtal. Heraf ses at <%

149972 =994010.

= 9972 og 5% = 1. Dette giver ¢ =

Opgave 2.4 Omskriv sammenhangen mellem p, g og r til
p=r’—q*=(r+q)r—q.

For at vise at 6 gar op i pqr, viser vi at 2 og 3 hver iser gar op i mindst et af
tallene p, g og r, og dermed i deres produkt. Hvis hverken g eller r er lige, er
de begge ulige, ogsd er r +¢ lige, og altsd p = (r +g)(r —q) lige. Altsa er mindst
etaftallene p, g og r deleligt med 2. Hvis hverken g eller r er deleligmed 3, da
har de hver iser rest 1 eller 2 ved division med 3. Hvis de har forskellig rest, er
r+ g delelig med 3, og hvis de har samme rest, er r —q delelig med 3. I begge
tilfeelde er p delelig med 3. Dermed er mindst et af tallene p, g og r deleligt
med 3. Samlet giver dette at deres produkt pqgr er deleligt med 6.
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Opgave 2.5 Da

a’+b*+9ab=(a—b)*+1l1ab,
er (a — b)? delelig med 11, og da 11 er et primtal, mé& a — b ogsé veere delelig
med 11. Altsé er a?— b? =(a + b)(a— b) delelig med 11.

Opgave 2.6 Lad n = a® + b? og m = c? + d?. Vi skal nu vise at produktet nm
ogsd er en sum af to kvadrattal, og det gor vi ved at omskrive vha. af kvadrat-
setninger.

nm=a’c®+a*d*+b?*c®+b%d?
=(ac+bd)?—2abcd+(ad—bc)*+2abcd
=(ac+bd)?+(ad—bc).

Opgave 2.7 For alle n > 1 viser omskrivningen
n*+4=(n*+2f—(2n)=(n*+2n+2)n*—2n+2).

at n* + 4 ikke er et primtal. For n =1 er n* +4 =5 et primtal.
Opgave 2.8 Forst omskriver vi sdledes:
2x%y*+16x%+ y* =448
2x*(y*+8)+ y* +8=456
2x*+1)(y*+8)=23-3-19.
Da 2x2+1 er ulige, ma 2x2 + 1 vaere lig med 1,3,19 eller 57. Af dette ser man

at x =0, 1,3. Ved at efterprove disse muligheder far man folgende losninger
(1,12) 0og (3,4).

Opgave2.9 Da xy +3y = y(x+3) og x2+2x = (x +3)(x—1)+3, kan ligningen
omskrives til

1994=(x+3)(x—1)—y(x+3)=(x+3)(x—1—y).

De eneste faktoriseringer af tallet 1994 er 1994 -1 0g 997-2, og da x +3 er den
storste af faktorerne, far vi derfor lgsningerne (x, y) =(1991,1989) og (x, y) =
(994,991).
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Opgave 3.1 Det folger af korollar 1.4 at enhver positiv divisor i n er pa formen

plﬁ‘pzﬁz...prg'",

hvor B; €{0,1,...,a;}. Dermed har nialt (1+a;)(1+a5)...(1+a,,) forskellige
positive divisorer ifglge mulitplikationsprincippet.

Opgave 3.2 Antag at n = p;"' p, -+ pr" har et ulige antal positive divisorer,
ogaltsd at (1+a;)(1 +a,)---(1+a,,) er ulige. Da er 1 + ¢; ulige og «; lige for
allei=1,2,...,m.Dette viser at n er et kvadrattal. Omvendt har alle kvadrattal
ogsa et ulige antal positive divisorer. De hele tal som har et ulige antal positive
divsorer, er derfor netop kvadrattallene.

Opgave 3.3 Hvis sandsynligheden er ﬁ) for at et tilfeeldigt valgt tal m blandt
tallene 1,2,3,...,499,500 gar op i n, mé n have preecis fem positive divisorer.
Et tal med primfaktoroplesning p;" p,* ... p{" har (1 + a;)(1 + @,)...(1 + @;) di-
visorer, dvs. n = p* for et primtal p. Det storst mulige n med den onskede
egenskab er derfor n =3* =81 da 5* > 500.

Opgave 3.4 Tal med netop 7 divisorer ma ifplge saetning 3.1 vaere pd formen
p8, hvor p er et primtal. Et sddant tal er derfor altid et kubiktal da p® = (p?)3,
og produktet af sidanne tal er derfor ogsa et kubiktal.

Opgave 3.5 Da n skal vaere delelig med 1001 =7-11-13, mé bade 7, 11 og 13
indgd i primfaktoroplesningen af n. Seet

n=7%.11.13%.p"..p%, a;>1, s>3
Antallet af divisorer i n er netop (a; + 1)(a, +2)--- (a5 + 1), og dermed er
(a1 +1)(as+1)---(as+1)=1001=7-11-13.
Af denne ligning ses at s <3, ogdermed at s =3 og n=7%-119-13%. Nu er
(a1 +1)(ar +1)az+1)=7-11-13,
og dvs. at a;, a, og az er 6, 10 og 12 i en eller anden raekkefolge. De mulige

veerdier af n er altsa 76-1110.1312,76.1112.1310 710.716.1312 710.1712.136
712.116.1310 0g 712.1110. 138,
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Opgave 4.1 gcd(12,45) = 3, gcd(1000, 1205) = 5, gcd(1024, 12) = 4, gcd(88,90) =
2 0g gcd(1002,1003) = 1.

Opgave 4.2 Hvis d er divisorin og n+1, ma d ogsa veere divisori(n+1)—1=1,
ogaltsé gcd(n,n+1)=1. Hvis d er divisor i n og n+2, ma d ogsa vere divisor
i2=(n+2)—n.Hvis n erlige, har vi derfor gcd(n, n+2) =2, og hvis n er ulige,
ged(n,n+2)=1.

Opgave 4.3 Da 754 = 2-338+ 78,338 = 4-78+26 0g 78 = 3-26+0, er
gcd(754,338) = 26.

Opgave 4.4 Broken er uforkortelig nér storste feelles divisor for naevner og teel-
lerer 1.

gcd(n4 +3n2+1,n3+2n)= gcd(n2 +1,n%+2n)
= g(:d(n2 +1,n)=gcd(1,n)=1.

Opgave 4.5 At broken er uforkortelig folger af at

ged(m* +3m3 —3m*+2m—2,m—1)=
gcd(m4+3m3—3m2 +2m—2-3m*(m—1)—2(m—1),m—1)=
ged(m*, m—1)=1.

Opgave 4.6 At 3”;;# er et helt tal, er ensbetydende med at 3n+2 skal géd op i
3n2+3n+9, dvs. at gcd(3n+2,3n%+3n+9) = 3n+2. Ved brug af regnereglerne
for starste feelles divisor fas

gcd(3n +2,3n%+3n+9)= gcd(3n +2,3n%+3n+9—n(3n+2)
=gcd(3n+2,n+9)
=gcd(3n+2,3(n+9))
=gcd(3n+2,3n+27)
=gcd(3n +2,25),

3n+3n+9
3n+2

et helt tal netop nér 3n + 2 er divisor i 25, dvs. netop nar n = % hvor d er
divisor i 25. De eneste muligheder er derforn =—9, n=—1ogn=1.

hvor vi undervejs har udnyttet at 3 ikke er divisor i 3n +2. Altsd er er
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Opgave 4.7 Forst regner vi pa gcd(a,,, a,.1):
ged(a,, an)= gcd(n2 +500, n% +2n+1+500) = gcd(n2 +500,2n +1).

Da2n+1 er ulige, @endrer det ikke ved den storste feelles divisor at gange det
forste tal med 2. Derfor far vi at
gced(ay,, an)= gcd(2n2 +1000,2n+1)=gcd(1000—n,2n +1)
=gcd(2000—2n,2n+1)=gcd(2001,2n + 1).
Heraf ses at gcd(a,,, a,,1) altid er divisor i 2001 og dermed hejst 2001, og da
gcd(ayooo, @1001) = 2001, er det den mindste veerdi for N.

Opgave 4.8 Lad py, p,,..., p,, veere samtlige primdivisorer i a og b, og lad «;
og fB; veere de storste hele tal s& pl.ai laogp;"|bforallei=1,2,...,n.Daer

a:p{ll.pzaZ...p:ny
b:pll. Zﬁz”.prfljn'

Dermed mé4 storste feelles divisor og mindste feelles multiplum veere

ged(a, b) = pn P pmintex o) pminian ),
lem(a, b) = p™ PV pmaxteapa) . maxtan.py),

Daa; - B; =min(a;, ;) max(a;, B;) forallei =1,2,...,n, fas
a-b=gcd(a,b) lcm(a, b)

som onsket.

Opgave 4.9 gcd(754,338) =26 =338—4-78 =338 —4(754—2-338)=—4-754 +
9-338.

Opgave 4.10 Tallene pa formen s-35+¢ - 15, s, t € Z, er netop alle multipla af
gcd(35,15) = 5. Vi viser forst at alle multipla af 5 kan skrives pa denne form:
Ifolge Bezouts identitet findes hele tal s’ og t’ s& 5 = gcd(35,15) = s”-35+ ¢+ 15.
(De kan ogsd nemt findes, fx 5=—2-3545-15). Dermed kan alle multipla af 5
skrives pa formen s-35+¢-15,da

5m=ms’-35+mt’ -15.
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Sé viser vi at alle tal pd denne form er et multipla af 5: Da 5 gar op i bade 15 og
35, méd5ogsagidopis-35+¢-15,s,t €Z.

Opgave 4.11 Vi viser forst at alle multipla af gcd(a, b) kan skrives pa formen
ax+by, x,y € Z, og der dermed findes x,y € Z der lgser ligningen, nér ¢
er et multipla af gcd(a, b). Ifolge Bezouts identitet findes hele tal x” og y’ sé
ged(a,b)=x"a+y’b. Dermed er

mged(a,b)=mx’a+my’b,

som gnsket.

Nu vises omvendt at ¢ er et multipla af gcd(a, b) hvis der findes x, y € Z s&
c =xa+yb.Dagcd(a,b)gar op i bdde a og b, mé det ogsé gé op i et ¢ pa
formen ¢ = xa + by. Dermed er ¢ et multipla af gcd(a, b).

Opgave 5.1 Antag at a og b har samme rest ved division med n, dvs. at a =
gan+rogb=qyn+r.Dagdarnopia—b=(g,n+r)—(quyn+r)=(q.—qp)n,
og dermed er a = b (mod n).

Antag omvendt at a = b (mod n), dvs. at n | a—b. Lad a = q,n + r, og
b=gyn+r,, 0<r,, r,<n.Davedviatngaropia—b =(q,—qg,)n+(r,—r),
ogdermedogsdir,—r,.Da—n<r,—r,<n,mar,—r,=0,ogaltsdr,=r,
som gnsket.

Opgave 5.2 At a = 0 (mod n), betyderat n | a—0 = a, dvs. at n gar op i a.
Restklassen repreesenteret ved 0 er derfor netop alle multipla af 7.

Opgave 5.3 At a = b (mod 2) betyder at 2 | a — b, altsa at a og b har samme
paritet, dvs. at de enten begge er lige eller begge er ulige.

Opgave 5.4 a) 182 =92 (mod 18) da 18| 182—92 =90. b) —43 =1 (mod 4) da
4|1—(—43)=44.¢) 111#13 (mod 11) da 114111 —13 =98.

Opgave 5.5 ii)) At a = b og ¢ = d (mod n), betyderat n |a—b ogn | c—d.
Dermed mé n | (a—b)—(c—d)=(a—c)—(b—d),ogaltsia—c=b—d
(mod n).

iv)Ata = b (mod n), betyderatn |a—b.Dermedméan|c(a—b)=ca—cb,
ogaltsd c-a=c-b (mod n).

v) For at vise at a = b (mod n) medforer at a® = b* (mod n), benyttes iii)
k—1 gange.
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Opgave 5.6 Ligningen x — 12 = 5 (mod 11) omskrives til x = 5+ 12 = 6
(mod 11). Det er altsd netop restklassen reprasenteret ved 6 modulo 11 der
lgser ligningen, og lesningsmangden er derfor x €{...,—16,-5,6,17,28,...}.

Opgave 5.7 Vi regner modulo 13 ved brug af regnereglerne fra seetning 5.1

2710817251 =1103.42.(52)7=1.3.(-1)" =10 (mod 13).

Opgave 5.8 Sidste ciffer i et positivt heltal svarer til resten ved division med
10, derfor regnes modulo 10.

20072007 = 72007 = (72)1003 .7 = (_1)1003 .7 =_7=3 (mod 10).

Altsa er 3 sidste ciffer i 20072007,

Opgave 5.9 Lad p veere et primtal, og antag at a - b =0 (mod p). Dette bryder
atp|a-b,ogaltsa at p | a eller p | b, hvilket jo netop betyder at a = 0 eller
b =0 (mod p).

Hvis p ikke er et primtal, geelder nulreglen ikke altid. Fxer 3-4 =0 (mod 6),
mens 3Z0 0g4 %0 (mod 6).

Opgave 5.10 a) Losningerne til x> =4 (mod 5) er netop restklasserne repree-
senteret ved 2 og 3 modulo 5. b) Ligningen x? = 2 (mod 5) har ingen lgsnin-
ger. ¢) Losningerne til x> =1 (mod 8) er netop alle ulige tal. d) Losningerne til
x2=0 (mod 2) er netop alle lige tal.

Opgave 5.11 Ligningen x? =1 (mod p) omskrives til
0=x*—1=(x+1)(x—1) (mod p).

Ifelge nulreglen ved vinu at x + 1 =0 eller x —1 = 0 (mod p). Dermed er de
eneste lpsningeri{l,2,...,p—1} x=1logx=p—1.

Opgave 5.12 ii) Vi viser at n = ¢(n) (mod 9) da dette viser det enskede:
n=a,,10"+a, 110" +...+ a;10+q,

Eam-1m+am_1-lm_1+---+a1-l+a0

=a,+au_1+---+a;+ay=1t(n) (mod9).
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iii) Viviser at n er kongruent med plus eller minus den alternerende tveersum
af n modulo 11 da det viser det enskede.

n=a,10"+a, 110" +...+ a;10+q,
=y ()" + @y ()" @ (F) 4 ag

=-1)"(a,,—au— +-—(-1)"a; +(—1)"ay) (mod11).

Opgave 5.13 Et tal er deleligt med 18 netop hvis det er lige, og tveersummen
er delelig med 9. Et tal er deleligt med 22 netop hvis det er lige, og den alter-
nerende tveersum er delelig med 11.

Opgave 6.1 De kvadratiske rester modulo 3 er 0 og 1. De kvadratsike rester
modulo 4 er 0 og 1. De kvadratiske rester modulo 5 er 0, 1 og 4.

Opgave 6.2 a) Summen af kvadraterne af fire p& hinanden folgende tal er kon-
gruent med 2 modulo 4, og da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 4, er denne sum
ikke et kvadrattal.

b) Summen af kvadraterne af fem pa hinanden folgende tal er kongruent
med 2 eller 3 modulo 4, og da hverken 2 eller 3 er kvadratiske rester modulo
4, er denne sum ikke et kvadrattal.

c) Summen af kvadraterne af seks pa hinanden folgende tal er kongruent
med 3 modulo 4, og da 3 ikke er kvadratisk rest modulo 4, er denne sum ikke
et kvadrattal.

Opgave 6.3 Hvis vi betragter ligningen x? + 10 = 5 modulo 4, far vi at x> =3
(mod 4), og da 3 ikke er kvadratisk rest modulo 4, har ligningen ingen lesnin-
ger.

Opgave 6.4 Hvis vi betragter ligningen x?>—3y? = 17 modulo 3, fir vi at x> =2
(mod 3), og da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 3, har ligningen ingen lesnin-
ger.

Opgave 6.5 Produktet af to lige tal er altid deleligt med 4, dvs. produktet af to
lige tal lagt til 2006 har rest 2 modulo 4, men 2 er ikke kvadratisk rest modulo 4.
Hvis der findes fire tal med den enskede egenskab, ma tre af disse derfor veere
ulige. Blandt tre ulige tal findes to som har samme rest modulo 4. Produktet
af disse to har rest 1 modulo 4, og dermed har produktet lagt til 2006 rest 3
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modulo 4, men 3 er ikke kvadratisk rest modulo 4. Derfor findes der ikke fire
tal med den gnskede egenskab.

Opgave 6.6 Hvis x? + y? + z2 = 2x y z, skal enten et eller tre af tallene x, y
og z veere lige. Antag at kun et af tallene er lige, fx x = 2x,. Da vil y2 + z2? =
4x,yz—4x; =0 (mod 4), hvilket er en modstrid. Dermed er alle tre tal lige.
Ved at seette x = 2x;, y = 2y, 0g z = 2z far vi x2 + y? + 22 = 4x,)121. Ved
samme argumentation felger nu at x1, y;, z; er lige, og da dette kan gentages
vil x, y, z veere delelige med 2" for alle n € N. Dermed er den eneste lgsning
x=y=z=0.

Opgave 6.7 Lad x,y €{1,2,3,...,p—1} og x # y. Antag at x> = y? (mod p),
hvilket betyderat p | x2—y?=(x—y)(x+y).Dax # y (mod p), gér p ikke op i
x—y,ogdermed gér p ifelge nulreglenopix+y.Dax,y €{l,2,...,p—1},md
X+ y = p. Af dette folger at tallene 12,22, ...,(27)? alle har forskellige rester
modulo p, mens x? = (p—x)? (mod p). Dvs. blandt tallene 12,22,...,(p—1)? er
der netop 25> forskellige kvadratiske rester. Ingen af resterne 12,22,..., (22
kan veere repraesentant for 0-restklassen ifelge nulreglen. Altsa er netop halv-
delen af tallene 1,2, ..., p — 1 kvadratiske rester modulo p.

Opgave 6.8 Hvis m = 1, er der ingen lgsning. Hvis m = 2, er n = 1. Antag at
m > 2. Betragter vi ligningen 7" = 3+ 2™ modulo 8, far vi (—1)" = 3 (mod 8)
hvilket er umuligt. Dermed er den eneste lpsning m =2 og n =1.

Opgave 6.9 Afligningen 6(x!43) = y?+5 ses at y2 er ulige, og dermed at y ogsé
er ulige. Da alle kvadrater af ulige tal har rest 1 ved division med 8, er y? =
(mod 8). For x > 4 er 6(x!+3) = 6-3 = 2 (mod 8), mens y? +5 = 6 (mod 8).
Der er altsd ingen lgsninger nar x > 4. Nu er det let at tjekke mulighederne
x =1,2,3. Samtlige lgsninger er dermed (x, y) =(2,5) og (x, y)=(3,7).

Opgave 6.10 Et tal er deleligt med 1599 = 39-41 netop hvis det er deleligt med
béade 39 og 41. Vi regner nu modulo henholdsvis 39 og 41 for at undersoge for
hvilke n de gr opi S =46" +34" —7" 5",

§=46"+34"—7"—5"=7"+(-5)"—7"—5"=((—1)"—1))5" (mod 39),
dvs. at S er delelig med 39 netop nar n er lige.

S=46"+34"—7"—5"=5" 4 (—7)"—7" —5" =((—1)"—1))7" (mod 41),
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dvs. at S er delelig med 41 netop néar n er lige. Samlet er S delelig med 1599
netop nér n er lige.

Opgave6.11 Antagat n = di+dZ+dz+d;. Hvis n er ulige, vil d?+d5+d3+d? =
1+1+1+1=0 (mod 4), hvilket er umuligt.

Hvis n erlige, vil d, = 1 og d, = 2, og dermed n = 1+0+d2 +d3 #0 (mod 4),
dvs. at 4 ikke gér op i n.

Samletserviatds = p,ogatd, =2p eller dy = g hvor p og g er ulige primtal.
Hvis d, = q, vil n =3 (mod 4), hvilket er umuligt. Dermed er n =1+4+ p? +
4p? =5p%+5=>5(p%+1). Af dette ses at p =5, dvs. at n =5(5?+1) = 130 er det
eneste tal der opfylder det enskede.

Opgave 6.12 Hvis vi betragter ligningen 19x3 —84y2 = 1984 modulo 7, skal x
opfylde at 5x3 =3 (mod 7), dvs. at x3=3-3 =2 (mod 7), men 2 er ikke kubisk
rest modulo 7. Dermed har ligningen ingen heltallige losninger. (Man finder
samtlige kubiske rester modulo 7 ved at se pa resterne af 0%, 13,23,33,43,53,6%).

Opgave 6.13 For n = m = 1 er k = 14. Antag at der findes et k < 14 med den
onskede egenskab.
Hvis n er ulige, er k =19" —5™ =(—1)" —5=4 (mod 10). Sidste cifferi k er
derfor 4, dvs. k =4. Men 19" —5" =1—2™ (mod 3) har aldrig rest 1 modulo 3.
Hvis n er lige, er k = 19" —5" = (—1)" —5 = 6 (mod 10). Sidste ciffer i k er
derfor 6, dvs. k = 6. Hvis vi regner modulo 3, far viat 0 = 19" —5" =1-2"
(mod 3), dvs. at ogsd m er lige. Seet nu n =2n; og m =2m,;. Daer

6=(19")?—(5™)? = (19" —5™)(19™ +5™),

men denne ligning har ingen losninger da sidste parentes altid er storre end
6. Dermed er k = 14 det mindste k pa denne form.

Opgave 7.1 Resultatet folger af seetning 7.1.

Opgave 7.2 Lad d veere divisor i n, og seet n = dn’. Ifplge seetning 7.1 i) er
a"—b":(ad)n/—(bd)"/=(ad—bd)((ad)”/_1+(ad)n/_1bd+---+(bd)n/_1).

Altsé gar a® —b% opia”—b".
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Opgave 7.3 Antag at a” —1 er et primtal. Vi udnytter at

a"—l=(a—1)a" '+a"*+...+a+1),

til at indse at a = 2. Hvis n har en ikke-triviel divisor d, ved vi fra opgave 7.2
at a" —1 er delelig med a? — 1, hvilket viser at a” — 1 ikke er et primtal da
1<a?—1<a"—1.Dermed ma n vare et primtal hvis a” — 1 er et primtal.

Opgave 7.4 Ved at udnytte faktoriseringen i seetning 7.1 ii) f&s

27000001 = 300° + 1
= (3004 1)(300* —300+1)
=301-(300% +2-300 + 1 —900)
=7-43-(301* —30%)
=7-43-271-331

Opgave 7.5 Summen af samtlige positive divisorer i n er lig med

A+pr+ps +o 4 A+ po+py et py ) (L pr+pf 4o+ pr)

da hver divisor netop svarer til et led nar man ganger alle parenteserne sam-
men. Vha omskrivningen i seetning 7.1 i) giver dette det enskede.

Opgave 7.6 Da

n®+100=n%+10°—900 = (n + 10)(n? — 107 + 100) — 900,

gér n+10 op i n3+100, netop nar n+10 gér op i 900. Det starste n sa n3+100
er delelig med 7 + 10, er derfor n = 890.

Opgave 7.7 Hvis a + b er delelig med n, er b =—a (mod n) og dermed

a"'—a"b+--—ab" 2+ b" ' =na"' =0 (mod n).
Altsdera”+b" =(a+b)a"'—a"?b+---—ab" 2+ b" ') delelig med n?

da begge parenteser er delelige med n. Dette medferer at

1"+2" 4.+ n" =

n—1 n+1

2)" )4+ ()" +(

1"+(n-1"Y+2"+(n— 5

)")+(n")
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( "M&

e
er delelig med n?.
Opgave 7.8 Antag at n > 0. Da er a — 1 delelig med p, og altsd a =1 (mod p).
Ifolge saetning 7.1 er

a*—1=(a—1)a" " +a*" 2+ +1).

Nu undersoger vi den sidste faktor modulo p:

k-1

a +ak—2+._.+151+1+...+1:k7_é0 (modp)

Dette viser at den storste potens af p som gar op i a* —1 er den samme som
garopia—1.

Opgave 7.9 Forst faktoriseres 31024 —1 = 32" —1 vha. saetning 7.1.

32 _1=3-1)B+ 1B+ 1% +1)---(3% +1).

Da 3™ =1 (mod 4) for lige m, er alle parenteser paner (3 + 1) delelig med 2,
men ikke med 4. Dermed er n =12.
Opgave 7.10 Antag at m er et ulige positivt tal som ikke er delelig med 5. Ved

at faktorisere far vi

=2"M43M=(2+3) 2" 1 —2"m2.34...—2.3M2 4 371y,

Dette viser at 5 gar op i a. Hvis n > 1, skal 5 ogsa gé op i
2m—1_2m—2 ‘3+.___2_3m—2 +3m—1
Men da 2 =—3 (mod 5), er

2.3M2 4 gm=l=pm=14om=14 .. 4 pm-1
=m2"!
Z0 (mod5),

om=l__om=2 g . _

Dermedern=1.

Opgave 7.11 Lad d = gcd(a, b), og set a =da’ og b = db’. Vived fra opgave
7.2atm?—1garopibade m%—1o0g m?—1, ogdermed ogsdigcd(m®—1, m?—
1).
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Seaet n = gcd(m® —1,m? —1). Daer m* = 1 (mod n) og m? =1 (mod n).
Ifolge Bezouts identitet findes hele tal s og t sd d = sa+tb.Dad < a og
d < b ma netop en af s og ¢ veere positiv. Antag uden tab af generalitet at s er
positiv. Da er

mé=m?-(m?) " =(m*)°* =1 (mod n).
Dermed ma n | m?—1, hvilket samlet viser at gcd(m®—1, m? —1) = mgcd@b)
1.

Opgave 7.12 Lad n vaere et positivt heltal, k €{1,2,3,4,5,6,7,8,9} og N, i tallet
med 2" cifre som alle er k. Ved at faktorisere N, ; vha. seetning 7.1 fas

102" -
: = k(10+1)(10° + 1)(10* +1)---(10*"" +1).

0
N . =k-
nk 10

Hvis n; < n,, ma 10*" +1gdopi

102" —1=(10—1)(10+ 1)(10% + 1)(10% +1)--- (102" +1).
Dermed ma ged(10%" +1,10%™ +1) | gcd(10%™ —1,10%™ +1) = 1, og faktorise-
ringen af N,, ;. viser at N, ; har mindst n forskellige primfaktorer.

Opgave 7.13 Vi bestemmer 997% modulo 10* vha. af binomialformlen:
703 703 _ [ 703 4
997 =(100— 1) =| " " |100—1=70300—1=299 (mod 10*)

Dermed er de fire sidste cifre 0299.

Opgave 7.14 Vi regner modulo b* pa udtrykket (b* + a)? —a® og udnytter

undervejs binomialformlen:
2 b ob_(P)2 b1 3 b 4
(b“+a)’ —a :(Jb a’ “=b’a (mod b*).

Da a og b ikke har nogen feelles primfaktorer og b > 1, er a?~! ikke delelig
med b. Dette viser at (b?+ a)? —a? er delelig med b®, men ikke med b*, dvs.
atn=3.
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Opgave 8.1 p(3) =2, p(4) =2, $(5) =4, $(6) =2, $(7) =6, $(8) =4, p(9) =6,
$(10) = 4, ¢(11) = 10, ¢(12) = 4, ¢(13) = 12, ¢(14) = 6, ¢(15) = 8, ¢(16) = 8,
#(17)=16, ¢(18)=6, ¢(19) = 18.

Opgave 8.2 a) Samtlige primiske restklasser modulo 15 er repraesenteret ved
1,2,4,7,8,11,13,14. Deres multiplikative inverse ses af folgende: 1:-1 = 1
(mod 15),2-8=1 (mod 15),4-4=1 (mod 15), 7-13=1 (mod 15), 11-11 = 1
(mod 15),14-14=1(mod 15).b) 7x+19=36 = 7x =2 = x =13:2=11
(mod 15).

Opgave 8.3 Det folger af opgave 5.11

Opgave 8.4 Det folger af seetning 8.3 0g 8.7.

Opgave 8.5 Ifplge saetning 8.8 er ¢(120) = ¢(23-3-5)=22-2-4=32 0g ¢(98) =
P(2-7)=7-6=42.

Opgave 8.6 Lad n=p," p,? -+~ p;", og antag at ¢)(n)=8. Da er

a—1__a,—1 ..

8=p/ P2 o p i —D(p— 1) (p,—1).

Da p; —1 skal gd op i 8, ma primdivisorerne i n veere blandt primtallene 2, 3
og 5. Dermed kan man nemt tjekke at de eneste muligheder er n = 2% = 16,
n=2%.3=24,22.5=20,n=3-5=150gn=2-3-5=30.

Ladnum=p,"' p,?---p;", og antag at ¢)(m)=14. Da er

a—1__a,—1

14=p" p - p o —1(p— 1) (p,— 1)

Da p; —1 skal gé op i 14, ma primdivisorerne i m vere blandt primtallene 2 og
3. Nar m ikke har andre primdivisorer end 2 og/eller 3, er 7 ikke en divisor i
¢ (m) hvilket er en modstrid. Derfor findes ingen m sa ¢(m) = 14.

Opgave 8.7 Lad primfaktoroplesningen af n veere n = p;" - pp. Ifolge saet-
ning 8.8 er

p(n*)=p(p{“ p, - ptm)
=p (o= 1) p (= 1)
= (o™ (o ) (P (= 1) p (o — 1)

=n*"1¢o(n).
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Opgave 8.8 Lad primfaktoroplesningen af n veere pla ! pza 2...pp. Daer

D ¢(d)

din

m
i=1

rl(l+¢(p,~)+¢(pf)+"'+‘7’(”fi))

(1+(Pi—1)+(p,-—1)p,-+---+(p,~—1)pl.“f—1)

A

N
Il
—

pi—1
Pi—l)

A

N
Il
_

(1+(Pi—1)

a;

p;, =n

N

Il
_

1

Opgave 9.1 Hvis n er et primtal, geelder ifolge Wilsons saetning at
(n—1)'=-1 (mod n),

dvs.atn garopi(n—1)+1.

Hvis n > 1 ikke er et primtal, findes et primtal p som gér op i n, hvor p < n.
Da p gdropi(n—1), kan p og dermed heller ikke n g& op i (n —1)! + 1. Altsé
er betingelsen kun opfyldt nér n er et primtal eller n = 1.

Opgave 9.2 Vi viser indirekte at svaret er nej. Antag at maengden
S={n,n+1,...,n+9}

kan deles i to disjunkte meaengder S; og S, sdledes at produkterne 7; og 7, af
henholdsvis elementerne i §; og S, er ens. Blandt ti pd hinanden folgende tal
kan hojst et veere deleligt med 11, men hvis et af tallene var deleligt med 11,
ville de to produkter ikke veere ens. Tallene i S repraesenterer saledes restklas-
serne 1,2,...,10 modulo 11. Ifelge Wilsons setning geelder nu at

nf =mny,=(11—1)!'=—1 (mod 11).

Ved at tjekke kvadratet pa alle resterne modulo 11 ses at —1 er ikke kvadratisk
rest modulo 11, hvilket viser at det ikke er muligt. (Senere skal vi se at —1 ikke
er kvadratisk rest modulo nogen primtal pa formen 4rn + 3).
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Opgave 9.3 Antag at p er et primtal pa formen p =4n + 1. Ifolge Wilsons seet-
ning gaelder

—1=(p-1)'=1-2--2n-2n+1)---(p—2)-(p—1)
=1-2---2n-(=2n)---(=2)-(-1)
=(-1*"(2n))* =((2n)}* (mod p).

Dvs. at ((2n)!)> =—1 (mod p), og altsd at —1 er kvadratisk rest modulo p.

Opgave 10.1 Hvis a ikke er primisk med p, er a =0 (mod p), ogdaera=0=
aP. Hvis a er primisk med p, siger Fermats lille seetning at a”~' =1 (mod p),
og dermed er a” = a (mod p).

Opgave 10.2 Bemeark forstat2730=2-3-5-7-13, ogat p =2,3,5,7,13 opfylder
at p—1/|12. Ifelge Fermats lille seetning ved vi at
a’ =1 (modp)

hvis a er primisk med p. I dette tilfaelde vil yderligere a'® = a (mod p) da vi
ved at p—1|12. Hvis a ikke er primisk med p, vil a'®* =0= a (mod p). Samlet
er a'® —a delelig med primtallene 2,3,5,7,13 og dermed ogsé med 2730 som

er produktet af dem.

Opgave 10.3 Antag uden tab af generalitet at a > b. Da a = b (mod ¢(n)), er
a=q-¢(n)+b for et ikke negativt heltal g. Ifolge Eulers saetning er m?(" =1
(mod n), og dermed

mé =m0 — (94 b =19 P = b (mod n).

Opgave 10.4 Bemeerk forst at x; + x, +--- + x; = 1492 =1 (mod 7). Ifolge seet-
ning 10.3 er x’ = x (mod 7). Dermed er

X[ +x)++x[=x+x++x=1 (mod7).

Altsa findes der ikke hele tal med sum 1492 s& x/ + x] +---+ x/ = 2012 da
2012 =3 (mod 7).
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Opgave 10.5 Da ¢(100) = ¢(22)- ¢(5%) = 40, 0g 3, 97 og 13 alle er primiske med
100, kan vi reducere eksponenterne modulo 40.
3214, 7828 13521 — 314, (_3y28 3
=(-1*2.3*?.13
=32.13=17 (mod 100).

De to sidste cifre i 3214 -97828 . 13521 er derfor 17.
Opgave 10.6 Da ¢(10) =4 og gcd(10,7) =1, onsker vi at udregne eksponenten
modulo 4. Vi ved at 7* har rest 3 modulo 4 néar x er ulige, dvs. at
K
7
77 =73=3 (mod 10).
1000

Dermed er sidste ciffer 3.

Opgave 10.7 Da ¢(1000) = ¢(23)- ¢(5%) = 22-52 -4 = 400 og gcd(4007,1000) =1
bestemmer vi forst 4003%%°! (mod 400) sa vi kan udnytte Eulers satning til
at reducere eksponenten i 4007493 (mod 1000). Da gcd(4003,400) = 1,
¢(400)=160 0g 4001 =1 (mod 160), folger det af Eulers saetning at

40031 =3 (mod 400).
Ved at benytte Eulers seetning igen far vi
4007%093""" =73 =343 (mod 1000).

De tre sidste cifre i 40074093*™" er altsa 343.

Opgave 10.8 For at bestemme de sidste tre cifre i N = 20032002 gnsker vi at
udregne N modulo 1000, dvs. at vi er interesserede i at udregne eksponenten
200221 (mod ¢(1000)) da (2003,1000) = 1. Lad r veere resten af 20022°°! mo-
dulo ¢(100) =400, dvs. at 0 < r < 400 og r = 20022001 = 22001 (mod 400). Pro-
blemet er nu at (2,400) = 2, dvs. de er ikke indbyrdes primiske, og vi udregner
derfor i forste omgang r modulo 2% og modulo 52 hver for sig. Da ¢(52) = 20,
er

r=2201=2 (mod 5?) ogr= 22001 =g (mod 2%).
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Altséer r = k-2* hvor 0 < k < 52 og 2*k =2 (mod 2°). Den inverse til 2 modulo
25 er 13, og derfor er

k=2-13"=13*=22 (mod5?).

Derfor ma k = 22, og dermed r = 2*-22. Altsa er 20022001 = 24.22 = 352
(mod 400). Vi er nu klar til at udregne N modulo 1000.

N = 320022001 =3352 = gl76 _ (10— 1)176

176\, (176
= 5 10— ) 10+1=241 (mod 1000).

De tre sidste cifre i N er dermed 241.

Opgave 10.9 Lad m veere et postivt heltal som hverken har 2 eller 5 som prim-
faktor. Da det om lidt viser sig at der er nogle seerlige problemer omkring prim-
faktoren 3, saetter vi m’ = 32m. Lad yderligere g € N. Fordi gcd(m’,10) =1, ved
vi fra Eulers seetning at

1072m) = (1020"))4 =1 (mod m’).
Dermed gar m’ op i
10790") _1=32.1111111...111.
—_———
q-¢(m’)
Dam’=3’m,gdrmopi
ng=1111111...111
| Sy —t
q-¢(m)

foralle g € N. Der findes altsd uendeligt mange tal rn, med den enskede egen-
skab.

Opgave 10.10 Hvis p ikke er et primtal, er vi feerdige. Antag derfor at p er et
primtal. Af p = n+ k" f&s n = p — k. Fordi gcd(p, k) = 1 ved vi ifelge Eulers
seetning at

g=nk®V41=(p—kMkP " ' +1=—kP'+1=0 (mod p).
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Dak,n>2,erq=nk*""D+1>n+k" = p. Heraf folger at q ikke er et primtal.

Opgave 11.1 Lad m veere ordenen af a modulo n. Da kan k skrives som
q-m+r,hvor 0 <r < m.Dermed er
ak=a?™" =(@™)9-a"=a” (mod n).
Bemerk at a” =1 (mod n) hvis og kun hvis r =0,da 0 < r < m, og m er det
mindste positive hele tal s& ™ = 1 (mod n). Dermed er a* = 1 (mod n) hvis
og kun hvis r =0, dvs. hvis og kun hvis ordenen m er divisori k.
Ifolge Eulers sztning er a? = 1 (mod n), og dermed er ordenen m divisor

ig(n).

Opgave 11.2Hvisa™ =1 (mod n) oga* =1 (mod n), sa ved vi fra Seetning11.1
at ord,(a) gar op i bade m og k og dermed i gcd(m, k), Altsa er

a®mk) =1 (mod n).

Opgave 11.3 Da g géropi2” —1, er 2” =1 (mod q), og dermed er p ordenen
af 2 modulo g. Af Fermats lille seetning folger dermed at p gdropig—1, ogda
q—1erlige, md g —1=2pk for et positivt heltal k.

Opgave 11.4 Lad p vere en ulige primfaktoria®’ +1.Da p > 2, er

a’ =—1#1 (mod p)og a®"”

2
1 :(az ) =1 (mod p).

Dette viser at ordenen d af a modulo p er divisor i 2", men ikke i 2", og
dermed at d =2""1. Altsd ma 2" gd opip(p)=p—1.

Opgave 11.5 Antag at der findes et helt tal n s 2" —1 er delelig med n, og lad
p veere den mindste primfaktori n. Bemaerk at p er ulige da p ogsé er divisor i
2"—1.Lad desuden d = ord,(2). Nuved viat d > 1 og yderligere at d er divisor
i¢(p)=p—1ogdermed mindre end p. Menda 2" =1 (mod p), gar d ogsa op
i n i modstrid med at p var mindste primfaktor.

Opgave 11.6 Lad d veere ordenen af g modulo p.Fordip | g" +10g p > 2, ma

—1#1 (mod p)ogg® =(-1=1 (mod p).

44

Georg Mohr-Konkurrencen

Dette viser at d er divisor i 2r, men ikke i r, og da r er et primtal, mad d =2
ellerd =2r.

Hvis d = 2r, davil 2r pAopi¢(p)=p—1.Hvisd =2, er g> =1 (mod p),
dvs. at p gdropi g% —1. Altsa gaelder enten at 2r | p—1ellerat p | g*>—1.

Opgave 11.7 Bemeerk forst at hverken 2 eller 5 gér op i (57 —2P)(59 —29). Der-
med er p og g forskellige fra 2 og 5. Ifolge Fermats lille setning er 57 = 5
(mod p), og 2P = 2 (mod p). Altsd er 57 —2P =5—2 = 3 (mod p). Tilsvaren-
de er 59 —29 = 3 (mod ¢q). Dermed har vi at hvis p | 5 —2P, er p = 3, og hvis
q |59—219, er g =3. En mulig lesning er p =3, og g = 3.

Antagnu at p =3, mens g #3. Davil g | 53—23=125—8=117=32-13, dvs.
q = 13. Tilsvarende far vi hvis g =3 og p #3 at p = 13.

Antag til slut at hverken p eller g er 3. Damaé p | 57—29 og q | 5 —2P. Antag
uden tab af generalitet at p > g s& gcd(p,g —1) = 1. Da 5” = 2P (mod q), er
(5-271)? =1 (mod q). Dermed er ordenen af 5-2~! modulo g divisoriged(p, g—
1)=1, dvs. ordenen er 1. Men dette betyder at 5-27! =1 (mod q), og dermed
5=5-2"1.2=2 (mod g), hvilket betyder at ¢ = 3 i modstrid med antagelsen.
Altsd er der ingen losninger i dette tilfeelde.

Samtlige lasninger er (p, g) lig med (3, 3), (3,13), (13, 3).

Opgave 11.8 Lad k = 22" +1 ogantagat k garop i30/24+1=32"""41.Daer
32" =1 (mod k), mens 3% =1 (mod k). Altsa er ord,(3) divisor i 22", men
ikke i 22”71, Dette viser at ord;(3) = 22" = k — 1. Vi ved desuden ifolge Eulers
seetning at ord,(3) = k—1 skal g& op i ¢(k), og dermed specielt at ord;(3) <
¢(k). Men hvis k ikke er et primtal, sa er ¢(k) < k —1. Altsd mé k veere et
primtal.

Opgave 11.9 Det er nemt at se at de eneste lgsninger for x < 3 eller p < 3 er
(1, p), hvor p er et primtal, og (2,2).

Antag nu at x, p > 3. Da p er ulige, er (p —1)* + 1 ulige, og dermed ogsé x
ulige. Lad g veere den mindste primfaktori x. Da er g ogsa ulige, og gcd(x, g —
1)=1.

Daggaropi(p—1)*+1, ma

(p—1)*=—1 (modgq) og (p—1**=1 (mod q).
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Lad d veere ordenen af p —1 modulo gq. Ovenstdende viser at d > 1 og at d gér
opigcd(2x,g—1)=2,0galtsd d =2. Nuer

p—1#1 (modgq) og (p—1°=1 (mod q).

Da g er et primtal, viser dette at p —1 =—1 (mod q), og altsa at p = q. Vi ved
nuat p | x, x er ulige og x <2p. Dermed er x = p, nar x,p > 3.
Ifolge antagelsen gar x”~! op i (p —1)* + 1, og derfor m&

p-1 —1P+1=p2-(pP2— Plop=s ... P 1).
PP p—1P+1=p*(p (JP + (p_2+)

Parentesen pd hojresiden er ikke delelig med p da alle led pa neer det sidste
er delelige med p, og derfor mé& pP~! | p? og dermed p < 3. Det er nemt at
tjekke at (3,3) er en l@sning.

Samtlige lgsninger er derfor (1, p), (2,2) 0g(3, 3), hvor p er et vilkarligt prim-
tal.

Opgave 12.1 Folgen er selvfolgelig ikke periodisk, men regner vi modulo 4,
er folgen periodisk fra et vist trin. Her farvi 1,1,2,3,3,2,3,3,2,3,3,..., dvs. at
folgen er periodisk fra n = 3 med perioden 2,3, 3. Da 2 og 3 ikke er kvadratiske
rester modulo 4, er a,, ikke et kvadrattal for noget n > 2.

Opgave 12.2 Lad k veere et fast helt tal, og lad a,, betegne resten ved division
af F, med k. Da der kun er k? par af restklasser modulo k, ma der findes to
ens par (a;,a;41) og (aj,aj41), 0 < i < j. Det er Klart ud fra definitionen af
Fibonaccitallene at folgen ay, a;, a,, ... dermed er periodisk fra et vist trin. Da
a,_, kan bestemmes ud fra a,, og a,,.; (a,_1 = a,,1 —a, (mod k)), er folgen
desuden periodisk fra starten. Lad m veere leengden af perioden. Da har ay =0
og a,, samme rest modulo k, dvs. at F,, er delelig med k.

Opgave 12.3 Svaret er m = 9. Bemeerk forst at hvis a,, er et kvadrattal, har a,,
rest 0 eller 1 modulo 4.

Hvis ag har rest 2 eller 3 modulo 4, da har alle de resterende elementer i fal-
gen skiftevis rest 2 ogrest 3, og foelgen indeholder derfor ingen kvadrattal. Hvis
ay har rest 0 modulo 4, da har alle de resterende elementer i folgen skiftevis
rest 2 og rest 3, og folgen kan derfor hojst have a, som kvadrattal. Hvis a, har
rest 1 modulo 4, da har a; rest 0, og derefter har alle de resterende elementer
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rest 2 eller rest 3. Dette viser at det hojst er de to forste led i folgen der kan
veere kvadrattal.

Antag at felgen indeholder to kvadrattal a, og a,. Da er ay = s2, hvor s er
ulige, oga; = s'1°+487=r2.Lad r = s°+r.Daer r? =(s°+r)?> =s1942s5r +r2,
og dermed 2s°r + r? = 487. Hvis s = 1, er r(2 + r) = 487 hvilket er umuligt.
Hvis s =3, er 4867+ r? =487, ogdermed r = 1. Hvis s > 3, har ligningen ingen
lpsninger. Dermed er m = ay =9 den veerdi af m for hvilken folgen indeholder
flest kvadrattal.

Opgave 12.4 Lad y, =2x,,—1. Daer
Yn=22Xp 1 Xp 0= Xp1—Xpo+1)—1=4x, 1X, »—2X,1—2X, 5 +1
=(2xp1—1)2xp2—1)=Yp1Yp2 ndrn>1.
Bemark at y; =3, 1, = 3); 08 5 = y1» = 3?)p. Ved induktion ses let at 5, =

325y, hvor s og t er positive heltal. Dermed er y3,, et kvadrattal for alle n > 1
preecis nar y, er et kvadrattal. Da y, = 2a — 1, fas det onskede resultat netop

nara = w, m=1,2,3,....
Opgavel2.5DaF, ., =F,+F,_;,er
ng(FrH—h F,)= ng(FrH—l —F, F,)= ng(Fn—l, F,).
Induktivt giver dette gcd(F,,, F,) = gcd(F, F) =gcd(1,1) = 1 som gnsket.
Opgave 12.6 Bemerk forst at
2000 = 201000 = 2° G500 > 2° G50 > 2% 125
>2%ay5>2%;5>2"a; > 27 =128.

Betragt folgen a; = 1 og a,, = 217% %+ for n = p/" p,* .- p/*. Denne folge
opfylder den enskede betingelse, og da 2000 = 2* - 53, er a,(y, = 128. Dermed
er 128 den mindst mulige veerdi af a,qp-

Opgave 12.7 De n pa hinanden folgende hele tal

(n+1)0+2, (n+1)+3, ..., (n+1)+n+1

opfylder det enskede da tal nummer i har i + 1 som en ikke-triviel divisor.
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Opgave 12.8 Betragt et bestemt led i folgen i,,. Vi ensker at finde uendeligt
mange j s& n; har preecis de samme primfaktorer som 7,,. Hvis vi fxkan finde
uendeligt mange j sd n; er en potens af n,,, viser dette det enskede. Derfor
overvejer vi om vi kan finde heltallige losninger j og k til a + jb = n,’; 0g
husker at n,, = a (mod b). Hvis vi regner modulo b ses at vi for hvert k der
opfylder at a = a* (mod b) kan finde et tilhgrende j. Da a er primisk med b,
er dette sandt fx nér k = k- ¢(b)+1. Dette viser at a; har samme primfaktorer
som a,, hvis
‘ nrlil’~¢(b)+1 —a
jE——p k'=1,2,3,....
Der findes altsd uendelig mange j sé a; har netop de samme primfaktorer
som a,,.

Opgave 12.9 Lad A, ={a;,a,,...,a,}. Mengden A,, bestar af n forskellige tal
da de har forskellige rester modulo n. Bemaerk desuden at hvis a;,a; € A,,, da
mé k=l|a;—aj|<n,forellersvil a;,a; € A og a; = a; (mod k).

Vi har nu at forskellen mellem det storste og det mindste tal i A,, er min-
dre end n, og derfor md A, indeholde n pa hinanden folgende tal. Da folgen
indeholder uendeligt mange bade positive og negative tal, ma alle hele tal fo-
rekomme mindst en gang. Samlet giver dette at alle heltal netop optreeder en
gang i folgen.

Et eksempel pd en mulig folge: 0,—1,1,-2,2,....

Opgave 13.1 Samtlige lesninger er x =63+ k114, k € Z.

Opgave 13.2 Forst veelger vi n forskellige primtal py, p», ..., p,. Ifolge den ki-
nesiske restklassesatning har fglgende kongruenssystem en lgsning.

x+1 = 0 (mod pll)
x+2 = 0 (mod péz)
x+n = 0 (modp,).

Hvis x er en lgsning, daer x +1,x +2,..., x + n n pa hinanden folgende hele
tal siledes at tal nummer i er delelig med en i’te potens af et helt tal.
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Opgave 13.3 Veelg nm forskellige primtal py1,..., Pim, Po1---» Poms - - - Pnm- Seet
q;j=pj1iPj2---pPjmfor j=1,2,...n.Daerq,q,,...,q, indbyrdes primiske. Den
kinesiske restklassesatning giver da at der findes et positivt heltal x som er
losning til kongruenssystemet

Xx+1=0 (modq,), x+2=0 (modgq), ..., x+n=0 (modg,)

De n pd hinanden folgende tal x+1, x+2,..., x+n er nu delelige med mindst
m forskellige primtal hver.

Opgave 13.4 Vi viser at folgen eksisterer ved at vise hvordan man konstruerer
det naeste element ud fra de foregdende. Det er klart at a; kan veelges fuld-
stendigt frit.

Antag nu at ay, a,, ..., a,, opfylder at summen af vilkarlige n pa hinanden
folgende elementer er delelig med n? for alle n < m. Vi ensker at konstruere
Am+1, 84

i1 =—Apepio+...+a,) (mod n?) T

forallen <m+1.

Lad py,..., pr vere samtlige primtal mindre end eller lig med m + 1, og lad
a; veere det storste hele tal sa piai < m+1. Lad yderligere a,, 1 veere en lgsning
til folgende kongruenssystem:

_ 2
x = —(am_pf1+2+...+am) (modplal)

x —(a +...+a,,) (mod p,fak).

m—p:k+2

Vi gnsker nu at vise at a,,,; opfylder T for alle n < m + 1 da det giver det on-
skede.

Forst viser vi at a,,,; opfylder t for alle n = piﬁ", i=12,...,kog fB; =
1,...a; —1.Vived at summen af

am_pf‘i+2, ey Ayl

er delelig med pf“" og dermed ogsa med pl.2 Pi . Hvis vi grupperer elementer-

ne i pl.a’_ﬁ " grupper med pl.ﬁ " pa hinanden folgende elementer i hver, ved vi
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om samtlige grupper pa nzer den sidste, at summen af elementerne i gruppen
er delelig med pl.2 Fi pga. konstruktionen af a;, ay, ..., a,,. Men da summen af

. . . Zﬁl o
samtlige elementer i alle grupperne er delelig med p;™*, m& summen af ele-
menterne i den sidste gruppe ogsé veere det. Vi har hermed vist at t er opfyldet

for alle n :pl.ﬂ", i=12,....,kogB;=1,...a;—1.

Nu ensker vi at vise at T er sand for alle n < m + 1. Da n er et produkt at
primtalspotenser pl.ﬂ", i=1,2,....,kogfB;=1,...,a;, erdet nok at vise at hvis ¥
er sand for n = n; og n =n, med nyn, < m+1ogged(n;, n,)=1, daer T ogsa
sand for n = n;n,. Antag at t er sand for n = n, og n =n, med nyn, < m+1og
gcd(ny, ny) = 1. Da summen af n; pd hinanden folgende elementer er delelig
med n?, ma summen af n = n; n, p& hinanden folgende elementer ogsa vaere
delelig med ”12 Tilsvarende geelder for n,. Da gcd(n;, n,) = 1 geelder altsa at
summen af 1, 1, pa hinanden folgende elementer er delelig med n* = nn3

hvilket netop var hvad vi skulle vise.

Opgave 14.1 Afligningensesat2bc+ac = ba.Daa erulige, méa | bc, b |ac
og c | ab. Dermed findes positive heltal u, v og w,sd au =bc, bv =ac og
cw =ab. Af dette far vi

2

a‘=vw, 2

b*=uw, c*=uv. t
Vi vil nu vise at gcd(u, v) = ged(u, w)=ged(v, w)=1. Lad p veere en primfak-
tori u. Af ¥ ses nu at p ogsé er primfaktor i b og ¢, og dermed ikke i a da a,
b og c ikke har nogen falles divisorer. Da a® = v w, gar p heller ikke op i v og
w. Pa denne made ses at gcd(u, v) = ged(u, w)=ged(v, w)=1.

Vi har nu at a? = uv og ged(u, v) = 1. Dermed méa u og v vaere kvadrat-
tal. Tilsvarende ses at w er et kvadrattal. Da abc = uvw, mé abc vere et
kvadrattal.

Opgave 14.2 Seet d = ged(x, y), x=d - x; og y =d - y;. Ved at gange igennem
med x2- y?-1997 og dividere med d? fas

199713 y2+1997-1999- x? = x>+ y* - d* - z.

Dette viser at x? | 1997-13 og y;* | 1997-1999, og da 13, 1997 0g 1999 er primtal,
ma x; =) =1.Nuer

z-d?=1997(13+1999) = 1997 -2012 = 2% - 503 - 1997.
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Dette giver mulighederne d = 1 og d = 2, og altsé lesningerne (x, y,z) =
(1,1,22-503-1997) og (x, ¥, z) =(2,2,503 - 1997).

Opgave 14.3 Ved omrokering far vi
x3=4y?+4y—-3=02y+1P?*—4=02y —1)2y +3).

Dagcd(2y —1,2y +3)=gcd(2y —1,4) =1, er bade 2y — 1 og 2y + 3 kubiktal,
men der findes ikke to kubiktal hvis forskel er 4. Dermed har ligningen ingen
heltallige l@sninger.

Opgave 14.4 Hvis m" + 1 er et kvadrattal, findes et positivt heltal x s&
mt=x*—1=(x—1)(x+1).

Da m er ulige, er x lige, dvs. at gcd(x —1, x +1)=1. Dermed findes to positive
heltal a og b séledesat x—1=a" ogx+1=>b".Mendaer2=(x+1)—(x—1)=
b"* —a™, hvilket giver at n = 1.

Tallet m" +1 er dermed et kvadrattal, ndr n =1 og m = (2k —1)*—1 for alle
keN.

Opgave 14.5 Antag at der findes en lesning, og seet w = x +1. Daer
y'=(w-1Nww+1)=ww?-1).

Dagcd(w, w?—1) = 1, findes positve heltal a og b sdledes at w = a” og w?—1 =
b".Dermeder 1 = w?—(w?—1)=(a?)"—b", hvilket er en modstrid da n > 1.

Opgave 14.6 Ved at tjekke n =1, 2, 3,4, 5,6 indses at blandt disse opfylder kun
n =5 det onskede. Vi viser indirekte at der ikke er flere n der opfylder betin-
gelsen.

Antag at n > 6, ogat m>=n2""'+1.Daer

(m+1)(m—1)=n2""1,
dvs. at2"?|m+1V2"2|m—1. Dermed er m > 2"2—1, og
m?> (2" 2 —-1)?>22"5 > p2" 1 41 =m?

da 2" %> n nér n > 6. Men dette er en modstrid.
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Opgave 14.7 Det er indlysende at der ikke er nogle lasninger for x < 0, og for
x =0 er der to lesninger (0,2) og (0,—2).

Antag at x > 0. Hvis (x, y) er en lgsning, da er ogsa (x,—y) en lesning, og
derfor kan vi antage at ogsa y > 0. Vi omskriver nu ligningen til

2°1+2*=(y -1y +1),

hvilket viser et y er ulige. Da netop en af faktorerne y —1 og y +1 er delelig
med 4, far vi at x > 2, samt at en af faktorerne er delelig med 2*~!.
Seet nu

y =2""m+ ¢, hvor m er ulige, og € = %1.
Nar vi indseetter dette i ligningen, far vi
2*(1+2*" =2 " m+ e —1=2""m* + 2" me,
eller akvivalent
1+2 =22 m% 4 me.
Derfor er
1—em =2%"2(m?—-38).
Hvis € = 1, m& m?—8 <0, hvilket giver m = 1. Dermed er
1—1=22(1-8)

hvilket er umuligt.
Hvis e =—1, ma

1+ m=2%"2(m?*—8)>2(m*—8),

dvs. at 2m? — m —17 < 0. Dette giver at m = 1 eller m = 3. Det er igen nemt
at se at m = 1 ikke er en lgsning. Hvis m =3, far vi at x =4, dvs. at y =23, og
disse veerdier opfylder den oprindelige ligning.

Dermed er samtlige lasninger (0, 2), (0,—2), (4,23) og (4,—23).
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Opgave 14.8Set m=dn+r,0<r <n.Daer
2M41=29" 1 =2" 2" +1=192"+1=2"+1 (mod2"—1).

Da n > r, er der ingen positive heltal m, n > 2 som opfylder betingelserne.

Opgave 14.9 Antag modsat at det ikke er sandt, og lad s’ og t’ veere de to po-
sitive heltal med den mindste sum for hvilke det ikke er sandt. Bemeaerk at da
ma bade s’ og t’ veere storre end 1. Antag uden tab af generalitet at s’ > t’. Nu
er

1# gcd(sz:_l(—l)ixi, tz_f(—l)i xi)
sl’:—ol = t’'—1 t'—

1
— ng( Z(_l)ixi _(_l)sl—t/xs/—t/ Z(—l)ixi, Z(_l)ixi)
0 i=0

i i=0

~
Il

=]

=]

Dermed er t’ og s’ —t’ endnu et par af indbyrdes primiske positive heltal for
hvilke det ikke er sandt, i modstrid med minimaliteten af s’ og t’. Dette viser
lemmaet.

Opgave 14.10 Forst viser vi forste del af seetningen

a?+1 hvis bade n’ og m’ er ulige,
gcd(@a™+1,a"+1)=<1 2 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er ulige,
1 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er lige.

Antag at bade n’ og m’ er ulige. Da er
a"+1=(@?+1) (@) (@) 2+ —a?+1),
a™+1=(a’+1)(a®y" (a2 + . —at +1).
Ifolge lemma 14.2 ved vi nu at

d((ad)n’+1 (aﬂl)”l’Jrl)_1
ad+1 ' ad+1 /7
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ogaltsd atgcd(a” +1,a™ +1)=a® +1.
Antag nu at enten n’ eller m’ er lige, og lad det uden tab af generalitet veere
m’. Da

(@®)" =a"=-1 (mod gcd(a” +1,a™+1)) og
(@®)™” =a™=-1 (mod gcd(a” +1,a™+1)),
er
a®"m =((a®)"y" =(=1)™ =1 (mod ged(a” +1,a™ +1)),

/ /
adn m

(@™ =(=1)" =—1 (mod gcd(a +1,a™ +1)).

Dermeder ged(a”+1,a+1)ligmed 1 eller 2, og det er nemt at se at gcd(a” +
1,a™+1)=1nar a erlige, og gcd(a” +1,a™ + 1) =2 nar a er ulige.

Nu viser vi det vi mangler af anden del af seetningen, nemlig at
ged(a™—1,a"+1)=a® +1 hvis m’ er lige.
Antag at m’ er lige, og seet m’ = 2¥u, hvor u er ulige. Da er

a™—1 z(ad”)zk -1

=@ = 1)@+ 1)(@?P + 1)@ + 1)@ " +1)

ifolge seetning 7.1. Vived fra forste del af seetning 14.1 atnér j > 1 er ged(a® +
1,a%"? +1)lig med 1 eller 2 athaengig af om a er lige eller ulige, og desuden
at ged(a? +1,a%% +1) = a% +1 da ged(n’, u) = 1 og bade n’ og u er ulige.
Den del af setningen der er vist i noterne, giver at ged(a®" +1,a%% —1) =
ged((a?)" +1,(a%)*—1) er 1 eller 2 afheengig af om a er lige eller ulige. Da

a"+1=(a’+1)(a)" " —(@?)" P+ +1),

hvor sidste faktor er ulige uanset pariteten af a, kan vi samlet konkludere at
ged(a™—1,a"+1)=a’ +1.

Opgave 17.7 Antag at a® + b> = n, oglad n = p;p,...p;. Daer a?+ b?> =0
(mod p;) for alle i =1, 2,...,s. Ifplge Seetning 15.2 ma p; ga op i bade a og b,
dvs. at n gar op i a og b hvilket er en modstrid.
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Opgave 15.2 Antag at n? + 3 = m3. Hvis man betragter ligningen modulo 8,
ser man ved at gennemgé de mulige restklasser for n og m at n ma veere lige
samt at m har rest 3 modulo 4. Ifelge antagelsen er

n?+22=mi+1=(m+1)(m?>—m+1).

Desuden er m*—m+1=33—3+1=3 (mod 4), dvs. at der findes en primfaktor
p i m*—m+1som harrest 3 modulo 4. Dermed er n2+22 =0 (mod p), og ifolge
Seetning 15.2 ma p ga op i 2. Dette er en modstrid, og dermed er antagelsen
forkert.

Opgave 15.3 Vi ved at der findes et helt tal z sd z2 +1 = 0 (mod p). Da
gcd(z, p) =1, findes ifolge Thues setning hele tal x og y,0< x,y < /P, s&

zy=x (modp)eller zy =—x (mod p).
Da z?>+1=0 (mod p), mé (yz)?+ y?=0 (mod p), og dermed
x*+y*=0 (mod p).

Da0< x?+y?<2p, ma x>+ y?=p.

Opgave 15.4 Hvis to tal kan skrives som sum af to kvadrattal, da kan deres
produkt ogsa ifelge opgave 2.6. Tallet 2, alle primtal p4 formen 4m + 1 samt
alle kvadrater kan skrives som sum af to kvadrater, og dermed kan alle positive
heltal, hvor primtal pa formen 47 + 3 indgér i en lige potens i primfaktorop-
lpsningen, ogsé skrives som sum af to kvadrater.

Antag at n = a®+b?, og at primfaktoroplesningen for n indeholder et prim-
tal g pdformen 4n+3. Da g gar op i en sum af to kvadrater, vil g ifolge setning
15.2 g& op i bade a og b. Dermed vil g? g op i a®> + b? = n. Vi reducerer nu
n,a® og b* med g* og far a+b? = n,. Hvis n, er deleligmed g, kan vi gentage
proceduren en gang til og se at g2 vil gd op i n;. P4 denne méde indses at g
indgdr i primfaktoroplesningen for 7 i en lige potens.

Opgave 16.1 Blandt tre pa hinanden folgende ulige tal, vil det ene veere de-
leligt med 3, og da de alle tre skal veere primtal, méa det ene primtal i et seet
trillingeprimtal veere 3. Dermed er der kun et st trillingeprimtal, og det er 3,
50g7.
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Opgave 16.2 For n = 1 er (2,:‘ ) = 2 ikke er et kvadrattal. For n > 1 findes et
primtal p sd n < p <2n.Da

(Zn) _ 2n)(2n—1)2n—2)---(n+1)

n n!

)

ma p ga op netop en gang i teelleren, men ikke i naevneren. Binomialkoeffici-
enten (*) er derfor delelig med p, men ikke med p?, hvilket viser at (*/') ikke
kan veere et kvadrattal.

Opgave 16.3 Vi viser det ved steerk induktion efter n. Det er oplagt sandt for
n=1,2,3dal+2=3,3+4=70g5+6=11. Antagat N > 3, og at padstanden er
sandt for alle n < N. Ifelge Bertrands postulat findes et primtal p, 2N < p <
AN —2,dvs. p=2N+r,hvor 0 < r <2N —2. Desuden ma r veere ulige da p er
ulige. Dermed kan tallene r,r +1,...,2N parres sd parrenes sum er p:

_2N+r+1+2N+r—1
- 2 2 '

p=2N)+(r)=2N-1D+(r+1)=---

Ifolge induktionsantagelsen ved vi yderligere aftallene 1, 2,3, ..., r—1 kan par-
res sa parrenes sum er primtal. Dette afslutter induktionen.

Opgave 16.4 Primtal pd formen 4n 4+ 3: Antag at der kun findes endligt mange
primtal p& formen 4n+ 3, og kald disse py, p», . .., p;, hvor p; = 3. Betragt tallet

N =4p,p3py---pr +3.

Primtallet p; = 3 kan ikke veere divisor i N da det ikke gér opi4p>p3ps--- pr.
Primtallene p,, ps,..., p, kan heller ikke veere divisorer i N da de gér op i
4p,psps-- py, men ikke i 3. Da N = 3 (mod 4), kan N ikke kun have primfak-
torer pa formen 4n + 1, og N har derfor en primfaktor pa formen g =4n +3,
men dette er en modstrid.

Primtal p& formen 67 + 5: Bemeerk forst at alle primtal pd neer 2 pg 3 er pa
formen 67 + 1 eller 61 + 5. Antag at der kun findes endligt mange primtal pa
formen 67 +5, og kald disse py, p», ..., p;, hvor p; =5. Betragt tallet

N =6p,p3ps---pr+5.

Primtallet 5 kan ikke veere divisori N, da 5 ikke gdropi6p,p3p, - - - p,. Primtal-
lene p», p3, . .., p; kan heller ikke veere divisoreri N dade garopi6p.p3ps -+ pr,
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men ikke i 5. Da N =5 (mod 6), kan N ikke kun have primfaktorer pa formen
6n+1, og N har derfor en primfaktor pa formen g = 6n +5, men dette er en
modstrid.

Primtal pa formen 2%n + 1: Antag at der kun findes endligt mange primtal
pé formen 251 +1, og kald disse py, p», ..., p,. Betragt tallet

N=02npps--p )V +1,

oglad q veere en primfaktori N.Seet x =2p; p, -+ p,. Da x27 =-1 (mod q)og
x2 = (mod q), ma ord,(x) = 2k, Dette betyder at 2% gar opi ¢(q)=g—1, og
altsa er g pa formen 2Fn + 1. Dette er i modstrid med at ingen af primtallene
P, P2, Pr gar op i N. Altsd findes der uendeligt mange primtal p& formen
2kn+1.

Opgave 16.5 Det folger af seetning 14.1.
Opgave 16.6

2h—2=2(22" —1)=2((2%" """ ~1).

Da 22"~ er lige, vil (22")2—1 ga op i (22" )" " —1, og dermed vil f, = 22" +1
ogsd gaopi(22")2° " —1. (Alternativt folger det af saetning 14.1).

Opgave 16.7 For n = 3 og n = 4 ved vi at f;, er et primtal, og vi kan derfor
antage at n > 5. Lad nu
ky Kk Ko
fn=p'p" e py,
veere primfaktoroplgsningen af f,,.

Forst viser vi at alle primfaktorerne i f,, er pa formen p = 2" x + 1 for et
positivt heltal x. Da p garopi22'+1, er22" =—1 (mod p) 0g 22" =1 (mod p).
Ordenen af 2 modulo p er derfor divisor i 2”1, men ikke i 2", dvs. ordenene
er 21, Dermed gar 2"**! op i p —1 hvilket viser det onskede.

Veelg x;, Xo, ..., X, $& p; = 2" x; +1. Vi mangler nu blot at vise at der findes
etisd

x;>2(n+1).
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Forst vurderer vi summen k; + k, +--- + k,,, opad til. Da p; > 2" +1, er

Altsa er

n

Ky 4l Koy < ———
1 " n+1

Nu vurderer vi summen x; k; + Xk, + -+ x,, k;,, nedad til. Ifplge binomial-
formlen er

pl =2 x; +1)% = 2" x;k; + 1 (mod 22"72),
Da2">2n+2forn>5,er f, =1 (mod 22"*2), Dermed er

0=(2" " x ky + D)2 xoky +1) -+ (2" x,, Ky +1)— 1
= 2”+1x1 kl + 2n+1 Xo k2 +--- 2n+1xm km
=2" (X k) + X ko + - Xy kyy)  (mod 22712),
Dette viser at
0=x,ky+ Xk +---+ Xk, (mod 2"
Da alle x;’erne og k;’erne er postive, er
x1k1 +ka2+"'+xmkm > 2n+1.

Seet x; = max(xy, xo,..., X;,). Daer

Xi(ky + k4 + k) > 2"

og dermed
on+1 on+l
x; > PR S—— > 7 =2(n+1)
som gnsket.
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Opgave 17.1 Da i2 = (p—i)? (mod p) og1%,22,...,(2)? er 2 forskellige kva-
dratiske rester (det sidste skyldes at a> = b? (mod p) medferer at p gar op i
(a+b)a—Db)), ernetop halvdelen af 1,2, 3,..., p—1 kvadratiske rester modulo
p. Dette giver det onskede.

Opgave 17.2 Hvis p =3 (mod 4), er

2%(?)!52~4-6~-~(p—1)

p—3
2

=0 (E2) tmod p)

=2-4-6---( ).(_pgl)...(_5).(_3).(_1)

Ifelge Eulers kriterium geelder nu at

G) =2"7 =(-1)"F (mod p).

Dermed er (%) =1nar p =7 (mod 8) og (%) =—1nar p =3 (mod 8).

Opgave 17.3 Antag at a er kvadratisk rest modulo b. Da findes et x s& x> =a
(mod b), og dermed ogsa x> = a (mod piai) forallei =1,2,...,n. Altsd er a
ogsa kvadratisk rest modulo pl.ai forallei=1,2,...,n.

Antag omvendt at a er kvadratisk rest modulo pl.ai forallei =1,2,...,n,
dvs. at der findes et x; s& x? = a (mod p;") for alle i = 1,2,..., n. Ifolge den
kinesiske restklasseseatning findes en lgsning x til kongruenssystemet

x=x; (mod pl.ai), forallei=1,2,...n.

Dermed er x? = x?

(mod b).

= a (mod pl.ai) for alle i = 1,2,...,n, og alts& x* = a

Opgave 17.4 Lad n = 2m + 1 og p en primdivisor i 2" — 1. Da er 221 = 1

(mod p), ogaltsd 2= ((2_1)’")2 (mod p). Dette viser at 2 er kvadratisk rest mo-
dulo p, og altsd at p =+1 (mod 8) ifelge korollar 17.4.
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Opgave 17.5 Hvis p er primdivisor i x2+2y?, er x> +2y? =0 (mod p). Da vi
ved at x og y er indbyrdes primiske, ma de begge veere primiske med p, og
dermed har y en multiplikativ invers y~! modulo p. Altsa er (y~'x)? = -2
(mod p), hvilket viser at —2 er kvadratisk rest modulo p. Ifelge korollar 17.3 er

B

Derfor giver korollar 17.4 at p =1 eller p =3 modulo 8.

Opgave 17.6 Antal at p =2" 4+ 1, n > 1, er et primtal. Da p er et primtal, ma
n veere lige, for hvis n er ulige, er p delelig med 3. Dermed er p =4 +1=2
(mod 3) og altsa ikke kvadratisk rest modulo 3. Ifalge den kvadratiske recipro-
citetssaetning og Eulers kriterium er

(P53 o3 ) 2t
_1_(3)_( Y (P)_(P)_g (mod p).

Altsd garp op i 3% 41

Opgave 17.7 Antag at p er et primtal, p =3 (mod 4), samt at 2p + 1 er divisor
iM, =2F—1.Da2F =1 (mod2p +1) og p er et primtal, er p ordenen af 2
modulo 2p + 1. Ifglge Euler-Fermat er p da divisori ¢(2p + 1), og dermed mé
¢(2p +1)=2p (overvej) hvilket giver at 2p +1 er et primtal.

Antag omvendt at p er et primtal, p = 3 (mod 4) samt at ¢ =2p + 1 er et
primtal. Da g =7 (mod 8), kan vi ifglge Eulers kriterium og korollar 17.4 slutte
at

g-1
z

2 E(S):l (mod q),

ogaltséatqgéropiZqT_l—I:ZP—lep.

Opgave 17.8 For Sophie Germain primtallene p = 23 og p = 83 viser kriteriet
fra opgave 17.7 at 2p + 1 er divisor i M,,, og dermed at M, ikke er et primtal.

Opgave 17.9 Hvis p =+1 (mod 8), da er 2 kvadratisk rest modulo p ifalge kor-
ollar 17.4. Dermed findes et x s 2 = x? (mod p) og altsé 16 = 2* = x® (mod p).
Hvis p = 3 (mod 8), da er —2 kvadratisk rest modulo p ifglge korollar 17.4.

Georg Mohr-Konkurrencen

Dermed findes et x sd —2 = x? (mod p) og altsé 16 = (—2)* = x® (mod p).
Hvis p =5 (mod 8), da er p = 8n + 5. Ifolge Fermats lille satning er 2874 =1
(mod p), og dermed 16 =24 = ((2_1)”)8 (mod p), hvor 27! er den multiplikati-
ve invers til 2 modulo p.

Opgave 17.10 Antag at p er primfaktor i f, = 22" +1. Da er 22" =—1 (mod p)
og 22" =1 (mod p). Dette viser at ordenen af 2 modulo p er divisor i 2+!,
men ikke i 2", dvs. ordenen er 2"*!. Dermed er 2"*! divisor i p — 1, og altsé
p =1 (mod 2"™1). Specielt er p = 1 (mod 8), dvs. 2 er kvadratisk rest modulo
p. Ilfelge Eulers kriterium har vi dermed at

1= (%) = 2’7771 (mod p).

Dette viser at 2’**! som er ordenen af 2 modulo p, gdrop i pT_l, og altsd at 22
garopip.

Opgave 17.11 Antag at x og y er indbyrdes primiske, og at p er en primdivisor
iN=ax?>+bxy+cy? hvor p ikke gr op i abc. Da x og y er indbyrdes
primiske, gar p ikke op i nogen af dem da p gar op i begge to eller ingen af
dem fordi gcd(p,abc)=1.Sat D = b>—4ac.Daer

0=4aN =(2ax+ by)2 —Dy2 (mod p).
Da p ikke géropi y, har y en invers y ' modulo p. Dermed er
D=(y'(2ax+by)? (mod p),

og D er altsé kvadratisk rest modulo p.

Opgave 17.12 Ifplge den kvadratiske reciprocitetssaetning og korollar 17.3 og
17.4 er
37 \_(2003)_(5)_(37\_(2\__,
2003) \(37 ) \387) \5) \5)
143 _( 11 \( 13 )__(2003)(2003) _ (1Y(1)__
2003) \2003/\2003)  \ 11 J{ 13 ) \11){13)
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Altséa er hverken 37 eller 143 kvadratiske rester modulo 2003.

Opgave 17.13 Den eneste primiske kvadratiske rest modulo 3 er 1, og de pri-
miske kvadratiske rester modulo 5 er 1 og 4. Ifglge den kvadratiske reciproci-
tetsseetning har vi derfor at

1-1=1 hvis p=1 (mod 12)
(§)=C—U¢7(E>= —1:-(-1)=1 hvisp=—1 (mod 12)
p 3 1-(-1)=—1 hvisp=5 (mod 12)

—1-1=-1 hvis p=—5 (mod 12)

hvis p=+1 (mod 5)
hvis p =+2 (mod 5)

()-(5)-1-

Opgave 17.14 Antag at (x, y) opfylder ligningen. Da er 11x? = 7 (mod 151),
hvilket er &kvivalent med at (11x)?> = 7-11 (mod 151). Nu undersager vi om
7-11 er kvadratisk rest modulo 151 som er et primtal. Ifplge den kvadratiske
reciprocitetsseetning og korollar 17.3 og 17.4 er

7-11) [ 7 11} (151)(151) [(4}(8) (2 4_1
151 ) \1s1\1s1) \ 7 JL1n ) \7)\1ir) \ijlar)
Da 7-11 ikke er kvadratisk rest modulo 151, har vi opndet en modstrid og der-

med vist at ligningen ikke har nogen lgsninger.

Opgave 17.15 Antag at a®?—ab + b? = c¢?, og lad p vere en primdivisor i c.
Ifolge setning 17.6 er D = (—1)>—4-1-1=—3 dermed kvadratisk rest modulo

R

Ifolge korollar 17.4 og opgave 17.13 viser dette at p =1 (mod 6).

Opgave 17.16 Bemeerk forst at 2007 = 32-223. Lad k veere et positivt heltal, og
antag at der findes et heltal a sa

k3+3k*a+3ka’=(k+a)’—a®>=0 (mod3®-223) +
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Hvis vi regner modulo 3, ses at k = 0 (mod 3). Seet k = 3m. Da er 1 ensbety-
dende med

32m@Bm?+3ma+a?)=0 (mod 33-223)

Hvis 223 gar op i m, er ligningen sand for alle a. Antag derfor at 223 ikke gér
opim, oglad m™! vaere den inverse til m modulo 223. Da er T ensbetydende
med at
3m?+3ma+a’*=0 (mod223) =
3+3am +(am1)?=0 (mod223) =
3—220am™" +(am™' =0 (mod 223)<
(am™'=110)>—55=0 (mod 223)

Ifelge den kvadratiske reciprocitetsseetning er
) [ 5 11) (223 223
223) \223)\223) \ 5 11
_(3\(3)__(1\__(?)_,
)l \3) \3)

Dermed findes et helt tal x sa x> = 55 (mod 223). Nar am™ = x (mod 223),
hvilket er ensbetydende med at a = xm (mod 223), er T opfyldt. Hvis 3 gar op
i k findes derfor et heltal a s (k+ a)® —a® =0 (mod 2007).

Opgave 17.17 Antag at a er et positivt heltal som ikke er et kvadrattal, ogat a er
kvadratisk rest modulo alle primtal. Lad m veere det storste hele tal s m? gér
opia,ogsata=m?b.Daer b kvadratfrit. Da a er kvadratsik rest modulo alle
primtal, er b pr. konstruktion ogsé kvadratisk rest modulo alle primtal. Antag
forstat b =2. Daer b ikke kvadratisk rest modulo p =5, modstrid. Dermed er
b>2.

Hvis b er lige, saettes b = 2b’, og hvis b er ulige, settes b = b’. Bemaerk at
b’ ogsa er kvadratfri, og primfaktoroplesningen af b’ derfor kan skrives som

b=pip>--pn,

hvor p;’erne er forskellige ulige primtal.
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Lad c veere et helt tal s& (i) =—1. Vi gnsker at finde et primtal der opfylder
at

p=1
p=1 (modp;), i=1,...,n—1
p=c

Ifolge den kinesiske restklassesaetning udger samtlige lgsninger til kongru-
enssystemet netop en restklasse modulo 8b’. Da denne restklasse er indbyr-
des primisk med 8b’, findes ifolge Dirichlets seetning et primtal blandt re-
praesentanterne for restklassen. Derfor et det muligt at veelge et primtal p der
opfylder kongruenssystemet. Da 2 er kvadratisk rest modulo p fordi p = 1
(mod 8), er

()-()-06)-1G:)- G} G-

hvilket er en modstrid.
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