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Spilstrategier

De spiltyper vi skal se pa her, er primeert spil af folgende type: Spil der spilles
af to spillere A og B som skiftes til at treekke, A starter, og hvis man ikke kan
treekke, har man tabt. Der er desuden kun et endeligt antal traek, dvs. spillet
vil altid slutte, og det kan ikke ende uafgjort.
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Vindende strategi

Vindende strategi At en spiller har en vindende strategi, bety-
der at spilleren altid kan vinde ligegyldigt hvordan modparten
spiller.

I spil der har et endeligt antal treek, og som ikke kan ende uafgjort, kan
man i princippet lave en oversigt over alle mulige udfald af spillet. I prak-
sis er der dog ofte alt for mange forskellige udfald til at det kan lade sig
gore. Fordi spillet er deterministisk og altid ender med en vinder, har en
af de to spillere en vindende strategi.

Lad os nemlig antage at A ikke har en vindende strategi. Det betyder
at ligegyldigt hvordan A spiller, sa kan A ikke sikre sig sejren. Da vi ved at
spillet ender efter et endeligt antal treek, og at der til slut er en vinder, sa
betyder det at B kan sikre sig sejren uanset hvordan A spiller. Derfor har
B idette tilfeelde en vindende strategi. Altsa kan vi konkludere at en af de
to spillere altid har en vindende strategi.

I det folgende er der forskellige strategier for hvordan man kan afgere hvilken
af de to spillere der har en vindende strategi i denne type spil.
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1 Vindermangde og tabermangde

I det forste eksempel og de forste opgaver vi skal se p4, er strategien at de-
le alle spilpositioner i to grupper: De spilpositioner hvor farste spiller har en
vindende strategi hvis hun skal treekke, og dem hvor hun ikke har, dvs. dem
hvor spiller nummer to har en vindende strategi.
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Eksempel

Lad n og k veere positive heltal. I et spil ligger der n sten pa et bord, og
de to spillere A og B ma i hvert treek fijerne 1, 2, ..., k—1 eller k sten fra
bordet. Den spiller der tager den sidste sten, har vundet. Spergsmalet er
nu for hvilke veerdier af n den forste spiller A har en vindende strategi.

Dette kan man finde ud af ved at prove sig frem med sma tal. Det er
for eksempel indlysende at for n € {1,2,..., k} har spiller A en vindende
strategi, mens for n = k + 1 har hun ikke. Dvs. A har en vindende stra-
tegi, hvis hun efter forste treek kan efterlade k + 1 sten pé bordet, og det
kan hun netop for n € {k +2,k +3,...,2k + 1}. P4 denne made ser man
induktivt at A har en vindende strategi, netop nar n ikke er et multiplum
af k+1.

Inden vi argumenterer helt preecist for pastanden, indferer vi noget teori.
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Vindermangde og tabermangde

I et spil inddeler vi samtlige spilpositioner i to meengder:

Vindermangden Mangden V af alle spilpositioner hvor spil-
ler A har en vindende strategi nar A skal treekke, kaldes vinder-
meengden.

Tabermaengden Mangden T af alle spilpositioner hvor spiller
Aikke har en vindende strategi nar A skal treekke, kaldes taber-
meengden.
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Seetning

Vi betragter et spil med to spillere A og B som skiftes til at traekke, der
geelder samme regler for hvordan A og B ma traekke, og A starter. Spillet
stopper nar en af de to spillere ikke leengere kan foretage et lovligt treek,
og det sker efter et endeligt antal traek.

Hvis man i spillet har inddelt alle mulige spilpositioner i to mangder
V og T da er V vindermengden og T tabermeengden hvis der geelder
felgende:

i) Narman traekker fra en spilpositioni V, skal der findes et lovligt traek
sd man efter treekket opnar en spilposition fra T.

ii) Néar man treekker fra en spilposition i T skal man efter et vilkarligt
lovligt treek opna en spilposition fra V, eller det skal veere umuligt at
traekke.

Bevis Antag at meengderne T og V opfylder ovenstédende.

Hvis A treekker fra en position i V, kan A altid treekke sa der opnas en spil-
situation fra meengden T. Nar modparten B derefter traekker, opnar B lige
meget hvilket treek der veelges, en situation fra meengden V, eller ogsé kan
B ikke treekke og har tabt. Da man altid kan traekke fra en spilposition fra V,
kan spillet fortseette pd denne méde sé A altid har mulighed for at treekke. Da
spillet ender efter et endeligt antal traek, betyder det at B ender med ikke at
kunne treekke. Derfor vinder A. Dette viser at A har en vindende strategi for
alle spilpositioner fra maengden V.

Hvis A treekker fra en spilposition i maengden T, vil der lige meget hvordan
A treekker, opstd en situation fra V. I dette tilfaelde har vi lige vist at B der nu
skal treekke, har en vindende strategi. O

Spilstrategier, januar 2017, Kirsten Rosenkilde.



Eksempel fortsat

Nu vender vi tilbage til eksemplet fra for. Forst bemaerker vi at spillet op-
fylder de regler der opridses i setningen, da de to spillere skiftes til at
treekke, der geelder samme regler for hvordan A og B ma treekke, og at
spillet slutter efter et endeligt antal treek. Vi kan altsé benytte seetningen
og inddele i vinder- og tabermangde:

Af analysen fremgér det hvordan man deler startmulighederne op i ta-
bermeengden
T ={neN|n=m(k+1)for m eN}

og vindermangden
V ={neN|n# m(k+1)for m eN}.

Vi kan argumentere for at dette faktisk er tabermeengden og vinder-
mengden ved at benytte seetningen: Ved en spilposition fra V, dvs. en
situation hvor n ikke er et multiplum af k + 1, kan A efter hvert traek ef-
terlade et bord med et multiplum af k+1 sten ved at fjerne den rest man
far ved at dividere n med k +1 (denne rest er altid blandt 1,2, ..., k). Ved
en spilposition fra T, dvs. hvor n er et multiplum af k +1 sten, vil A lige-
gyldigt hvordan hun trakker, opnd en situation hvor der ikke er et mul-
tiplum af k + 1 sten, da hun skal fjerne mellem 1 og k sten.

Dermed har vi bevist at spiller A har en vindende strategi netop hvis n
ikke er et multiplum af k + 1, mens B har en vindende strategi hvis n er
et multiplum af k + 1.

Prov at benytte setningen til at bestemme vinder- og tabermaengde i de naeste
opgaver. Husk at det er en god idé at bygge mangderne op ved at starte med
de helt simple tilfaelde hvor der kun er fa traek til spillet stopper.

Opgave 1.1. 1 et spil ligger der n sten pé et bord, og de to spillere A og B méa
i hvert traek fjerne m sten fra bordet, hvor m € {1,2,22,23,24,...}. Den spiller
der tager de sidste sten, har vundet. Bestem de veerdier af n for hvilke spiller
Ahar en vindende strategi.
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Opgave 1.2. 1 et spil ligger der n sten pé et bord, og de to spillere A og B ma
i hvert treek fjerne p™ sten fra bordet, hvor p er et primtal, og m er et ikke-
negativt helt tal. Primtallet p og tallet » ma gerne variere fra treek til treek.
Den spiller der tager de sidste sten, har vundet. Bestem tabermaengden.

Opgave 1.3. Albert og Benny spiller et spil hvor de starter med en snor af hel-
tallig leengde n. Albert starter med at klippe snoren i tre stykker hver med hel-
tallig leengde sé der er et stykke som er lzengere end de to andre. De to korteste
stykker smides veek, og den leengste snor gives videre til modparten, som nu
skal klippe denne snor i tre stykker efter de samme regler. Sddan fortseetter
spillet indtil det ikke er muligt at klippe snoren i tre stykker efter de givne reg-
ler. Den som forst ikke kan klippe, har tabt. Bestem samtlige verdier af n for
hvilke Albert har en vindende strategi.

Opgave 1.4. Fire bunker med henholdsvis 38, 45, 61 og 70 taendstikker lig-
ger pa et bord. To spillere skiftes til at udveelge to bunker og fjerne et antal
teendstikker fra hver. (De skal altsd fjerne mindst en fra hver bunke, men be-
haver ikke at fjerne lige mange fra hver.) Den spiller som forst ikke kan traekke,
taber. Hvilken af de to spillere har en vindende strategi? (Baltic Way 1996)
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2 Kopier modpartens traek

Nu skal vi se pa nogle spil som nemt bliver s uoverskuelige at det er umuligt
at bestemme taber- og vindermaengden. Nar man er pé jagt efter en vindende
strategi, kan man ikke fa overblik over alle de situationer der kan opsté i spillet,
men man kan ved hjelp af en strategi der bygger p& symmetri hvor man sa
at sige "kopierer"modstanderens trek, sorge for at man kun kommer ud i et
overskueligt udvalg af alle disse muligheder.

e

Eksempel

Pa et skakbreet skiftes spiller A og B til at placere en springer. Spiller A
placerer hvide springere og B sorte. De ma kun placere springerne pa
tomme felter som ikke er truet af en springer af modsat farve. Den spiller
som forst ikke kan placere en springer, har tabt. Vi skal nu undersoge
hvem af A og B der har en vindende strategi, nar spiller A starter.

Det er let at se at det bliver fuldsteendigt uoverskueligt at opdele samt-
lige mulige situationer i en vinder- og tabermangde, men hvis vi blot kan
finde en vindende strategi for en af spillerne, er det ogsa godt nok.

I dette tilfeelde har spiller B en vindende strategi. Hvis hun udnytter
den lodretterette symmetriakse midt gennem breettet der parrer felter-
ne to og to, og hver gang spiller A har placeret en springer, placerer en
springer pa det felt der er parret med det felt hvor spiller A placerede, vil
hun altid have mulighed for at traekke.
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Det folger af at den springer A netop har placeret pé et felt, ikke kan true
makkerfeltet. Da A kunne seetter sin springer pa et felt uden at den blev
truet, sa kan spiller B derfor tilsvarende seette sin springer pa makkerfel-
tet uden at den bliver truet, da alle sorte springere er en spejling af alle
hvide springere i symmetriaksen.

Her udnytter man altsa at felterne kan parres to og to sd man hele tiden
har mulighed for at kopiere modspillerens treek og dermed sikre sig at
hun forst star i en situation hvor hun ikke kan traekke.

\.

Opgave 2.1. Georg og hans mor spiller et spil hvor der til at starte med er n
bunker med lige mange meonter i hver. De har tur pa skift, og i hver tur méa de
fjerne en eller flere menter fra samme bunke. Den spiller der tager den sidste
ment, har vundet. Georg starter altid. Bestem de veerdier af 7 for hvilke Georg
har en vindende strategi.

Opgave?2.2. Alma og Bertha spiller folgende spil pa et n x 1001 skakbreet, hvor
n > 1001. P4 skift farver de for et positivt heltal k alle de k? felter i et k x
k kvadrat. Tallet k ma gerne variere fra trak til treek, men det er ikke tilladt
at kvadratet indeholder felter som allerede er farvede. Den spiller der forst
ikke kan traekke, har tabt. Bestem samtlige veerdier af n for hvilke Alma har en
vindende strategi nar hun starter.

Opgave 2.3. Pa et uendeligt skakbreet skiftes to spillere til at markere et tomt
felt. Den ene spiller markerer med kryds og den anden med bolle. Den der
forst har udfyldt fire felter som danner et 2 x 2 kvadrat med sit symbol, har
vundet. Har en af de to spillere en vindende strategi? (Baltic Way 1996)
(Bemeerk at dette spil afviger fra de andre vi har set pa, da det kan fortseette i
det uendelige.)

Opgave 2.4. Tallet 10°°%7 er skrevet pa en tavle. Anne og Berit spiller et spil
hvor de efter tur foretager en af to operationer:

(i) erstatter et tal x pd tavlen med to hele tal a og b sterreend 1 s& x = ab;
(ii) sletter det ene eller begge af to ens tal pa tavlen.
Spilleren som ikke er i stand til at foretage sit treek, har tabt spillet. Hvilken af
de to spillere har en vindende strategi hvis Anne starter? (NMC 2007)
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3 Udnyt modpartens trak

I kapitlet for kopierede vi blot modpartens traek for at vinde. Nu skal vi se pa
eksempler hvor vi baserer vores treek pa modpartens treek uden at det er en
kopi af modpartens traek.

e

Eksempel

Alma og Bertha spiller folgende spil. Pa et bord ligger 100 runde, 200 tre-
kantede og 200 firkantede brikker. I hvert traek skal en spiller fjerne to
brikker, men det ma ikke veere en trekant og en firkant. Alma starter, og
man taber hvis man ikke kan traekke, eller der ikke er flere brikker tilba-
ge nar man skal treekke. Hvilken spiller kan leegge en strategi der sikrer
hende sejren? (Georg Mohr-Konkurrencen 2016)

Vi viser nu at Bertha kan sikre sig sejren ved at basere sit traek pa Almas
treek: Berthas vindende strategi er at sorge for at der hver gang hun har
trukket, er et lige antal af hver af de tre slags brikker.

Forst viser vi at det er muligt for Bertha at folge denne strategi. Til at
starte med er der et lige antal af hver af de tre slags brikker. Hvis Alma
tager to forskellige slags brikker, sa tager Bertha de samme slags brikker
som Alma. Dette er muligt da der var et lige antal af hver inden Alma
trak, og Alma kun har trukket en af hver. Hvis Alma tager to ens brikker,
tager Bertha ogsa to ens brikker (men ikke nedvendigvis samme slags
som Alma). Dette er muligt sa leenge der er brikker tilbage, da der efter
at Alma har trukket to ens, stadig ma veere et lige antal af hver slags. Pa
denne made sikrer Bertha at der er et lige antal af hver af de tre slags
brikker nar hun har trukket, og hvis hun fortseetter med at folge denne
strategi, vil det gaelde efter hvert eneste af hendes traek. Bertha kan altsd
folge denne strategi s& leenge der er brikker tilbage nér hun skal treekke.

Nu viser vi at strategien forer til sejr. Bemeerk at antallet af brikker til at
begynde med er et multiplum af 4. N&r Bertha skal traekke, vil der derfor
altid veere mindst to brikker tilbage, og derfor kan Bertha altid traekke.
Altsa taber Alma nar Bertha folger denne strategi.
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Opgave3.1. 1en skal er der til at starte med 2012 menter. Spiller A og B spiller
felgende spil. I hvert traek har de folgende to valgmuligheder:

a) leegge 1 mont i skélen;
b) fjerne 4 monter fra skélen (hvis der er mindst 4 menter i den).

Den spiller der tager den sidste ment fra skélen, vinder alle de 2012 menter
der var til at starte med. Det er spiller A der starter, og det antages at begge
spillere har et utommeligt lager af menter. Vis at en af de to spillere har en
vindende strategi, og bestem hvilken spiller.

Opgave 3.2. Der er en bunke med 1000 teendstikker. To spillere skiftes til at
treekke og kan i hvert treek fjerne mellem 1 og 5 teendstikker. Det er ogsa tilladt
hajst 10 gange i hele spillet at fjerne 6 teendstikker. Hvis fx den forste spiller har
benyttet dette treek 7 gange, og den anden 3, kan traekket ikke benyttes mere.
Den spiller som tager den sidste taendstik, vinder. Hvilken af de to spillere har
en vindende strategi? (BW 2010)

Spilstrategier, januar 2017, Kirsten Rosenkilde.



4 Strategityveri

I de foregédende eksempler og opgaver har vi eksplicit bestemt tabermaeng-
den og vindermangden eller fundet en konkret strategi vinderen kunne fol-
ge, men det er ikke altid sa let. I mange spil kan man alligevel vise at den ene
spiller har en vindende strategi, endda uden at man kan vide hvad et eneste
treek i denne strategi er!
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Eksempel

I et spil er der en chokoladebar som er inddelt i n x m sma chokolade-
kvadrater, n, m > 1. Der er to spillere A og B som skiftes til at treekke.
I hvert traek skal en spiller veelge et chokoladekvadrat som ikke allerede
er spist, og spilleren spiser derefter chokoladekvadratet samt alle choko-
ladekvadrater der hverken er over eller til venstre for det valgte kvadrat.
Hvis man fx veelger det markerede chokoladekvadrat pa de to figurer, sa
spiser man de gra chokoladekvadrater.

Det overste venstre kvadrat er forgiftet, og den der spiser dette kvadrat,
dor. Spiller A starter.

Vi vil nu vise at spiller A har en vindende strategi for alle mulige veerdier
af n og m, uden at vi har nogen anelse om hvad strategien er! Vi viser det
indirekte ved at antage at spiller B har en vindende strategi.

I forste traek veelger A det nederste hojre kvadrat. Da spiller B har en
vindende strategi, kan B treekke sa B vinder uafthaengigt af hvordan A
spiller. Den situation der opstar efter at B har trukket, kalder vi S. Nu ser
vi pé et nyt spil hvor A veelger samme kvadrat som B for valgte, og da A pa
denne made spiser de samme kvadrater som B plus det nederste hgjre
kvadrat, s opstdr situationen S. Men nu kan A vinde da A sd at sige kan
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stjeele den vindende strategi B havde i forste scenarie. Dette er i modstrid
med at B har en vindende strategi, og derfor er vores antagelse forkert.
Da spillet slutter efter et endeligt antal treek og ikke kan ende uafgjort,
ma A have en vindende strategi.

Det kan ikke anbefales at spille spillet, selvom man er spiller A, uden forst
at have fundet selve strategien! Og det kan man faktisk godt.

\. J

I dette eksempel s& vi hvordan man kan vise noget ved at benytte et argument
der handler om at man kan stjeele modstanderens strategi. Pa engelsk kaldes
dette strategy stealing

Opgave4.1. En tendstiksaeske indeholder 300 teendstikker. To spillere A og B
skiftes til at treekke, ogihvert treek skal de fjerne et antal teendstikker fra 2esken
- mindst én og hojst halvdelen. Den som forst ikke kan treekke, har tabt. Spil-
ler A starter. Hvilken af de to spillere har en vindende strategi? (Lgs opgaven
ved at benytte strategityveri. Man kan ogsa sagtens finde vindermangde og
tabermangde. Det er faktisk ikke seerlig sveert.)

Opgave 4.2. Pé en tavle star tallene 1,2,3,..., n. To spillere A og B spiller fol-
gende spil. De skiftes til at treekke, og i hvert treek skal de fjerne et tal m samt
alle dets divisorer. Den som fjerner det sidste tal, har vundet. Hvilken af de to
spillere har en vindende strategi nar A starter?

e )

Eksempel

I et spil ligger der til at starte med to bunker sten pa bordet. Hvert traek
bestar i at fjerne et antal sten fra den ene bunke eller fjerne samme antal
sten fra begge bunker. Den spiller der fjerner den sidste sten, har vun-
det. En udgangsposition med a sten i den ene bunke og b i den anden
betegner vi med (a, b).

Vi ensker at vise at der findes uendeligt mange udgangspositioner sa
spiller B har en vindende strategi, men altsa ikke bestemme dem. Dette
svarer til at vise at tabermangden er uendelig.

Man kan godt pusle sig frem til de forste elementer i tabermaengden
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og finde en algoritme for hvordan det nzaeste element fremkommer, og
derved vise at den er uendelig, men i dette eksempel skal vi se pa et andet
trick hvor man overhovedet ikke behgver at bestemme et eneste element
i tabermeaengden.

Vi viser det i stedet indirekte ved at antage at tabermangden er ende-
lig; lidt ligesom for hvor vi stjal modpartens strategi. Da tabermangden
er endelig, findes et starste element i tabermangden (n, m), n > m, sa
ingen andre elementer i tabermangden indeholder en bunke med fle-
re end 7 sten. Dermed ma udgangspositionen (n + 1,27 + 2) ligge i vin-
dermangden. Lige meget hvordan man traekker i denne situation, op-
ndr man en situation hvor mindst en af bunkerne indeholder flere end n
sten. Ifplge antagelsen findes der fra denne position en vindende strate-
gi da denne position ikke ligger i tabermangden, men det er i modstrid
med at (n + 1,2n + 2) ligger i vindermangden. Antagelsen er derfor for-
kert, og tabermaengden ma vaere uendelig.

Laeg meerke til at vi igen overhovedet ikke har peget pa hvilke spilpo-
sitioner der ligger i de to mangder. Vi kan faktisk ud fra denne analyse
ikke pege pé et eneste element i tabermangden selv om vi har vist at den
er uendelig.

Opgave 4.3. To personer spiller folgende spil. Der ligger til at starte med n
sten pa bordet, og hver spiller skiftes til at tage m? sten fra bordet, hvor m er
et positivt heltal der gerne ma variere fra treek til treek. Den spiller der tager
den sidste sten, har vundet. Vis at der findes uendeligt mange verdier af » for
hvilke spiller nummer to har en vindende strategi. (Baltic Way 1995)
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5 Lesningsskitser

Opgave 1.1 Forst bemerker vi at spillet ender med en vinder efter et endeligt
antal treek, at A og B skiftes til at treekke, og at der geelder samme regler for
hvordan A og B mé traekke. Pastand: Tabermaengden bestar af alle positive
multipla af 3, og vindermangden af alle positive heltal som ikke er et multi-
pla af 3. Argument: Hvis A treekker fra en situation fra V, dvs. antallet af sten
ikke er et multiplum af 3, da kan A ved at fjerne 1 eller 2 sten efterlade et mul-
tipla af 3 sten til modstanderen. Hvis A derimod traekker fra en situation fra
T, dvs. nar der ligger et multipla af 3 sten pa bordet, da vil A aldrig efterlade
et multipla af 3 sten, da 342%, k =0,1,2,.... Spiller A efterlader derfor altid en
situation fra vindermangden.

Opgave 1.2 Forst bemeerker vi at spillet ender med en vinder efter et ende-
ligt antal traek, at A og B skiftes til at treekke, og at der geelder samme regler
for hvordan A og B ma traekke. Pastand: Tabermangden er samtlige positive
multipla af 6. Det indser vi pa folgende made: Det mindste tal i tabermaengden
ma vaere n =6 da det er det mindste tal som ikke er en primtalspotens. Ved at
overveje tallene 7,8,9,10,11, 12 far man hurtigt en idé om at tabermangden
er alle multipla af 6. Da ingen primtalspotenser er delelige med 6, vil man fra
en udgangsposition med et multiplum af 6 sten pa bordet altid efter endt traek
ende med et antal sten som ikke er et multiplum af 6. Desuden kan man fra
enhver udgangsposition der ikke er delelig med 6, efter endt treek ende med et
multiplum af 6 sten pd bordet da man kan fjerne 1, 2, 3, 4 eller 5 sten. Dermed
bestér tabermeengden af samtlige multipla af 6.

Opgave 1.3 Forst bemeerker vi at spillet slutter efter et endeligt antal treek. For
n = 1,2,3 kan Albert ikke klippe til at starte med, og han har derfor tabt. For
n = 4,5,6,7 kan Albert klippe snoren i tre stykker s& det leengste stykke er 2
eller 3 langt, og dermed vinder han. For n = 8,9 kan Albert kun klippe sé det
leengste stykke er 4, 5, 6 eller 7 langt, og han overlader dermed en vinden-
de situation til Benny. Ved at fortseette pd samme méade kan man se at taber-
mengden bestar af alle positive hele tal pa formen 3% og 3 —1, hvor k er et
ikke-negativt heltal, og vindermeengden bestér af de resterende positive hel-
tal. Dette beviser vi ved at vise at for hvert element i vindermangden er det
muligt at klippe sa leengden af den lzengste snor er et element i tabermaeng-
den, mens man for ethvert element i tabermaengden ender med atlaengden af

Spilstrategier, januar 2017, Kirsten Rosenkilde.



den leengste snor er et element i vindermangden uanset hvordan man klip-
per, hvis det altsa er muligt at klippe. Lad n veere et element i tabermaengden.
Hvis n = 3F eller n = 3F —1 vil den leengste snor nar man har klippet, have
lengde mindst 357! +1 og leengde hojst 3¥ —2, dvs. uanset hvordan man klip-
per, efterlader man en situation fra vindermangden. Hvis n derimod ligger i
vindermangden, og n = 3 + m, 0 < m < 2-3F —1, kan man klippe sé leeng-
den af den laengste snor er 3%, hvis m > 1, og 3 — 1, hvis m = 1, og dermed
efterlade en snor hvis leengde er et element i tabermengden. Vi har nu bevist
at Albert netop har en vindende strategi for alle veerdier af n som ikke er pa
formen 3 eller 3% —1.

Opgave 1.4 Forst bemeerker vi at spillet ender med en vinder efter et endeligt
antal traek, at A og B skiftes til at treekke, og at der gelder samme regler for
hvordan A og B ma treekke. Pastand: Tabermangden bestar af alle spilposi-
tioner med henholdsvis a, a,a og b, hvor b > a, teendstikker i de fire bunker.
Vindermengden bestar af alle de resterende positioner. Argument: Fra et ud-
gangspunkti V kan man nemligi et treek komme til en spilposition fra 7. Veelg
nemlig to bunker som ikke indeholder feerrest teendstikker, og fjern teendstik-
ker fra disse s de har samme antal teendstikker som den bunke med faerrest.
Leeg meerke til at der findes to bunker som ikke indeholder samme antal som
den med feerrest teendstikker, da vi ikke er i en situation fra T'. Fra et udgangs-
punkt i T, dvs. fra en position med a,a,a og b, b > a, tendstikker i de fire
bunker, kan man efter endt traek aldrig ende i en tilsvarende (overvej), man
ender derfor altid med en position fra V, eller ogsa kan man slet ikke traekke.
Dermed har den spiller som starter, en vindende strategi.

Opgave 2.1 Georg har en vindende strategi for ulige 7. I forste traek skal Ge-
org fjerne en hel bunke. Derefter er der et lige antal bunker med lige mange
menter i hver. Hver gang Georgs mor fjerner x monter fra en bunke med y
meonter, skal Georg gore det samme. P4 den méde vil der efter Georgs tur altid
veere et lige antal bunker der kan seettes sammen i par sa to bunker der danner
par, indeholder lige mange monter. Derfor kan Georg altid udfere det beskrev-
ne traek, og Georgs mor kan aldrig vinde. Da der er endeligt mange monter, vil
spillet slutte efter et endeligt antal treek, og derfor vil Georg til sidst vinde. Hvis
n er lige, kan Georgs mor vinde ved at folge samme strategi.
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Opgave 2.2 Alma har en vindende strategi for samtlige veerdier af n. Hvis n er
ulige, farvelaegger Alma et 1001 x 1001 kvadrat i midten af braettetiforste traek.
Nu har hun delt breettet i to symmetriske halvdele, og hun kan nu hver gang
kopiere Berthas treek symmetrisk pa den modsatte side. Hvis n er lige, starter
hun blot med at farveleegge et 1000 x 1000 kvadrat i midten med en rakke
af sma kvadrater forneden. Breettet er endnu engang delt i to symmetriske
halvdele hvor man ikke kan tegne et kvadrat der lapper ind over begge, og
hun kan nu igen folge samme strategi som for.

Opgave 2.3 Ingen af de to spillere har en vindende strategi. Inddel breettet i
vandrette 2 x 1 brikker sa brikkerne i hver raekke ligger forskudt i forhold til
hinanden.

Spiller B kan forhindre spiller A i at vinde ved hele tiden at markere det andet
felt i den brik som spiller A netop har markeret i. Dette skyldes at alle 2 x 2
kvadrater indeholder en hel brik.

Pa helt tilsvarende méde kan spiller A forhindre spiller B i at vinde: Hvis
spiller B setter kryds i samme brik som A har markeret i, markerer A efterfol-
gende et vilkarligt felt. Hvis spiller B seetter et kryds i en brik A ikke har mar-
keret i, sa seetter A kryds i det andet felt i denne brik. P4 denne méade sikrer A
sig at B aldrig far udfyldt begge felter i en brik.

Ingen af de to spillere har derfor en vindende strategi. Dermed kan spillet
fortseette i det uendelige uden at nogen af de to spillere kan vinde.

Opgave 2.4 Anne har en vindende strategi. I forste treek veelger Anne at erstat-
te 102097 med 22007 0g 52097, P4 den méde opnér hun to tal med helt de samme
egenskaber nar vi ser pa divisorer, da de begge er pa formen p2°%?, hvor p er
et primtal. Herefter kan hun kopiere Berits treek pd folgende méde: Lad p og g
veere primtallene 2 og 5 i en eller ande reekkefolge. Efter forste treek efterlader
Anne en situation hvor der stér praecis de samme potenser af p og g pé tavlen.
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Hvis Berit veelger et tal p¥, ma hun erstatte det med primtalspotenserne p™
og p*~, for et heltal m som opfylder at 1 < m < k. Nu velger Anne tilsva-
rende g* og erstatter det med g™ og q*~". Hvis Berit vaelger at slette et eller
begge af to ens tal p”, veeger Anne at slette det ene eller begge af tallene g”.
P& denne méde efterlader hun altid en situation til Berit hvor der star preecis
de samme potenser af p og g pa tavlen. Hun kan derefter altid kopiere Berits
treek som beskrevet. Da spillet stopper efter et endeligt antal treek, m& Anne
vinde hvis hun folger denne strategi.

Opgave 3.1 Spiller A har en vindende strategi. Farst bemaerker vi at spillet ikke
nedvendigvis ender efter et endeligt antal traek, dvs. nér vi skal bevise at A har
en vindende strategi, skal vi altsa ogsa vise at spillet faktisk ender hvis A folger
denne strategi.

Forst leegger A en mont i skalen og efterlader 2013 monter til B. Det inter-
essante i denne sammenhang er at 2013 er et multiplum af 3. Herefter folger
A folgende strategi: Hvis B leegger en ment i skélen, sa tager A fire, og hvis B
tager fire monter, s& legger A en mont i skdlen. Med denne strategi efterlader
Aihver runde 3 monter feerre i skdlen end hun gjorde i forrige runde. Dermed
efterlader hun altid et antal menter der er et multiplum af 3.

Vimangler at vise at det er muligt altid at folge denne strategi, og at den fo-
rer til sejr. Det er muligt at folge denne strategi, for hvis A skal tage fire monter,
betyder det at B netop har lagt en ment i en skél der ikke var tom, dvs. ské-
len indeholder mindst 3+ 1 =4 meanter nér A skal treekke. Desuden efterlader
B altid et antal monter der ikke er et multiplum af 3, dvs. B tager aldrig den
sidste mont. Da der efter hvert af A’s traek bliver feerre monter i skalen, ender
spillet med en vinder, og denne vinder mé derfor vere A.

Opgave 3.2 Vi kalder de to spillere for A og B hvor A starter. Spiller B kan
vinde ved at folge denne strategi: Lad r veere antal treek hvor man ma fjerne
6 tendstikker. Til at starte med er r = 10, men dette antal falder i lobet af
spillet for hver gang en spiller tager 6 teendstikker. Bemaerk forst at 1000 =
6-155+7-10. Sd leengde der er flere end 7- r teendstikker ndr A skal traekke, sa
gor B folgende: Hvis A treekker x, x € {1,2,3,4,5}, teendstikker, sa treekker B
6 — x teendstikker. Hvis A traeekker 6 teendstikker, sa treekker B 1 teendstik. P&
den mdade efterlader B altid 6 - n + 7 - r teendstikker til A, hvor n og r er ikke
negative heltal.
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Hvis r = 0 for der opstér en situation med 7 - r teendstikker pa bordet, s&
efterlader B herefter altid et antal teendstikker der er et multiplum af 6 til A,
og det betyder at A ikke kan vinde. Dermed vinder B.

Hvis der inden r = 0 opstar en situation hvor der er 7 - r teendstikker pa
bordet nér A skal treekke, sa folger B herefter folgende strategi: Hvis A treekker
x, x €{1,2,3,4,5,6} teendstikker, sa treekker B 7 — x. Efter r runder vinder B.
(Bemeerk at denne strategi ikke kraever flere end hojst r exceptionelle traek.)

Opgave 4.1 Vi viser indirekte at spiller A har en vindende strategi. Antag at B
har en vindende strategi. Forst fjerner A en teendstik og efterlader altsa 299
teendstikker til B. Spiller B har pr. antagelse en vindende strategi og fjerner
nu x tendstikker som led i strategien. Pga. afreglerne ma x € {1,2,3,...,149}.
Nar A skal treekke i en situation med 299 — x, ved vi at A ikke kan vinde hvis B
spiller optimalt. I stedet for at tage én teendstik til at starte med, kan A fjerne
x +1 teendstikker, da 1 < 1+ x < 3°. Nu efterlader A en situation med 299— x
teendstikker til B, og fra analysen af vores forste scenarie ved vi at B ikke kan
vinde hvis A spiller optimalt. Men dette er i modstrid med vores oprindelige
antagelse. Da spillet slutter efter et endeligt antal treek, og spillet ikke kan ende
uafgjort, m& A have en vindende strategi.

Opgave 4.2 Spiller A har en vindende strategi, og dette viser vi indirekte. Antag
at spiller B har en vindende strategi. Forst fjerner spiller A tallet 1, og derefter
fjerner spiller B tallet m og dets divisorer. Da spiller B folger sin vindende stra-
tegi, efterlader hun en tabende situation til A, og denne situation betegnes S.
Men hvis spiller A starter med at fjerne m og alle dets divisorer, da efterlader A
situationen S til B og har dermed en vindende strategi hvilket er en modstrid.
Dermed kan spiller B ikke have en vindende strategi, og da spillet ender med
en vinder efter et endeligt antal treek, ma A have en vindende strategi.

Opgave 4.3 Vi skal med andre ord vise at tabermangden er uendelig, og dette
viser vi indirekte ved at antage at tabermangden er endelig. Lad a vere det
storste tal i tabermaengden. Betragt nu udgangspositionen med a®+a+1 sten.
Da(a+1)? > a?+a+1, kan forste spiller efter et treek ikke ende i tabermangden
da der er flere end a sten tilbage ligegyldigt hvordan hun traekker. Dette er en
modstrid, og tabermangden er altsd uendelig.
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