Geometri - Teori og opgavelosning

Formalet med disse noter er at give en grundig introduktion til geometri med
fokus pa hvad man har brug for til internationale matematikkonkurrencer.
Noterne forudsetter kendskab til grundleeggende viden om vinkler, retvink-
lede trekanter og ensvinklede trekanter samt trigonometri. I hvert afsnit er der
engelske gloser, og til slut er der en oversigt over teorien.
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1 Trekantens linjer

De vigtigste linjer i en trekant udover siderne er medianerne, midtnormaler-
ne, vinkelhalveringslinjerne og hejderne. De har alle hver deres sarlige egen-
skaber som vi skal se neermere pa i dette kapitel. Men forst ser vi pd transver-
salers egenskaber da vi far brug for dem i det folgende.

Definition af transversal

En transversal i en trekant er et linjestykke der forbinder to punkter pa
hver sin side i trekanten. En transversal kaldes en paralleltransversal hvis
den er parallel med en af siderne i trekanten, og en midtpunktstransver-
sal hvis den forbinder midtpunkterne af to sider.

A

Seetning om transversaler
En transversal fra punktet M pa siden AB til punktet N pa siden AC er
en paralleltransversal netop hvis

|AM| _|AB] |AM| _|MB]
|JAN| — |AC]| |IAN|  INC|’

\ J

Bevis. At M N er parallel med BC, er ensbetydende med at ABAC er ensvink-

let med AM AN, hvilket igen er ensbetydende med at % = % da de to

trekanter har en feelles vinkel A. En midtpunktstransversal er derfor ogsa en
paralleltransversal.

At forholdet % er lig med forholdet %, er ensbetydende med at forhol-

det ||ﬁ% || er lig med forholdet ||]z\v4 gll . Dette folger af brokregnereglen der siger at

S _u S _ S—U 8
7=+ erensbetydende med at ; = 3=, nér ¢ # v.
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Szetning om midtpunkterne af siderne i en firkant
Lad ABCD vere en firkant og punkterne M, N, P og Q midtpunkterne
af henholdsvis AB, BC, CD og DA.Daer M N PQ et parallellogram.

Opgave 1.1. Vis ovenstdende satning.

Definition af median
En median er etlinjestykke i en trekant der forbinder en vinkelspids med
midtpunktet af modstdende side.

Seetning om medianer
De tre medianer i en trekant gar igennem samme punkt, og dette punkt
deler medianerne i forholdet 1:2.

Medianernes skaeringspunkt betegnes normalt M.
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Bevis. Lad ABC vere en trekant, og kald medianerne for henholdsvis m,, m,,
og m,, og medianernes fodpunkter pa siderne a, b og ¢ for henholdsvis M,,
My, og M. Medianerne m, og my, skerer hinanden i et punkt vi kalder M.

Vi vil nu vise at de skeerer hinanden i forholdet 1: 2. Da M, og M}, er midt-
punkter p& henholdsvis a og b, er M, M}, midtpunktstransversal og dermed
parallel med c.Dvs. at AABC og AM, M, C er ensvinklede med forholdet 1 : 2
og specielt 2|M, M, | =|ABI|.

A B

Desuden er trekanterne ABM og M, M, M ensvinklede da M, M, og AB er
parallelle, og forholdet mellem trekanterne er netop forholdet mellem M, M,
0og AB, dvs. 1:2. Her af ses at m, og m, deler hinanden i forholdet 1: 2.

Da m, og m,, var vilkarlige medianer, mé& m, og m_ ogsa skeere hinanden i
forholdet 1:2, dvs. at alle tre medianer gdr gennem samme punkt M.

Definition af midtnormal
En midtnormaltil etlinjestykke AB er det geometriske sted for de punkter
P der har samme afstand til A og B, altsd maengden af punkter P som
opfylder at |[AP|=|BP|.

Midtnormalen er dermed en linje som gar gennem midtpunktet af
linjestykket AB og star vinkelret pd AB, da det netop er punkterne pa
denne linje som opfylder betingelsen.

r
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Szetning om midtnormaler

I en trekant gar de tre midtnormaler gennem samme punkt, og dette
punkt er centrum for den omskrevne cirkel, dvs. den cirkel som gar gen-
nem trekantens tre vinkelspidser.

Midtnormalernes skaeringspunkt betegnes normalt O.

Opgave 1.2. Bevis ovenstidende sztning.
Hint:Betragt to af midtnormalerne, og vis at deres skaeringspunkt ligger i sam-
me afstand til alle tre vinkelspidser i trekanten.

Definition af hojde
En hojdeien trekant er en linje der gar gennem en vinkelspids og stér vin-
kelret pa modstidende side. Bemaerk at en hajde bade kan falde indenfor
og udenfor trekanten.

Saetning om hejder
I en trekant gar hejderne gennem samme punkt.

Hojdernes skeeringspunkt betegnes normal H.
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Bevis. Tegn linjer gennem henholdsvis A, B og C som er parallelle med mod-
stdende sider, oglad A;, B, og C; veere skaeringspunkterne mellem disse linjer
som vist pa figuren.

Firkant ACBC; og firkant ACA; B er parallelogrammer, dvs. at |C;B| =
|AC| = |BA,|. Tilsvarende ses at |C;A| = |AB;| og |B,C| = |CA,|. Hojderne
i AABC er derfor midtnormaler i AA; B, C;, og de gér ifolge setningen om
midtnormaler gennem samme punkt.

G

B

C 4

Man kan ogsa vise seetningen uden brug af resultatet for midtnormaler, fx med
trigonometri.

7

Definition af vinkelhalveringslinje
En vinkelhalveringslinje til en vinkel er det geometriske sted for de punk-
ter der har samme afstand til vinklens ben.

Vinkelhalveringslinjen er altsd en linje som deler en vinkel i to lige store
vinkler, da det netop er punkterne pa denne linje som opfylder betingel-
sen.
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Szetning om vinkelhalveringslinjer

I en trekant gar de tre vinkelhalveringslinjer gennem samme punkt, og
dette punkt er centrum for den indskrevne cirkel, dvs. den cirkel som tan-
gerer alle tre sider i trekanten.

A B

Vinkelhalveringslinjernes skaeringspunkt betegnes normalt 1.

En vinkelhalveringslinje deler modstaende side i trekanten i samme for-
hold som forholdet mellem vinklens to hosliggende sider.

c & B

Dvs. hvis fodpunktet for vinkelhalveringslinjen v, fra A til siden BC be-
tegnes V, s er

ICV| b

[VB| ¢’

Opgave 1.3. Bevis ovenstdende sztning.

Hint: Forste del: Betragt to vinkelhalveringslinjer, og vis at deres skaerings-
punkt har samme afstand til alle tre sider i trekanten.

Anden del: Benyt sinusrelationen pa AAV C og AAV B, eller indleeg en ny
smart trekant.

Georg Mohr-Konkurrencen

Saetning om areal og radius i den indskrevne cirkel
I en trekant betegner r radius i den indskrevne cirkel, s trekantens halve
omkreds og T trekantens arealet. Der geelder at

T=rs.

Opgave 1.4. Bevis ovenstaende s@tningen.

Saetning om vinkler
I en trekant ABC betegner I centrum for den indskrevne cirkel, og ZA =
2a,/B=2p0gLC =2y.

Vinklerne ved I er henholdsvis a + 3, f + 7 0og ¥ + a som vist pa figuren.

\ J

Opgave 1.5. Bevis ovenstdende satning.

Opgave 1.6. Vis at medianerne i en trekant deler trekanten i seks sma trekan-
ter med samme areal.

Opgave 1.7. Fravinkelspidsen C i trekant ABC tegnes enret linje der halverer
medianen fra A. I hvilket forhold deler denne linje siden AB? (Georg Mohr-
Konkurrencen 1995)

Opgave1.8. 1 en trekant ABC med areal 1 indtegnes medianerne. Midtpunk-
tet af medianen m, kaldes for A’, midtpunktet af medianen m,, kaldes for B’,
og midtpunktet af medianen m, kaldes for C’.
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A B

Bestem arealet af trekant A’B’C’.

Opgavel.9. Lad I veere centrum i den indskrevne cirkel til trekant AB C, oglad
yderligere A; og A, vere to forskellige punkter pa linjen BC sé |AI| =|A,I|=
|A,I|, B; og B, veere to forskellige punkter pd linjen AC s& |BI|=|B;I|=|B»I|,
og C; og C, veere to forskellige punkter pa linjen AB s& |CI| = |CI| = |G|
Vis at

|[A1Az| +|By By | +|C Gy
er trekantens omkreds.

Opgave 1.10. Lad I veere vinkelhalveringslinjernes skeeringspunkti en trekant
ABC, oglad yderligere A;, B, og C, veere spejlingerne af I i henholdsvis a, b
og c. Cirklen gennem A;, B; og C; gar ogsd gennem B. Bestem vinklen ZABC.
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Gloser

centrum for den indskrevne cirkel the incenter
centrum for den omskrevne cirkel the circumcenter
den indskrevne cirkel the incircle

den omskrevne cirkel the circumcircle
ensvinklede trekanter similar triangles

hojde altitude

hejdernes skaeringspunkt orthocenter
ligebenet trekant isosceles triangle

ligesidet trekant equilateral triangle
linjestykke line segment

median median

medianernes skeeringspunkt centroid
midtnormal perpendicular bisector

omkreds perimeter

transversal transversal

vinkelhalveringslinje angle bisector
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2 Cirkler og vinkler

7

Definition af centervinkel
En centervinkel er en vinkel der har toppunkt i centrum og radier som
vinkelben. En centervinkel males ved den bue den spaender over.

Pa figuren er ZAO B en centervinkel som spander over buen AB, og vi
skriver ZAOB =AB.

\.

Definition af periferivinkel
En periferivinkel er en vinkel der har toppunkt pa cirklen og korder som
vinkelben.

V4

A B

Péa figuren er ZAP B en periferivinkel som spander over buen AB.
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Szetning om periferivinkler
En periferivinkel er halvt sa stor som den bue den spaender over.

p
AN

Dermed er to periferivinkler som spender over samme bue, lige store,
og en periferivinkel der speender over en halvcirkel, er ret.

\ J

Bevis. Lad v veere en centervinkel og w en periferivinkel der begge spaender
over buen AB. Kald centrum for O og punktet hvor w rerer periferien, for C.
Antag ferst at vinkelbenene for vinkel v kun skeerer vinkelbenene for w i
punkterne A og B. Da deler diameteren gennem C vinklerne v og w ito vink-
ler som vi kalder henholdsvis v, og vy og w, og wg. Trekant AOC er nu en
ligebenet trekant med to lige store vinkler w,, og den sidste vinkel er 180°—uv,.
Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er 2w, = v,. Tilsvarende fas 2wg = vg,

s

Antagnu at w'’s ene vinkelben C B skarer v’s vinkelben OA. Diameteren gen-
nem C skerer da yderligere periferien i et punkt vi kalder for D. Ifglge det vi
lige har vist, er 2/BCD =/BOD o0g2/ACD = /ZAOD, og dermed

2w=2/ACD—-2/BCD=/A0D—-/BOD =v.
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Opgave2.1. 1en spidsvinklet trekant AB C kaldes centrum for den omskrev-
ne cirkel O oghgjdernes skeeringspunkt for H. Linjen gennem B O skarer den
omskrevne cirkel i et punkt Q forskelligt fra B. Vis at AQC H er at parallelo-
gram.

Definition af korde-tangent-vinkel
En korde-tangent-vinkel er en vinkel der har toppunkt pa cirklen og en
korde samt en tangent som vinkelben.
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Den omvendte satning om korde-tangent-vinkler

Lad PQ vere en kordei en cirkel og / enlinje gennem P.Lad yderligere R
veere et punkt pd linjen [/ forskelligt fra P og S et punkt pa cirkelperiferien
s R og S ligger pa hver sin side af linjen PQ. Hvis ZRPQ = /ZPSQ, da er
I tangent til cirklen.

Szetning om korde-tangent-vinkel
En korde-tangent-vinkel er halvt s& stor som den bue korden spzender
over, og dermed lige sd stor som en periferivinkel der spaender over buen.

/3

e

\

Opgave 2.3. Bevis seetningen.

7

Seaetning om vinkler i cirkler
Om vinklerne v og w pa figurerne geelder:

AB+CD CD—AB
v=——— o0 w=——.
2 2
B
C‘
A

S

.

Opgave 2.2. Bevis setningen.
Hint: Husk at AO stér vinkelret pa tangenten.

\

Opgave 2.4. Bevis seetningen.

Hint:Vinkel v: Kald skeeringen mellem AC og BD for P. Tegn linjestykket AD,
og betragt APAD og periferivinkler. Vinkel w: Tegn linjestykket BD, og kald
vinkelspidsen ved w for P. Betragt AP BD og periferivinkler.
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Szetning om superpunktet

I en trekant ABC betegner I centrum for den indskrevne cirkel, og M
er skeeringen mellem Al og den omskrevne cirkel. Da er M centrum for
cirklen gennem B, C og I. Punktet M kaldes nogle gange for superpunk-
tet, fordi det har mange interessante egenskaber.

Opgave 2.5. Bevis setningen.

Opgave 2.6. Lad to cirkler C; og C, skeere hinanden i punkterne A og B. Tan-
genten til C; gennem B skeerer C, i punktet C, og tangenten til C, gennem
B skeerer C; i punktet D. Desuden oplyses at |[AC| = 3 og |AD| = 4. Bestem
leengden af AB.

Szetning om radius i den omskrevne cirkel
Lad R veere readius i den omskrevne cirkel til trekant ABC, og T arealet
af trekanten. Da er

a b c

2R =— = — =—
sinA sinB sinC

og 4RT=abc.

Bevis. Lad AC’ veere diameter i den omskrevne cirkel til trekant ABC. Da er

a
sinA=sinA’ = —.
2R

Tilsvarende ses at sin B = % og sin C = 55, og dermed i alt

a b c

sinA sinB sinC’

Ved at benytte formlen for arealet af en trekant T = %b c sin(A) fas yderligere

1
ART =2-2R-T=2- EbcsinA:abc.

sinA

Opgave 2.7. Vis for en trekant ABC at
1 1 1 1

ab ac bc 2rR’

Gloser

bue arc

centervinkel central angle
korde chord

periferivinkel inscribed angle
ret vinkel right angle

spids vinkel acute angle
stump vinkel obtuse angle
tangent tangent
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3 Indskrivelige firkanter

7

Definition af simple firkanter
En firkant kaldes simpel hvis dens sider ikke skeaerer hinanden. I disse no-
ter betegner ordet firkant fremover en simpel firkant. Figuren viser et ek-
sempel pé en ikke-simpel firkant.

A

Definition af konvekse firkanter

En firkant kaldes konveks hvis der for vilkarlige to indre punkter geelder
at linjestykket mellem punkterne er indeholdt i firkanten. De konvekse
firkanter er altséd netop dem der ikke har en vinkel der overstiger 180°.

Generelt defineres en konveks figur pa tilsvarende made.

Definition af indskrivelige firkanter
En firkant kaldes indskrivelig hvis den har en omskreven cirkel.

Georg Mohr-Konkurrencen

Saetning om indskrivelige firkanter
Folgende udsagn om firkanten ABCD er avivalente:

e Firkant ABCD er indskrivelig.
e Summen af modstaende vinkler er 180°.

e /CBD =/ZCAD eller tilsvarende.

Bevis
Antag at en firkant er indskrivelig. To modstdende vinkler speender da tilsam-
men over hele cirkelperiferien, og summen er derfor 180°.

Antag at det for en given firkant ABCD gelder at summen af to mod-
stdende vinkler er 180°. Betragt nu den omskrevne cirkel til trekant ABC,
og lad punktet E veare skaeringen mellem cirklen og linjen gennem C og D.
Hvis firkanten er indskrivelig, er D lig E. Vived at ZBAD =180°—ZBCD =
180°—/BCE = /BAE, dvs. at punktet E ligger pélinjen AD og derfor er iden-
tisk med D.

Vi har nu vist at de forste to udsagn er akvivalente. Resten af beviset over-
lades til laeseren i fplgende opgave.

Opgave 3.1. Bevis resten af seetningen.

Opgave3.2. Lad H, og H), veere fodpunkterne for hgjderne fra henholdsvis A
og Bitrekant ABC. Vis at firkant ABH, Hj, er indskrivelig (evt. AH, BH,, hvis
Aeller B er stump). Vis desuden at ACAB og AC H, Hj, er ensvinklede.
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Seaetning om hojder og indskrivelige firkanter
I trekant ABC betegner H hgjdernes skeeringspunkt og H, og H,, fod-
punkterne for hgjderne fra henholdsvis A og B.

1) Firkant ABH,H), er indskrivelig (evt. AH,BH,; hvis A eller B er
stump), og ACAB og AC H, H;, er ensvinklede.

2) Spejlingen af H i en vilkarlig af trekantens sider ligger pa trekantens
omskrevne cirkel.

NI =

Del 1) er allerede vist i opgave 3.2. Del 2) overlades til leeseren at bevise.

\.

Opgave 3.3. Bevis del 2) af seetningen.

Opgave3.A. Lad H,, Hy, opg H,. veere fodpunkterne for hojderne fra henholds-
vis A, B og C ien spidsvinklet trekant AB C. Vis at AH, er vinkelhalveringslinje
iAH,H,H,.
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Opgave 3.5. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant, BL og AK hajder i tre-
kanten og M midtpunktet af AB. Vis atlinjen M L oglinjen M K tangerer den
omskrevne cirkel til trekant CK L.

Opgave 3.6. Tre cirkler C;, C, og C; skeerer hinanden i et feelles punkt, C; og
C, skeerer hinanden i P, C; og C; skerer hinanden i Q, og C, og C; skerer
hinandeni R.

Lad A veere et punkt pa cirkelbuen PQ som vist pa figuren. Linjen gennem A
og P skerer cirklen G, i punktet B, oglinjen gennem A og Q skeerer cirklen C;
i C.Vis at punkterne B, C og R ligger pa linje.

Opgave 3.7. 1 rektanglet ABCD er M midtpunktet af siden AB, og H er et

punkt pd linjestykket DM sa CH star vinkelret pA DM. Vis at trekant BCH
er ligebenet.

Opgave3.8. En firkant ABC D er indskrevet i en cirkel med AB som diameter.
Lad S vere skeringspunktet mellem diagonalerne AC og BD, oglad T veaere
projektionen af S pd AB. Vis at linjen ST halverer vinkel ZCTD.

Gloser

indskrivelig firkant cyclic quadrilateral
konveks firkant convex quadrilateral
parallelogram parallelogram

simpel firkant simple quadrilateral
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4 Etpunkts potens

7

\.

Definition af et punkts potens
I en given cirkel w betegnes centrum O og radius r. Et punkt P’s potens
mbht. cirklen w er tallet

Pow(P, w)=|PO|* —r?.

Hvis P ligger pa cirkelperiferien, er Pow(P, w) derfor 0, mens den er posi-
tivhvis P ligger uden for cirklen, og negativ hvis P ligger inden for cirklen.

Szetning om et punkts potens

I en given cirkel w betegnes centrum O ogradius r. Lad P vere et punkt
og | og m vere to linjer gennem P, hvor [/ skerer cirklen i A og B, og
m skeerer cirklen i C og D. (Hvis en af linjerne tangerer cirklen, er de to
punkter sammenfaldende.)

Da galder at
|AP||BP|=|CP||DP|.

Hvis P ligger uden for cirklen, er
Pow(P,w)=|AP||BP|.
Hvis P ligger inden for cirklen, er

Pow(P, w)=—|AP||BP|.

11
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Bevis i tilfaeldet hvor punktet ligger uden for cirklen
Lad P vere et punkt uden for cirklen, oglad ! vaere en vilkarlig linje gennem
P som skeerer cirklen i punkterne A og B. Vi viser forst at

|AP||BP| = Pow(P, w).
—
2 /

Tegn tangenten til cirklen gennem P som vist pa figuren, og kald reringspunk-
tet for Q. Ifolge Pythagoras’ seetning er

|IPQI?=|POJ?*—r? = Pow(P, w).

Betragt nu trekanterne AAQP og AQ BP. Korde-tangent-vinklen ZPQA er
lige s stor som periferivinklen ZP BQ, ifolge seetningerne om periferivinkler
og korde-tangent-vinkler. Dermed er AAQP og AQ BP ensvinklede, og dette
giver

|PQI* =|AP||BP|.
Samlet har vi at
|AP||BP| =Pow(P, w).

Lad nu m veere endnu en linje gennem P som skeerer cirklen i punkterne C
og D. Ifelge det vi netop har vist, mé ogsa

|CP[|DP|=Pow(P,w),

dvs. at
|AP||BP|=|CP||DP|.

Opgave 4.1. Bevis seetningen om et punkts potens i det tilfzelde hvor punktet
ligger inden i cirklen.
Hint: Tegn linjen gennem P og centrum, og vis at

|AP||PB|=(r—|PO|)r+|PO|)=r?—|PO%.
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Den omvendte satning om et punkts potens

Lad / og m veere to forskellige linjer med skeeringspunkt P. Lad A og B
veere to punkter pa ! pa hver sin side af P, oglad C og D veere to punkter
pd m pa hver sin side af P. Eller lad badde A og B ligge p& samme side af
P og C og D ligge pa samme side af P.

Hvis |PA||PB|=|PC||PD|, daligger A, B, C og D pa samme cirkel.

I det tilfeelde hvor A og B ligger pa samme side af P, og C og D er sam-
menfaldende, da ligger A, B og C pa en cirkel med m som tangent.

\ J

Opgave 4.2. Bevis seetningen.

Opgave 4.3. To cirkler skeerer hinanden i punkterne M og N, og den felles
tangent til de to cirkler naermest N rorer cirklerne i P og Q . Vis at trekant
PM N og trekant QM N har samme areal.

Opgave4.4. 1den spidsvinklede trekant AB C skeerer hojden fra B cirklen med
diameter AC i P og Q og hejden fra C cirklen med diameter ABiS og T. Vis
at P, Q, S og T ligger pa samme cirkel.

Gloser
et punkts potens the power of a point
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5 Multiplikation omkring et punkt

Her gives en kort introduktion til den affine afbildning multiplikation om-
kring et punkt samt eksempler p& hvordan denne afbildning kan bruges i los-
ningen af geometriopgaver. Hvis du ensker en mere teoretisk indfering i affi-
ne afbildninger og deres egenskaber, sé se Jens-Soren Andersens noter Affine
transformationer.

Definition af multiplikation omkring et punkt
Multiplikation omkring punktet O med multiplikationsfaktoren k er en
afbildning af planen i sig selv hvor et punkt P afbildes i punktet P’ sa

-
OP'=kOP.

I det folgende ser vi bort fra tilfeeldet k = 0.

Hvis k = 1 er det blot identitetsafbildningen, mens fx k = —1 giver en
drejning pa 180° om O.

Egenskaber

e Ved multiplikation omkring et punkt afbildes en linje i en linje pa-
rallel med linjen.

e Multiplikation omkring et punkt bevarer vinkler
o Alle figurer afbildes i ligedannede figurer.

o For to cirkler med forskellige radier findes netop et punkt og en mul-
tiplikation omkring dette med positiv multiplikationsfaktor som af-
bilder den ene cirkel i den anden.

e Forto cirkler findes netop et punkt og en multiplikation med negativ
multiplikationsfaktor som forer den ene cirkel i den anden.
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o For to ensvinklede trekanter som ikke er kongruente, og hvor enslig-
gende sider er parallelle, findes netop et punkt og en multiplikation
omkring dette som afbilder den ene trekant i den anden.

e Sammensatningen af to multiplikationer om to punkter, hvor pro-
duktet af de to multiplikationsfaktorer ikke er 1, er igen en multipli-
kation omkring et punkt, og multiplikationsfaktoren er produktet af
de to multiplikationsfaktorer.

Eksempel 1 Multiplikation omkring et punkt kan fx benyttes til at vise
at tre punkter ligger pa linje, ved at vise at en multiplikation omkring et
af punkterne kan afbilde det andet punkt i det tredje.

Hvis vi fx betragter tre cirkler med samme radius som skaerer hinanden
iet feelles punkt S, og den trekant ABC der opstér ved at tegne tangenter
som vist pa figuren, kan vi vise at S, centrum I for den indskrevne cirkel
og centrum O for den omskrevne cirkel til trekant ABC ligger pa linje.

Trekanten som opstar nar man forbinder centrerne for de tre cirkler, har
parvis parallelle sider med trekant AB C da de tre cirkler har samme radi-
us. Da I er skeeringen mellem vinkelhalveringslinjerne i trekant ABC, og
de tre centre ligger pa disse vinkelhalveringslinjer, ma I veere centrum for
den multiplikation som afbilder den lille trekant i trekant ABC. Punktet
S er centrum for den omskrevne cirkel til den lille trekant da de tre cirk-
ler har samme radius, og dermed afbildes S i O. Dette viser at I, S og O
ligger p& samme linje.
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Eksempel 2 Multiplikation omkring et punkt kan ogsa benyttes til at vi-
se noget om vinkler fx ved at udnytte setningen om periferivinkler i en
cirkel. Betragt en cirkel C; som tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet
P.Lad [ veere en tangent til C; i et punkt Q forskelligt fra P. Linjen [/ skee-
rer C, i henholdvis A og B. Vi gnsker at vise at PQ er vinkelhalveringslinje
itrekant AP B.

Multiplikationen i P som forer C; i C,, forer Q i Q’ og tangenten ! til
C, i en tangent I’ til C, i punktet Q.

1"
\V/

B

A

Da [ og !’ er parallelle, og I’ er tangent til C,, er cirkelbuerne AQ’ og BQ’
lige store. Derfor er ZAPQ’ = ZBPQ’, og altsé PQ vinkelhalveringslinje i
trekant AP B.

\ J

Bemaerkning Multiplikation omkring et punkt kan ogsa benyttes til at vise
at nogle punkter ligger pa samme cirkel, fx ved at finde en multiplikation som
afbilder punkterne i en allerede kendt cirkel. Man kan ogsa vha. af multipli-
kation omkring et punkt vise at to linjer er parallelle ved at finde en multipli-
kation der afbilder den ene i den anden, og man kan benytte multiplikation
omkring et punkt til at bestemme forholdet mellem forskellige linjestykker ud
fra multiplikationsfaktoren. I de folgende opgaver kan du selv prove kreefter
med dette.

Opgave 5.1. To cirkler C; og C, med samme radius tangerer en storre cirkel
C indvendigt i henholdsvis A; og A,. Lad M veere et punkt pa C forskelligt fra
A; og A,, oglad B; og B, veere skaeringspunkterne mellem henholdvis M A,
og C; ogmellem M A, og C,. Vis at By B, er parallel med A; A,.
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Opgave5.2. En cirkel C; tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet A. En linje
I skeerer de to cirkler i punkterne M, N, P og Q s& punkterne ligger i naevnte
reekkefzelge pa linjen. Vis at ZM AN = /ZPAQ.

Opgave 5.3. En cirkel C; tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet A. Om to
forskellige linjer gennem A oplyses at den ene skarer C; og C, i henholdsvis
X; og X, og den anden skarer C; og C, i henholdsvis V; og Y. Linjerne X; Y,
og X, Y; skeerer hinanden i punktet B. Vis at hvis B ligger pa C;, da tangerer
den omskrevne cirkel til BX, Y, cirklen C;.

Opgave5.4. Punktet P er et indre punkt i en spidsvinklet trekant ABC, og X,
Y og Z er projektionerne af P pa henholdsvis a, b og c. Cirklen gennem X, Y
og Z skeerer henholdsvis a, b og c itre nye punkter X;, ¥} og Z;. Vis atlinjerne
gennem henholdsvis X;, ¥} og Z; vinkelret p& henholdsvis a, b og ¢ skeerer
hinanden i et punkt.

Opgave 5.5. 1 en trekant ABC kaldes midtpunkterne af BC, AC og AB for
henholdvis M, M}, og M. Trekant ABC'’s Spieker centrum er centrum for den
indskrevne cirkel til trekant M, M, M,. Vis at centrum I for den indskrevne
cirkel til trekant ABC, medianernes skeeringspunkt M og trekantens Spieker
centrum S alle ligger pa samme linje.

Opgave 5.6. I trekant ABC kaldes hojdernes skeeringspunkt for H og fod-
punkterne for de tre hojder for henholdsvis H,, H, og H.. Lad M,, M;, og M,
veere midtpunkterne af henholdvis AH, BH og CH. Vis at H,, H,, H., M,,
M, og M, ligger pa en cirkel. Vis desuden at radius for den omskrevne cirkel
til trekant ABC er dobbelt sa sa stor som radius for den omskrevne cirkel til
trekant H, H, H,.

Opgave5.7. (IMO 1978) I trekant ABC er |AB|=|AC]|. En cirkel tangerer sider-
ne AB og AC ihenholdsvis P og Q samt den omskrevne cirkel til trekant ABC
indvendigt. Vis at midtpunktet af PQ er centrum for den indskrevne cirkel til
trekant ABC.

Gloser

multiplikation omkring et punkt homothety

muliplikation omkring O med multiplikationsfaktor k homothety with
center O and ratio k
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6 Radikalakse og radikalcentrum

I kapitlet om punkts potens sé vi at et punkt P’s potens mht. en cirkel w med
centrum O og radius r defineres som tallet

Pow(P, w)=|OP|* —r?.

Denne definition og seetningen om punkts potens er grundlaget for at indfere
begrebet radikalakse:

Definition af radikalakse
Radikalaksen for to cirkler med forskellige centre er det geometriske sted
for de punkter der har samme potens mht. de to cirkler.

\.

S@etning om radikalakse

Kald centrum i de to cirkler for henholdsvis O; og O,, cirklernes radier
for henholdsvis r; og 1, oglad d betegne afstanden mellem de to centre.
Da er radikalaksen en ret linje der star vinkelret pé linjen O; O,.

Radikalaksens afstand til henholdsvis O, og O, er
r2—r2+d? r2—r?+d>?
1~ N og 21 '
2d 2d

Hyvis cirklerne skeerer hinanden i to punkter A og B, er radikalaksen net-
op linjen gennem A og B.

\.
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2_ .2, g2
ri—ry+d

2d 0og |QO.2| =

Bevis. Lad Q vere punktet pa linjen O; 0, med |QO;| =
=d).

2 2 2 2 2 2 2 2 2
ry—ri+d . ri—ry+d ry—ri+d
57— (Dette er muligt da +—45— + 24

Antag at P er et punkt pé radikalaksen, og lad P’ vaere projektionen af P pa
0, 0,. At P er et punkt pa radikalaksen, er ensbetydende med at

PO, > — rl2 =|PO,*— r22.
Dette er ensbetydende med at
IPP'P+]0 P[P =1f =[PP/ +(d — 0PI}~ 15,

og yderligere at
. TE—ri+d?
|0 P = g

Dette er ensbetydende med at P’ = Q, og dermed at P ligger pé linjen gen-
nem Q vinkelret pd O; 0,. Vi har dermed vist at alle punkter pé radikalaksen
ligger pd denne linje. Man kan tilsvarende vise at alle punkter pa linjen har
samme potens mht. de to cirkler, og altsa samlet at radikalaksen netop bestar
af punkterne pa denne linje.

Hvis cirklerne skeerer hinanden i to punkter A og B, har begge punkter po-
tens nul mht. de to cirkler, og dermed er radikalaksen netop linjen gennem A
og B.

Definition af radikalcentrum
Radikalcentrum for tre cirkler med forskellige centre er det geometriske
sted for de punkter der har samme potens mht. de tre cirkler.
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Saetning om radikalcentrum
For tre cirkler c¢;, ¢, og c3 med forskellige centre som ikke alle tre ligger
pé linje, geelder at radikalakserne for henholdsvis, ¢; 0g ¢, ¢; 0g c3 samt
¢, 0g c3 skeerer hinanden i et punkt, og at dette punkt er deres radikal-
centrum.

Hvis de tre centre ligger pa linje, er radikalakserne for henholdsvis, ¢;
0g ¢y, €1 0g c3 samt ¢, og ¢z parallelle og evt. sammenfaldende, dvs. i dette
tilfeelde er deres radikalcentrum den tomme maengde eller en ret linje.

C3

Bevis. Hvis de tre centre ikke ligger pa linje, ved vi fra seetningen om radika-
lakse at radikalakserne for henholdsvis c¢; og ¢,, ¢; og c3 samt ¢, og c3 parvis
ikke er parallelle, samt at radikalcentrum for de tre cirkler pr. definition er in-
deholdt i feellesmaengden af disse radikalakser. Lad P vaere skeeringspunktet
mellem radikalaksen for c¢; og ¢, og radikalaksen for c¢; og c;. Dermed er po-
tensen af P mht. ¢ lig potensen af P mht. ¢,, og potensen af P mht. ¢, er lig
med potensen af P mht. c3. Altsd er potensen af P mht. ¢, ogsa lig med po-
tensen af P mht. c3, hvilket betyder at P ligger pa radikalaksen for ¢, og cs.
Dermed gér alle tre radikalakser gennem P, og P er dermed radikalcentrum
for de tre cirkler.

Hvis de tre centre ligger pa linje, ved vi fra seetningen om radikalakse at ra-
dikalakserne for henholdsvis ¢; og c,, ¢; 0g c3 samt ¢, og c3 alle er parallelle.
Hvis de ikke alle er sammenfaldende, er radikalcentrum for de tre cirkler den
tomme maengde, og hvis de alle er sammenfaldende, er radikalcentrum iden-
tisk med den feelles radikalakse.
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Degenererede cirkler med radius 0

Béde for radikalakse og radikalcentrum giver definitionen ogs&d mening
hvis en eller flere af cirklerne er en degenereret cirkel med radius 0, og
setningerne geelder ogsa i dette tilfeelde.

Eksempel pa anvendelse af radikalakse

To cirkler ¢; og ¢, tangerer hinanden udvendigt i punktet T'. Lad P veaere
et punkt pa deres feelles tangent gennem T, oglad A og B veere to punkter
pa c; s A, B og P ligger pa linje, oglad C og D vere to punkter pa ¢, sa
C, D og P ligger pa linje.

Vi ensker at vise at A, B, C og D ligger pa en cirkel.

A

p

=

Kald cirklen gennem A, B og C for cs. Linjen T P er radikalakse for c¢; og
¢y, og linjen AP er radikalakse for ¢; og c3. Dermed ma skaeringspunktet
P mellem AP og PT ligge pa radikalaksen for ¢, og c3, dvs. denne radi-
kalakse er P C. Daradikalaksen yderligere skeerer ¢, i D, ma dette punkt
ogsa ligge pa c3. Dermed ligger A,B,C og D pa en cirkel.

\. J

Dette var et eksempel pa anvendelse af radikalakse til at vise at fire punkter
ligger pa en cirkel, men man kan ogsa benytte radikalakser til meget andet. Fx
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at vise at to linjer star vinkelret pa hinanden ved at vise at den ene er linjen
gennem centrum af to cirkler, mens den anden er cirklernes radikalakse.

Radikalcentrum kan fx benyttes til at vise at tre linjer skeerer hinanden i
samme punkt, hvis man kan vise at de tre linjer er radikalakser for hvert par
af tre cirkler.

Opgave 6.1. To cirkler S; og S, skeerer hinanden i punkterne M og N. Vis at
hvis rektanglet ABC D er placeret s& A og C ligger pa S;, og B og D ligger pa
S,, sé vil skeeringspunktet mellem rektanglets diagonaler ligge pé linjen M N.

A B

Opgave6.2. Lad ABC vere en trekant, oglad trekanterne BCD, CAE og ABF
veere ligebenede trekanter med henholdsvis BC, CA og AB som grundlinje,
sa disse tre trekanter ligger uden for trekant ABC. Vis at de tre linjer gennem
henholdsvis A, B og C som star vinkelret pa henholdsvis EF, FD og DE,
skeerer hinanden i samme punkt.

Opgave 6.3. Punkterne P, Q, R og S ligger pa cirklen c¢ i denne reekkefolge s
PQ og RS ikke er parallelle. Lad L veere maengden af punkter I for hvilke der
findes en cirkel ¢; gennem P og Q samt en cirkel ¢, gennem R og S sé de to
cirkler tangerer hinanden i I. Beskriv punktmangden L.

Opgave6.4. Punkterne C, E, D og F ligger pa en cirkel med centrum O (i den-
ne raekkefolge), og korderne CD og EF skerer hinanden i punktet N. Tan-
genterne til cirklen i C og D skeerer hinanden i punktet A, og tangenterne til
cirklen i E og F skeerer hinanden i B. Vis at ON star vinkelret p4 AB.
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Opgave6.5. Lad ABC vare en trekant, oglad A’, B/, C’ veere punkter pa hen-
holdsvis siden BC, siden CA og siden AB. Lad yderligere M, M # A’, veere
skeeringspunktet mellem cirklerne ABA” og A’B’C’, og N, N # B’, skeerings-
punktet mellem cirklerne ABB’ og A’B’C’. Definer punkterne P, Q og R, S,
pé tilsvarende made. Vis at da vil mindst en af folgende geelde:

(i) De tre linjer AB, A’M og B’N skerer hinanden i et punkt vi kalder C”,
de tre linjer BC, B’P og C’Q skeerer hinanden i et punkt vi kalder A”, de
tre linjer CA, C’R og A’S skeerer hinanden i et punkt vi kalder B”, og A”,
B”, C” ligger pa linje.

(i) Linjerne A’M og B’N er parallelle med AB, eller linjerne B’P og C’'Q er
parallelle med BC, eller linjerne C’R er A’S paralelle med C A.

Opgave 6.6. Lad AB veere diameter i halvcirklen ¢ med centrum O, og C og
D to punkter pa ¢ sd A, C, D og B er fire forskellige punkter der ligger pa
¢ i den naevnte raekkefolge. Midtpunkterne af henholdsvis AC, CD og DB
betegnes E, F og G. Linjen gennem E vinkelret pd AF skeerer tangenten til
¢ i Aipunktet M, og linjen gennem G vinkelret pa F B skeerer tangenten til
¢ i Bipunktet N. Lad cirklerne c;, ¢, og c3 have henholdsvis AO, BO og EG
som diameter.

F
C — D N

Af B

(i) Bevis atradikalaksen for c; og c3 er M E, samt at radikalaksen for ¢, og c3
er NG.
(ii) Find radikalcentrum for c, c; og c; samt radikalcentrum for ¢, ¢, og cs.
(iii) Visat M N er parallel med CD.

Gloser
radikalakse radical axis/power line
radikalcentrum radical center
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7 Cevas satning

Definition af cevian

En cevian er en linje i en trekant fra en vinkelspids til den modstdende
side (eller dens forleengelse). Fx er hojder, medianer og vinkelhalverings-
linjer alle cevianer.

Cevas satning
Cevas seetning siger at cevianerne AA’, BB’ og C C’ (hvor A’ ligger pd BC
osv.), skeerer hinanden i samme punkt, netop hvis

|AC’| |BA'| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’A]

C

/
B o

A c’ B

Cevas seetning geelder ogsd hvis nogle af cevianerne gér fra en vinkel-
spids til et punkt der ikke ligger p4 den modstdende side men kun dens
forleengelsen. I dette tilfeelde er det dog nedvendigt at regne laengderne
med fortegn sé postiv retning er AB, BC og CA. Hvis C’ fx ligger pa for-
leengelsen af AB teettest pa B, da er |C’ B| negativ.

\ J

Bevis. Her beviser vi kun saetningen i tilfzeldet hvor alle tre cevianer ligger in-
den for trekanten. Hvis nogle af cevianerne falder uden for trekanten, foregér
beviset stort set pd samme made.

Forst viser vi at hvis de tre cevianer gir gennem samme punkt, sd vil
|AC’| |BA’| |CB'| _
|IC’B| |A’C| |B’Al
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A/

A C’ B

Antag at cevianerne gar gennem samme punkt P. Der gelder at hvis to tre-
kanter har samme hojde, da er forholdet mellem arealerne det samme som
forholdet mellem grundlinjerne. Lad T(AABC) betegne arealet af en trekant.
Dermed er

|IAB’| T(AABB)

|B’C|  T(ACBB)

|AB’| _ T(AAPB')
|B’C|  T(AB’PC)

Samlet far vi

|AB’| _ T(AABB')—T(AAPB')  T(AABP)
|B’C| T(ACBB/)—T(AB’PC) T(ABPC)

-

~|¢
I
=3

o
=

Her har vi benyttet brokregnereglen der siger at hvis ; = 7, e
t#v.
Tilsvarende fas
IBC’| _ T(ABCP)
|C’Al  T(ACPA)

|CA’| _ T(ACAP)
|A’B|  T(AAPB)’

Samlet giver dette

|AB’| |BC’| |CA'| _T(AABP) T(ABCP) T(ACAP)
|B’C| |C’A| |A’B|  T(ABPC) T(ACPA) T(AAPB)

Nu viser vi den modsatte vej. Antag at

|AC’| |BA| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’A]

Kald skaeringspunktet mellem AA’ og BB’ for P, og betragt cevianen CD fra
C gennem P.
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Da cevianerne AA’, BB’ og C D gar gennem samme punkt, geelder ifolge det

vi lige har vist, at
|AD| |BA’| |CB’| _

IDB| |A’C| |B'A]

Ifolge vores antagelse er

|AC’| |BA| |CB/| _
|C’B| |A’C| |B’Al

)

dvs. at % = ||’éf:£;‘|. Af dette ses at D og C’ er samme punkt, og dermed at

cevianerne AA’, BB’ og C C’ skaerer hinanden i samme punkt P.

Opgave7.1. Tidligere har vi benyttet seetningen om midtnormaler til at bevise
athejderne skeerer hinanden i samme punkt. Benyt nuistedet Cevas s@tning
til at bevise dette.

Opgave 7.2. 1trekant ABC er P og Q punkter pa henholdsvis linjestykket AB
oglinjestykket AC s& PQ er parallelmed BC, og X er skeeringspunktet mellem
BQ og CP.Vis at AX deler linjestykket BC pé& midten.

Sztning om Gergonne punktet

Ien trekant ABC tangerer den indskrevne cirkel siderne siderne BC, AC
og AB ihenholdsvis X, Y g Z. Linjerne AX, BY og CZ skerer hinanden
i et punkt, og dette punkt kaldes trekantens Gergonne punkt.

Opgave 7.3. Bevis setningen om Gergonne punktet.

Opgave7.4. 1trekant ABC er AD vinkelhalveringslinje og AH hojde, og P og
Q er projektionerne af D pa henholdsvis AC og AB. Vis at AH, BP og CQ
skeerer hinanden i et punkt.
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Cevas sztning med vinkler

Cevas s@tning kan ogsa formuleres med de vinkler cevianerne danner
med siderne, i stedet for med det forhold de deler siderne i.

Lad ABC vare en trekant og AA’, BB’ og C C’ cevianer i trekanten. Lad
ay=/BAA, ay=/LA'AC, B, =LCBB’, By =LB'BA,y,=/LACC’ 0g 7, =
/C’CB. Vinklerne regnes her med fortegn ligesom leengderne i Cevas
seetning, dvs. hvis fx A’ ligger pa forleengelsen af siden BC teettest pd B,
da er a; negativ.

Cevas setning siger i denne version at cevianerne AA’, BB’ og C C’ skae-
rer hinanden i samme punkt, netop hvis

sin@; sinf; siny; ]

sina, sinf, siny,

\ J

Opgave 7.5. Bevis setningen.

Opgave7.6. Lad AA’, BB’ og C C’ veere tre cevianer i trekant AB C som skarer
hinanden i et feelles punkt. Lad A” vaere skaeringen mellem B C og spejlingen
af AA’ i vinkelhalveringslinjen til A, oglad B” og C” veere defineret tilsvaren-
de. Vis at de tre cevianer AA”, BB” og C C” skeerer hinanden i et punkt.

Gloser
Cevas saetning Ceva's theorem
cevian cevian
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8 Herons formel

Herons formel
Arealet T af en trekant ABC, hvor s betegner den halve omkreds, kan
beregnes ud fra trekantens sideleengder vha. Herons formel:

T=+vs(s—a)s—b)s—c).

\. J

Bevis. Ifolge cosinusrelationen er
(2bc) cos> A=(b?+ c?—a?)’.

Vived at 4T = 2b c sin A, og ved kvadrering 16 T2 = (2b ¢)?sin? A. Desuden er
sin? A=1—cos? A. Samlet giver dette

16T?> = (2bc)>*—(2bc)*cos® A
= (2bc)?—(b*+c%—a??
= (2bc+b*+c?—a®>)2bc—b*—c*+a?)
= ((b+c)—a®)a®—(b—c))
= (a+b+c)b+c—a)a+c—Db)a+b—c)
= 16s(s—a)(s—b)(s—c).

Hermed er Herons formel bevist.

Opgave8.1. Hojderneientrekanter 12,15 0g20. Hvad er arealet af trekanten?
(Baltic Way 2006)

Opgave 8.2. Vis at der findes uendeligt mange trekanter hvor sideleengderne
er tre pd hinanden folgende hele tal, og arealet af trekanten er et helt tal. (NMC
1995)

Gloser
Herons formel Heron’s formula
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9 Trekantens ydre roringscirkler

7

Definition af trekantens ydre roringscirkler

En trekant ABC har tre ydre roringscirkler, en for hver side i trekanten.
Den ydre roringscirkel til siden BC er en cirkel der ligger uden for tre-
kanten, og som tangerer siden BC samt forleengelserne af AB og AC.

\

Saetning om de ydre roringscirklers centre
Centrum for den ydre roringscirkel til siden BC i trekant ABC er skee-
ringspunktet for vinkelhalveringslinjen til vinkel A og de ydre vinkelhal-
veringslinjer til vinkel B og C.

De tre ydre roringscirklers centre danner en trekant i hvilken vinkel-
halveringslinjerne for trekant ABC er hgjder.

\ J

Bevis.Da den ydre roringscirkel til siden B C tangerer B C samt forleengelserne
af AB og AC, mé dens centrum ligge i samme afstand til disse tre linjer. Da
vinkelhalveringslinjen netop er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til de to vinkelben, ma den ydre roringscirkel centrum ligge
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pa vinkelhalveringslinjen til vinkel A samt de ydre vinkelhalveringslinjer til
vinkel B og vinkel C.

Af dette ses at de ydre reringscirklers centre O,, O, og O, danner en trekant
hvis sider gar gennem henholdsvis A, B og C. Vinkelhalveringslinjen til vinkel
A star vinkelret pa siden O, 0., da ZBAO, = ZLCAO, og LO,AC = LO.AB.
Dermed er O, A hajde i trekant O, O, O,.

r

Saetning om den ydre roringscirkel

Lad ABC vere en trekant, s den halve omkreds, w, den ydre reringscir-
kel til siden BC med centrum O,, I centrum for den indskrevne cirkel,
og M skeringen mellem den omskrevne cirkel til trekant AB C og vinkel-
halveringslinjen fra A.

Da geelder at

i) Potensen af A mht. w4 er s2.

ii) Reringspunktet mellem BC og den indskrevne cirkel og rerings-
punktet mellem B C og den ydre roringscirkel w 4 ligger symmetrisk
pé linjestykket BC omkring dets midtpunkt.

iii) Punkterne B, I, C og O, ligger pa en cirkel med M som centrum.

iv) Der geelder at |AI||AO,|=|AB||AC]|.

\

Opgave9.1. Vis setningen.
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Seaetning

Itrekant AB C indtegnes tre cevianer fra vinkelspidserne til roringspunk-
terne for de tre roringscirkler. Disse tre cevianer skearer hinanden i et
punkt.

Opgave9.2. Vis s@tningen

Satning om radierne i de ydre reringscirkler.

For en trekant ABC betegner T arealet, s den halve omkreds, r radius i
den indskrevne cirkel og r,, 1, og r, radierne i de tre ydre reringscirkler
mbht. henholdsvis A, B og C. Da geelder at

T=rys—a) og T*=rr,myr,.

\.

Opgave 9.3. Vis seetningen.

Opgave9.4. Lad I veere centrum for den indskrevne cirkel i trekant ABC, og
lad T veere trekantens omskrevne cirkel. Lad linjen AI skeereI' i et punkt D for-
skelligt fra A. Lad E veere et punkt pa cirkelbuen C D som ikke indeholder A,
oglad F veere et punkt pa siden BC s& /ZBAF = ZC AE. Lad yderligere G veere
midtpunktet af linjestykket I F. Vis at linjerne D G og E I skeerer hinanden pa
I'. (IMO 2010)

Gloser
centrum for den ydre roringscirkel excenter
ydre roringscirkel excircle
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10 Menelaos satning

Menelaos satning

Lad ABC vere en trekant. Menelaos’ setning siger at tre punkter D, E
og F, som ligger pé henholdsvis linjen AB, linjen BC oglinjen CA, ligger
pd samme linje netop hvis

|AD| |BE| |CF| _
IDB| |EC| |FA|l

Her regnes linjestykkerne ligesom ved Cevas satning med fortegn sa po-
stiv retning er AB, BC og CA. Hvis D fx ligger pa forleengelsen af AB
teettest pad A som pa figuren, da er |AD| negativ.

Bevis. Antag forst at punkterne D, E og F ligger pa samme linje. Bemaerk at
da denne linje skeerer trekanten nul eller to gange, vil der i udtrykket

|AD| |BE| |CF]|
IDB| |EC| |FA]|

veere enten en eller tre leengder med negativt fortegn, dvs. udtrykket er altid
negativt. Hvis vi kun regner med positive leengder, er det derfor nok at vise
at udtrykket er lig med 1. Lad x veere leengden af projektionen fra A pé linj-
en DEF, y lengden af projektionen fra B pa linjen DEF og z leengden af
projektionen fra C pa linjen D E F, som vist pa figuren.
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Pga. ensvinklede trekanter er

|AD|  x

|BE| _y

ICF| =z

) )

IDB| y’ |EC| =z |FA|  x

og dette er uaftheengigt af om linjen D E F skeerer trekanten to eller nul gange.

Dermed er
|AD| |BE| |CF| _

IDB| |EC| |FAl

)

nar vi regner med fortegn.
Antag omvendt at der om D, E og F geelder at
|AD| |BE| |CF| _
IDB| |EC| |FAl

Lad D’ veere skaeringspunktet mellem E F og AB. Da ved vi fra for at

|AD’| |BE| |CF| _
ID’B| |EC| |FA|

)

ogdermed ma D = D’, dvs. at D, E og F ligger pa linje.

Monges satning

Lad C;, G, og C3 veere cirkler som ikke rgrer hinanden, og som har for-
skellige radier. Lad X veere skeeringspunktet mellem de to tangenter til C;
og C, som har cirklerne p&4 samme side af tangenten, lad tilsvarende Y
veere skeeringspunktet mellem de to tangenter til C, og C3 som har cirk-
lerne pa samme side af tangenten, og Z vere skeeringspunktet mellem
de to tangenter til C; og C; som har cirklerne pa samme side af tangen-
ten.
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Da ligger punkterne X, Y og Z pa linje.

\ J

Opgave 10.1. Vis Monges s&tning.

Monge-d’Alemberts satning

Lad C;, G, og C;5 veere cirkler som ikke rgrer hinanden, og som har for-
skellige radier. Lad X veere skeeringspunktet mellem de to tangenter til
C,; og C, som har cirklerne pa samme side af tangenten, lad Y veere skae-
ringspunktet mellem de to tangenter til C, og C;3 som har cirklerne pa
hver sin side af tangenten, og Z veere skeeringspunktet mellem de to tan-
genter til C; og C; som har cirklerne pé hver sin side af tangenten. Da

ligger punkterne X, Y og Z pa linje.

\ J

Opgave 10.2. Vis Monge-d’Alemberts seetning.

Gloser
Menelaos seetning Menelaus’ Theorem
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11 Eulerlinjen og Simsonlinjen

Szetning om Eulerlinjen
I en trekant ABC kaldes medianernes skeeringspunkt som saedvanligt
M, hejdernes skeeringspunkt H og midtnormalernes skeeringspunkt O.
Punkterne H, M og O ligger pd en ret linje som kaldes Eulerlinjen, og M
deler HO sa

2IMO|=|MH|.

\ J

Bevis. Kald midtpunkterne af BC og AC for henholdsvis M, og M},, og skee-
ringspunktet mellem BM, og H O for P. Vi gnsker at vise at P = M samt at
2|O0M|=|HM|.

B

A M, C

Da AB er parallel med midtpunktstransversalen M, M}, O M,, er parallel med
BH da de begge star vinkelret pa AC, og OM,, er parallel med AH da de beg-
ge star vinkelret pa BC, er trekanterne ABH og M,M), 0O ensvinklede med
forholdet 2 : 1. Desuden er trekant O P M, ensvinklet med trekant H P B med
samme forhold. Dermed er 2|M;, P| = |P B|, og heraf ses det snskede nemlig
atP=M o0g2|MO|=|MH|.
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Saetning om Simsonlinjen

Lad P vere et punkt pa4 den omskrevne cirkel til trekant ABC, P, projek-
tionen af P palinjen BC, P, projektionen af P palinjen AC og P; projek-
tionen af P pé linjen AB.

Daligger punkterne P;, P, og P; pa enret linje, og denne linje kaldes Sim-

sonlinjen.

\.

Opgave 11.1. Bevis seetningen om Simsonlinjen.
Hint:Vis at firkanterne P C P, P;, P P BP, og P P, AP; er indskrivelige, og udnyt
dette til at vise at ZCP,P, = /ZBP, P;.

Den omvendte Simson

Lad ABC vere en trekant, P et punkt og P, P, og P; projektionerne af
P pa henholdsvis BC, AC og AB. Hvis punkterne P;, P, og P; ligger pa
enretlinje, da ligger P pa den omskrevne cirkel til trekant ABC. (Beviset
udelades).

Opgave 11.2. Lad ABC veere en trekant hvor D, E og F er fodpunkterne for
hoejderne pd henholdsvis BC, AC og AB. Lad yderligere P, Q, M og N vere
projekterne af D pa henholdsvis AB, AC, BE og CF. Vis at punkterne P, Q,
M og N ligger pa linje.
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Opgave 11.3. I planen er givet fire ikke-parallelle linjer s& der ikke er tre som
gér gennem samme punkt. Hver trippel af linjer danner en trekant, dvs linjer-
ne danner i alt fire trekanter, og hver af disse trekanter har en omskreven cir-
kel. Vis at de fire omskrevne cirkler har et feelles punkt.

Opgave 11.4. Betragt fem punkter A, B, C, D og E sadan at firkant ABCD
er et parallelogram, og firkant BC E D har en omskreven cirkel. Lad / veere en
linje gennem A. Antag at [ skeerer det indre aflinjestykket D C i F oglinjen BC
i G.Antagderudover at |E F| = |E G| =|E C|. Bevis at [ er vinkelhalveringslinje
for vinkel DAB. (IMO 2007)

Hint:Benytresultatet om Simsonlinjen til at vise at projektionen af E palinjen
BD netop er skeeringspunktet mellem diagonalerne i firkant ABCD.

Gloser
Eulerlinje Euler line
Simsonlinje Simson line
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12 Ptolemaus’ ulighed

7

Ptolemaeus’ ulighed
For alle firkanter ABC D gealder Ptolemaus’ ulighed

|AB||CD|+|BC||DA|>|AC||BD|

med lighedstegn netop hvis firkant ABC D er indskrivelig.

\ J

I de fleste opgaver har man ikke brug for uligheden, men blot at der for ind-
skrivelige firkanter geelder lighedstegn. Dette kaldes Ptolemceus’ scetning

Bevis. Givet en firkant ABC D lad M vere et punkt sé trekant C D M og trekant
C AB er ensvinklede og vender samme vej. Dermed er |[AB||CD|=|DM||AC|.

B

C

Pga. konstruktionen er /BCM = /ZACD. Datrekant CD M ogtrekant CAB er
ensvinklede, er |C B|/|C M| =|CA|/|CD|.Altsd er ogsé trekant C AD og trekant
C BM ensvinklede med |AD||BC|=|BM]||AC|.1alt giver dette ifplge trekants-
uligheden at

|AB||CD|+|BC||DA|=|AC|(|DM|+|MB|)>|AC||BD|

med lighedstegn netop nar M ligger pa BD. Punktet M ligger p4 BD netop
nar ZCD B =/ZCAB, dvs. netop nér firkant ABC D er indskrivelig.

Opgave 12.1. En ligesidet trekant ABC er indskrevet i en cirkel. Lad M vere
et vilkarligt punkt pa cirkelbuen BC. Vis at | MA|=|M B|+|M C|.
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Opgave 12.2. En firkant ABCD er indskreven i en cirkel med radius 1, |AB| =
1,|AC|=+/2 0g |AD|=2. Bestem |BC]|.

Opgave12.3. Lad ABC D veere et kvadrat, oglad P veere et punkt pa cirkelbu-
en AD pé den omskrevne cirkel til kvadratet. Vis at

|PA|+|PC]
|P B

er konstant uanset valget af P.

Opgave 12.4. Lad ABCDE F G veere en reguleer syvkant. Vis at

11 . 1
|AB| JAC| |AD]|’

(En reguleer n-kant er en n-kant hvor alle sider er lige lange, og alle vinkler er
lige store.)

Gloser
Ptolemzeus’ seetning Ptolemy’s theorem
Ptolemaeus’ ulighed Prolemy’s inequality
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13 Inversion

Inversion er en bestemt type transformation af planen, og ved at benytte
transformation pa en geometrisk problemstilling omformer man problem-
stillingen til en anden akvivalent problemstilling. Inversion er derfor et in-
teressant redskab i nogle typer geometriopgaver. Dettee kapitel er en indfa-
ring i inversion, de centrale egenskaber ved inversion samt hvordan man kan
benytte inversion.

Inversion

Lad C veere en cirkel med centrum O ogradius r. Inversion i denne cirkel
er en afbildning af planen, fraregnet punktet O, pa sig selv. Et punkt A,
A # O, afbildes i det punkt A’ som ligger pa halvlinjen fra O gennem A,
og som opfylder at |OA||OA’| = r2.

Det er oplagt at inversionsafbildningen er sin egen inverse, og den er des-
uden kontinuert hvilket vi ikke vil komme nzrmere ind pa her. Bemeerk
at afbildningen fikserer cirklen C og afbilder dens indre pa dens ydre og
omvendt. Deraf navnet.

Det interessante ved inversion er at den afbilder linjer og cirkler i linjer
og cirkler, samt at den bevarer vinkler mellem kurver, hvilket vi skal se
naermere pa nar det drejer sig om linjer og cirkler.

Man kan pa helt tilsvarende vis definere inversion i en kugle i rummet.

I det folgende ser vi pd inversion i en cirkel med centrum O og radius r, og vi
betegner billedet af et punkt A med A’, billedet af en cirkel @ med o', osv.

Seaetning om vinkler og afstande
To punkter A og B, begge forskellige fra O, afbildes i punkterne A’ og B’
sd

2

I pl r
|A'B|= ———
|OA||OB|

/OA'B'=/0BA og |AB|.
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Bevis. Vi viser at AOAB er ensvinklet med AO B’ A’ med forholdet WIZOBI da
det viser s@tningen.
Forst bemarker vi at ZAOB = /ZA’OB’. Desuden er
2 2 2
r

.
|OB| og tilsvarende |OB'| = ———
|OA||OB|

|AO| ~ [OA[OB]
hvilket giver det onskede.

|0A'|= |0A],

Szaetning om linjer og cirkler
Inversion afbilder som sagtlinjer og cirklerilinjer og cirkler. Mere preaecist
geelder

i) Enlinje gennem O afbildes pa sig selv.

ii) Enlinje som ikke gér gennem O, afbildes pé en cirkel gennem O hvis
tangenti O er parallel med linjen.

iii) En cirkel gennem O afbildes pd en linje som er parallel med tangen-
ten til cirklen i O.

iv) En cirkel som ikke gér gennem O, afbildes pa en cirkel som ikke gar
gennem O.

\.

Bevis.
i) Enlinje gennem O afbildes oplagt pé sig selv.

ii) Lad a veere en linje som ikke gar gennem O, og betragt projektionen P af

Opaa.
o a
g 1Q
O,,::::‘,,,,_, ,,,,,,,,,, ’P’ ,,,,,,,,,, Op
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Péastanden er nu at ¢’ er cirklen med diameter OP’. Lad Q vaere et punkt
pa a. Da geelder at ZOQ’P’ = ZOPQ = 90°, dvs. at Q’ ligger pé cirklen
med diameter O P’. Der gaelder dermed at « afbildes pé en cirkel gennem
O hvis tangent i O er parallel med a.

iii) Tilsvarende afbildes en cirkel gennem O pa en linje som er parallel med
tangenten til cirkleni O.

iv) Lad B veere en cirkel som ikke gir gennem O, og betragt linjen / gennem
O og centrum af . Linjen [ skerer i punkterne P og Q, og disse er
forskellige fra O da f ikke gar gennem O. Viviser nu at  afbildesi cirklen
med P’Q’ som diameter. Betragt et punkt S pa  forskelligt fra P og Q.

S

S/

Da ved vi at
/Q'S'P'=180°—/P'Q’S'—/S'P'Q’'=/8'Q'0—-/S'P'O
=/QS0—/PSO=/PSQ=90°,

hvor vi til slut har udnyttet at PQ er diamteri S. Altsa ligger S’ pa cirklen
med diamter P’Q’, og dette viser at en cirkel som ikke gér gennem O,
afbildes i en cirkel som ikke gar gennem O.

Det er vigtigt at bemaerke at hvis a er en cirkel som ikke gér gennem O, da er
billedet af centrum som oftest ikke centrumi ’.

Nu vil vi vise at vinkler mellem linjer og cirkler bevares ved inversion, men
forst beviser vi at tangens mellem linjer og cirkler bevares ved inversion.
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Szetning om tangens mellem linjer og cirkler

En linje og en cirkel eller to cirkler som tangerer i punktet P, P # O, af-
bildes ved inversion pa en linje og en cirkel eller to cirkler som tangerer i
P’

Bevis. Da antallet af skaeringspunkter forskellig fra O bevares ved inversion,
folger det let.

Opgave 13.1. Lad a vere en cirkel som ikke gér gennem O. Vis at centrum af
a, centrum af &’ og O ligger pé linje.

Opgave 13.2. Lad ABC veere en trekant, og lad s betegne den halve omkreds.
Vis at den ydre roringscirkel til siden c afbildes pa sig selv ved inversion i en
cirkel med centrum C ogradius s.

Seetning om at vinkler bevares ved inversion
Vinklen mellem to linjer, en linje og en cirkel samt to cirkler bevares ved
inversion.

Bevis. Hvis to linjer skeerer i punktet O bevares vinklen oplagt ved inversion.

Lad a og B vere to linjer som skerer hinanden i P, P # O. Da vil @’ og p’
have netop to skeeringspunkter P’ og O. Vinklen mellem @’ og 8’ i P’ vil veere
identisk med vinklen mellem dem i O. Da en linje gennem O afbildes pa sig
selv, og en linje der ikke gar gennem O, afbildes pa en cirkel gennem O hvis
tangenti O er parallel med linjen, vil vinklen mellem o’ og 8’ i O veere identisk
med vinklen mellem ¢ og B i P.

Lad a veere en linje og 8 en cirkel som skeerer hinandeni P, P # O. Lad y veere
tangenten til B i P. Da er vinklen mellem « og 3 i P lig med vinklen mellem
a og 7 i P som ifplge det vi lige har vist er identisk med vinklen mellem o’ og
v" i P’ som er lig med vinklen mellem @’ og 8’ i P’ da tangens bevares ved
inversion.

Pa tilsvarende vis ses at vinklen mellem to cirkler bevares ved inversion.
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Opgave 13.3. 1 en trekant ABC kaldes roringspunkterne mellem den ind-
skrevne cirkel og siden AB og siden AC for henholdsvis M og N. Vis at ved
inversion i den indskrevne cirkel afbildes A i midtpunktet af linjestykket M N.

Nu skal vi se pa hvorfor inversion i nogle sammenhzange er rigtig smart. Fx er
Ptolemeeus’ ulighed helt lige til hvis man inverterer problemstillingen.

e w

Ptolemaeus’ ulighed
Som vi sd i et tidligere kapitel siger Ptolemaus’ ulighed at der for en fir-
kant ABCD geelder at

|AB||CD|+|AD||BC|>|AC||BD|

med lighedstegn netop hvis firkant ABC D er indskrivelig.

Bevis. Vi inverterer i en cirkel med centrum i A og radius r. Dette giver

2 2 2 2

r

|AB||CD|+|AD||BC|= AB|IACIAD] |IC'D’| + AD|AB/IAC] |B'C’|
ZW(W’CWHC’D’D
Og 2 2 4
'AC”BDlzlArm |AB/T|AD/|| P1=zpiaciany P

Ptolemeeus’ ulighed er i den inverterede situation derfor blot trekantsulighe-
den

|B’C’|+|C'D’|>|B'D’|
hvor der gaelder lighedstegn netop hvis B’, C’ og D’ ligger pé en linje i naevnte
reekkefolge. I det ikke inverterede tilfeelde er dette netop akvivalent med at B,
C og D ligger pd en cirkel gennem A, s& C ikke ligger ved siden af A, dvs. at
firkant ABCD er indskrivelig.
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I beviset for Ptolemeaeus’ ulighed benyttede vi kun formlen for hvordan afstan-
de @ndres ved inversion, samt at en cirkel gennem inversionscirklens cen-
trum afbildes pa en linje der ikke gar gennem centrum og omvendt. Og sa
selviplgelig trekantsuligheden.

Inversion i en cirkel med centrumi A

Ved inversion i en cirkel med centrum A og radius r afbildes linjerne gen-
nem A pa sig selv, linjen ST afbildes i en cirkel gennem A, og cirklen af-
bildes i en cirkel som tangerer linjerne AS” og AT’ som vist pa figuren.

Eksempel med NMC-opgave fra 2007

En linje gennem A skeerer en cirkel i to punkter, B og C, pa en sddan ma-
de at B ligger mellem A og C. Fra punktet A tegnes de to tangenter til
cirklen. Tangenterne roarer cirklen i punkterne S og T'. Lad P veere skee-
ringspunktet mellem linjerne ST og AC.

F

Nu skal vi forst udregne hvad det er vi skal vise:

|AP| r?/|AP’| _|ACY|
> IPC|~ r2|P’C'|/(JAP'IACY) — |P'C|
Vi skal vise at [AB| _ r’/|AB'| _,1AC]
IBC| " r?|B'C'|/(AB'|IAC’))  "|B'C’
|AP| |AB|
|PC| - 2@' Vi skal altsé i det inverterede tilfaelde blot vise den simplere sammen-
haeng at
Allerforst skal vi overveje hvilket punkt vi skal invertere i. De to mest cen-
trale punkter er P og A, og man kan faktisk invertere i dem begge med |B’C’|=2|P'C|.
succes. Her ser vi pa en inversion i A.
. / Lad AO vere diameter i cirkel AS’P’T’. Daer ZAS’O = ZAT’O =90°, og

derfor er O centrum i cirkel B’T’C’S’. Der geelder yderligere at ZAP’O =
90°, hvilket betyder at radius fra O gennem P’ i cirkel B'T’C’S’ star vin-
kelret pa korden C’B’, og derfor deler den pa midten. Altsa er |B'C’| =
2|P’C’| som gnsket.
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Nu skal vi se pad en IMO-opgave fra 1996 hvor inversion er et utroligt effektivt
redskab.

7

Eksempel fra IMO 1996
Opgaven lyder: Lad P veere et indre punkt i trekant ABC sa

/APB—/ACB=/APC—-/ABC.

Lad D og E veere centrene for henholdsvis de indskrevne cirkler i trekant
AP B og trekant APC.
Vis at linjerne AP, BD og CE skerer hinanden i et punkt.

y
N

A C

Forst bemeaerker vi at linjen BD er vinkelhalveringslinjen fra B i trekant
ABP, og det er kendt at vinkelhalveringslinjen deler modstdende side
i samme forhold som forholdet mellem de to hosliggende sider. Linjen
BD deler altsa linjestykket AP i forholdet |[AB|/|BP|. P4 tilsvarende vis
ses atlinjen C E deler linjestykket AP iforholdet |[AC|/|P C|. At vise at de
tre linjer BD, CE og AP gar gennem samme punkt, er altsa ekvivalent

med at vise at
|AB| _|AC|

|IBP| |PC|’
Nu skal vi overveje hvilket centrum vores inversionscirkel skal have. I det-
te tilfeelde er der en del vinkler hvis ene vinkelben gar gennem A, ogi sa-
dan et tilfeelde er det ofte en god ide at invertere i en cirkel med centrum
i A. Valget af radius er derimod ikke veesentligt.
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Nar vi inverterer i en cirkel med centrum i A og radius r, svarer ligheden
vi skal vise til den veesentlige simplere lighed

|P’B’|=|P'C’|.

Vi har endnu ikke benyttet oplysningerne om vinklerne, s& derfor ser vi
pa hvad disse giver os af information i den inverterede situation.

/APB—/ACB=/AB'P'—/AB'C’'=/C’'B’'P’.
Tilsvarende er
/APC—/ABC =/AC'P'—/AC'B’'=/B'C’P’.
Ifelge antagelsen om vinklerne har vi nu at ZC’B’P’ = ZB’C’P’, dvs. at
|P’B|=|P’C’|
som onsket.

Ved forst at udnytte at vinkelhalveringslinjer deler modstédende side i
samme forhold som forholdet mellem de hosliggende cirkler, og efterfol-
gende invertere omformes problemstillingen til en problemstilling der
narmest giver sig selv.

Kunsten er selvfglgelig at gennemskue at inversion i en cirkel med cen-
trum i A forsimpler problemstillingen.

\.

Opgave 13.4. Lad ABC vere en trekant, og lad s betegne den halve omkreds.
Punkterne P og Q ligger p&linjen AB sd |C P|=|CQ| = s.Vis atden omskrevne
cirkel til trekant C PQ tangerer den ydre roringscirkel til siden c i trekant ABC.

Opgave 13.5. Fire cirkler tangerer hinanden sa C; og C; tangerer C, og Cy,
samt sa cirklerne ikke overlapper hinanden. Reringspunkterne mellem C; og
Gy, C, 0og C3, C3 og C, samt C,; og C; betegnes henholdsvis A, B, C og D. Vis
at disse fire punkter enten ligger pé en ret linje eller pa en cirkel.
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Opgave 13.6. Tre cirkler I4, I'z og I'c har et feelles skeeringspunkt O. Det andet
skeeringspunkt mellem I’y og I's er C, det andet skaeringspunkt mellem [, og
I'c er B, og det andet skeeringspunkt mellem I'z og I'- er A. Linjen AO skzerer
cirklen I4 i et punkt X forskelligt fra O. Ligeledes skerer linjen BO cirklen
I'z i et punkt Y forskelligt fra O, og linjen C O skeerer cirklen I'¢ i et punkt Z
forskelligt fra O. Vis at

|AY||BZ||CX| _
|AZ||BX|ICY|

(NMC 2010)

Opgave 13.7. Lad B; og C; vere midtpunkterne af henholdsvis AB og AC i
trekant ABC. Skaeringspunktet mellem de omskrevne cirkler til trekant AB; C
og trekant ABC; betegnes P, og skaeringspunktet forskelligt fra A mellem linj-
en AP og den omskrevne cirkel til trekant AB; C; betegnes P;. Vis at 2|AP| =
3|AP,|. (Baltic Way 2006)

Opgave 13.8. Fire cirkler a;, a,, a3 og a4 gar alle gennem et punkt P s a; og
a3 tangerer hinanden udvendigti P, og a, og a4 ligeledes tangerer hinanden
udvendigt i P. Antag yderligere at a; og @,, a, 0g a3, 3 0g &, samt a4 0g a;
skeerer hinanden i henholdsvis A, B, C og D alle forskellige fra P. Vis at

|AB||BC| _ |PBJ?
|AD||DC| |PD|?"

Opgave13.9. Lad ABC D vere en konveks firkant sa de to diagonaler stér vin-
kelret pa hinanden. Kald skaeringspunktet mellem diagonalerne for O, og kald
fodpunkterne for hojderne fra O i trekant OAB, OBC, OCD og OD Afor hen-
holdsvis P, Q, R og S. Vis at punkterne P, Q, R og S ligger pa en cirkel.

Opgave 13.10. Lad a veere en halvcirkel med diameter AB, C et punkt pa
linjestykket AB forskelligt fra A og B, og  en halvcirkel med AC som diame-
ter sd o og qa ligger pa samme side af AB. Nu definerer vi en folge af cirkler
pa folgende made. Cirklen @, er cirklen med diameter BC, og cirklen «,, er
cirklen som tangerer «, a, og a,_; som vist pd figuren.
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Ay

Kald reringspunktet mellem a; og ¢;,1, i = 1,2,..., for P;. Vis at alle rorings-
punkterne P}, P, P,,... ligger pa en cirkel.

Opgave 13.11. Lad «a vere en halvcirkel med diameter PQ, 3 en cirkel som
tangerer linjestykket PQ og halvcirklen «, forstnaevnte i punktet C, og y en
linje som tangerer 3 og star vinkelret p& PQ i punktet B, s B ligger mellem
C og Q. Kald det andet skeeringspunkt mellem « og y for A. Vis at AC er vin-
kelhalveringslinje i trekant PAB.

//

Gloser
inversion inversion
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14 Lesningsskitser

Opgave 1.1 Da M N er midtpunktstransversal i trekant ABC, og PQ er midt-
punktstransversal i trekant CD A, er badde M N og PQ parallelle med AC og
derfor ogsd med hinanden. P4 samme made ses at NP og M Q er parallelle.
Derfor er firkant M N PQ et parallelogram.

Opgave 1.2 Lad ABC vere en trekant, tegn midtnormalerne pd AB og BC, og
kald deres skeeringspunkt for O.

C

Da midtnormalen pd AB er det geometriske sted for de punkter der har sam-
me afstand til A og B, og midtnormalen pa BC er det geometriske sted for de
punkter der har samme afstand til B og C, mé afstandene fra O til henholdsvis
A, B og C veere lige store. Punktet O er dermed centrum for den omskrevne
cirkel, og midtnormalen pa AC vil pé tilsvarende vis ga gennem O.

Opgave 1.3 Lad ABC vare en trekant, tegn vinkelhalveringslinjerne fra A og
B, og kald deres skeeringspunkt for I.

A B

Da vinkelhalveringslinjerne er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til vinklens ben, ma afstandene fra I til alle tre sider veere lige
store. Punktet I er dermed centrum for den indskrevne cirkel, og vinkelhalve-
ringslinjen fra C vil pa tilsvarende vis ga gennem 1.

31
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Ved at udnytte at

sin(ZC VA)=sin(180°—ZC V A) =sin(ZAV B)

far vi
b sin(ZCVA) sin({BVA) ¢
ICV] ™ sin(4) sin(3) VBl

Heraf ses at vinkelhalveringslinjen deler modstdende side i samme forhold
som forholdet mellem de hosliggende sider.

Sidste del kan ogsé vises pa en anden made uden brug af trigonometri: Lad
A’ vaere skeeringspunktet mellem linjen gennem B parallel med AC og linjen
AV.Daer

LAA'B=/CAV =/VAB=/AAB,

dvs. trekant AA’B er ligebenet med |A’B| = c. Trekanterne CAV og BA'V er
pr. konstruktion ligedannede, hvilket giver
b |AB] ¢
ICV| |BV| |BV|

som onsket.
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Opgave 1.4 Kald centrum for den indskrevne cirkel for 1.
C

A B
c

Arealet af trekant ABI er da %rc da r er hoejden, og c er grundlinjen. Tilsva-
rende er arealet af trekant ACT og BCI henholdsvis 37 b og 3ra. Da arealet
af trekant ABC netop er summen af arealerne af disse tre trekanter, er

1
T:§(a+b+c)r:sr.

Opgave 1.5 Lad D veere fodpunktet for vinkelhalveringslinjen fra B.

Daa+f+y=90°er ZBDC =180°—f —2y =2a+ f3. Dermed er
/DIC=180°—(2a+pB)—y=p+7.
De andre vinkler vises pé tilsvarende made.

Opgave 1.6 Lad M betegne medianernes skaeringspunkt og M, betegne fod-
punktet for medianen pa siden a.
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A B

Da3|MM,|=|AM,]|, er hgjden fra Ai trekant ABC tre gange sé stor som haoj-
den fra M i trekant M BC. Dermed udger arealet af trekant M BC en tredje-
del af arealet af trekant ABC. Desuden har trekant M M, B og trekant M M, C
samme areal da de har samme hojde og lige store grundlinjer. Dermed deler
medianerne en trekant i seks sma trekanter med samme areal.

Opgave 1.7 Kald fodpunktet af medianen m,, pa a for M,,. Tegn en linje gen-
nem B parallel med M, A, oglad A; veere skaeringspunktet mellem denne linje
og forleengelsen af AC.

Trekanterne AC M, og A; C B er ensvinklede med forholdet 1: 2, dvs. at|CA| =
|AA;|. Linjen gennem C som halverer m,, halverer ogséd A; B da m, og A; B er
parallelle. Denne linje og AB er derfor begge medianer i trekant A, BC, og
linjen deler dermed AB i forholdet 1: 2.

Opgave 1.8 Forst viser vi at siderne i trekant A’B’C’ er parallelle med siderne

i trekant ABC. Indtegn midtpunktstransversalen m gennem siderne AB og
AC.
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A

Denne midtpunktstransversal gar gennem A’ og er parallel med B C. Punkter-
ne B’ og C’ ligger lige langt fra linjen m oglinjen BC, og dermed er siden B’C’
parallel med BC. Tilsvarende gaelder for de andre to sider i trekant A’B’C’. Vi
har nu at siderne i trekant ABC og siderne i trekant A’B’C’ er parallelle.

Da midtpunktstransversalen m deler siden AB pa midten, mé linjen B’C’
dele siden AB iforholdet 1: 3, dvs. at [AB| = 4|A’ B’|. Dermed er forholdet mel-
lem siderne i trekant A’B’C’ og siderne i trekant ABC 1 : 4, dvs. at forholdet

2
mellem arealerne er ()" = {5. Arealet af trekant A’B’C’ er derfor 1.

Opgave 1.9 Lad A’, B’ og C’ vaere den indskrevne cirkels roringspunkter med
henholdsvis a, b og c.

Trekanterne IC’C;, IC’'C,, IA’C og IB’C er kongruente, dvs. at |C,C,| =
|C,C’| +|C’'C,| = |A'C| + |CB’|. Pa tilsvarende vis fas |A;A,| = |B’A| + |AC’|
og | B, B,|=|A’B|+|BC’|. Dette giver det onskede.

33

Trekant BA,I er retvinklet, og |BI| = 2|A,I|. Dermed er ZI BA, = 30°. Da BI
er vinkelhalveringslinje, er vinkel B = 60°.

Opgave 2.1 Da BQ er diameter i den omskrevne cirkel, star Q C vinkelret pa
C B og er dermed parallel med AH som ogsa star vinkelret pa C B.

Pa samme made ses at QA er parallel med C H. Dermed er AQC H et paralel-
logram.
Opgave 2.2 Vi skal vise at korde-tangentvinklen w er halvt s& stor som den
centervinkel v der speender over korden. Da linjestykket fra centrum til tan-
gentens roringspunkt star vinkelret pa tangenten, er
o . 180°—v v
w=90"-—Z0AB =90 _TZE'

Opgave 2.3 Antagat ZRPQ = ZPSQ = a. Ifelge seetningen om korde-tangent-
vinkler danner tangenten i P en vinkel ¢ med PQ. Dermed er ! sammenfal-
dende med denne tangent.
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Opgave 2.4 Betragt trekant AD P. Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er Opgave 2.6 Ifolge seetningen om korde-tangentvinkler er trekant ABD og tre-
_ _ kant AC B ensvinklede. Dette giver |[AB|?> = |AC||AD| =12, ogaltsd |AB| = v12.
AB+CD

v=180°—ZAPD=ZPDA+ZPAD=T. D
A
~  ~.C

B
Opgave 2.7 Bemeerk forst at

1 1 1 _a+b+c

Bemerk forst at /P BD = 180°—/D BC = 180°—<2. Betragt nu trekant P BD.
Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er

- —t — =
—~ —~ —~ - ab ac bc abc
w=180°— % — (180° — CZD ) = ¢b Z_AB, Kald arealet af trekanten for T. Daera+b +c =2 ogabc =4RT. Vihar nu
atb+c 2T 1
Opgave 2.5 Da Al er vinkelhalveringslinje i trekant ABC, md M vaere midt- abc  r4RT 2rR’
punktet af cirkelbuen BC. Dermed er |[BM|=|CM|. Lad som saedvanligt a, som onsket.
og y vare de halve vinkler. Opgave 3.1 Lad ABCD veere en firkant hvor ZCAD = ZCBD. Tegn den om-

skrevne cirkel til trekant AC D, oglad B’ vere skeeringspunktet mellem BD og
den omskrevne cirkel. Da B’ ligger pa cirkelperiferien, er ZCB’'D = ZCAD =
ZCBD. Trekanterne CD B og CD B’ er dermed kongruente da de ogsé har
vinklen ved D feelles og siden CD. Dermed er B = B’ og firkant ABCD ind-
skrivelig.

Vimangler at bevise at |I M| =|BM|. Ved at benytte seetningen om vinkler ved
I fasat ZBIM = a+ f3. Desuden er

/MBI=/MBC+/CBI=/MAC+f=a+p.
Lad omvendt ABC D veare en indskrivelig firkant. Da geelder ifolge seetningen

Dermed er |[IM|=|BM]|, og M er centrum for cirklen gennem B, C og I. om periferivinkler at Z/CAD =ZCBD.
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Opgave 3.2 Vi ser pa tilfeeldet hvor vinkel A og B er spidse. Firkant AH, H, B
er indskrivelig da ZAH,B = 90° = ZAH, B. Da AH, H, B er indskrivelig, ma
/CH,H, = 180°— /BH,H;, = ZCAB. Dermed er ACAB ensvinklet med
ACH,H,. Beviset foregar stort set tilsvarende hvis vinkel A eller B er stump.

Opgave 3.3 Vi viser det i tilfaeldet hvor ABC er en spidsvinklet trekant. Lad H’
veaere skeringen mellem AH og den omskrevne cirkel til trekant ABC.

Daer ZH'CB = /H'AB = 90°— ZABC = /HCB. Da HA star vinkelret pa
BC, folger det at H' er spejlingen af H i siden BC. Beviset foregar stort set pa
samme made hvis trekant ABC er stumpvinklet.

Opgave 3.4 Da firkant AH, H, B er indskrivelig, er ZAH,H;,, = ZABH,,. Til-
svarende er ZAH,H. = /ACH,. Da AABH, og AAC H, er retvinklede og har
vinkel A felles, er de ensvinklede, og dermed er ZABH;, = ZAC H,.. Samlet er
AH,, vinkelhalveringslinje i AH, H, H,..

Opgave 3.5 Kald hejdernes skeeringspunkt for H. Da firkant CKH L er ind-
skrivelig, ligger H pa den omskrevne cirkel til trekant C K L. Da hojderne skae-
rer hinanden i samme punkt, er linjen C H ogsa hgjde i trekanten. Derfor er
/ABL=90°—/BAC =/ZHCA.

Georg Mohr-Konkurrencen

Da M er midtpunktet af hypotenusen i den retvinklede trekant ALB, er
/ABL = /M LB. Dermed er vinklen mellem linjen M L og korden H L den
samme som periferivinklen ZH C L der spzender over korden H L. Altsa er
M L tangent til cirklen ifolge den omvendte seetning om korde-tangentvinkler.
Helt tilsvarende vises at M K er tangent til cirklen.

Opgave 3.6 Kald punktet hvor alle tre cirkler skeerer hinanden, for S. Da
summen af modstaende vinkler i indskrivelige firkanter er 180°, er ZBRS =
LAPS =/SQC 0og £SQC + ZSRC = 180°. Dermed er ZSRC + ZSRB = 180°
som gnsket.

Opgave 3.7Da ZMHC =/ZM BC =90°, er firkant M H C B indskrivelig.

A H H =B

D

a

Dermeder /BCH =/AMD =/BMC =/BH C, hvilket viser at |[BC|=|BH|.
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Opgave 3.8 Vinkel AD B ogvinkel AC B er rette da de spaender over en diame-
ter i cirklen.

Firkanterne ADST og BCST er derfor indskrivelige da de har to modstdende
rette vinkler, og firkant ABC D er pr. konstruktion indskrivelig. Dermed er

/CTS=/CBS=/CBD=/CAD=/SAD =/STD,
hvilket viser at linjen ST halverer vinkel ZCTD.
Opgave 4.1 Lad P vere et punkt inden i cirklen, s P # O.

A

Tegn linjen gennem P og O, og kald skaringspunkterne med cirklen for M og
N. Trekanterne AAM P og AN BP er ensvinklede ifolge seetningen om peri-
ferivinkler. Altsé er

|AP||BP|=|MP||NP|=(r—|OP|)(r +|PO|)=r?—|PO* =—Pow(P, w).

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgave 4.2 Antag at A og B ligger p& [ pd hver sin side af P, og at C og D ligger
pa m pa hver sin side af P. Antag yderligere at |PA||PB|=|PC||PD|.

Lad w veere cirklen gennem A, B og C, oglad D’ veere skaeringen (forskellig fra
C) mellem w oglinjen m. Da P ligger pad korden AB, mé P vere et indre punkt
i w. Dermed ligger P ogsa pé korden CD’, dvs. at D og D’ ligger pad samme
side af P pa linjen m. Ifolge seetningen om et punkts potens er |PA||PB| =
|[PC||PD’|. Dermed er |[PD|=|PD’| og altsd D = D’. De fire punkter A, B, C
og D ligger derfor pa samme cirkel.

Beviset fores stort set tilsvarende n&r badde A og B ligger pd samme side af
P, og C og D ligger pa samme side af P. I dette tilfeelde er P blot et punkt der
ligger uden for cirklen.

Opgave 4.3 Lad R vere skeringspunktet mellem N M og PQ. Ifplge seetnin-
gen om punkts potens er [PR|>=|RN||RM|=|QR/?, og altsd |PR|=|QR)|.

M

PRQ

Dermed har trekant M RP og trekant M RQ samme areal, og trekant NPR

og trekant N QR samme areal, og dermed har ogsa trekant M N P og trekant
M N Q samme areal.
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Opgave 4.4 Lad D veere skeeringspunktet mellem de to cirkler. Da er vinklerne
ZAD B og ZAD C begge rette da de spaender over en diameter, og dermed er
D fodpunktet for hojden fra A pé siden BC.

S
B

p

Q

Hojdernes skeeringspunkt H ligger derfor pd AD, hvilket ifplge seetningen om
et punkt potens giver at

|HS||[HT|=|HA||HD|=|HP|HQ|.
Dermed ligger P, Q, S og T pa en cirkel ifplge den omvendte saetning om et
punkts potens.

Opgave 5.1 Der findes en multiplikation omkring A; med multiplikationsfak-
tor k; som forer C; i C, og tilsvarende en multiplikation omkring A, med mul-
tiplikationsfaktor k, som farer C, i C.

A

5
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Da C; og C, har samme radius, betyder det at k; = k». Altsa vil en multiplika-
tion omkring M med multiplikationsfaktor klki 7 afbilde B; i A; og B, i A, og
dermed B; B, i A; A,. De to linjer er derfor parallelle.

Opgave 5.2 Der findes en multiplikation omkring A som afbilder C; i C,. Ved
denne multiplikation afbildes N i N” og P i P’ som vist pa figuren.

Linjerne [ og I’ er parallelle og cirkelbuerne M N’ og Q P’ derfor ligestore. Alt-
saer LM AN = /PAQ.

Opgave 5.3 Der findes en multiplikation omkring A som afbilder C; i C,, og
multiplikationsfaktoren for denne afbildning kaldes k. Dermed er |X,Y,| =
k|Xy 7.

X,

Geometri - Teori og opgaveleosning, april 2017, Kirsten Rosenkilde.



Trekanterne X;BY; og Y,BX, er derfor ensvinklede sd |BY,| = k|BX;| og
|BX,| = k|BY;|. En multiplikation omkring B med multiplikationsfaktoren
—k forer dermed X; i Y, og Y i X, og altsa cirklen C; i den omskrevne cirkel
til BX,Y,. Dermed tangerer C; og den omskrevne cirkel til BX, Y, hinanden
(overvej).

Opgave 5.4 Linjen gennem X; vinkelret p& a oglinjen gennem X vinkelret pa
a er parallelle, og da de begge star vinkelret pa korden X X; i cirklen, ma de
have samme afstand til cirklens centrum.

Ved en multiplikation i cirklens centrum med multiplikationsfaktor —1 fores
linjen gennem X; vinkelret pa a derfor i linjen gennem X vinkelret pé a. Til-
svarende fores linjen gennem Y; vinkelret pa b ilinjen gennem Y vinkelret pa
b, oglinjen gennem Z; vinkelret pa c ilinjen gennem Z vinkelret pa c. Da de
tre linjer fores i tre linjer som skeerer hinanden i et punkt, mé de tre linjer ogsa
selv skeaerer hinanden i et punkt.

Opgave 5.5 En multiplikation i M med multiplikationsfaktor k = —% forer A i
M,, BiM, og CiM,.Dermed fores I i S, og punkterne I , M og S ligger pa
linje.
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Opgave 5.6 Ifolge seetning om hejder og indskrivelige firkanter ligger spejlin-
gen af H ilinjen AB pd den omskrevne cirkel til trekant ABC.

Ved en multiplikation omkring H med multiplikationsfaktor 2 bliver H, der-
for afbildet i et punkt pa den omskrevne cirkel. Tilsvarende bliver H, og H,,
afbildet i punkter p& den omskrevne cirkel. Punkterne M,, M}, og M, bliver
afbildet i henholdsvis A, B og C. De seks punkter H,, H,, H., M,, M}, og M,
bliver dermed alle afbildet pd den omskrevne cirkel, og derfor ligger de alle
pa samme cirkel. Den omskrevne cirkel til trekant H, Hj, H, afbildes desuden
i den omskrevne cirkel til trekant AB C, hvilket viser at radius i den omskrevne
cirkel til trekant AB C er dobbelt s stor som radius i den omskrevne cirkel til
trekant H, H, H,.

Opgave 5.7 Lad D veere roringspunktet mellem de to cirkler, og kald tangen-
ten til cirklerne i D for /. Da trekant ABC er ligebenet, er [ parallel med BC.
Betragt nu multiplikationen i A med multiplikationsfaktor k som ferer BCil,
dvs. den forer trekant ABC i en trekant AB’C’. Linjen B’C’ er [, dvs. den tan-
gerer cirklen D PQ, og cirklen D PQ er derfor den indskrevne cirkel til trekant
AB’C’. Altsa ferer multiplikationen den indskrevne cirkel til trekant AB C over
icirklen DPQ. Lad O veere centrum for cirklen D PQ.

Kald midtpunktet af PQ for I. Vi vil vise at multiplikationen forer 7 i O da
dette viser at I mé vere centrum for den indskrevne cirkel til trekant ABC.
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Trekanterne AIP, APO, ABD og AD B’ er ensvinklede da de er retvinklede og
deler vinklen ved A. Dermed er

|AO| _|AO||AP| |AD| |AB’| B |AB’| B

|AI|  |AP| |AI|  |AB| |AD| |AB|

Altsé afbildes I i O, og I er derfor centrum for den indskrevne cirkel til trekant
ABC.

Opgave 6.1 Radikalaksen for S; og S, erlinjen M N. Kald den omskrevne cirkel
til rektanglet ABC D for S.
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Radikalaksen for S og S; er AC, og radikalaksen for S og S, er BD. Ifolge seet-
ningen om radikalcentrum skerer de tre radikalakser hinanden i et punkt,
eller ogsa er de alle tre parallelle. Det sidste er ikke muligt her da AC og BD er
diagonalerne i et rektangel. Dermed ligger skeeringen mellem AC og BD pa
linjen M N.

Opgave 6.2 Lad S; veere cirklen med centrum i D gennem B og C, S, veere cirk-
len med centrumi E gennem A og C, og C; cirklen med centrum i F gennem
A og B. Radikalaksen for S; og S, er linjen gennem deres falles punkt C som
star vinkelret pa linjen gennem deres centre, dvs. vinkelret pa linjen D E. Til-
svarende er radikalaksen for S; og S; linjen gennem B vinkelret pé linjen D F,
og radikalaksen for S, og S; linjen gennem A vinkelret p& E F. Ifolge seetnin-
gen om radikalcentrum skzerer de tre linjer hinanden i et punkt, hvis de ikke
alle er parallelle. Det sidste er ikke en mulighed da de tre linjer star vinkelret
pd hver sin side i trekant DEF.

E
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Opgave 6.3 Lad T veere skeeringspunktet mellem PQ og RS, oglad ¢, og ¢, vee-
re to cirkler gennem henholdsvis P og Q samt R og S som tangerer hinanden i
I.Da T ligger paradikalaksen for ¢ og c;, samt pa radikalaksen for ¢ og c,, ma
T veere radikalcentrum for de tre cirkler, hvilket betyder at |TI|=+/|TP||T Q|
uanset valget af ¢; og c,. Dvs. at L er en delmaengde af cirklen med T som
centrum og +/|T P||TQ| som radius. Lad omvendt I veere et punkt p&4 denne
cirkel som ikke ligger pa nogen aflinjerne SR og PQ ogikke pé cirklen PQRS.
Davil T veere radikalcentrum for cirklen ¢ samt de omskrevne cirkler til tre-
kant PQT og trekant RSI. Fordi |TI| = 4/|T P||T Q| ma de omskrevne cirkler
til trekant PQ1I og trekant RSI tangere hinanden i I ifolge setningen om et
punkts potens. Dermed er L cirklen med centrum i T og radius +/|TP||TQ|
fraregnet punkterne pa linjerne RR og PQ og punkterne pa cirklen PQRS.
(Disse punkter opfylder oplagt ikke betingelsen).

Opgave 6.4 Kald cirklen gennem C, E, D, F for w, cirklen med centrum i A og
radius |AC| for w; og cirklen med centrum i B og radius | BE| for w,. Vi ansker
atvise at O og N ligger pa radikalaksen for w; og w, da dette viser at ON star
vinkelret pd linjen AB.
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Da AC er tangent til w og dermed stdr vinkelret pd C O, mé& C O vere tan-
gent til w,. Tilsvarende er F O tangent til w,. Derfor er P(O,w;) = |OC|? =
|OE|?=P(0, w,), dvs. at O ligger pa radikalaksen for w; og w,. Desuden er

P(N,w;)=—|CN|IND|=P(N,w)=—|EN||FN|=P(N, w,).
Dermed ligger ogsd N pa radikalaksen for w, og w;, og det onskede er vist.

Opgave 6.5 Linjerne AB, A’M og B’N er radikalakserne for de tre par af cirk-
lerne ABA’, ABB’ og A’B’C’. Derfor er de enten parallelle, eller ogsa gar de
gennem samme punkt. Hvis de ikke er parallelle, kaldes det falles punkt C”.
Helt tilsvarende er BC, B’P og C’Q radikalakserne for de tre par af cirkler-
ne BCB’, BCC’ og A’B’C’. Hvis de ikke er parallelle, kaldes det feelles punkt
A”. Igen helt tilsvarende er CA, C'R og A’S radikalakserne for de tre par af
cirklerne ACC’, ACA’ og A’B’C’. Hvis de ikke er parallelle, kaldes det feelles
punkt B”. Hvis (ii) ikke er opfyldt, har vi derfor tre punkter A”, B” og C” som
beskrevet.
Punktet A” har samme potens mht. cirklerne ABA’, ABB’ og A’B’C’, dvs.

|A//A||A//B| =|A//M||A//A/| — |A”N||A”B/|.

Dermed har A” ogsd samme potens mht. cirklerne ABC og A’B’C’, dvs. A”
ligger pa deres radikalakse. Helt tilsvarende ses at B” og C” ligger pa radika-
laksen for ABC og A’B’C’, og dermed ligger de tre punkter pa linje.
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Opgave 6.6

(i) Kald centrene i cirklerne c;, ¢, og c3 for henholdsvis O;, O, og Os. Fir-
kant EF GO er pr. konstruktion et parallelogram, diagonalerne skeerer
dermed hinanden pd midten, og O; er derfor deres skeaeringspunkt. Linj-
en gennem O; O3 er derfor midtpunktstransversal i trekant AF O, og alt-
sd parallel med AF, og dermed ortogonal med M E. Punktet E ligger pa
c; da E er midtpunktet af korden AC i cirklen c, og vi dermed ved at
ZAE O =90°. Radikalaksen for c; og c; er derfor M E da E ligger pa begge
cirkler, og M E star vinkelret pa linjen gennem cirklernes centre. Tilsva-
rende ses at NG er radikalakse for ¢, og cs.

(ii) Radikalaksen for c og c; er deres feelles tangent i A, og dermed er radikal-
centrum for c, c; og c3 skeeringen mellem denne tangent og radikalaksen
for ¢; og c3, dvs. punktet M. Pa tilsvarende vis ses at radikalcentrum for
c,c0gcserN.

(iii) Afii) folgerat M N erradikalakse for ¢ og c3, ogdermed star N M vinkelret
pa O0s. Vi ved desuden at CD star vinkelret pa O O;, da O O3 halverer
CD.Dermed er M N parallel med CD.

Opgave 7.1 Kald fodpunkterne for hgjderne i trekant ABC for H,, H;, og H,.

B
H,
c
-
A b H, C
Daer
|AH| _ |AH, | c

|AH,|
, d d =—,
, 08 derme AR

Det tilsvarende gealder for de andre sider. Derfor er

|AHy| |BH,| |CH,| _
|H, C| [H Al |H, Bl

0SA=

abc B

abc
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Ifolge Cevas setning gar hojderne dermed gennem samme punkt.

Opgave 7.2 Da PQ er paralleltransversal i trekant ABC, er I‘ﬁgll = ||gg|| ifolge

saetningen om transversaler. Kald skaeringen mellem AX og BC for M.

A
P; 1 :Q
X
B M C
Ifolge Cevas saetning er
CQIAP| |BM]| _
|QA[ [PB[|MC|

Da % . % 1, ma ||MC“ =1, og AM deler dermed BC pa midten.

Opgave 7.3 Da den indskrevne cirkel tangerer AB og AC, er afstanden fra A til
de to reringspunkter Y og Z den samme. Altsd er |[AY| =|AZ]|, og tilsvarende

|BX|=|BZ|og|CX|=|CY]|.
A
Y
Z
B X C
Altsa ma
|AZ| |BX| |CY|
|ZB||XC| YAl

Ifolge Cevas s@tning betyder dette at AX, BY og CZ skerer hinanden i et
punkt.

Opgave 7.4 Trekant APD og trekant AQD er kongruente da de har en felles
side AD, /ZPAD = ZQAD og ZAPD =90° = ZAQD, dvs. at |AP| =|AQ)|.

Geometri - Teori og opgavelepsning, april 2017, Kirsten Rosenkilde.



B H D C

Trekant AH B og trekant DQB er ensvinklede da de begge har en ret vinkel

samt den feelles vinkel B. Dermed er \‘glgll llflgll Tilsvarende er ||g Iill lligll'
Da AD er vinkelhalveringslinje, er lligll = | . Samlet er

|AP| |CH||BQ| _|CH||BQ| _ |AC| |BD| _

|PC||HB| |QA| |PC||HB| |CDJ|AB|

Ifelge Cevas satning skeerer linjerne AH, BP og QC hinanden i et punkt.

Opgave 7.5 Vi viser at
sina; sinf; siny; |AC’| |BA’| |CB|
sina, sinf, siny, "~ |C’B| |A’C| |B’A|

da dette viser det onskede.

Ifelge sinusrelationen er sina; = |BA,| i‘&ﬁ ogsina, =|A’C]| %. (Bemeerk at
dette ogsa holder i tilfaeldes hvor A’ ligger pa forlaengelsen af BC taettest pa
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B, dabade |BA’| og a; og dermed sina; er negative i dette tilfaelde). Dermed
er

sina; |BA’| sinB
" JAC|sinC”

sin as

Da det tilsvarende gzelder for de andre vinkler, er

sina; sinf; siny; |[BA’|sinB |CB’|sinC |AC'| sinA
sina, . sin B, . siny, " JA’C|sinC . |B’A| sinA . |C’B|sin B
__|AC'| |BA'| |CB|
“IC/Bl |ACl |B/A

Opgave 7.6 Det onskede folger af Cevas setning med vinkler, da o] =
/BAA” =/A’AC = a, osv.

Opgave 8.1 Kald trekanten ABC og de tre hejder for h,, h;, og h., s& h, =
12, hj, = 15 og h, = 20. Pga. ensvinklede trekanter er § = Z—Z, ogaltsa b =

Mg — %4, Tislvarende ¢ = M« =
Ty 5 h

s:%(a+b+c) (a+5a+ a)=

ga Dermed er trekantens halve omkreds
Sa. Arealet T af trekant ABC er derfor

1
T=-ah,=6a.
2

Vi ved yderligere ifolge Herons formel at

6 1 2 3 6
T=+vs(s—a)s—b)s—c)= —a--a--a--a=—a’.
\/ @)s = D) ) QS 5 5 b 25

Altsd er a =250g T =150.

Opgave 8.2 Lad n > 3, oglad n—1, n og n+1 veere sideleengderne i en trekant.
Den halve omkreds er da 2. Ifolge Herons formel er arealet

Tnzq37"(37”_“1)(37"_”)(37”_”_1):;\Jg(nz_@.

For n = 4 er T = 6, s& vi har mindst en trekant der opfylder betingelserne.
Vi viser nu at vi ud fra en trekant der opfylder betingelserne, kan konstrue-
re endnu en trekant med den gnskede egenskab og storre sideleengde. Dette
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giver nemlig at der findes uendeligt mange. Lad n vere et lige tal, n > 4, og
antagat %(n2—4) er et kvadrattal. Betragt trekanten med sideleengderne m—1,
m og m+1hvor m=n?—2.Daer m>n, m er lige, og

Z(m2—4) = Z(m—Z)(m +2)= Z(n2—4)n2.

Dermed er
m,|l3
Tn=—\-(m2—4
n=\ 3=

et helt tal. Der findes alts& uendeligt mange trekanter med de enskede egen-
skaber.

Opgave 9.1 Lad A, B; og C; veere roringspunkterne for den indskrevne cirkel
med henholdsvis BC, AC og AB, oglad A,, B, og C, veere rgringspunkterne
mellem den ydre roringscirkel w, og henholdsvis BC, AC og BC.

i) Potensen af A mht. w, er |AB,|?, og |AB,| = %(|AB.2| +|AG,|) = %(|AC| +
|C By|+|AB|+|AG,|) = %(lAC|+|CA2|+|AB|+|BA2|)= s. Altsé er potensen
af Amht. w, lig s2.

ii) Ifolgei) er |CAy|=5s—|AC|=s—(|CB;|+|B;A|), ogdas=|BA;|+|CB;|+
|BiA|, er |BA;| =|CA,|. Altsa ligger A; og A, symmetrisk pa linjestykket
BC omkring dets midtpunkt.
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iii) Ifplge seetningen om superpunktet ligger punkterne B, C og I pd en cir-
kel med M som centrum. Seet ZBAC = 2a, ZABC =2f og ZACB = 2y.
Daer

/10,B=180°—/0,BI—/0,IB
=180°—/0,BC—/CBI—/0,IB
=180°—(a+7)— B —(a+ )
=y=/BCI

Dermed er firkant BI C O, indskrivelig, og B, I, C og O, ligger pa en cirkel
med M som centrum.

iv) Trekanterne AACI og AAQ,B er ensvinklede da ZCAI = Z0O,AB, og
/B0O,A=/BO,I=/BCI=/ACI.Dermed er |AI||AO,|=|AB||AC]|.

Opgave 9.2 Kald roringscirklernes roringspunkter med siderne BC, AC og AB
for henholdsvis A’, B’ og C’ og den indskrevne cirkels roringspunkter med
siderne BC, AC og AB for henholdsvis A;, B; og C,. Fra saetningen om de
ydre roringscirkler ved vi at

|CB’||BA'| |AC’| _|ABy| [CA||BCy| _
|B’A| |A’C||C’B|  |B,C||A,B| |CA]

Cevas s@tning giver nu at de tre cevianer skeerer hinanden i et punkt.

Opgave 9.3 Kald centrum for den indskrevne cirkel for I, og reringspunktet
mellem cirklen og linjen AB for B’. Betragt den ydre roringscirkel til siden a,
kald centrum for O, og reringspunktet mellem cirklen og linjen AB for B”.
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Trekanterne AB’I og AB” O, er oplagt ensvinklede. Desuden ved vi at |[AB’| =
s—a og|AB"|=s. Dette giver =% = -, og alts&

T=sr=r,(s—a).

Nu har vi

T=rs=r,(s—a)=r,(s—b)=r.(s—c).
Fra Herons formel fas yderligere at
T?=s(s—a)(s—b)(s—-c).
Dette giver samlet

2 T_4 _rsry(s—a)ry(s—b)r.(s—c)
T2 s(s—a)s—b)s—c)

=TTaIpTe.

Opgave 9.4 Lad O, vere centrum for den ydre roringscirkel til siden B C. Ifol-
ge Seetning om den ydre roringscirkel iv) er |AI||AO,| = |AB||AC|. Trekanter-
ne AABF og AAEC er ensvinklede fordi ZBAF = ZC AE pr konstruktion og
/ABF = /AE C da de speender over samme buestykke.

Dermeder |AF||AE|=|AB||AC|=|AI||AQ,|, hvilket viser at AAO, F og AAET
er ensvinklede. Ifplge Seetning 2 om den ydre reringscirkel i) er DG midt-
punktstransversal i trekant AIO,F, dvs. ZADG = ZAO,F = /ZAE]I, hvilket
viser at ZAEI og ZADG spander over samme buestykke i I', og dermed at
DG og EI skeerer hinanden paT.

Opgave 10.1 Kald centrene for de tre cirkler O;, O, og O; og deres radier for ry,
1, og r3. Lad desuden P, og P, veere roringspunktet pa henholdsvis C; og C,
for en af de feelles tangenter. Da er trekanterne X O, P, og X O, P, ensvinklede,

og altsad Iigﬂ = L. Tilsvarende ses at Iggﬂ =% og 20 _ Iy

=%

1ZOl — -

Y

Betragt trekanten O; O, O;. Punkterne X, Y og Z er henholdsvis punkter pa
linjerne O, O,, 0,03 og O3 0;. Nu benytter vi Menelaos’ seetning til at vise at

Geometri - Teori og opgavelesning, april 2017, Kirsten Rosenkilde.



X, Y og Z ligger pa linje. Hvis vi regner med fortegn, er

0XI1GY 102 ry 1oy T
|X102||Y203||Z01|:(__1)( 2)(-2)=—1.

2
Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pé linje.

Opgave 10.2 Kald centrene for de tre cirkler O;, O, og O3 og deres radier for
ri, I, 0g r3. Som i opgave 10.1 ses at Iﬁgﬂ =1, I§—8§I =7 og % = 1. Betragt
trekanten O, 0,0;. Punkterne X, Y og Z er henholdsvis punkter pa linjerne
0, 0,, 0,05 0g 030, . Nu benytter vi Menelaos’ seetning til at vise at X, Y og Z

ligger pa linje. Hvis vi regner med fortegn, er

|0 X| |0, Y| |05Z| i o/ T
|X102| |Y203| 120, =(—é)(7§)(f)=—l-

Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pé linje.

Opgave 11.1 Lad P veere et punkt p&4 den omskrevne cirkel til trekant ABC, og
antag wlog at P ligger pa buestykket BC sd projektionen P, af P palinjen AC
ligger pd linjestykket AC, mens projektionen Py af P pa linjen AB ikke ligger
pa linjestykket AB, men dets forleengelse.

Firkant P C P, P, er indskrivelig da begge diagonaler star vinkelret pd en side,
og dermed er ZCP, P, = ZCPP,. Firkant PP, BP; er indskrivelig da to mod-
staende vinkler er rette, og dermed er ZBP, P; = ZBPP;. Firkant PP, AP; er
indskrivelig da to modstdende vinkler er rette, og da firkant ABP C pr. kon-
struktion er indskrivelig, er ZP;PP, =180°—ZBAC = ZBP C. Af dette folger at
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/BPP;=/CPP, ogsamlet at ZCP, P, = /BP, P;, dvs. at punkterne P, P, og
Py ligger pa en ret linje.

Opgave 11.2 Firkant C D H E er cyklisk da den har to modstdende rette vinkler.
Dermed ligger D pa den omskrevne cirkel til trekant C H E, hvilket betyder at
Q, M og N ligger pa en linje (Simsonlinjen).

C

Tilsvarende ligger D pa den omskrevne cirkel til trekant H F B, hvilket betyder
at M, N og P ligger pa linje. Dette viser samlet at alle fire punkter P, Q, M og
N ligger pa en ret linje.

Opgave 11.3 Lad P vere skaeringen mellem den omskrevne cirkel til trekan-
ten dannet aflinjerne /5, I, og I, og den omskrevne cirkel til trekanten dannet
aflinjerne I, I3 og l;. Lad yderligere punkterne P}, P,, P; og P, veere projektio-
nerne af P pa henholdsvis [y, I, I3 0g I4.
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Da P ligger bade pa den omskrevne cirkel til trekanten dannet af linjerne [;,
I, og l, og trekanten dannet af linjerne [;, I3 og Iy, ligger P;, P>, P; og P, pa
linje ifolge seetningen om Simsonlinjen. Men dermed md P ogsa ligge pa den
omskrevne cirkel for trekanten dannet aflinjerne /;, I, og I3 og trekanten dan-
net af I, I3 og I, ifolge den omvendte Simpson. Alts& gér alle fire omskrevne
cirkler gennem P.

Opgave 11.4 Lad P, M og N veere midtpunkterne af linjestykkerne CA, CF
og CG. Da punkterne A, F og G ligger pa linjen [, ligger P, M og N péa en
linje som er parallel med /. Da ABCD er et parallelogram, er P skaerings-
punktet mellem diagonalerne. Punktet E ligger pa den omskrevne cirkel til
trekant BCD, ogda |E F|=|E G| =|E C| ma projektionen af E pa henholdsvis
CD og BC vare M og N. Projektionen af E pd BD ligger ifolge setningen
om Simsonlinjen pd linjen gennem M og N, dvs. at P er projektionen af E pa
BD.

B CN”G

Da firkant BCED er indskrivelig, er ZDBE = /D CE, hvilket giver at tre-
kant BEP og trekant CEM er ensvinklede, dvs. at Z/PEB = /M EC. Fir-
kant CM EN er ogsa indskrivelig da to modstédende vinkler er rette, dvs. at
LCNM =/ZCEM. Alt dette giver samlet

LFAD=/CNM=/CEM =/BEP =

1 1 1
—-/BED=—-/BCD =—-/BAD.
2 2 2

Hermed har vi vist at linjen / er vinkelhalveringslinje for vinkel BAD
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Opgave 12.1 Ifplge Ptolemeeus’ setning geelder at
IMA||BC|=|MB||AC|+|MC||AB|.
A

N
M
Da trekant ABC er ligesidet, fds [M A|=|M B|+|M C|.

Opgave 12.2 Bemaerk at AD er diameter i cirklen, og dermed at trekanterne
ACD og ABD er retvinklede.

Pythagoras’ satning giver dermed at |BD| = v/3 0g|C D| = v2. Ved atanvende
Ptolemeeus’ seetning far vi nu at
|AC|IBD|—|AB|ICD| _v6—+2

|AD| -2

|BC|=
Opgave 12.3 Kald kvadratets sideleengde for x.

A D
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Ifolge Ptolemeeus’ seetning anvendt pa firkant ABCP er

|AP||BC|+|AB||CP|=|BP||AC]|

og dermed
|PA|-x+|PC|-x =|PB|-V2x.
Samlet er
rasecl_

uanset valget af P.

Opgave 12.4 Da syvkanten er reguleer, er |AB|=|BC|,|AC|=|CE|,|AD|= |AE|
og |AD|=|BE]|. Ved at benytte Ptolemzus’ setning pa firkant ABCE som er
indskrivelig da syvkanten er reguleer, fas:

|AB||CE|+|BC||AE|=|AC||BE|
|AB||AC|+|AB||AD| = |AC||AD|
1 1 1
+ = :
|AD| " |AC| |AB|

Opgave 13.1 Betragt diameteren hvis forleengelse gar gennem O. Denne dia-
meter vil af symmetrigrunde afbildes i diameteren til @’, og da linjer gennem
O afbildes pa sig selv folger det at centrum for a, centrum for @’ og punktet O
ligger pa linje.

Opgave 13.2 Kald reringspunkterne for den ydre reringscirkel og linjerne AC
og BC for henholdsvis M og N. Det er velkendt fra kapitlet om ydre rorings-
cirkler at |[CM|=|CN|=s. Punkterne M og N fikses derfor ved inversionen,
dvs. at den ydre roringscirkel afbildes i en cirkel gennem M og N som tan-
gerer billederne af linjerne AC og BC. Da AC og BC afbildes pa sig selv, ma
ogsa cirklen afbildes pa sig selv.

Opgave 13.3 Kald centrum for den indskrevne cirkel for I. Firkant AMIN er
indskriveligda ZAM I =/ANI =90°.
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e

B C

Cirklen AM N afbildes derfor i en linje gennem M og N da disse to punk-
ter ligger pé inversionscirklen. Billedet af A er altsé skaeringspunktet mellem
linjestykket N M og linjen AI. Dette skeeringspunkt er netop midtpunktet af
M N, da AI er vinkelhalveringslinje til vinkel ZN AM og |AM|=|AN|.

Opgave 13.4

Ved inversion i en cirkel med centrum C og radius s afbildes den ydre re-
ringscirkel pa sig selv ifolge opgave 13.2. Vi skal altsd vise at billedet af den
omskrevne cirkel til trekant C PQ tangerer den ydre reringscirkel. Da P og Q
afbildes pa sig selv, vil den omskrevne cirkel til trekant C PQ afbildes i linjen
PQ som tangerer reringscirklen.

Opgave 13.5 Ved inversion i en cirkel med centrum i A afbildes C; og C, i to
parallelle linjer, og C; og C, atbildes i to cirkler der tangerer hinanden samt
henholdsvis billedet af C, og C;.
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D/

B/

Ved at regne pa vinklerne ses let at B/, C’ og D’ ligger pd linje. Hvis denne linje
gar gennem A, vil A, B, C og D ligge pa linje, og hvis linjen ikke gar gennem
A, Vil A, B, C og D ligge pé en cirkel.

Opgave 13.6 Ved inversion i punktet O afbildes cirklerne Ty, I's og I'- i linjer
saldes at A’B’C’ er en trekant, og A’X’, B’Y’ og C’Z’ cevianer i trekanten som
gar gennem samme punkt O.

A4
B A
A/

Z B/ Z/

X

Ved at udnytte at |AY| = WM’ Y’| osv. ses at ligningen vi skal vise, i det
inverterede tilfeelde er a&kvivalent med

|Alyl||B/Z/||C/X/|

IA/Z/”B/X/“C/ Y/|

Dette er sandt ifelge Cevas satning.

Opgave 13.7 Inverter i en cirkel med centrum i A og radius r. Linjerne AB,
AP og AC afbildes pa sig selv, cirklen gennem A, B, C;, P afbildes pa en linje
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gennem B’, C{ og P’, cirklen gennem A, B;, C, P afbildes i en linje gennem
B{,C’ og P’, og cirklen gennem AB, P, C, atbildes i en linje gennem B;, C| og

P

B B
B /

!‘ B p/
A/wc1
Da B; og C; er midtpunkt p& henholdsvis AB og AC, er B’ og C’ midtpunkt
pé henholdsvis linjestykkerne AB] og AC]. Dermed er AB; C| en trekant med
B/C’ og B’C{ som medianer. Da linjen gennem A, P’ og P, gir gennem skee-

ringspunktet mellem B C’ og B’C;, er AP/ ogsa median i trekant AB{C;. Da
medianerne skarer hinanden i forholdet 1 : 2, far vi

A ¢

2 7’2

=3
|AP| |AP/|

2|AP| =2 —3|AP.
Opgave 13.8 Da P er det centrale punkt, inverterer vii en cirkel med centrumi
P ogradius r. Dermed er ' og a5 to parallelle linjer, og o, og a er to parallelle
linjer. Firkant A’B’C’D’ er derfor et paralellelogram.
Nu regner vi pa begge sider af lighedstegnet:
2‘A’B’| 2|B/C/|
|AB||BC| _ paipsipBIPCT _ |A'B/||B'C’||PD')?

|AD||DC|_ r2|A’D’| r2|D’C’| _|A’D’||D’C’||PB’|2’
[PA'[|[PD' [PD’||PC|

og
4
IPB? ppE _ |PD'P
IPDP - 5 IPBP

Ligheden som vi skal vise, reduceres dermed til

|A/B/||B/Cl| 3
|A’D’||D’C’| -

)

Geometri - Teori og opgavelesning, april 2017, Kirsten Rosenkilde.



hvilket er sandt da A’B’C’D’ er et parallelogram.

Opgave 13.9

Bemeerk forst at firkant APOS, BQOP, CROQ og DSOR er indskrivelige, og
kald deres omskrevne cirkler for henholdsvis @4, ag, ac ogap.Da AO og CO
er diameter i henholdsvis a4 og ¢, tangerer a, og a¢ begge linjen BD i O.
Tilsvarende tangerer o og o linjen AC i O. P’ C o’ B’

Da linjen gennem P’, C, Q’ og B’ er parallel med linjen 8/, ma de to cirkler o’
og 1’/ have samme radius. Derfor er

/PAC=/A'P'C=/A'B'C =/BAC,

dvs. at AC er vinkelhalveringslinje i trekant PAC.

Inverterien cirkel med centrumi O. Da afbildes ¢ 4 og @ ito linjer som er pa-
rallelle med D B, og ag og ap itolinjer parallelle med AC. Skeeringspunkterne
mellem de fire cirkler er netop P, Q, R 0g S, dvs. at P’Q’R’S’ er et rektangel og
dermed indskrivelig. Punkterne P, Q, R og S ligger derfor ogsa pa en cirkel.

Opgave 13.10

Inverter i en cirkel med centrum i A, da a og a derved afbildes i to parallel-
le linjer som alle billederne af cirklerne i folgen tangerer. Roringspunkternes
billeder P/, P}, P;,... ligger derfor pa en ret linje, dvs. at P}, P», P;, ... ligger pé
en cirkel gennem A.

Opgave 13.11

Inverter i en cirkel med centrum i C. Da afbildes linjen PQ pa sig selv, cirklen
B ien linje parallel med P’Q’, halvcirklencirklen « i en halvcirkelcirkel som
tangerer 8’ og har P’Q’ som diameter, og linjen 7 i en cirkel som tangerer 8’
og har C B’ som diameter.
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