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Geometri

Formalet med disse noter er at give en grundig introduktion til geometri
med fokus p& hvad man har brug for til internationale matematikkonkur-
rencer. Noterne forudsatter kendskab til grundleeggende viden om vink-
ler, retvinklede trekanter og ensvinklede trekanter samt trigonometri. I
hvert afsnit er der engelske gloser, og til slut er der en oversigt over teo-
rien.
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1 Trekantens linjer

De vigtigste linjer i en trekant udover siderne er medianerne, midtnorma-
lerne, vinkelhalveringslinjerne og hejderne. De har alle hver deres sarlige
egenskaber.

Definition af transversal

En transversalien trekant er et linjestykke der forbinder to punkter p& hver
sin side i trekanten. En transversal kaldes en paralleltransversal hvis den
er parallel med en af siderne i trekanten, og en midtpunktstransversal hvis
den forbinder midtpunkterne af to sider.

A

L~

B C

Seetning om transversaler

En transversal fra punktet M pé siden AB til punktet N pd siden AC er
en paralleltransversal netop hvis % = %. At MN er parallel med BC,
er nemlig ensbetydende med at ABAC er ensvinklet med AMAN, hvilket
igen er ensbetydende med at % = % da de to trekanter har en feelles
vinkel A. En midtpunktstransversal er derfor ogsa en paralleltransversal.

At forholdet % er lig med forholdet %, er ensbetydende med at forhol-
MB|

det % er lig med forholdet ‘IN_CI Dette folger af brokregnereglen der siger

S _u S __S—u 2
at ; = er ensbetydende med at ; = = ndr ¢t #v.

Definition af median
En median er et linjestykke i en trekant der forbinder en vinkelspids med
midtpunktet af modstaende side.
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Seetning om medianer

De tre medianer i en trekant gar igennem samme punkt, og dette punkt
deler medianerne i forholdet 1:2.

Medianernes skeeringspunkt betegnes normalt M.

Bevis

Lad ABC veere en trekant, og kald medianerne for henholdsvis m,, m; og
m., og medianernes fodpunkter pa siderne a, b og c for henholdsvis M,
My, og M.. Medianerne m, og my skeerer hinanden i et punkt vi kalder
M. Vi vil nu vise at de skeerer hinanden i forholdet 1: 2. Da M, og M, er
midtpunkter pd henholdsvis BC og AC, er M, M}, midtpunktstransversal
og dermed parallel med AB. Dvs. at AABC og AM,M,C er ensvinklede
med forholdet 1: 2 og specielt 2| M, M| =|AB].

C

My M,

Desuden er trekanterne ABM og M, M, M ensvinklede da M, M} og AB
er parallelle, og forholdet mellem trekanterne er netop forholdet mellem
M, M} og AB dvs. 1:2. Her af ses at m, og mj, deler hinanden i forholdet
1:2.

Da m, og my, var vilkarlige medianer, m& m, og m . ogsa skeere hinan-

den i forholdet 1 : 2, dvs. at alle tre medianer gar gennem samme punkt
M.

Definition af midtnormal

En midtnormal til et linjestykke A B er det geometriske sted for de punkter
P der har samme afstand til A og B, altsd maengden af punkter P som op-
fylder at |AP| = | BP|. Midtnormalen er dermed en linje som gar gennem
midtpunktet af linjestykket AB og stéar vinkelret p4 AB, da det netop er
punkterne pé denne linje som opfylder betingelsen.

S I B

Seetning om midtnormaler

Ien trekant gar de tre midtnormaler gennem samme punkt, og dette punkt
er centrum for den omskrevne cirkel, dvs. den cirkel som gér gennem tre-
kantens tre vinkelspidser.

Midtnormalernes skaeringspunkt betegnes normalt O.

Opgave 1.1 (Om midtnormaler). Bevis ovenstdende seetning om midtnor-
malerne i en trekant.

(Hint: Betragt to af midtnormalerne, og vis at deres skeeringspunkt ligger i
samme afstand til alle tre vinkelspidser i trekanten).

Definition af vinkelhalveringslinje

En vinkelhalveringslinje til en vinkel er det geometriske sted for de punkter
der har samme afstand til vinklens ben. Vinkelhalveringslinjen er altsd en
linje som deler en vinkel i to lige store vinkler, da det netop er punkterne
pé denne linje som opfylder betingelsen.

C

Seaetning om vinkelhalveringslinjer
Ien trekant gér de tre vinkelhalveringslinjer gennem samme punkt, og det-
te punkt er centrum for den indskrevne cirkel, dvs. den cirkel som tangerer
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alle tre sider i trekanten.
Vinkelhalveringslinjernes skeeringspunkt betegnes normalt I.
En vinkelhalveringslinje deler modstédende side i trekanten i samme for-
hold som forholdet mellem vinklens to hosliggende sider,
A

c v B

dvs. hvis fodpunktet for vinkelhalveringslinjen v, fra A til siden BC beteg-

nes V,daer
ICV] b

VBl ¢
Opgave 1.2 (Om vinkelhalveringslinjer). Bevis ovenstdende saetning om
vinkelhalveringslinjer i en trekant.
(Hint: Forste del: Betragt to vinkelhalveringslinjer, og vis at deres skarings-
punkt har samme afstand til alle tre sider i trekanten. Anden del: Benyt
sinusrelationen pd AAVC og AAV B.)

Definition af hojde
En hojdeien trekant er en linje der gér gennem en vinkelspids og er ortog-
onal med modstdende side.

Seetning om hojder

I en trekant gér hgjderne gennem samme punkt.

Bevis

Tegn linjer gennem henholdsvis A, B og C som er parallelle med mod-

staende sider.
C1

Bl Al

Firkant ACBC; og firkant ACA; B er parallellogrammer, dvs. at |C; B| =
|AC| = |BA,|. Tilsvarende ses at |C;A| = |AB;| og |B1C| = |CA,|. Hojder-
ne i AABC er derfor midtnormaler i AA; B; C;, og de gar ifolge saetningen
om midtnormaler gennem samme punkt.

Seetning om areal og radius i den indskrevne cirkel
I en trekant betegner r radius i den indskrevne cirkel, s den halve omkreds
og T arealet. Der geelder at

T=rs.

Opgave 1.3. Bevis saetningen om areal og radius i den indskrevne cirkel.

Opgave 1.4. Vis at medianerne i en trekant deler trekanten i seks sma tre-
kanter med samme areal.

Opgave 1.5. 1 trekant ABC er |AB|=|BC|. Punktet F er et punkt pa siden
AB, og punktet M er et punkt pa siden AC saledes at ZM BC = ZFCA. Vis
at hvis |BM|=|FC|, da er trekant ABC ligesidet.

Opgave 1.6. I en trekant ABC med areal 1 indtegnes medianerne. Midt-
punktet af medianen m, kaldes for A’, midtpunktet af medianen m, kal-
des for B/, og midtpunktet af medianen m. kaldes for C’.

C

A B
Bestem arealet af trekant A’ B’C’.

Opgave 1.7. Lad I veere centrum i den indskrevne cirkel til trekant ABC,
og lad yderligere A; og A, vere to forskellige punkter pé linjen gennem B
og C saledes at |[AI|=|A;1|=|A21|, B; og B, vere to forskellige punkter pa
linjen gennem A og C saledes at |BI| = |B;I| =|ByI|, og C; og C» veere to
forskellige punkter pé linjen gennem A og B saledes at |CI| =|CyI| =]|CyI|.
Vis at |A1Az|+| B Bz +|C1 Cs| er trekantens omkreds.
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Opgave 1.8. Lad I veere vinkelhalveringslinjernes skeeringspunkt i en tre-
kant ABC, oglad yderligere A;, By og C; veere spejlingerne af I i henholds-
vis a, b og c. Cirklen gennem A;, B; og C; gar ogsa gennem B. Bestem
vinklen ZABC.

Q

Opgave 1.9. Fra vinkelspidsen C i trekant ABC tegnes en ret linje der hal-
verer medianen fra A. I hvilket forhold deler denne linje siden A B? (Georg
Mohr 1995)

Gloser

ligebenet trekant isosceles triangle

ligesidet trekant equilateral triangle
ensvinkelede trekanter similar triangles
transversal transversal

median median

medianernes skaeringspunkt centroid
midtnormal perpendicular bisector

den omskreve cirkel the circumcircle

centrum for den omskrevne cirkel the circumcenter
vinkelhalveringslinje angle bisector

den indskrevne cirkel the incircle

centrum for den indskrevne cirkel the incenter
hejde altitude

hojdernes skaeringspunkt orthocenter
omkreds perimeter

linjestykke line segment

2 Cirkler og vinkler

Definition af centervinkel

En centervinkel er en vinkel der har toppunkt i centrum og radier som
vinkelben. En centervinkel males ved den bue den speender over. Pa fi-
guren er ZAOB en centervinkel som spander over buen AB, og vi skriver

/AOB =AB.

A B

Definition af periferivinkel En periferivinkel er en vinkel der har top-
punkt pa cirklen og korder som vinkelben.

P
A\ 4\

A B A B

Saetning om periferivinkler

En periferivinkel er halvt sa stor som den bue den spander over.

Dermed er to periferivinkler som spander over samme bue, lige store, og
en periferivinkel der speender over en halvcirkel, er ret.

Bevis

Lad v veere en centervinkel og w en periferivinkel der begge spander over
buen AB. Kald centrum for O og punktet hvor w rerer periferien, for C.
Antag forst at vinkelbenene for vinkel v kun skerer vinkelbenene for w i
punkterne A og B. Da deler diameteren gennem C vinklerne v og w i to
vinkler som vi kalder hendholdsvis v4 og vg 0og wa og wp. Trekant AOC er
nu en ligebenet trekant med to lige store vinkler wy4, og den sidste vinkel er
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180 — v4. Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er 2w4 = va. Tilsvarende
fas2wp=vpg, dvs. 2w =v.

i

Antag nu at w’s ene vinkelben CB skerer v’s vinkelben OA. Diameteren
gennem C skeerer da yderligere periferien i et punkt vi kalder for D. Ifolge
det vi lige har vist, er 2ZBCD = /ZBOD 0g 2/ACD = ZAOD, og dermed

2w=2/ACD-2/BCD=/A0D—-/ZBOD=wv.

Opgave 2.1. I en spidsvinklet trekant ABC kaldes centrum for den om-
skrevne cirkel O og hejdernes skeeringspunkt for H. Linjen gennem BO
skeerer den omskrevne cirkel i et punkt Q forskelligt fra B. Vis at AQCH er
at parallellogram.

Definition af korde-tangent-vinkel
En korde-tangent-vinkel er en vinkel der har toppunkt pa cirklen og en kor-
de samt en tangent som vinkelben.

Qe

Seaetning om korde-tangent-vinkel
En korde-tangent-vinkel er halvt s stor som den bue korden speender
over.

Opgave 2.2 (Om korde-tangent-vinkler). Bevis seetningen om korde-
tangent-vinkler.
(Hint: Husk at AO stdr vinkelret pa tangenten.)

Seetning om vinkler i cirkler
Om vinklerne v og w pa figurerne geelder:

AB+CD CD—AB
v=————— og = .
2 2
B
. AQ
A

Opgave 2.3. Bevis s@tningen.

(Hint: Vinkel v: Kald skeeringen mellem AC og BD for P. Tegn linjestykket
AD, og betragt APAD og periferivinkler. Vinkel w: Tegn linjestykket BD,
og kald vinkelspidsen ved w for P. Betragt AP BD og periferivinkler.)

Opgave 2.4. Satning I en trekant ABC betegner I centrum for den ind-
skrevne cirkel, og M er skaeringen mellem Al og den omskrevne cirkel. Vis
at M er centrum for cirklen gennem B, C og I.

Opgave 2.5. Lad to cirkler C; og C; skeere hinanden i punkterne A og B.
Tangenten til C; gennem B skeerer C, i punktet C, og tangenten til C, gen-
nem B skaerer C; i punktet D. Desuden oplyses at |AC| = 3 og |AD| = 4.
Bestem leengden af AB.

Gloser

ret vikel right angle

spids vinkel acute angle
stump vinkel obtuse angle
centervinkel central angle
periferivinkel inscribed angle
bue arc

korde chord

tangent tangent
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3 Indskrivelige firkanter

Definition af simple firkanter

En firkant kaldes simpel hvis dens sider ikke skeerer hinanden. I disse noter
betegner ordet firkant fremover en simpel firkant. Figuren viser et eksem-
pel pé en ikke-simpel firkant.

A
C

Definition af konvekse firkanter

En firkant kaldes konveks hvis der for vilkarlige to indre punkter gaelder at
linjestykket mellem punkterne er indeholdt i firkanten. De konvekse fir-
kanter er altsd netop dem der ikke har en vinkel der overstiger 180°.

Generelt defineres en konveks figur pa tilsvarende méde.

Definition af indskrivelige firkanter
En firkant kaldes indskrivelig hvis den har en omskreven cirkel.

Saetning om indskrivelige firkanter

En firkant er indskrivelig netop hvis summen af modstdende vinkler er
180°.

Bevis

Antag at en firkant er indskrivelig. To modstdende vinkler spaender da til-
sammen over hele cirkelperiferien, og summen er derfor 180°.

Antag at det for en given firkant ABCD gelder at summen af to modstaen-
de vinkler er 180°. Betragt nu den omskrevne cirkel til trekant ABC, og lad

punktet E veere skeeringen mellem cirklen og linjen gennem C og D. Hvis
firkanten er indskrivelig, er D lig E. Vi ved at ZBAD = 180° — ZBCD =
180° — ZBCE = ZBAE, dvs. at punktet E ligger pa linjen AD og derfor er
identisk med D.

Opgave 3.1. Seetning Vis at hvis begge diagonaler i en firkant ABCD star
vinkelret pa en side, da er firkanten indskrivelig.

A

C D

Opgave 3.2. Seetning Lad H, og H), veere fodpunkterne for hgjderne fra
henholdsvis A og B i trekant ABC. Vis at firkant ABH, H, er indskrivelig.
Vis desuden at ACAB og ACH, Hj, er ensvinklede.

Opgave 3.3. Saetning Lad H,, H), opg H, veere fodpunkterne for hojderne
fra henholdsvis A, B og C i trekant ABC. Vis at AH, er vinkelhalverings-
linjei AH,HpH,.

Opgave 3.4. Seetning Lad H veare hojdernes skeeringspunkt i trekant ABC.
Vis at spejlingen af H i en vilkarlig af trekantens sider ligger pa trekantens
omskrevne cirkel.

Opgave 3.5. Tre cirkler C;, C, og Cs skerer hinanden i et feelles punkt,
C; og C, skeerer hinanden i P, C; og Cs skeerer hinanden i Q, og C, og C3
skeerer hinanden i R.
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Lad A veere et punkt pé cirkelbuen PQ som vist pa figuren. Linjen gennem
A og P skeerer cirklen C; i punktet B, oglinjen gennem A og Q skeerer cirk-
len C; i C. Vis at punkterne B, C og R ligger pa linje.

Opgave 3.6. [ rektanglet ABCD er M midtpunktet af siden AB, og H er et
punkt pd DM saledes at CH star vinkelret pd DM. Vis at trekant BCH er
ligebenet.

Opgave 3.7. En firkant ABCD er indskrevet i en cirkel med AB som di-
ameter. Lad S veere skeeringspunktet mellem diagonalerne AC og BD, og
lad T veere projektionen af S pa A B. Vis at linjen ST halverer vinkel ZCTD.

Gloser

simpel firkant simple quadrilateral
konveks firkant convex quadrilateral
indskrivelig firkant cyclic quadrlateral
parallelogram parallelogram

4 Ptolemaeus’

Ptolemaeus’ ulighed
For alle firkanter ABCD geelder Ptolemaeus’ ulighed

|ABJ||CD|+|BC||DA| = |AC||BD|

med lighedstegn netop hvis firkant ABCD er indskrivelig.

I de fleste opgaver har man ikke brug for uligheden, men blot at der for ind-
skrivelige firkanter geelder lighedstegn. Dette kaldes Prolemceus’ seetning
Bevis

Givet en firkant ABCD lad M vere et punkt sa trekant CDM og tre-

kant CAB er ensvinklede og vender samme vej. Dermed er |AB||DC| =
|IDM||AC].

C

Pga. konstruktionen er ZBCM = ZACD. Da trekant CDM og trekant CAB
er ensvinklede, er |CB|/|CM| = |CA|/|CD]|. Altsa er ogsa trekant CAD og
trekant C BM ensvinklede med |AD||C B| =|BM]||AC]|. 1 alt giver dette

|AB||CD|+|BC||DA| = |AC|(IDM|+|M B|) = |AC|| BD|

med lighedstegn netop nar M ligger pa BD. Punktet M ligger pa BD netop
nar ZCDB = ZCAB, dvs. netop nér firkant ABCD er indskrivelig.

Opgave 4.1. En ligesidet trekant A BC er indskrevet i en cirkel. Lad M veere
et vilkérligt punkt pa cirkelbuen BC. Vis at [MA| =|M B|+|MC|.
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Opgave 4.2. En firkant ABCD er indskreven i en cirkel med radius 1,
|AB|=1, |AC|=v2 0g |AD|=2. Bestem |BC|.

Opgave 4.3. Lad ABCD vere et kvadrat, og lad P veere et punkt pa cirkel-
buen AD pa den omskrevne cirkel til kvadratet. Vis at

|PA|+|PC|
|PB|

er konstant uanset valget af P.
Opgave 4.4. Lad ABCDEFG vere en regulaer syvkant. Vis at

11 N 1
|AB| |AC| " |AD|’

Gloser
Ptolemaeus’ saetning Prolemy’s theorem
Ptolemaeus’ ulighed Prolemy’s inequality

5 Etpunkts potens

Definition af et punkts potens
I en given cirkel betegnes centrum O og radius r. Et punkt P’s potens mht.
cirklen er tallet

|POJ? — 1.

Hvis P ligger pa cirkelperiferien, er P’s potens derfor 0, mens den er positiv
hvis P ligger uden for cirklen, og negativ hvis P ligger inden for cirklen.

Seetning om et punkts potens

I en given cirkel betegnes centrum O og radius r. Lad P vere et punkt og
| og m veere to linjer gennem P, hvor [ skeerer cirklen i A og B, og m skee-
rer cirklen i C og D. (Hvis en af linjerne tangerer cirklen, er de to punkter
sammenfaldende.)

P A

|AP||BP|=|CP||DP!.

Da geelder at

Hvis P ligger uden for cirklen, er |AP|| BP| netop punktets potens mht. cirk-
len, og hvis P ligger inden for cirklen, er —|AP|| BP| netop punktets potens.
Bevis i tilfeldet hvor punktet ligger uden for cirklen

Lad P veere et punkt uden for cirklen, og lad / veere en vilkérlig linje gen-
nem P som skeerer cirklen i punkterne A og B. Vi viser forst at |AP||BP|
netop er P’s potens mht. cirklen.

kG
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Tegn tangenten til cirklen gennem P som vist pé figuren, og kald rerings-
punktet for Q. Ifolge Pythagoras’ saetning er |PQ|?> = |PO|? — r2.

Betragt nu trekanterne AQP og QBP. Korde-tangent-vinklen ZPQA er li-
ge sé stor som periferivinklen ZPBQ), ifolge seetningerne om periferivink-
ler og korde-tangent-vinkler. Dermed er AAQP og AQ BP ensvinklede, og
dette giver | PQ|?> = |AP|| BP|. Samlet har vi at |AP|| BP| netop er punktet P’s
potens mht. cirklen.

Lad nu m veere endnu en linje gennem P som skeerer cirklen i punkter-
ne C og D. Ifglge det vi netop har vist, ma ogsé |CP||DP| veere punktet P’s
potens mht. til cirklen, dvs. at

|AP||BP|=|CP||DP|.

Opgave 5.1 (Om et punkt potens). Bevis seetningen om et punkts potens i
det tilfeelde hvor punktet ligger inden i cirklen.

(Hint: Tegn linjen gennem P og centrum, og vis at |AP||PB|=(r —|PO|)(r +
|PO|)=r?—|POJ?).

Opgave 5.2. To cirkler skeerer hinanden i punkterne M og N, og den feelles
tangent til de to cirkler neermest N rorer cirklerne i P og Q . Vis at trekant
PMN og trekant QM N har samme areal.

Gloser
et punkts potens the power of a point

6 Cevas satning

Definition af cevian

En cevian er en linje i en trekant fra en vinkelspids til den modstéende side
(eller dens forleengelse). Fx er hojder, medianer og vinkelhalveringslinjer
alle cevianer.

Cevas satning
Cevas seetning siger at cevianerne AA’, BB’ og CC’ (hvor A’ ligger p4 BC
osv.), skeerer hinanden i samme punkt, netop hvis

|AC’| |BA'| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’Al

C

B/

P

A C’ B

Bemcerkning Cevas seetning geelder ogsa hvis nogle af cevianerne gar fra
en vinkelspids til et punkt der ikke ligger pd den modstdende side men kun
dens forleengelsen. I dette tilfeelde er det dog nedvendigt at regne leengder-
ne med fortegn sdledes at postivretning er AB, BC og CA. Hvis C’ fx ligger
pé forleengelsen af A B teettest pa B, da er |C’ B| negativ.

Bevis

Her beviser vi kun setningen i tilfeeldet hvor alle tre cevianer ligger inden
for trekanten. Hvis nogle af cevianerne falder uden for trekanten, foregar
beviset stort set pd samme made, men det kraever lidt flere overvejelser
undervejs.

Forst viser vi at hvis de tre cevianer gar gennem samme punkt, si
vil

|AC’| |BA'| |CB'|

|C’B| |A’C| |B'Al




Geometrinoter, 2012, Kirsten Rosenkilde

B/

=\

A C’ B

Antag at cevianerne gar gennem samme punkt P. Der gelder at hvis to
trekanter har samme hejde, da er forholdet mellem arealerne det samme
som forholdet mellem grundlinjerne. Lad T(AABC) betegne arealet af en
trekant. Dermed er

|AB'|  T(AABB)
|B'C] T(ACBB)

|AB| _ T(AAPB')
|B'C| T(AB'PC)

Samlet far vi

|AB'|  T(AABB')— T(AAPB’) _T(AABP)
|B'C| T(ACBB')—T(AB’PC) T(ABPC)

i i is$—=U4 ors—szi ;3
H;r har vi benyttet brokregnereglen der siger at hvis = 7, er ;= 7=, nar
t#v.

Tilsvarende fas

|BC’| _ T(ABCP)
|C’A|l  T(ACPA)

|CA'|  T(ACAP)
|A’B]  T(AAPB)

Samlet giver dette

|AB’| |BC'| |CA'| _T(AABP) T(ABCP) T(ACAP)
|B’C| |C’A|l |A’B] T(ABPC) T(ACPA) T(AAPB)

Nu viser vi den modsatte ve;j.

Antag at

|AC’| |BA'| |CB'| _

|IC’B| |A’C| |B'Al
Kald skeeringspunktet mellem AA’ og BB’ for P, og betragt cevianen CD
fra C gennem P.

10

Da cevianerne AA’, BB’ og CD gér gennem samme punkt, geelder ifolge
det vi lige har vist, at

|AD| |BA’| |CB'| _

DB |a'Cl |BAl

Ifelge vores antagelse er

JAC’| |BA'| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’A|

)

1AD| _ JAC| ’
dvs. at DB = OB Af dette ses at D og C’ er samme punkt, og dermed at

cevianerne AA’, BB’ og CC’ skeerer hinanden i samme punkt P.

Opgave 6.1. For benyttede vi setningen om midtnormaler til at bevise at
hejderne skeerer hinanden i samme punkt. Benyt nu i stedet Cevas seetning
til at bevise dette.

Opgave 6.2. I trekant ABC er P og Q punkter pa henholdsvis linjestykket
AB og linjestykket AC séledes at PQ er parallel med BC, og X er skeerings-
punktet mellem BQ og CP. Vis at AX deler linjestykket BC pa midten.

Opgave 6.3. Saetning I en trekant ABC tangerer den indskrevne cirkel si-
derne siderne BC, AC og AB i henholdsvis X, Y g Z. Vis at AX, BY og
CZ skerer hinanden i et punkt. (Dette punkt kaldes trekantens Gergonne
punkt).

Opgave 6.4. I trekant ABC er AD vinkelhalveringslinje og AH hejde, og P
og Q er projektionerne af D pa henholdsvis AC og AB. Vis at AH, BP og
CQ skeerer hinanden i et punkt.
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Cevas s@tning med vinkler
Cevas sa@tning kan ogsa formuleres med de vinkler cevianerne danner
med siderne, i stedet for med det forhold de deler siderne i.

Lad ABC vere en trekant og AA’, BB’ og CC’ cevianer i trekanten. Lad
a; = ZBAA’, Oy = ZA/AC, ﬁl = ZCBB/, /52 = ZB,BA, Y1 = LACC’ og
y2 = ZC’CB. Vinklerne regnes her med fortegn ligesom leengderne i Ce-
vas seetning, dvs. hvis fx A’ ligger pa forleengelsen af siden BC taettest pa
B, da er a; negativ.

Cevas satning siger i denne version at cevianerne AA’, BB’ og CC’ skeerer
hinanden i samme punkt, netop hvis

sin@; sinf; siny;

sinay sinf, siny,

Opgave 6.5. Bevis setningen.

Opgave 6.6. Lad AA’, BB’ og CC’ veere tre cevianer i trekant ABC som
skeerer hinanden i et feelles punkt. Lad A” veere skeeringen mellem BC og
spejlingen af AA’ i vinkelhalveringslinjen til A, og lad B” og C” veere defi-
neret tilsvarende. Vis at de tre cevianer AA”, BB” og CC” skeerer hinanden
i et punkt.

Gloser
cevian cevian
Cavas szetning Ceva’s theorem
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7 Areal og radius i den omskrevne cirkel

I dette afsnit ser vi pa en trekant A BC hvor s betegner den halve omkreds,
r er radius i den indskrevne cirkel, R er radius i den omskrevne cirkel, og
T er arealet med mindre andet er naevnt.

Szetning om radius i den omskrevne cirkel
Om radius i den omskrevne cirkel til trekant ABC geaelder

a b c
2R=—=—"—=——.
sinA sinB sinC

Bevis

Lad AC’ veere diameter i den omskrevne cirkel til trekant ABC. Da er

. s /_a . . _ b . _c .
s11nA =sin A’ = 7. Tilsvarende ses at sin B = 5 0g sinC = 3, og dermed i
alt

a b c

" sinA  sinB  sinC’

Seetning om areal og radius i den omskrevne cirkel
Der geelder at
4RT =abc.

Bevis
Ifplge seetningen om radius i den omskrevne cirkel samt saetningen om

arealet af en trekant udtrykt ved sinus til en vinkel og leengden af de hos-
liggende sider, er

4RT=2-2R-T=2-

1
-=bcsinA=abc.
sinA 2
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Herons formel
Arealet af en trekant kan beregnes ud fra trekantens sideleengder vha. Her-
ons formel

T=1/s(s—a)(s—b)(s—c).

Bevis
Ifelge cosinusrelationen er

(2bc)? cos? A= (b*+ c? — a?).

Vived at 4T = 2bcsin A, og ved kvadrering 16 T2 = (2bc)? sin? A. Desuden
er sin? A= 1— cos? A. Samlet giver dette

1672

(2bc)? —(2bc)? cos’ A

= (2bc)? —(b*+c?—a?)

= (2bc+b*+c?—a®)2bc—b*—c*+a?)
= ((b+cy—a®)a®—(b—c))

= (a+b+c)b+c—a)a+c—b)a+b-c)
= 16s(s—a)(s—b)(s—c).

Hermed er Herons formel bevist.

Brahmaguptas formel
Arealet af en indskrivelig firkant ABCD kan tilsvarende beregnes ud fra
firkantens sideleengder:

T = /(s —|AB|)(s —|BC|)(s — |CDI)(s — |DA])
hvor s ogsé her betegner den halve omkreds. (Beviset udelades).

Opgave 7.1. Firkant ABCD er indskrevet i en cirkel med radius R. Diago-
nalerne star vinkelret pa hinanden, og deres skeeringspunkt kaldes E.
Vis at

|AE|> +|BE|*+|CE]> +|DE* = 4R%.

12

Opgave 7.2. Vis at der findes uendeligt mange trekanter hvor sideleengder-
ne er tre pd hinanden folgende hele tal, og arealet af trekanten er et helt tal.
(NMC 1995)

Opgave 7.3. Vis for en trekant ABC at

r
cosA+cosB+cosC:E+1.

Opgave 7.4. Vis for en trekant ABC at

1 1 1 1

ab  ac bc 2rR’

Gloser
Herons formel Heron's formula
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8 Multiplikation omkring et punkt

Her gives en kort introduktion til den affine afbildning multiplikation om-
kring et punkt samt eksempler pa hvordan denne afbildning kan bruges i
lesningen af geometriopgaver. Hvis du ensker en mere teoretisk indfering
i affine afbildninger og deres egenskaber, sa se Jens-Seren Andersens noter
Affine transformationer.

Definition af multiplikation omkring et punkt
Multiplikation omkring punktet O med multiplikationsfaktoren k er en
afbildning af planen i sig selv hvor et punkt P afbildes i punktet P’ sa

OP’ = kOP.1det folgende ser vi bort fra tilfeldet k = 0.

Hvis k =1 er det blot identitetsafbildningen, mens fx k = —1 giver en drej-
ning pa 180° om O.

Egenskaber

¢ Ved multiplikation omkring et punkt afbildes en linje i en linje parallel
med linjen.

e Multiplikation omkring et punkt bevarer vinkler
o Alle figurer afbildes i ligedannede figurer.

o For to cirkler med forskellige radier findes netop et punkt og en mul-
tiplikation omkring dette med positiv multiplikationsfaktor som af-
bilder den ene cirkel i den anden. For to cirkler findes netop et punkt
og en multiplikation med negativ multiplikationsfaktor som farer den
ene cirkel i den anden.

¢ For to ensvinklede trekanter som ikke er kongruente, og hvor enslig-
gende sider er parallelle, findes netop et punkt og en multiplikation
omkring dette som afbilder den ene trekant i den anden.

e Sammensatningen af to multiplikationer om to punkter, hvor pro-
duktet af de to multiplikationsfaktorer ikke er 1, er igen en multipli-
kation omkring et punkt, og multiplikationsfaktoren er produktet af
de to multiplikationsfaktorer.
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Eksempel 1 Multiplikation omkring et punkt kan fx benyttes til at vise at
tre punkter ligger pa linje ved at vise at en multiplikation omkring et af
punkterne kan afbilde det andet punkt i det tredje.

Hvis vi fx betragter tre cirkler med samme radius som skerer hinanden
i et feelles punkt S, og den trekant ABC der opstar ved at tegne tangenter
som vist pa figuren, kan vi vise at S samt centrum I for den indskrevne cir-
kel og centrum O for den omskrevne cirkel til trekant A BC ligger pa linje.

A A

Trekanten som opstar nar man forbinder centrerne for de tre cirkler, har
parvis parallelle sider med trekant A BC da de tre cirkler har samme radius.
Da I er skeeringen mellem vinkelhalveringslinjerne i trekant ABC, og de tre
centre ligger pa disse vinkelhalveringslinjer, ma I veere centrum for den
multiplikation som afbilder den lille trekant i trekant ABC. Punktet S er
centrum for den omskrevne cirkel til den lille trekant da de tre cirkler har
samme radius, og dermed afbildes S i O. Dette viser at I, S og O ligger pa
samme linje.

Eksempel 2 Multipikation omkring et punkt kan ogsa benyttes til at vise
noget om vinkler fx ved at udnytte seetningen om periferivinkler i en cirkel.
Betragt en cirkel C; som tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet P. Lad
I veere en tangent til C; i et punkt Q forskelligt fra P. Linjen [/ skeerer C, i
henholdvis A og B. Vi gnsker at vise at PQ er vinkelhalveringslinje i trekant
APB.

Multiplikationen i P som forer C; i C,, forer Q i Q' og tangenten [ til C; i
en tangent [’ til C, i punktet Q’.
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Da [ og l’ er parallelle, og [’ er tangent til C,, er cirkelbuerne AQ’ og BQ’
lige store. Derfor er ZAPQ’' = ZBPQ’, og altsa PQ vinkelhalveringslinje i
trekant APB.

Bemaerkning Multipikation omkring et punkt kan ogsa benyttes til at vi-
se at nogle punkter ligger pa samme cirkel, fx ved at finde en multiplika-
tion som afbilder punkterne i en allerede kendt cirkel. Man kan ogsa vha.
af multiplikation omkring et punkt vise at to linjer er parallelle ved at fin-
de en multiplikation der afbilder den ene i den anden, og man kan benytte
multiplikation omkring et punkt til at bestemme forholdet mellem forskel-
lige linjestykker ud fra multiplikationsfaktoren. I de folgende opgaver kan
du selv prove kreefter med dette.

Opgave 8.1. To cirkler C; og C, med samme radius tangerer en storre cir-
kel C indvendigt i henholdsvis A; og A,. Lad M veere et punkt pa C forskel-
ligt fra A; og Az, oglad B; og B; veere skaeringspunkterne mellem henhold-
vis MA; og C; og mellem M A, og C,. Vis at By B, er parallel med A; Aj.

Opgave 8.2. En cirkel C; tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet A. En
linje [ skeerer de to cirkler i punkterne M, N, P og Q sdledes at punkterne
ligger i naevnte raekkefaelge pa linjen. Vis at ZM AN = ZPAQ.

Opgave 8.3. En cirkel C; tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet A. Om
to forskellige linjer gennem A geelder oplyses at den ene skeerer C; og C, i
henholdsvis X; og X» og den anden skeerer C; og C, i henholdsvis Y; og Y>.
Linjerne X; Y, og X, Y} skeerer hinanden i punktet B. Vis at hvis B ligger pa
C;, da tangerer den omskrevne cirkel til BX, Y, cirklen C;.

Opgave 8.4. Punktet P er et indre punkt i en spidsvinklet trekant ABC, og
X, Y og Z er projektionerne af P pd henholdsvis a, b og c. Cirklen gennem
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X, Y og Z skeerer henholdsvis a, b og c i tre nye punkter X3, ¥; og Z;. Vis at
linjerne gennem henholdsvis X3, ¥ og Z; vinkelret pa henholdsvis a, b og
¢ skeerer hinanden i et punkt.

Opgave 8.5. I en trekant A BC kaldes midtpunkterne af BC, AC og AB for
henholdvis M,, M}, og M. Trekant ABC’s Spieker centrum er centrum for
den indskrevne cirkel til trekant M ,M,M_.. Vis at centrum [ for den ind-
skrevne cirkel til trekant A BC, medianernes skeeringspunkt M og trekan-
tens Spieker centrum S alle ligger pa samme linje.

Opgave 8.6. I trekant ABC kaldes hgjdernes skeeringspunkt for H og fod-
punkterne for de tre hojder for henholdsvis H,, Hy og H.. Lad M,, M}, og
M., veere midtpunkterne af henholdvis AH, BH og CH. Vis at H,, Hy, H,
M, My og M ligger pé en cirkel. Vis desuden at radius for den omskrevne
cirkel til trekant ABC er dobbelt sa sa stor som radius for den omskrevne
cirkel til trekant H, H, H,.

Opgave 8.7. (IMO 1978) I trekant ABC er |AB| =|AC]|. En cirkel tangerer si-
derne AB og AC i henholdsvis P og Q samt den omskrevne cirkel til trekant
ABC indvendigt. Vis at midtpunktet af PQ er centrum for den indskrevne
cirkel til trekant ABC.

Gloser

multiplikation omkring et punkt homothety

muliplikation omkring O med multiplikationsfaktor k homothety with
center O and ratio k
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9 Trekantens ydre roringscirkler

Definition af trekantens ydre roringscirkler

En trekant A BC har tre ydre roringscirkler, en for hver side i trekanten. Den
ydre roringscirkel til siden BC er en cirkel der ligger uden for trekanten, og
som tangerer siden BC samt forleengelserne af AB og AC.

Seetning om de ydre roringscirklers centre
Centrum for den ydre roringscirkel til siden BC i trekant ABC er skeerings-
punktet for vinkelhalveringslinjen til vinkel A og de ydre vinkelhalverings-
linjer til vinkel B og C.

De tre ydre roringscirklers centre danner en trekant i hvilken vinkelhal-
veringslinjerne for trekant ABC er hgjder.

Bevis

Da den ydre roringscirkel til siden BC tangerer BC samt forlaeengelserne af
AB og AC, ma dens centrum ligge i samme afstand til disse tre linjer. Da
vinkelhalveringslinjen netop er det geometriske sted for de punkter der
har samme afstand til de to vinkelben, mé den ydre rgringscirkel centrum
ligge pa vinkelhalveringslinjen til vinkel A samt de ydre vinkelhalverings-
linjer til vinkel B og vinkel C.

Af dette ses at de ydre roringscirklers centre O,, O, og O, danner en
trekant hvis sider gar gennem henholdsvis A, B og C. Vinkelhalverings-
linjen til vinkel A star vinkelret pa siden 0,0, da ZBAO, = LCAO, og
ZLOpAC=LO;AB.
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Szaetning 1 om den ydre roringscirkel
Lad ABC vere en trekant, s den halve omkreds og ¢, den ydre reoringscir-
kel til siden BC. Da geelder at

i) Potensen af A mht. c4 er s2.

ii) Reringspunktet mellem BC og den indskrevne cirkel og reringspunk-
tet mellem BC og den ydre roringscirkel c4 ligger symmetrisk pé
linjestykket BC omkring dets midtpunkt.

Opgave 9.1. Vis setningen.

Szetning 2 om den ydre roringscirkel

Lad ABC vere en trekant, I centrum for den indskrevne cirkel, O, cen-
trum for den ydre roringscirkel til siden BC og D skaringen mellem den
omskrevne cirkel og vinkelhalveringslinjen fra A. Da geelder

i) Punkterne B, I, C og O, ligger pa en cirkel med D som centrum.

ii) Der geelder at |AI||AO,|=|AB||AC|.
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Opgave 9.2. Vis setningen.

Opgave 9.3. Setning I trekant A BC indtegnes tre cevianer fra vinkelspid-
serne til reringspunkterne for de tre roringscirkler. Vis at de tre cevianer
skeerer hinanden i et punkt.

Opgave 9.4. Saetning For en trekant ABC betegner T arealet, r radius i
den indskrevne cirkel og ry, r» og r3 radierne i de tre ydre roringscirkler. Vis
at T>=rrr,rs.

Opgave 9.5. Lad I veere centrum for den indskrevne cirkel i trekant ABC,
oglad I veere trekantens omskrevne cirkel. Lad linjen AT skeaereI'i et punkt
D forskelligt fra A. Lad E veere et punkt pa cirkelbuen CD som ikke in-
deholder A, og lad F veere et punkt pa siden BC sa ZBAF = ZCAE. Lad
yderligere G veere midtpunktet af linjestykket I F. Vis at linjerne DG og E
skeerer hinanden pa I'. (IMO 2010)

Gloser
ydre roringscirkel excircle
centrum for den ydre reringscirkel excenter
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10 Radikalakse og radikalcentrum

I kapitelet om punkts potens si vi at et punkt P’s potens mht. en cirkel
med centrum O og radius r defineres som tallet |OP|?> — r?. Hvis P ligger
pa cirkelperiferien, er P’s potens derfor 0, mens den er positiv hvis P ligger
uden for cirklen, og negativ hvis P ligger inden for cirklen. Yderligere sa vi
at hvis en linje gennem P skeerer cirklen i A og B og en anden linje gennem
P skeerer cirklen i C og D (i begge tilfeelde er punkterne sammenfaldende
hvis linjen tangerer cirklen), da geelder at [AP||BP| = |CP||DP|. Hvis P lig-
ger uden for cirklen, er |AP||BP| netop punktets potens mht. cirklen, og
hvis P ligger inden for cirklen, er —|AP||BP| netop punktets potens.

Definition af radikalakse
Radikalaksen for to cirkler med forskellige centre er det geometriske sted
for de punkter der har samme potens mht. de to cirkler.

Setning om radikalakse

Kald centrum i de to cirkler for henholdsvis O; og O, cirklernes radier for
henholdsvis r; og r2, og lad d betegne afstanden mellem de to centre. Da
er radikalaksen en ret linje der star vinkelret pa linjen O; O,. Radikalaksens
afstand til henholdsvis O; og O, er r12_£22+d2 og rzz_;j;dz . Hvis cirklerne skae-
rer hinanden i to punkter A og B, er radikalaksen netop linjen gennem A

og B.

Bevis

2,2 g2

Lad Q veere punktet pa linjen 0,0, med |QO;| = at Z;d og |Q0,| =
r2—r2+4dz . r2—r2+d?  r2-ri+d?

‘——. (Dette er muligt da ~—5—+ 25— =d).

p
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Antag at P er et punkt pa radikalaksen, og lad P’ veere projektionen af P pa
0, 0,. At P er et punkt pa radikalaksen, er ensbetydende med at

|POL > —r{ = |POsf* — 15
Dette er ensbetydende med at
|PP'P+ |01 PP =1} =|PP'|* +(d — |0 P'|)* = 15,

og yderligere at .
L, rp—ry+d?

Dette er ensbetydende med at P’ = Q, og dermed at P ligger pé linjen gen-
nem Q vinkelret pa O;0,. Vi har dermed vist at radikalaksen netop bestar
af punkterne pa denne linje.

Hvis cirklerne skeerer hinanden i to punkter A og B, har begge punk-
ter potens nul mht. de to cirkler, og dermed er radikalaksen netop linjen
gennem A og B.

Definition af radikalcentrum
Radikalcentrum for tre cirkler med forskellige centre er det geometriske
sted for de punkter der har samme potens mht. de tre cirkler.

S@etning om radikalcentrum

For tre cirkler c;, ¢ og c3 med forskellige centre som ikke alle tre ligger pa
linje, geelder at radikalakserne for henholdsvis, ¢; og ¢, ¢; og c3 samt ¢, og
c3 skeerer hinanden i et punkt, og at dette punkt er deres radikalcentrum.

C3
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Hvis de tre centre ligger pa linje, er radikalakserne for henholdsvis, c; og
C2, €1 0g c3 samt ¢ og cs parallelle og evt. sammenfaldende, dvs. i dette
tilfeelde er deres radikalcentrum den tomme mangde eller en ret linje.

Bevis. Hvis de tre centre ikke ligger pa linje, ved vi fra seetningen om radi-
kalakse at radikalakserne for henholdsvis c¢; og c», ¢ 0og ¢3 samt ¢, og c3
parvis ikke er parallelle, samt at radikalcentrum for de tre cirkler pr. defini-
tion er indeholdt i feellesmeangden af disse radikalakser. Lad P veere skee-
ringspunktet mellem radikalaksen for ¢; og ¢, og radikalaksen for c; og cs.
Dermed er potensen af P mht. c; lig potensen af P mht. ¢,, og potensen
af P mht. c; er lig med potensen af P mht. c3. Altsd er potensen af P mht.
¢, ogsa lig med potensen af P mht. c3, hvilket betyder at P ligger pa radi-
kalaksen for ¢, og c3. Dermed gér alle tre radikalakser gennem P, og P er
dermed radikalcentrum for de tre cirkler.

Hvis de tre centre ligger pé linje, ved vi fra seetningen om radikalakse at
radikalakserne for henholdsvis c; og ¢, ¢; 0g c3 samt ¢, og cs alle er pa-
rallelle. Hvis de ikke alle er sammenfaldende, er radikalcentrum for de tre
cirkler den tomme maengde, og hvis de alle er sammenfaldende, er radi-
kalcentrum identisk med den feelles radikalakse.

Degenererede cirkler med radius 0

Bade for radikalakse og radikalcentrum giver definitionen ogsd mening
hvis en eller flere af cirklerne er en degenereret cirkel med radius 0, og
setningerne gaelder ogsa i dette tilfeelde.

Eksempel pa anvendelse af radikalakse
To cirkler c; og c, tangerer hinanden udvendigt i punktet T. Lad P veere et
punkt pa deres feelles tangent gennem T, og lad A og B vere to punkter pa
c1 84 A, B og P ligger pa linje, og lad C og D veere to punkter pa ¢, sa C, D
og P ligger pd linje. Vi onsker at vise at A, B, C og D ligger pa en cirkel.
Kald cirklen gennem A, B og C for c3. Linjen TP er radikalakse for c; og
2, og linjen AP er radikalakse for c¢; og c3. Dermed ma skeeringspunktet P
mellem AP og PT ligge pa radikalaksen for ¢ og c3, dvs. denne radikalakse
er PC. Daradikalaksen yderligere skeerer c, i D, mé dette punkt ogsa ligge
pa c3. Dermed ligger A, B,C og D pé en cirkel.
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Opgave 10.1. Punkterne P, Q, R og S ligger pé cirklen c séledes at PQ og RS
ikke er parallelle. Lad L veere meengden af punkter [ for hvilke der findes
en cirkel ¢; gennem P og Q samt en cirkel ¢, gennem R og S séledes at de
to cirkler tangerer hinanden i . Beskriv punktmeangden L.

Opgave 10.2. I en cirkel c er ST en korde som afgraenser et cirkelafsnit,
og i dette afsnit er der to cirkler c¢; og c, som begge tangerer ¢ og korden
ST, og som skeerer hinanden i punkterne U og V. Reringspunktet mellem
cirklen ¢; og cirklen ¢ betegnes A, og reringspunktet mellem cirklen c¢; og
korden ST betegnes B. Lad M vaere midtpunktet af cirkelbuen ST modsat
det naevnte cirkelafsnit.
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i) Visat A, B og M ligger pé linje.
ii) Visat|MA||MB|=|MT|>?.

iii) Vis at U, V og M ligger pa linje.

Opgave 10.3. Lad AB veere diameter i halvcirklen ¢ med centrum O, og C
og D to punkter pa c séledes at A, C, D og B er fire forskellige punkter der
ligger pé c i den naevnte raekkefolge. Midtpunkterne af henholdsvis AC,
CD og DB betegnes E, F og G. Linjen gennem E vinkelret pd AF skeerer
tangenten til ¢ i A i punktet M, oglinjen gennem G vinkelret pa F B skerer
tangenten til ¢ i B i punktet N. Lad cirklerne c,, ¢z og c3 have henholdsvis
AO, BO og EG som diameter.

D

Af 5 1B

i) Bevis at radikalaksen for c; og c3 er M E, samt at radikalaksen for ¢,
og c3 er NG.

ii) Find radikalcentrum for c, ¢; og c3 samt radikalcentrum for c, c, og
C3.

iii) Vis at M N er parallel med CD.

Opgave 10.4. Lad ABC vere en trekant. Den indskrevne cirkel c i trekan-
ten rorer siderne AB og AC i henholdsvis punkterne Z og Y. Lad G veere
skeeringspunktet mellem BY og CZ, oglad R og S veere punkter sa firkan-
terne BCYR og BCSZ er parallelogrammer. Lad desuden s veere den de-
generede cirkel med centrum S og radius 0, og lad ¢, veere den ydre ro-
ringscirkel til siden BC.
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i) Vis at CZ er radikalakse for s og c,.

ii) Visat|GR|=|GS|.
(Variation af opgave fra IMO 2009 shortlist)
Gloser

radikalakse radical axis/power line
radikalcentrum radical center
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11 Eulerlinjen og Simsonlinjen

Saetning om Eulerlinjen

I en trekant ABC kaldes medianernes skaringspunkt som sadvanligt M,
hajdernes skeeringspunkt H og midtnormalernes skaeringspunkt O. Punk-
terne H, M og O ligger pé en ret linje som kaldes Eulerlinjen, og M deler
HO saledes at 2|MO|=|MH|.

Bevis

Kald midtpunkterne af BC og AC for henholdsvis M, og M}, og skeerings-
punktet mellem BM); og HO for P. Vi gnsker at vise at P = M samt at
2|OM|=|HM|.

B

A M, C

Da AB er parallel med midtpunktstransversalen M, My, OM), er parallel
med BH da de begge star vinkelret pd AC, og OM,, er parallel med AH da
de begge star vinkelret pa BC, er trekanterne ABH og M, M};,0 ensvinkle-
de med forholdet 2 : 1. Desuden er trekant OPM,, ensvinklet med trekant
HPB med samme forhold. Dermed er 2|Mj P| = |PB|, og heraf ses det on-
skede nemlig at P= M og 2|MO|=|MH|.

Seetning om Simsonlinjen

Lad P veere et punkt pd den omskrevne cirkel til trekant ABC, P, projektio-
nen af P palinjen BC, P, projektionen af P palinjen AC og P; projektionen
af P palinjen AB.
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Ps
B

P

Da ligger punkterne P;, P, og P; pa en ret linje, og denne linje kaldes Sim-
sonlinjen.

Opgave 11.1 (Om Simsonlinjen). Bevis setningen.
Hint: Vis at firkanterne PCP, Py, PP3 BP) og PP, AP; er indskrivelige, og ud-
nyt dette til at vise at ZCP, P, = /BP, Ps.

Den omvendte Simson

Lad ABC vere en trekant, P et punkt og P, P» og P; projektionerne af P
pé henholdsvis BC, AC og AB. Hvis punkterne P;, P, og P; ligger pé en ret
linje, da ligger P pa den omskrevne cirkel til trekant ABC. (Beviset udela-
des).

Opgave 11.2. Lad ABC vere en trekant hvor D, E og F er fodpunkterne
for hejderne pa henholdsvis BC, AC og AB. Lad yderligere P, Q, M og N
veere projekterne af D pa henholdsvis AB, AC, BE og CF. Vis at punkterne
P,Q, M og N ligger pa linje.

Opgave 11.3. I planen er givet fire ikke-parallelle linjer saledes at der ikke
er tre som gar gennem samme punkt. Hver trippel af linjer danner en tre-
kant, dvs linjerne danner i alt fire trekanter, og hver af disse trekanter har
en omskreven cirkel. Vis at de fire omskrevne cirkler har et feelles punkt.
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Opgave 11.4. Betragt fem punkter A, B, C, D og E siddan at firkant ABCD
er et parallelogram, og firkant BCE D har en omskreven cirkel. Lad [ vere
en linje gennem A. Antag at [ skerer det indre af linjestykket DC i F og
linjen BC i G. Antag derudover at |[EF| =|EG|=|EC|. Bevis at [ er vinkel-
halveringslinje for vinkel DAB.

Hint: Benyt resultatet om Simsonlinjen til at vise at projektionen af E pa
linjen BD netop er skeeringspunktet mellem diagonalerne i firkant ABCD.
(IMO 2007)

Gloser
Eulerlinje Euler line
Simsonlinje Simson line
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12 Menelaos s@tning

Menelaos satning

Lad ABC vere en trekant. Menelaos’ seetning siger at tre punkter D, E og
F, som ligger pa henholdsvis linjen AB, linjen BC og linjen CA, ligger pa
samme linje netop hvis

|AD| |BE| |CF| _
IDB| |EC| |FA|

Her regnes linjestykkerne ligesom ved Cevas satning med fortegn saledes
at postiv retning er AB, BC og CA. Hvis D fx ligger pa forleengelsen af AB
teettest pa A som pa figuren, da er |AD| negativ.

Bevis Antag forst at punkterne D, E og F ligger pa samme linje. Bemaerk at
da denne linje skeerer trekanten nul eller to gange, vil der i udtrykket

|AD| |BE| |CF|
|DB| |EC| |FA]

veere enten en eller tre leengder med negativt fortegn, dvs. udtrykket er al-
tid negativt. Hvis vi kun regner med positive leengder, er det derfor nok at
vise at udtrykket er lig med 1. Lad x veere leengden af projektionen fra A pa
linjen DEF, y leengden af projektionen fra B pa linjen DEF og z leengden
af projektionen fra C pd linjen DEF, som vist pa figuren.
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Pga. ensvinklede trekanter er

|AD| _x |BE| y ICF| =z

IDB|  y’ |EC| =z |FA|  x

)

og dette er uathaengigt af om linjen D E F skeerer trekanten to eller nul gan-
ge. Dermed er
|AD| |BE| |CF| _
IDB| [EC| |FAl

)

ndr vi regner med fortegn.
Antag omvendt at der om D, E og F gelder at

|AD| |BE| |CF| _
IDB| |EC| |FA|

Lad D’ veere skeeringspunktet mellem EF og AB. Da ved vi fra for at

|AD’| |BE| |CF| _
|D’B| |EC| |FA|

’

og dermed ma D = D/, dvs. at D, E og F ligger pa linje.

Opgave 12.1. (Monges seetning) Lad C;, C, og Cs veere cirkler som ikke ro-
rer hinanden, og som har forskellige radier. Lad X veere skeeringspunktet
mellem de to tangenter til C; og C, som har cirklerne pd samme side af
tangenten, lad tilsvarende Y veere skeeringspunktet mellem de to tangen-
ter til C, og C3 som har cirklerne pd samme side af tangenten, og Z veere
skeeringspunktet mellem de to tangenter til C; og C3 som har cirklerne pa
samme side af tangenten.
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Vis at punkterne X, Y og Z ligger pa linje.

Opgave 12.2. (Monge-d’Alemberts seetning) Lad C;, C, og Cs veere cirkler
som ikke rorer hinanden, og som har forskellige radier. Lad X veere skae-
ringspunktet mellem de to tangenter til C; og C, som har cirklerne pa sam-
me side af tangenten, lad Y vere skeeringspunktet mellem de to tangenter
til C, og C3 som har cirklerne pa hver sin side af tangenten, og Z veere skae-
ringspunktet mellem de to tangenter til C; og C3 som har cirklerne pa hver
sin side af tangenten. Vis at punkterne X, Y og Z ligger pé linje.

Gloser
Menelaos seetning Menelaus’ Theorem
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13 Inversion

Inversion er en bestemt type transformation af planen, og ved at benyt-
te transformation pé en geometrisk problemstilling omformer man pro-
blemstillingen til en anden aekvivalent problemstilling. Inversion er derfor
et interessant redskab i nogle typer geometriopgaver. Disse kapitel er en
indfering i inversion, de centrale egenskaber ved inversion samt hvordan
man kan benytte inversion.

Inversion

Lad C veere en cirkel med centrum O ogradius r. Inversion i denne cirkel er
en afbildning af planen, fraregnet punktet O, pa sig selv. Et punkt A, A # O,
afbildes i det punkt A’ som ligger pa halvlinjen fra O gennem A, og som
opfylder at |OA||OA’| = r2.

Det er oplagt at inversionsafbildningen er sin egen inverse, og den er des-
uden kontinuert hvilket vi ikke vil komme neermere ind pa her. Bemaerk
at afbildningen fikserer cirklen C og afbilder dens indre pé& dens ydre og
omvendt. Deraf navnet.

Det interessante ved inversion er at den afbilder linjer og cirkler i linjer og
cirkler, samt at den bevarer vinkler mellem kurver, hvilket vi skal se naer-
mere pa nar det drejer sig om linjer og cirkler.

Man kan pa helt tilsvarende vis definere inversion i en kugle i rummet.

I det folgende ser vi pé inversion i en cirkel med centrum O og radius r, og
vi betegner billedet af et punkt A med A’, billedet af en cirkel @ med ¢’, osv.

Seetning om vinkler og afstande
To punkter A og B, begge forskellige fra O, afbildes i punkterne A’ og B’
saledes at

r2
LOA'B'=/0BA og |A'B|=———|AB|.
|OA||OB]|
Bevis
Vi viser at AOAB er envinklet med AOB’A’ med forholdet m da det
viser setningen.
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Forst bemarker vi at ZAOB = ZA’OB’. Desuden er

2 2 2

r r r
|OA"| = = |OB| og tilsvarende |OB’| = ———|0A|,
|AO|  |OA||OB| |OA||OB]

hvilket giver det enskede.

Seaetning om linjer og cirkler
Inversion afbilder som sagt linjer og cirkler i linjer og cirkler. Mere preecist
geelder

¢ Enlinje gennem O afbildes pa sig selv.

e En linje som ikke gar gennem O, afbildes pa en cirkel gennem O hvis
tangent i O er parallel med linjen.

o En cirkel gennem O afbildes pé en linje som er parallel med tangenten
til cirkleni O.

o En cirkel som ikke gar gennem O, afbildes pa en cirkel som ikke gar
gennem O.

Bevis
En linje gennem O afbildes oplagt pé sig selv.

Lad a veere en linje som ikke gar gennem O, og betragt projektionen P af O
paa.

o a
e ., f T Q
O ezl . B W O P

Pastanden er nu at o’ er cirklen med diameter OP’. Lad Q veere et punkt
pa a. Da geelder at ZOQ'P’ = ZOPQ =90°, dvs. at Q’ ligger pa cirklen med
diameter OP’. Der geelder dermed at « afbildes pa en cirkel gennem O hvis
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tangent i O er parallel med a. Tilsvarende afbildes en cirkel gennem O pé
en linje som er parallel med tangenten til cirklen i O.

Lad B veere en cirkel som ikke gar gennem O, og som indeholder punkter-
ne P, Q og R. Vivil nu vise at  afbildes pa cirklen gennem P’, Q' og R’. 1
det folgende regner vi med orienterede vinkler.

B

Lad S veere et punkt pa  som ligger mellem lad os sige R og P. Vi onsker
at vise at ZS'P'Q" + ZQ'R’S’ = 180° da dette giver at S’ ligger pé cirklen
gennem P’, Q' og R’. Der gaelder at

ZQ'R'S'=/Z0OR'S' — ZOR'Q' = ZOSR — ZOQR,
og tilsvarende fas
£S'P'Q'=/20QP— LOSP.
Samlet giver dette

LS'PQ +/Q'R'S =/OSR— ZOSP+ /0QP — ZOQR
=/PSR+ /RQP = 180°.

Dette viser at en cirkel som ikke gér gennem O, afbildes i en cirkel som ikke
gar gennem O.

Det er vigtigt at bemeerke at hvis a er en cirkel som ikke gér gennem O, da
er billedet af centrum som oftest ikke centrum i o’.

Nu vil vi vise at vinkler mellem linjer og cirkler bevares ved inversion, men
forst beviser vi at tangens mellem linjer og cirkler bevares ved inversion.
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S@etning om tangens mellem linjer og cirkler
En linje og en cirkel eller to cirkler som tangerer i punktet P, P # O, afbildes
ved inversion pa en linje og en cirkel eller to cirkler som tangereri P’.

Bevis
Da antallet af skeeringspunkter forskellig fra O bevares ved inversion, falger
det let.

Opgave 13.1. Lad « veere en cirkel som ikke gér gennem O. Vis at centrum
af a, centrum af @’ og O ligger pé linje.

Opgave 13.2. Lad ABC vere en trekant, og lad s betegne den halve om-
kreds. Vis at den ydre raringscirkel til siden ¢ afbildes pa sig selv ved inver-
sion i en cirkel med centrum C og radius s.

Satning om at vinkler bevares ved inversion
Vinklen mellem to linjer, en linje og en cirkel samt to cirkler bevares ved
inversion.

Bevis
Hvis to linjer skeerer i punktet O bevares vinklen oplagt ved inversion.

Lad a og 3 veere to linjer som skeerer hinanden i P, P # O. Da vil &’ og 3’
have netop to skeeringspunkter P’ og O. Vinklen mellem o’ og 8’1 P’ vil
veere identisk med vinklen mellem dem i O. Da en linje gennem O afbildes
pa sig selv, og en linje der ikke gér gennem O, afbildes pé en cirkel gennem
O hvis tangent i O er parallel med linjen, vil vinklen mellem @’ og 8’ i O
veere identisk med vinklen mellem a og i P.

Lad a veere en linje og 3 en cirkel som skeerer hinanden i P, P # O. Lad y
veere tangenten til B i P. Da er vinklen mellem « og 8 i P lig med vinklen
mellem a og v i P som ifelge det vi lige har vist er identisk med vinklen
mellem o’ og ¥’/ i P’ som er lig med vinklen mellem o’ og #’ i P’ da tangens
bevares ved inversion.

P4 tilsvarende vis ses at vinklen mellem to cirkler bevares ved inversion.

Opgave 13.3. I en trekant A BC kaldes roringspunkterne mellem den ind-
skrevne cirkel og siden A B og siden AC for henholdsvis M og N. Vis at ved
inversion i den indskrevne cirkel afbildes A i midtpunktet af linjestykket
MN.
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Nu skal vi se p& hvorfor inversion i nogle sammenhange er rigtig smart. Fx
er Ptolemaeus’ ulighed helt lige til hvis man inverterer problemstillingen.

Ptolemaeus’ ulighed
Som vi sd i et tidligere kapitel siger Ptolemeeus’ ulighed at der for en firkant
ABCD gelder at

|AB||CD|+|ADI||BC| = |AC||BD|

med lighedstegn netop hvis firkant ABCD er indskrivelig.

Bevis
Vi inverterer i en cirkel med centrum i A og radius r. Dette giver

2 r2 2 1’2
AB||CD|+|AD||BC|= — ——|C'D/|+ ————|B'C'|=
|AB||CD|+|ADI||BC| AB| |AC,”AD,|I | AD| |AB’||AC’|| |
4 IVald ! v
aBfaciap| ¢ 1HICPD
0g
r2 r2 r4
|AC||BD|= ————|B'D'|= ——————|B'D/|.
|AC' |AB'||AD| |AB'[|[AC||AD|

Ptolemeeus’ ulighed er i den inverterede situation derfor blot trekantsulig-
heden

|B'C'|+|C'D’| > |B'D'|
hvor der geelder lighedstegn netop hvis B/, C’ og D’ ligger pa en linje i
naevnte raekkefolge. I det ikke inverterede tilfeelde er dette netop aekviva-
lent med at B, C og D ligger pé en cirkel gennem A, séledes at C ikke ligger
ved siden af A, dvs. at firkant ABCD er omskrivelig.

I beviset for Ptolemeaeus’ ulighed benyttede vi kun formlen for hvordan af-
stande @ndres ved inversion, samt at en cirkel gennem inversionscirklens
centrum afbildes pé en linje der ikke gar gennem centrum og omvendt.

Eksempel med NMC-opgave fra 2007

En linje gennem A skeerer en cirkel i to punkter, B og C, pa en sidan made
at B ligger mellem A og C. Fra punktet A tegnes de to tangenter til cirklen.
Tangenterne rorer cirklen i punkterne S og T'. Lad P veaere skeeringspunktet
mellem linjerne ST og AC.
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|

Vi skal vise at

|AP| s |AB|
|PC| T |BC|

Allerforst skal vi overveje hvilket punkt vi skal invertere i. De to mest cen-
trale punkter er P og A, sé vi prover forst at invertere i en cirkel med cen-
trum i A og dernzest i en cirkel med centrum i P for at se hvordan det om-
former problemstillingen.

Inversion i en cirkel med centrum i A

Ved inversion i en cirkel med centrum A og radius r afbildes linjerne gen-
nem A pa sig selv, linjen ST afbildes i en cirkel gennem A, og cirklen afbil-
des i en cirkel som tangerer linjerne AS’ og AT’ som vist pé figuren.

Nu skal vi farst udregne hvad det er vi skal vise:

|AP| r2/|AP| _|AC]
IPC|  r2|P'C'l/(JAP'IIAC]) — |P'C|
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|AB| r2/|AB/| e
|BC| " r?|B’C'|/(AB'||AC)) "|B'C'|’

Vi skal altsd i det inverterede tilfeelde blot vise den simplere sammenhaeng
at

|B'C'|=2|P'C/|.

Lad AO veere diameter i cirkel AS’P’T’. Daer ZAS'O = ZAT'O =90°, og der-
for er O centrum i cirkel B’T/C’S’. Der geelder yderligere at ZAP'O = 90°,
hvilket betyder at radius fra O gennem P’ i cirkel B’T’C’S’ star vinkelret pé
korden C’B’, og derfor deler den pa midten. Altsa er |B’C’| = 2|P’C’| som
gnsket.

Inversion i en cirkel med centrum i P

Nu proever vi i stedet at se hvad der sker, nér vi inverterer i en cirkel med
centrum i P og radius r. Her afbildes linjerne gennem P pa sig selv, cirklen
afbildes pé en cirkel, og de to tangenter afbildes i to cirkler som tangerer
billedet af cirklen.

Ligheden som vi skal vise, reduceres i dette tilfeelde til
|B'C’|=2|A’B|.
Ifelge opgave 8.2 er
LC'T'A=/PT'B'=/A'C'S 0g LA'S'C'=/B'SP=/A'C'T".

Dermed er trekant A’S’C’ og trekant A’C’ T’ ensvinklede, og altsé |A’C’|> =
|A’S’||A’T’|. Pa tilsvarende vis far man at trekant A’ B’S’ og trekant A’ T’ B/
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er ensvinklede, og altsé |A’ B’|? = |A’S’||A’T’|. Samlet er |B’C’| = 2|A’ B’|, og
dermed har vi vist det enskede.

Béade i tilfeeldet hvor vi inverterer i en cirkel med centrum i A, og i tilfeeldet
hvor vi inverterer i en cirkel med centrum i P, reduceres den lighed vi skal
vise, til en vaesentlig simplere lighed — preecis som i beviset for Ptolemaus’
setning.

Nu skal vi se p4 en IMO-opgave fra 1996 hvor inversion er et utroligt effek-
tivt redskab.

Eksempel fra IMO 1996
Opgaven lyder: Lad P veere et indre punkt i trekant ABC sdledes at

/APB—-/ACB=/APC—-/ZABC.

Lad D og E veere centrene for henholdsvis de indskrevne cirkler i trekant
APB og trekant APC.
Vis at linjerne AP, BD og CE skerer hinanden i et punkt.

y
N

A C

Forst bemeerker vi at linjen BD er vinkelhalveringslinjen fra B i trekant
ABP, og det er kendt at vinkelhalveringslinjen deler modstdende side i
samme forhold som forholdet mellem de to hosliggende sider. Linjen BD
deler altsé linjestykket AP i forholdet |AB|/|BP|. P4 tilsvarende vis ses at
linjen CE deler linjestykket AP i forholdet |AC|/|PC]|. At vise at de tre linjer
BD, CE og AP gar gennem samme punkt, er altsa aekvivalent med at vise

at
|AB| _|AC|

|BP| |PC|’
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Nu skal vi overveje hvilket centrum vores inversionscirkel skal have. I dette
tilfeelde er der en del vinkler hvis ene vinkelben gar gennem A, og i sddan
et tilfeelde er det ofte en god ide at invertere i en cirkel med centrum i A.
Valget af radius er derimod ikke vaesentligt.

Nar vi inverterer i en cirkel med centrum i A og radius r, svarer ligheden vi
skal vise til den vaesentlige simplere lighed

|P’B|=|P'C/|.

Vi har endnu ikke benyttet oplysningerne om vinklerne, sa derfor ser vi pa
hvad disse giver os af information i den inverterede situation.

/APB—-/ACB=/AB'P"—/ZAB'C'=/C’'B’P’.
Tilsvarende er
/APC—-/ABC=/AC'P —Z/AC'B'=/B'C'P'.

Ifolge antagelsen om vinklerne har vi nu at ZC'B’'P’ = ZB’C’P’, dvs. at
|P’B’| =|P’C’| som onsket.

Ved forst at udnytte at vinkelhalveringslinjer deler modstaende side i sam-
me forhold som forholdet mellem de hosliggende cirkler, og efterfolgende
invertere omformes problemstillingen til en problemstilling der naermest
giver sig selv. Kunsten er selvfolgelig at gennemskue at inversion i en cirkel
med centrum i A forsimpler problemstillingen.

Opgave 13.4. Lad ABC vere en trekant, og lad s betegne den halve om-
kreds. Punkterne P og Q ligger pa linjen A B saledes at |CP|=|CQ|=s. Vis
at den omskrevne cirkel til trekant CPQ tangerer den ydre roringscirkel til
siden c i trekant ABC.

Opgave 13.5. Fire cirkler tangerer hinanden séledes at C, og Cs3 tangerer
C, og C4, samt sdledes at cirklerne ikke overlapper hinanden. Rerings-
punkterne mellem C; og C», C, og Cs3, Cs 0og C4 samt C4 0og C; betegnes
henholdsvis A, B, C og D. Vis at disse fire punkter enten ligger pa en ret
linje eller pa en cirkel.
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Opgave 13.6. Tre cirkler I'4, I's og I'¢c har et feelles skeeringspunkt O. Det
andet skeeringspunkt mellem I'4y ogI'p er C, det andet skeeringspunkt mel-
lem I'y og I'c er B, og det andet skeeringspunkt mellem I'p og I'c er A.
Linjen AO skeerer cirklen 'y i et punkt X forskelligt fra O. Ligeledes skae-
rer linjen BO cirklen I'p i et punkt Y forskelligt fra O, og linjen CO skeerer
cirklen I'¢ i et punkt Z forskelligt fra O. Vis at

|AY||BZ||CX|
|AZ||BX||ICY|
(NMC 2010)

Opgave 13.7. Lad B; og C; veere midtpunkterne af henholdsvis AB og AC
i trekant ABC. Skeeringspunktet mellem de omskrevne cirkler til trekant
AB; C og trekant ABC; betegnes P, og skeeringspunktet forskelligt fra A
mellem linjen AP og den omskrevne cirkel til trekant AB; C; betegnes P.
Vis at 2|AP| = 3|AP,|. (Baltic Way 2006)

Opgave 13.8. Fire cirkler a;, a2, a3 og a4 gar alle gennem et punkt P sé-
ledes at @; og as tangerer hinanden udvendigt i P, og a, og a4 ligeledes
tangerer hinanden udvendigt i P. Antag yderligere at a; og o, a2 og as,
a3 og a4 samt a4 og a; skeerer hinanden i henholdsvis A, B, C og D alle
forskellige fra P. Vis at

|AB||BC| _ |PBJ?

|AD|IDC| "~ |PDP*’
Opgave 13.9. Lad a vere en halvcirkel med diameter AB, C et punkt pa
linjestykket A B forskelligt fra A og B, og a en halvcirkel med AC som di-
ameter saledes at @ og g ligger pa samme side af AB. Nu definerer vi en
folge af cirkler pd folgende made. Cirklen «; er cirklen med diameter BC,
og cirklen a,, er cirklen som tangerer «, ay 0g &,—; som vist pa figuren.

Qo

A C B
a
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Kald regringspunktet mellem «a; og a;+1, i = 1,2,..., for P;. Vis at alle ro-
ringspunkterne P, P, P,, ... ligger pa en cirkel.

Opgave 13.10. Lad ABCD vere en konveks firkant saledes at de to diago-
naler stér vinkelret pa hinanden. Kald skeeringspunktet mellem diagona-
lerne for O, og kald fodpunkterne for hgjderne fra O i trekant OAB, OBC,
OCD og ODA for henholdsvis P, Q, R og S. Vis at punkterne P, Q, R og S
ligger pa en cirkel.

Opgave 13.11. Lad a veere en halvcirkel med diameter PQ, B en cirkel som
tangerer linjestykket PQ og halvcirklen a, forstnaevnte i punktet C, og y en
linje som tangerer f og star vinkelret pa PQ i punktet B, sdledes at B ligger
mellem C og Q. Kald det andet skeeringspunkt mellem a og y for A. Vis at
AC er vinkelhalveringslinje i trekant PAB.

A

//

Y a

Gloser
inversion inversion
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14 Oversigt

Transversal: En transversal i en trekant er et linjestykke der forbinder to
punkter pa hver sin side i trekanten. En transversal kaldes en paral-
leltransversal hvis den er parallel med en af siderne i trekanten, og en
midtpunktstransversal hvis den forbinder midtpunkterne af to sider.
En transversal fra punktet M péa siden AB til punktet N pa siden AC

er en paralleltransversal netop hvis AM] _ IAB| g midtpunktstrans-

IAN| — JAC|"
versal er derfor ogsé en paralleltransversal.
Median: En median er et linjestykke i en trekant der forbinder en vinkel-
spids med midtpunktet af modstaende side. De tre medianer i en tre-
kant gar igennem samme punkt som normalt betegnes M, og dette

punkt deler medianerne i forholdet 1:2.

Midtnormal: En midtnormal til et linjestykke AB er det geometriske sted
for de punkter der har samme afstand til A og B. I en trekant gér de
tre midtnormaler gennem samme punkt som normalt betegnes O, og
dette punkt er centrum for den omskrevne cirkel.

Vinkelhalveringslinje: En vinkelhalveringslinjetil en vinkel er det geome-
triske sted for de punkter der har samme afstand til vinklens ben. Vin-
kelhalveringslinjen er altsa en linje som deler en vinkel i to lige store
vinkler. I en trekant gar de tre vinkelhalveringslinjer gennem samme
punkt som normalt betegnes I, og dette punkt er centrum for den
indskrevne cirkel. Vinkelhalveringslinjen deler modstiaende side i tre-
kanten i samme forhold som forholdet mellem vinklens to hosliggen-
de sider.

Hojde: En hojdei en trekant er en linje der gér gennem en vinkelspids og
er ortogonal med modstdende side. I en trekant gar hojderne gennem
samme punkt som normalt betegnes H.

Areal og radius i den indskrevne cirkel: I en trekant er arealet T = rs,
hvor r er radius i den indskrevne cirkel, og s den halve omkreds.

Centervinkel: En centervinkel er en vinkel der har toppunkt i centrum og
radier som vinkelben. En centervinkel méles ved den bue den span-
der over.
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Periferivinkel: En periferivinkel er en vinkel der har toppunkt pé cirklen
og korder som vinkelben. En periferivinkel er halvt sa stor som den
bue den spender over, to periferivinkler som spaender over samme
bue, er lige store, og en periferivinkel der speender over en halvcirkel,
er ret.

Korde-tangent-vinkel: En korde-tangent-vinkel er en vinkel der har top-
punkt pa cirklen og en korde samt en tangent som vinkelben. En
korde-tangent-vinkel er halvt s stor som den bue korden spaender
over.

Konvekse firkanter: En firkant kaldes konveks hvis der for vilkarlige to in-
dre punkter geelder at linjestykket mellem punkterne er indeholdt i
firkanten.

Indskrivelige firkanter: En firkant kaldes indskrivelig hvis den har en
omskreven cirkel. En firkant er indskrivelig netop hvis summen af
modstéende vinkler er 180°. En firkant er indskrivelig hvis begge dia-
gonaler star vinkelret pd hver deres side i firkanten.

Ptolemzus’ ulighed: For en firkant ABCD gelder at |AC||BD| <
|AB||CD|+|BC||DA| med lighedstegn netop nar firkant ABCD er ind-
skrivelig.

Punkts potens: Ien given cirkel betegnes centrum O og radius r. Et punkt
P’s potens mht. cirklen er tallet |POJ? — r2.

Seetning om et punkts potens. Lad P vere et punkt og / og m vere to
linjer gennem P, hvor [ skeerer en given cirklen i A og B, og m skeerer
cirklen i C og D. (Hvis en af linjerne tangerer cirklen, er de to punkter
sammenfaldende.) Da gelder at |AP||BP|=|CP||DP|.

Cevian: En cevian er en linje i en trekant fra en vinkelspids til den mod-
stdende side (eller dens forleengelse).

Cevas szetning: Cevianerne AA’, BB’ og CC’ (hvor A’ ligger p4 BC osv.),
AC | |BA'| [CB'| _

skeerer hinanden i samme punkt, netop hvis &z - 77z 75741 = 1-
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Radius i den omskrevne cirkel Om radius i den omskrevne cirkel til tre-
kant ABC geelder 2R = -4 = 2 og4RT =abc.

smA sin B sin C

Herons formel: Arealet afen trekanter T = \/ s(s—a)(s—b)(s—c), hvors
betegner den halve omkreds.

Multiplikation omkring et punkt: Multiplikation omkring punktet O
med multiplikationsfaktoren k er en afbildning af planen i sig selv

hvor et punkt P afbildes i punktet P’ s& OP’ kOP. Multipliaktion i
et punkt bevarer vinkler og forer en figur i en ligedannet figur.

Ydre roringscikler: En trekants ydre roringscirkler er de tre cirkler der
hver iseer tangerer den ene side udvendigt og tangerer forleengelserne
af de to andre sider. Centrum for den ydre roringscirkel til siden BC
i trekant ABC er skeeringspunktet for vinkelhalveringslinjen til vinkel
A og de ydre vinkelhalveringslinjer til vinkel B og C.

Radikalakse: Radikalaksenfor to cirkler med forskellige centre er det geo-
metriske sted for de punkter der har samme potens mht. de to cirkler.
Radikalaksen er en ret linje som stér vikelret pa linjen mellem de to
cirklers centre. Hvis cirklerne skeerer hinanden, er det linjen gennem
de to skeeringspunkter.

Radikalcentrum: Radikalcentrum for tre cirkler med forskellige centre er
det geometriske sted for de punkter der har samme potens mht. de
tre cirkler. Hvis de tre cirklers centre ikke ligger pa linje, er radikalcen-
trum et punkt, og det er netop skeeringspunktet mellem radikalakser-
ne for hvert par af cirkler.

Eulerlinje: I en trekant ligger hojdernes skeeingspunkt H, medianernes
skeeringspunkt M og centrum for den omskrevne cirkel O pé en ret
linje som kaldes Eulerlinjen, og M deler HO séledes at 2|MO|=|MH]|.

Simsonlinjen: Om et punkt P gelder at projektionerne af P pa de tre si-
der i en trekant ligger pa en ret linje netop hvis P ligger pa trekantens
omskrevne cirkel. Denne linje kaldes Simsonlinjen.
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Menelaos saetning: Punkterne D, E og F, som ligger pd henholdsvis linjen
AB, linjen BC oglinjen CAitrekant ABC, ligger pd samme linje netop
|AD| | |BE| |CF| _

hvis DB [5Cl " [FAl = —1.

Inversion: Inversion i en cirkel med centrum O og radius r er en afbild-
ning af planen, fraregnet punktet O, pa sig selv. Et punkt A, A # O,
afbildes i det punkt A’ som ligger pa halvlinjen fra O gennem A, og
som opfylder at |OA||OA’| = r2. Inversion bevarer skeringspunkter og
vinkler. To punkter A og B, begge forskellige fra O, afblldes i punkter-

ne A’ og B’ saledes at Z/OA’B’=/Z0BA og |A’B’| = IOAHOB\ |AB.
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15 Lesningsskitser

Opgave 1.1 Lad ABC vere en trekant, tegn midtnormalerne p4 AB og BC,
og kald deres skeeringspunkt for O.

B

Da midtnormalen pa AB er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til A og B, og midtnormalen pa& BC er det geometriske sted
for de punkter der har samme afstand til B og C, mé afstandene fra O til
henholdsvis A, B og C vere lige store. Punktet O er dermed centrum for
den omskrevne cirkel, og midtnormalen pa AC vil pé tilsvarende vis ga
gennem O.

Opgave 1.2 Lad ABC vere en trekant, tegn vinkelhalveringslinjerne fra A
og B, og kald deres skeeringspunkt for I.

)

A B

Da vinkelhalveringslinjerne er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til vinklens ben, m4 afstandene fra I til alle tre sider vee-
re lige store. Punktet I er dermed centrum for den indskrevne cirkel, og
vinkelhalveringslinjen fra C vil pa tilsvarende vis g4 gennem 1.
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C % B
Ved at udnytte at sin(ZCVA) =sin(180° — ZCVA) =sin(£AV B) far vi

b sin(ZCVA) sin(/BVA) ¢
cv| sin(%) B sin(%) ~|VBI

Heraf ses at vinkelhalveringslinjen deler modstaende side i samme forhold
som forholdet mellem de hosliggende sider.

Opgave 1.3 Kald centrum for den indskrevne cirkel for I. Arealet af trekant
ABI erda %rc da r er hgjden, og c er grundlinjen. Tilsvarende er arealet
for trekant ACI og BCI henholdsvis %rb og %ra. Da arealet af trekant ABC
netop er summen af arealerne af disse tre trekanter, er

1
T:§(a+b+c)r:sr.

Opgave 1.4 Lad M betegne medianernes skaeringspunkt og M, betegne
fodpunktet for medianen pa siden a.

C

Mg

A B

Da 3|[MM,| =|AM,|, er hojden fra A i trekant ABC tre gange s stor som
hejden fra M i trekant M BC. Dermed udger arealet af trekant M BC en
tredjedel af arealet af trekant A BC. Desuden har trekant M M, B og trekant
MM, C samme areal da de har samme hajde oglige store grundlinjer. Der-
med deler medianerne en trekant i seks sma trekanter med samme areal.

Opgave 1.5 Da |[AB|=|BC|, er ZA= ZC, og da yderligere /M BC = ZFCA,
méa ABCM og ACAF vere ensvinklede.
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C

Hvis vi antager at |BM|=|FC|, er ABCM og ACAF desuden kongruente.
Altsd er |AC|=|BC|, og trekant ABC er dermed ligesidet.

Opgave 1.6 Forst viser vi at siderne i trekant A’B’C’ er parallelle med si-
derneitrekant A BC. Indtegn midtpunktstransversalen m gennem siderne
AB og AC.

Denne midtpunktstransversal gér gennem A’ og er parallel med BC. Punk-
terne B’ og C’ ligger lige langt fra linjen m og linjen BC, og dermed er
siden B’C’ parallel med BC. Tilsvarende geelder for de andre to sider i tre-
kant A’ B’C’. Vi har nu at siderne i trekant ABC og siderne trekant A’ B'C’
er parallelle.

Da midtpunktstransversalen m deler siden AB pa midten, mi linjen B’C’
dele siden AB i forholdet 1: 3, dvs. at |AB| = 4|A’ B’|. Dermed er forholdet
mellem siderne i trekant A’ B’C’ og siderne i trekant ABC 1 : 4, dvs. at for-
holdet mellem arealerne er (i)2 = %. Arealet af trekant A’B’C’ er derfor
.

Opgave 1.7 Lad A’, B’ og C’ veere den indskrevne cirkels roringspunkter
med henholdsvis a, b og c. Trekanterne IC’C;, IC'C,, IA’C og IB’C er
kongruente, dvs. at |C1C,| = |C1C’| 4+ |C’C,| = |A’C| + |C B’|. Pa tilsvaren-
de vis fas |A1Ay| = |B’A| 4+ |AC’| og | By B2| = |A’ B|+|BC’|. Dette giver det
onskede.
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Opgave 1.8 Lad A, veere skeeringspunktet mellem 1A, og BC.

/ \

X

<

o

Trekant BA,I er retvinklet, og |BI| = 2|A,I|. Dermed er ZI BA, = 30°. Da
BI er vinkelhalveringslinje, er vinkel B = 60°.

Opgave 1.9 Kald fodpunktet af medianen m, pa a for M,. Tegn en linje

gennem B parallel med M A, og lad A; veere skeringspunktet mellem
denne linje og forleengelsen af AC.

Ay

mg

C M, B

Trekanterne ACM, og A;CB er ensvinklede med forholdet 1 : 2, dvs. at
|CA|=|AA,|. Linjen gennem C som halverer m,, halverer ogsa A; B da m,
og A1 B er parallelle. Denne linje og A B er derfor begge medianer i trekant
A1 BC, oglinjen deler dermed AB iforholdet 1: 2.

Opgave 2.1 Da BQ er diameter i den omskrevne cirkel, star QC vinkelret
pa CB og er dermed parallel med AH som ogsa stér vinkelret pa CB.
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P& samme made ses at QA er parallel med CH. Dermed er AQCH et para-
lellogram.

Opgave 2.2 Vi skal vise at korde-tangentvinklen w er halvt sd stor som den
centervinkel v der spaender over korden. Da linjestykket fra centrum til
tangentens roringspunkt stéar vinkelret pa tangenten, er

o . 180°—v v
w=90°-Z0AB=90 - =3

Opgave 2.3 Betragt trekant ADP. Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er

AB+CD
»=180°— JAPD = /PDA+/PAD="2" =2

cA 4,
¥ N

Bemeerk forst at /ZPBD = 180° — ZDBC = 180° — CZ—D. Betragt nu trekant
PBD. Davinkelsummen i en trekant er 180°, er

D

—~

. AB . CDy CD-AB
w=180"- == (180°— == ) = =———.
2 2 2

Opgave 2.4 Da A er vinkelhalveringslinje i trekant A BC, ma M veere midt-
punktet af cirkelbuen BC. Dermed er |BM|=|CM|.
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M

Vi mangler at bevise at |IM| =|I B|. Ved at benytte setningen om periferi-
vinkler samt at vinkelsummen i en trekant er 180°, far vi

/BIM =180°—4BIA=/BAI+/ABI =
LCAM+/ZCBI=/ZCBM+/ZCBI=/ZMBI.

Dermed er [IM|=|BM]|, og M er derfor centrum for cirklen gennem B, C
ogl.

Opgave 2.5 Ifplge setningen om korde-tangentvinkler er trekant ABD og
trekant AC B ensvinklede. Dette giver |A B> =|AC||AD|=12.

Opgave 3.1 Lad ABCD veere en firkant hvor diagonalen BD stér vinkelret
pd siden BC, og diagonalen AC stér vinkelret pa siden AD. Tegn den om-
skrevne cirkel til trekant ACD. Da ZDAC er ret, er AD diameter i cirklen.
Desuden er vinkel ZD BC ret og spaender over diameteren AD, og dermed
ma B ligge pa cirkelperiferien.

Opgave 3.2 Firkant AH, H, B er indskrivelig da begge diagonaler stér vin-
kelret pa en side i firkanten (se opgave 3.1). Da AH, H, B er indskrivelig,
méa ZCH,H, = 180° — ZBH,H, = ZCAB. Dermed er ACAB ensvinklet
med ACH,Hp.

Opgave 3.3 Da firkant AH, H, B er indskrivelig, er /ZAH, Hy, = ZABH). Til-
svarende er ZAH,H, = ZACH.. Da AABH), og AACH, er retvinklede og
har vinkel A felles, er de ensvinklede, og dermed er ZABH),, = ZACH,.
Samlet er AH, vinkelhalveringslinje i AH, H, H..

Opgave 3.4 Lad H’ veere skaeringen mellem AH og den omskrevne cirkel
til trekant ABC.
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T

C /B
H/
Daer ZH'CB=/HAB=90°—-ZABC = ZHCB. Da HA star vinkelret pa

BC, folger det at H’ er spejlingen af H i siden BC.

Opgave 3.5 Kald punktet hvor alle tre cirkler skaerer hinanden, for S. Da
summen af modstédende vinkler i indskrivelige firkanter er 180°, er ZBRS =
ZAPS=/SQC og £SQC + £SRC = 180°. Dermed er ZSRC + ZSRB =180°
som gnsket.

Opgave 3.6 Da /M HC = ZM BC =90°, er firkant M HC B indskrivelig.

M
A : t———B
\//
H/ -\
\
\
\
\
\
N
D C

Dermed er ZBCH = ZAMD = ZBMC = ZBHC, hvilket viser at |BC| =
|BH.

Opgave 3.7 Vinkel AD B og vinkel AC B er rette da de spaender over en dia-
meter i cirklen.
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Firkanterne ADST og BCST er derfor indskrivelige da de har to modstéen-
de rette vinkler, og firkant ABCD er pr. konstruktion indskrivelig. Dermed
er

LCTS=/ZCBS=/4ZCBD=/ZCAD=/SAD=/STD,
hvilket viser at linjen ST halverer vinkel ZCTD.

Opgave 4.1 Ifolge Ptolemeeus’ seetning geelder at [MA||BC| = |[M B||AC| +
IMC||AB|, og da trekant ABC er ligesidet, fas |[MA|=|M B|+|MC|.

Opgave 4.2 Bemerk at AD er diameter i cirklen, og dermed at trekanterne
ACD og ABD er retvinklede. Pythagoras’ seetning giver dermed at |DB| =

V3 og |CD| = V2. Ved at anvende Ptolemaus’ setning far vi nu at |BC| =
V6-v2
>

Opgave 4.3 Kald kvadratets sideleengde for x. Ifalge Ptolemeeus’ setning
anvendt pa firkant ABCP er

|AP||BC|+|ABJ||CP|=|BP||AC]|

og dermed
|PA|-x+|PC|-x =|PB|-V2x.
Samlet er
|PA|| R B||PC| _ s

uanset valget af P.

Opgave 4.4 Da syvkanten er reguleer, er |AB| = |BC|, |AC| = |CE|, |AD| =
|AE| og |AD| = |BE|. Ved at benytte Ptolemaus’ setning pa firkant ABCE
som er indskrivelig da syvkanten er reguleer, fas:

|AB||CE|+|BC||AE| =|AC||BE]
|AB||AC|+|AB||AD| = |AC||AD|
1 1 1
b=
|AD| ~ |AC|  |AB]
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Opgave 5.1 Lad P veere et punkt inden i cirklen. Vi viser at —|AP|| BP| netop
er P’'s potens mht. cirklen, da det giver det onskede.

Tegn linjen gennem P og O, og kald skeeringspunkterne med cirklen for
M og N. Trekanterne AM P og N BP er ensvinklede ifplge setningen om
periferivinkler, dvs. at

|AP||BP|=|MP||NP|=(r —|OP|)(r +|PO|) = r?> — |POJ>.

Opgave 5.2 Lad R veere skaeringspunktet mellem NM og PQ. Ifelge seet-
ningen om punkts potens er |PR|> = |[RN||[RM| = |QRJ?, og altsd |PR| =
|QR].

Q
5~ R

Dermed har trekant M RP og trekant M RQ samme areal, og trekant NPR
og trekant NQR samme areal, og dermed har ogsa trekant M N P og trekant
MNQ samme areal.

Opgave 6.1 Kald fodpunkterne for hojderne i trekant ABC for H,, Hy og
H..

H¢
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Paer |AH,| |AH| |AHp|
c
0SA = bl _ ¢ , og dermed b =—,
b |AH:| b
Det tilsvarende geelder for de andre sider. Derfor er
|AHy | |BH,| |CHq| _ abe _
\HyC| |HeAl |Ha Bl abc ™
Ifolge Cevas setning gar hojderne dermed gennem samme punkt.
|AP| __ |AB| AP _
Opgave 6.2 Da PQ er parallelmed BC, er 7= 0] = ac]’ ©8 dermed ogsé -~ A0 =

|AB|-|AP| __ |BP|
lACI-14AQl QI

Kald skeeringen mellem AX og BC for M.

A
p Q
s N
B M C
Ifplge Cevas satning er
|CQ| |AP| |BM]|
|QA[|PB| |MC]|
ICQl , ]AP| _ 1BM| _
Da PQ er paralleltransversal, er 104 1PBl = 1. Altsd er —~ nic] = L ogAM deler

dermed BC pa midten.

Opgave 6.3 Da den indskrevne cirkel tangerer AB og AC, er afstanden fra
A til de to rgringspunkter Y og Z den samme. Altsa er |[AY| = |AZ], og til-
svarende |BX|=|BZ| og |CX|=|CY].

A
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Dette giver
|AZ| |BX||CY]
IZB| |XC| |YA|
og ifelge Cevas satning betyder dette at AX, BY og CZ skerer hinanden i

et punkt.

= y

Opgave 6.4 Trekant APD og trekant AQD er kongruente da de har en feelles
side AD, ZPAD = ZQAD og ZAPD =90° = ZAQD, dvs. at |AP| = |AQ).

A

.
B H D C

Trekant AH B og trekant DQ B er ensvinklede da de begge har en ret vinkel

samt den feelles vinkel B. Dermed er Ilglgll ﬁgl‘ Tilsvarende er ||gflll ||E£||'
Da AD er vinkelhalveringslinje, er llf;gll = ‘53' Samlet er

|AP||CH| |BQ| _ |CH]| |BQ| _ |AC| |BD| _
|PC||HB| |QA|  |PC| |HB| |CDI|AB|
Ifolge Cevas satning skerer linjerne AH, BP og QC hinanden i et punkt.

Opgave 6.5 Vi viser at
sina; sinf; siny; |AC’| |BA’| |CPB/|
sinay . sin B, ' siny; - |C’B| ' |A’C| ' |B’A|
da dette viser det onskede.
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Ifglge sinusrelationen er sina; = |BA;| S:jﬁ og sina, =|A’C]| iﬁﬂ. (Bemaerk

at dette ogsd holder i tilfaeldes hvor A’ ligger pa forleengelsen af BC teettest
pé B, da bade |BA’| og a; og dermed sina; er negative i dette tilfeelde).
Dermed er

sina; |BA’|sinB
sina, |A’C|sinC’

Da det tilsvarende geelder for de andre vinkler, er

sin@; sinf; siny; |BA’|sinB |CB’| sinC |AC’| sin A
sinaz.sinﬁg.sinyg |A’C| sinC |B’A| sinA |C’B|smB
_ |AC’| |BA!| |CB|
“IC’Bl 1ACl |BA|

Opgave 6.6 Det onskede folger af Cevas saetning med vinkler, da o] =
/ZBAA" =/A’AC = a» osv.

Opgave 7.1 Da diagonalerne star vinkelret p& hinanden, er
|AE|*+|BE|*+|CE|*+|DE[* =|AB]* +|CDJ?

B
C

Kald vinkel ZADB for u og vinkel ZDAC for v. Da er v + u = 90°, dvs.
sinv = cos u. To gange radius for den omskrevne cirkel i en trekant er lig
med leengden af den ene side divideret med sinus til den modstéende vin-
kel. Benyttes dette pa trekant ABD og trekant ACD fas |[AB| =2Rsinu og
|CD|=2Rsinv. Dette giver som gnsket

|AB|? 4+|CDJ? = (2R)*(sin? u +sin? v) = 4R?(sin® u + cos® u) = 4R>.
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Opgave 7.2 Lad n > 3, oglad n — 1, n og n + 1 veere sideleengderne i en
trekant. Den halve omkreds er da 37” Ifolge Herons formel er arealet

= 2 () () (En=1) =2 B,

For n =4 er T =6, sd vi har mindst en trekant der opfylder betingelserne. Vi
viser nu at vi ud fra en trekant der opfylder betingelserne, kan konstruere
endnu en trekant med den gnskede egenskab og sterre sideleengde. Dette
giver nemlig at der findes uendeligt mange. Lad n veere et lige tal, n > 4, og
antag at %(n2 —4) er et kvadrattal. Betragt trekanten med sideleengderne
m—1, m og m+1hvor m =n?—2.Daer m > n, m erlige, og

Z(m2 —4)= ?—l(m -2 (m+2)= ?—l(n2 —)n?.

Dermed er

et helt tal. Der findes altsd uendeligt mange trekanter med de enskede
egenskaber.

Opgave 7.3 Ifolge cosinusrelationen er
b>+c?—a® a’?+c?>-b?> a’*+Db*—c?

2bc + 2ac + 2ab
(a+b-c)a+c—b)b+c—a)+2abc

cosA+cosB+cosC =

2abc
8(s—a)(s—b)s—c)
= 1
2abc +
2
= grr !
= T4
= F+L

Opgave 7.4 Bemeerk forst at

1,1, 1 _a+hb+c
ab ac bc  abc
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Kald arealet af trekanten for T.Daera+b+c = % ogabc=4RT. Vihar

nu
a—l—b—l—c_ 2T 1

abc  r4RT 2rR’

som onsket.

Opgave 8.1 Der findes en multiplikation omkring A; med multiplikations-
faktor k; som forer C; i C, og tilsvarende en multiplikation omkring A,
med multiplikationsfaktor k, som forer C, i C.

7a
3,

Da C; og C, har samme radius, betyder det at k; = k;. Altsa vil en multi-

plikation omkring M med multiplikationsfaktor kf“il afbilde B; i A; og B

iA,, ogdermed B; B, i A1 A,. De to linjer er derfor parallelle.

Opgave 8.2 Der findes en multiplikation omkring A som afbilder C; i C,.
Ved denne multiplikation afbildes N i N’ og P i P’ som vist pa figuren.
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Linjerne ! og I’ er parallelle og cirkelbuerne MN’ og Q}’ derfor ligestore.
Altsa er ZMAN = ZPAQ.

Opgave 8.3 Der findes en multiplikation omkring A som afbilder C; i C,, og
multiplikationsfaktoren for denne afbildning kaldes k. Dermed er |X; Y>| =
k|Xiy|.

Trekanterne X; BY; og Y, BX, er derfor ensvinklede saledes at |BY:| =
k|BXi| og |BX>| = k|BY;|. En multiplikation omkring B med multiplika-
tionsfaktoren —k forer dermed X; i ¥; og ¥j i X, og altsé cirklen C; i den
omskrevne cirkel til BX,Y,. Dermed tangerer C; og den omskrevne cirkel
til BX, ¥, hinanden (overvej).

Opgave 8.4 Linjen gennem X; vinkelret pa a og linjen gennem X vinkelret
pa a er parallelle, og da de begge stér vinkelret pa korden XX i cirklen, ma
de have samme afstand til cirklens centrum.

/ X1 X s

Ved en multiplikation i cirklens centrum med multiplikationsfaktor —1 fo-
res linjen gennem X, vinkelret p& a derfor i linjen gennem X vinkelret pa
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a. Tilsvarende fores linjen gennem Y; vinkelret pd b ilinjen gennem Y vin-
kelret p& b, og linjen gennem Z; vinkelret pd c i linjen gennem Z vinkelret
pé c. Da de tre linjer fores i tre linjer som skeerer hinanden i et punkt, ma
de tre linjer ogsa selv skeerer hinanden i et punkt.

Opgave 8.5 En multiplikation i M med multiplikationsfaktor k = —% forer
AiM,, BiMpogCiM,..Dermed fores IiS, og punkterne I, M og S ligger
pé linje.

Opgave 8.6 Da ZAHB = 180° — ZACB (overvej), ligger spejlingen af H i
linjen A B pa den omskrevne cirkel til trekant ABC.

A

Ved en multiplikation omkring H med multiplikationsfaktor 2 bliver H,
derfor afbildet i et punkt pa den omskrevne cirkel. Tilsvarende bliver H, og
Hj, afbildet i punkter pad den omskrevne cirkel. Punkterne M,, M}, og M,
bliver afbildet i henholdsvis A, B og C. De seks punkter H,, Hy, H;, Mg,
My, og M, bliver dermed alle afbildet pa den omskrevne cirkel, og derfor
ligger de alle pa samme cirkel. Den omskrevne cirkel til trekant H, H, H,
afbildes desuden i den omskrevne cirkel til trekant ABC, hvilket viser at
radius i den omskrevne cirkel til trekant A BC er dobbelt sa stor som radius
i den omskrevne cirkel til trekant H, H, H..

Opgave 8.7 Betragt multiplikationen i A som forer trekant ABC i en tre-
kant AB’C’ séledes at D ligger pa B’C’, og kald multiplikationsfaktoren for
k. Kald midtpunktet af PQ for I. Vi vil vise at multiplikationen forer I i
centrum O for cirklen gennem PQD da denne cirkel er indskreven cirkel
til trekant A B’C’ og dette derfor viser det enskede.
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ii) Ifelge i) er |CAz| = s —|AC| = s — (|CBy1| +|B14|), og da s = |BA;| +
|CB1|+ |B1A|, er |BA;| = |CAy|. Altsa ligger A; og A, symmetrisk pa
linjestykket BC omkring dets midtpunkt.

Opgave 13.4

Trekanterne AIP, APO, ABD og AD B’ er ensvinklede da de er retvinklede
og deler vinklen ved A. Dermed er

|AO| |AO||AP| |ADI||AB’| |AB’|
AT = IAP| |AT] = IAB| |AD] = IAB]| =k. i) Ifolge 2.4 ligger punkterne B, C og I pa en cirkel med D som centrum.
Set /BAC =2a, ZABC =2 og ZACB =2y.Daer

Altsé afbildes I i O, og I er derfor centrum for den indskrevne cirkel til
trekant ABC. /Z10,B=180°-/£0,BI—-/0,IB

Opgave 9.1 Lad A, B; og C; vere roringspunkterne for den indskrevne =180"-20,BC—-ZCBI-Z0,1B

cirkel med henholdsvis BC, AC og AB, og lad A,, B, og C, vere rorings- =180°—(a+y)—pf —(a+p)
punkterne mellem den ydre reringscirkel ¢, og henholdsvis BC, AC og =y=/BCI
BC.

Dermed er firkant BICO, indskrivelig, og B, I, C og O, ligger pé en
cirkel med D som centrum.

ii) Trekanterne AACI og AAO, B er ensvinklede da ZCAI = Z0,AB, og
/BO,A=/B0O,I=/BCI=/ACI.Dermeder |AI||[AO,| =|AB||AC|.

Opgave 9.3 Kald roringscirklernes reringspunkter med siderne BC, AC og
AB for henholdsvis A’, B’ og C’ og den indskrevne cirkels reringspunkter
med siderne BC, AC og AB for henholdsvis A;, B; og C;. Fra setningen
i) Potensen af A mht. ¢y er |AB,[?, 0g|AB;| = 3(|AB2|+]AC,|) = 3(|AC|+ om de ydre roringscirkler ved vi at

|CBs|+|AB|+|AC2|) = 3(AC| +|CAz| + |AB| +|BAy|) = 5. Altsé er po- |CB’| |BA’| |AC’|  |AB:| |CA;| |BC)|

tensen af A mht. CaA hg s2. |B/A| |A/C| |C/B| = |BIC| |AlB| |C1A| =L
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Cevas se@tning giver nu at de tre cevianer skarer hinanden i et punkt.

Opgave 9.4 Lad s veere den halve omkreds. Da ved vi at T = rs, samt fra
Herons formel at T? = s(s — a)(s — b)(s — ¢). Betragt den ydre roringscir-
kel til siden a. Kald centrum for O og reringspunkterne mellem cirklen og
linjerne AB, AC og BC for henholdsvis D, E og F.

Deter kendt at [AD|=|AE|=s, ogdermed at |BF|=|BD|=s—c og|CF|=
|CE|=s—b.Nuer

T = Taapo+ Traro — TaBpo — TarBo — Tarco — TAECO =

1 1 1 1 1 1
T=Esr1+§sr1—Erl(s—c)—irl(s—c)—Erl(s—b)—érl(s—b)

T=n(s—(s—c)=(s=b))=nr(s—a).
Tilsvarende far man for de andre roringscirkler at T = ry(s —b) og T =

r3(s — ¢). Dette giver samlet

T*  rsni(s—a)r(s—Db)r(s—c)

2 _
= T2 s(s—a)s—b)s—c)

=TInrsrs.

Opgave 9.5 Lad O, vere centrum for den ydre roringscirkel til siden BC.
Ifplge Seetning 2 om den ydre roringscirkel ii) er |AI||AO,| =|AB||AC]. Tre-
kanterne AABF og AAEC er ensvinklede fordi ZBAF = ZCAE pr kon-
struktion og ZABF = ZAEC da de spaender over samme buestykke.
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Dermed er |AF||[AE| = |ABJ|AC| = |AI||AO,|, hvilket viser at AAO,F og
AAEI er ensvinklede. Ifolge Seetning 2 om den ydre reringscirkel i) er DG
midtpunktstransversal i trekant AIO, F, dvs. ZADG = ZAO,F = /AEI,
hvilket viser at ZAEI og ZADG spander over samme buestykke i I, og
dermed at DG og EI skeerer hinanden paT.

Opgave 10.1 Lad T veere skeeringspunktet mellem PQ og RS, oglad ¢, og
¢ veere to cirkler gennem henholdsvis P og Q samt R og S som tangerer
hinandeniI.

Da T ligger pa radikalaksen for ¢ og c;, samt pa radikalaksen for ¢ og
¢z, mé T veere radikalcentrum for de tre cirkler, hvilket betyder at |TI| =
v/|TP||TQ| uanset valget af c; og cz. Dvs. at L er en delmaengde af cirk-

len med T som centrum og 4/ |TP||TQ| som radius. Lad omvendt I veere et



Geometrinoter, 2012, Kirsten Rosenkilde

punkt pa denne cirkel. Da vil T veere radikalcentrum for cirklerne ¢ samt
de omskrevne cirkler til trekant PQI og trekant RST (bemeerk at en af cirk-
lerne kan veere degenereret til en linje), ogda |TI| = 4/|TP||TQ| ma de om-
skrevne cirkler til trekant PQI og trekant RSI tangere hinanden i I ifolge
seetningen om et punkts potens. Dermed er L cirklen med centrum i T og

radius +/|TP||TQ)|.

Opgave 10.2

i)

if)

iif)

Ved multiplikation omkring A séledes at c; afbildes i c, ses at linjen
AB skeerer c i det punkt hvor tangenten er parallel med ST, dvs. i M,
og dermed ligger A, B og M pa linje.

Trekanterne M BT og M TA er ensvinklede da de har en feelles vinkel
ved M og ZTAM = ZM T B fordi de speender over henholdsvis cirkel-
buerne M T og MS som er lige store. Dermed er |MA||M B|=|MT|?.

Sammenhangen |MA||M B| = |M T|? geelder uanset placeringen af ¢y,
dvs. M har samme potens mht. til alle cirkler i cirkelafsnittet som tan-
gerer ¢ og ST, og altsa specielt samme potens mht. c; og c;. Dermed
ligger M pa deres radikalakse U'V.

Opgave 10.3

i)

ii)

Kald centrene i cirklerne c, ¢, og c3 for henholdsvis Oy, O, og Os. Fir-
kant EFGO er pr. konstruktion et parallelogram, diagonalerne skaerer
dermed hinanden pa midten, og Os er derfor deres skeeringspunkt.
Linjen gennem O, O3 er derfor midtpunktstransversal i trekant AFO,
altsd parallel med AF, og dermed ortogonal med M E. Punktet E lig-
ger pa c; da E er midtpunktet af korden AC i cirklen c, og vi dermed
ved at ZAEO = 90°. Radikalaksen for c¢; og c3 er derfor ME da E lig-
ger pa begge cirkler, og M E star vinkelret pa linjen gennem cirklernes
centre. Tilsvarende ses at NG er radikalakse for ¢, og c3.

Radikalaksen for ¢ og ¢, er deres felles tangent i A, og dermed er ra-
dikalcentrum for ¢, c¢; og c3 skeaeringen mellem denne tangent og ra-
dikalaksen for c; og c3, dvs. punktet M. Pa tilsvarende vis ses at radi-
kalcentrum for c, ¢, og c3 er N.

iii)
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Afii) folger at M N er radikalakse for c og c3, og dermed star N M vin-
kelret pa OOs. Vi ved desuden at CD star vinkelret p4 OOs, da OOs
halverer CD. Dermed er M N parallel med CD.

Opgave 10.4

i)

ii)

Lad ¢ og c, rore siden BC i henholdsvis punkterne X og X, lad ¢,
rore siderne AB og AC i henholdsvis punkterne Z, og Y. Fra kapit-
let om ydre roringscirkler ved vi at | BX,;| = |CX]| og |CX,| = |BX|, og
dermed folger at
1ZZa| |ZB|+|BZa|=|BX|+|BXal

|BX|+|CX|=|BC|=|SZ|

0g
|CYa|=|CXa| =BX|=|BZ|=|CS|.

Punkterne Z og C har altsa hver iseer samme potens mht. til cirklerne
cq 0g s og derfor er ZC radikalakse for cirklerne ¢, og s.

Et tilsvarende argument viser at BY er radikalakse for cirklerne c,
og r, hvor r er den degenerede cirkel med centrum R og radius 0.
Dermed bliver G radikalcentrum for cirklerne c,, r og s. Heraf folger
|GR|=1GS|.
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Opgave om Simsonlinjen 11.1 Lad P veere et punkt pd den omskrevne cir-
kel til trekant ABC, og antag wlog at P ligger pa buestykket BC séledes at
projektionen P af P pa linjen AC ligger péa linjestykket AC, mens projek-
tionen P; af P pa linjen A B ikke ligger pd linjestykket A B, men dets forleen-
gelse.

P;
B

P

Firkant PCP,P; er indskrivelig da begge diagonaler star vinkelret pa en
side, og dermed er ZCP, P, = ZCPP,. Firkant PP, BP; er indskrivelig da
to modstaende vinkler er rette, og dermed er ZBP,P; = ZBPP;. Firkant
PP, AP; er indskrivelig da to modstdende vinkler er rette, og da firkant
ABPC pr. konstruktion er indskrivelig, er ZP; PP, =180°— ZBAC = ZBPC.
Af dette folger at /ZBPP; = ZCPP,, og samlet at ZCP, P, = ZBP, P;, dvs. at
punkterne Py, P, og P; ligger pa en ret linje.

Opgave 11.2

A E O~ C

Firkant CDHE er cyklisk da den har to modstaende rette vinkler. Dermed
ligger D p& den omskrevne cirkel til trekant CHE, hvilket betyder at Q, M
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og N ligger pé en linje (Simsonlinjen). Tilsvarende ligger D pa den om-
skrevne cirkel til trekant HF B, hvilket betyder at M, N og P ligger pa linje.
Dette viser samlet at alle fire punkter P, Q, M og N ligger pa en ret linje.

Opgave 11.3 Lad P veere skeeringen mellem den omskrevne cirkel til tre-
kanten dannet af linjerne /1, I og l4, og den omskrevne cirkel til trekanten
dannet aflinjerne [, I3 og l4. Lad yderligere punkterne P, P,, P; og Py veere
projektionerne af P pa henholdsvis [, I, I3 og ;.

1
1
1
1
1
|
1
\

Da P ligger bade pa den omskrevne cirkel til trekanten dannet af linjerne
I, I, og l4 og trekanten dannet af linjerne [, I3 og l4, ligger P, P>, 3 og P4
pé linje ifplge seetningen om Simsonlinjen. Men dermed méa P ogsa ligge
pé den omskrevne cirkel for trekanten dannet af linjerne I, I, og I3 og
trekanten dannet af I, I3 og 4 ifolge den omvendte Simpson. Altsa gar
alle fire omskrevne cirkler gennem P.

Opgave 11.4 Lad P, M og N vere midtpunkterne af linjestykkerne CA, CF
og CG. Da punkterne A, F og G ligger pé linjen [, ligger P, M og N pa en
linje som er parallel med /. Da ABCD er et parallelogram, er P skeerings-
punktet mellem diagonalerne.
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Punktet E ligger pa den omskrevne cirkel til trekant BCD, og da |EF| =
|EG| = |EC| mé projektionen af E pa henholdsvis CD og BC vere M og
N. Projektionen af E p& BD ligger ifolge setningen om Simsonlinjen pa
linjen gennem M og N, dvs. at P er projektionen af E pa BD. Da firkant
BCED er indskrivelig, er ZDBE = ZDCE, hvilket giver at trekant BEP
og trekant CEM er ensvinklede, dvs. at ZPEB = ZMEC. Firkant CMEN
er ogsa indskrivelig da to modstadende vinkler er rette, dvs. at ZCNM =
ZCEM. Alt dette giver samlet

LFAD=/CNM=/CEM =/BEP=

1 1 1
-/BED=-/BCD=—-/BAD.
2 2 2

Hermed har vi vist at linjen [ er vinkelhalveringslinje for vinkel BAD

Opgave 12.1 Kald centrene for de tre cirkler O;, O, og Os; og deres radier
for r1, r» og r3. Lad desuden P, og P, veere roringspunktet pa henholdsvis
C; og C, for en af de feelles tangenter. Da er trekanterne XO, P, og XO, P>

: 2 X0 _ 1 oy YOl _ 1o |Z0s| __ 13
nsvinkl Itsa | = -1, Tilsvaren =2 =3,
ens ede, og altsa X0, = 1 svarende ses at Yo: = 7. %8 1Zoy = 1
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Betragt trekanten O; 0,0;. Punkterne X, Y og Z er henholdsvis punkter pa
linjerne 0,0, 0,03 0g O3 0,. Nu benytter vi Menelaos’ setning til at vise at
X, Y og Z ligger pé linje. Hvis vi regner med fortegn, er

|01X]10,Y][05Z] ( 2)(_2)( r3) =-1.

1XO,||YOs] 1ZOy| — \ 1)U Uy

Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pé linje.

Opgave 12.2 Kald centrene for de tre cirkler O;, O, og O3 og deres radier
; X0 _ n [YO| _ 1 1Z0s| _ 1.
for ry, r, og r3. Som i opgave 12.1 ses at IXOil = r—;, Yo = é ‘og Zoi] = r—f
Betragt trekanten O; 0,0;. Punkterne X, Y og Z er henholdsvis punkter pa
linjerne O,0,, 0,03 0g O3 0,. Nu benytter vi Menelaos’ saetning til at vise at

X, Y og Z ligger pé linje. Hvis vi regner med fortegn, er

101X] 10, Y] 057
xouivor zon =) GG =1

Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pd linje.

Opgave 13.1 Betragt diameteren hvis forleengelse gar gennem O. Denne
diameter vil af symmetrigrunde afbildes i diameteren til @/, og da linjer
gennem O afbildes pa sig selv folger det at centrum for a, centrum for o’
og punktet O ligger pa linje.

Opgave 13.2 Kald roringspunkterne for den ydre roringscirkel og linjerne
AC og BC for henholdsvis M og N. Det er velkendt fra kapitlet om ydre
roringscirkler at |[CM| = |CN| = s. Punkterne M og N fikses derfor ved
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inversionen, dvs. at den ydre roringscirkel afbildes i en cirkel gennem M
og N som tangerer billederne af linjerne AC og BC. Da AC og BC afbildes
pa sig selv, ma ogsa cirklen afbildes pa sig selv.

Opgave 13.3 Kald centrum for den indskrevne cirkel for I. Firkant AMIN
er indskriveligda ZAMI =Z/ZANT=90°.

>

C

Cirklen AM N afbildes derfor i en linje gennem M og N da disse to punkter
ligger pd inversionscirklen. Billedet af A er altsé& skeeringspunktet mellem
linjestykket N M og linejn AI. Dette skaeringspunkt er netop midtpunktet
af M N, da AT er vinkelhalveringslinje til vinkel ZNAM og|AM|=|AN]|.

Opgave 13.4

Ved inversion i en cirkel med centrum C og radius s afbildes den ydre ro-
ringscirkel pa sig selv ifolge opgave 13.2. Vi skal altsd vise at billedet af den
omskrevne cirkel til trekant CPQ tangerer den ydre roringscirkel. Da P og
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Q afbildes pa sig selv, vil den omskrevne cirkel til trekant CPQ afbildes i
linjen PQ som tangerer roringscirklen.

Opgave 13.5 Ved inversion i en cirkel med centrum i A afbildes C; og C, i
to parallelle linjer, og C3 og C, afbildes i to cirkler der tangerer hinanden
samt henholdsvis billedet af C» og C;.

D/

B/

Ved at regne pé vinklerne ses let at B’, C’ og D’ ligger pa linje. Hvis denne
linje gér gennem A, vil A, B, C og D ligge pa linje, og hvis linjen ikke gar
gennem A, vil A, B, C og D ligge pa en cirkel.

Opgave 13.6 Ved inversion i punktet O afbildes cirklerne I'4, I'p 0og I'c i
linjer sdldes at A’B’C’ er en trekant, og A’X’, B’Y’ og C’Z’ cevianer i tre-
kanten som gar gennem samme punkt O.

X ¢ c’
Y

Z/

Ved at udnytte at |AY| = mM’ Y’| osv. ses at ligningen vi skal vise, i det
inverterede tilfeelde er sekvivalent med
|A/Y/||B/Z/||C/X/|

|A/Z/||B/X'||C/Y/| -
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Dette er sandt ifalge Cavas seetning.

Opgave 13.7 Inverter i en cirkel med centrum i A og radius r. Linjerne AB,
AP og AC afbildes pa sig selv, cirklen gennem A, B, C;, P afbildes pa en linje
gennem B, C{ og P/, cirklen gennem A, By, C, P afbildes i en linje gennem
Bj,C’ og P/, og cirklen gennem AB; P, C, afbildes i en linje gennem B, C;
og P/

B

PN 5%

Da B, og C; er midtpunkt pa henholdsvis AB og AC, er B’ og C’ midtpunkt
pé henholdsvis linjestykkerne AB; og AC]. Dermed er AB;C; en trekant
med B;C’ og B’C] som medianer. Da linjen gennem A, P’ og P| gar gen-
nem skeeringspunktet mellem B]C’ og B'Cy, er AP ogsa median i trekant
AB{ C { Da medianerne skaerer hinanden i forholdet 1: 2, far vi

2 2
2|AP|=2——=3—— =3|AP||.
|AP| |AP|
Opgave 13.8 Da P er det centrale punkt, inverterer vi i en cirkel med cen-
trum i P og radius r. Dermed er ] og a; to parallelle linjer, og -, og o er
to parallelle linjer. Firkant A’ B’C’D’ er derfor et paralellelogram.
Nu regner vi pa begge sider af lighedstegnet:
r2|A/B/| rZIB/C/\
|AB||BC| _ 1papeipBIPC] _ |A’B’||B'C’||PD’|?

|AD||DC|  r2AD| rADcl — |A’D||D/C||PB)?’
|PA’||PD’| |PD'||PC’|

0g
r4
|PBI*>  ppp _ |PD'|?

|PD|2 - |Pr5/‘2 - |PB/|2'
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Ligheden som vi skal vise, reduceres dermed til

|A/B/||B/C/|

|A/D/||D/C/| -

’

hvilket er sandt da A’ B’C’D’ er et parallelogram.

Opgave 13.9

Inverter i en cirkel med centrum i A, da a og ay derved afbildes i to paral-
lelle linjer som alle billederne af cirklerne i folgen tangerer. Roringspunk-
ternes billeder P/, P;, P, ... ligger derfor pa en ret linje, dvs. at P, P, P, ...
ligger pa en cirkel gennem A.

Opgave 13.10

Bemeerk forst at firkant APOS, BQOP, CROQ og DSOR er indskrivelige, og
kald deres omskrevne cirkler for henholdsvis a4, ag, ac og ap. Da AO og
CO er diameter i henholdsvis a4 0g ac, tangerer a4 og a¢ begge linjen BD
i O. Tilsvarende tangerer ap og ac linjen ACiO.

S A’ P’
D 0 Y
o S

Inverter i en cirkel med centrum i O. Da afbildes a4 og ac i to linjer som
er parallelle med DB, og ap og ap i to linjer parallelle med AC. Skeerings-
punkterne mellem de fire cirkler er netop P, Q, R og S, dvs. at P’Q'R’S’ er
et rektangel og dermed indskrivelig. Punkterne P, Q, R og S ligger derfor
0gsa pd en cirkel.

Opgave 13.11
Inverter i en cirkel med centrum i C. Da afbildes linjen PQ pé sig selv, cirk-
len B i en linje parallel med P’Q’, halvcirklencirklen « i en halvcirkelcirkel
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som tangerer 8’ og har P’Q’ som diameter, og linjen 7 i en cirkel som tan-
gerer 3’ og har C B’ som diameter.

P C Q’ B’

Da linjen gennem P/, C, Q’ og B’ er parallel med linjen 8/, mé de to cirkler
a’ og v’ have samme radius. Derfor er

/PAC=/A"P'C=/A'B'C=/BAC,

dvs. at AC er vinkelhalveringslinje i trekant PAC.
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