Tip til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen

Talteori

Talteori handler om de hele tal, og seerligt om hvornar et helt tal gar op i et
andet helt tal. Derfor spiller primtallene en helt central rolle i talteori, hvilket
vi skal se pa om lidt.

Her preesenteres idéer til hvordan man lgser talteoriopgaver. Det er ikke en
teoretisk indfering, men der er i stedet fokus pa at illustrere nogle centrale
principper og idéer til hvordan man benytter fx delelighedsregler og primfak-
toroplesning. For at blive god til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen er det
allervigtigste at lose mange opgaver, og derfor er der ogsa en masse opgaver
hvor mange har veeret stillet som opgaver til 1. runde.

Til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen er de forste ti opgaver multiple
choice-opgaver med fem svarmuligheder, mens de sidste ti opgaver skal be-
svares med et positivt helt tal. Derfor er opgaverne her en blanding af multiple
choice-opgaver og opgaver hvor facit er et positivt helt tal. Der er losningsskit-
ser til alle opgaver bagerst.

Divisor Tallet 3 gar op i 99 da 99 = 3 - 33. Mere generelt geelder at hvis d
og n er hele tal, sa gar d op i n hvis der findes et helt tal g sa

n=q-d.

Vi siger ogsd at d er divisori n, eller at n er delelig med d.

Primtal Et positivt heltal storre end 1 kaldes et primtal hvis de eneste
positive divisorer i tallet er 1 og tallet selv. De forste ti primtal er der-
for

2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.
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Delelighedsregler

Der findes mange regler om delelighed. Born leerer hurtigt at 2 gdrop iet
tal nar sidste ciffer er lige, og at 5 gar op i et tal nar sidste ciffer er 0 eller
5, men der findes flere regler som ikke er helt sa kendte og intuitive.

3-reglen Tallet 3 gér op i et tal netop hvis det gar op i tveersummen.
Tvaersummen af et tal er summen af dets cifre.
Fxgdr3opil9l1114da3 garopitveersummen 1+9+1+1+14+14+4=
18.

9-reglen Tallet9 gar op i et tal netop hvis det gar op i tveersummen.
Fxgar9 opi1911114 da det gér op i tveersummen 18.

11-reglen Tallet 11 garopiettal netop hvis det gar op i den alternerende

tveersum. Den alternerende tveersum af et tal far man ved at leegge
hvert andet ciffer til og treekke hvert andet ciffer fra.

Fx gér 11 op i 918592950 da den alternerende tveersum er
9—14+8-5+9—2+9-5+0=22

Produkt af primtal Et produkt p - g af to forskellige primtal p og q gar
op i et tal hvis bade p og g gar op.
Hvis vi fx skal undersage om et tal er deleligt med 6 =2 - 3, sé skal vi
blot tjekke om det béde er deleligt med 2 og med 3.

Produkt Hvis der om de hele tal n, m, a og b geelder at n gér op i a og
mgaropib,sdgarn-mopia-b.

Fxgidr27=3-90pi6:-1971da3 garopib, og9 garopil97l.

Opgave 1. Hvor mange af folgende fem tal gr 9 op i?

9393939, 111111111, 123456, 123456-15, 99-111
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Opgave 2. Hvilket af folgende tal er ikke deleligt med 32

A) 333+45519  B) 12445+54421 C) 2777+ 7222
D) 9416+7864 E)212121+414141

(Georg Mohr 2006, opgave 3)

Opgave 3. Georg tenker pa et helt tal. Forst ganger han tallet med 5, og der-
efter treekker han 7 fra resultatet. Sa ganger han det nye resultat med 9 og far
tallet x. Hvad kan man med sikkerhed slutte om x?

A) xerulige B)xerlige C)3garopix D)b5garopix E)7garopix
(Georg Mohr 2016, opgave 2)

Opgave 4. Hvad er det mindste hele tal som kun bestér af cifrene 1, 2 og 3,
som indeholder hvert af de tre cifre mindst én gang, og som 3 ikke gér op i?

(Georg Mohr 2015, opgave 12)

Opgave 5. Hvilken af folgende opgaver er uleselig? Dan et 5-cifret tal besta-
ende af alle cifrene 1, 2, 3, 4 og 5 s&

A)4dgaropitallet B)5géropitallet C)6géropitallet
D) 11 garopitallet E) 125 garopitallet

(Georg Mohr 2007, opgave 10)
Opgave 6. Peter har skrevet to positive hele tal x og y pé en seddel som han
viser til sine venner A, B, C, D og E. De fem venner udtaler folgende:

A) x+yerulige B) 3garopiy C) y=2x
D) x-yerulige E) x<y

Peter forteeller at netop én af de fem venner lyver. Hvem?

(Georg Mohr 2014, opgave 8)
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Opgave 7. Hvis m er et lige tal, og n er delelig med 6, hvilket af folgende tal er
s& med sikkerhed deleligt med 4?

A)m+n B mn—-m Cm?+n Dymim+n) E)(m+1n
(Georg Mohr 2009, opgave 10)

Opgave 8. Pa et bord stér der 12 gaver nummereret fra 1 til 12. Arnes ynd-
lingstal er 2, Bents yndlingstal er 3, Carls yndlingstal er 4, Doras yndlingstal er
5, og Ellas yndlingstal er 6. Arne, Bent, Carl, Dora og Ella gér op til bordetien
eller anden rakkefolge og far udleveret de gaver (blandt dem der er tilbage)
hvis nummer deres yndlingstal gar op i. Det viser sig at den sidste fér to gaver.
Hvem er den sidste?

A)Arne B)Bent C)Carl D)Dora E)Ela
(Georg Mohr 2018, opgave 9)

Primfaktoroplesning Nar vi primfaktoropleser et tal, skriver vi det som
et produkt af primtal. Fx er primfaktoroplesningen af 60 lig med
22.3-5, mens primfaktoroplesningen af 6 er lig med 2 - 3 og prim-
faktoroplesningen af 13 blot er 13. Alle positive heltal storre end 1
har en primfaktoroplesning, og den er entydig paneer reekkefolgen
af faktorerne.

Primfaktoroplesningen af et tal fortzller noget om hvilke tal der gar op i
tallet. Fx kan man umiddelbart se at 7 gar op i 28 -52-79-19, mens 13 og
17 ikke gé&r op. Man kan ogsa se at 25 =52 0g 70=2-5-7 gar op.

Hvis man fx skal bestemme samtlige divisorer i 30, sd kan man se pa
primfaktoroplesningen 2 -3 -5 og hurtigt né frem til at samtlige divisorer
erl,23,52-3,2-53-50g2-3-5. Tilsvarende er samtlige divisorer i
16 =24 tallene 1,2,2%,23,24.

Primtallene fungerer som en slags byggesten alle positive heltal er byg-
get op af, og derfor er de helt centrale nar man arbejder med hele tal.
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Opgave 9. Hvilket af folgende tal gar ikke opi2°-3-7-11-13%2

A)6 B)14 (€39 D)121 E)o64

Opgave 10. En mand har hele sin formue fordelt i solide skindposer der hver
indeholder 49 guldmenter. En dag omfordeler han formuen sé& den i stedet
ligger i 35 bokse med lige mange guldmenter i hver. Der gér forskellige rygter
om hvor mange guldmenter hans formue udger i alt. Hvilket af de fem rygter
A, B, C, D og E nedenfor er méske sandt?

A) 70705 B) 6335 C) 2450 D) 70707 E) 4931

(Georg Mohr 2014, opgave 9)

Opgave 11. Fire forskellige positive heltal giver 1001 nér man ganger dem
sammen. Hvad er deres sum?

Opgave 12. Tallene fra 1 til n stdr pd en lang liste. Fra listen fjernes nu alle tal
som 3 gdr op i, og alle tal som 5 gér op i. Herefter star der 240 tal tilbage pa
listen. Det oplyses at bade 3 og 5 gér op i tallet n. Hvad er n?

(Georg Mohr 2014, opgave 15)

Opgave 13. Om de hele tal a, b og c¢ vides at a’b3c* = —27. Hvor mange
muligheder er der for veerdien af c?

A0 B1 02 D3 E4
(Georg Mohr 2016, opgave 7)

Opgave 14. Lad p veere et primtal. Hvor mange forskellige positive heltal gar
i 17109
opip™?
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Sidste ciffer

Sidste ciffer i summen af to tal Hvis man skal bestemme sidste ciffer i
en sum af to heltal, kan man blot se pa det sidste ciffer i hvert af de
to tal, leegge dem sammen og finde sidste ciffer i denne sum. Fx er
sidste ciffer i 947568 + 3749663 ligmed 1 da 8+3 =11.

Sidste ciffer i produktet af to tal Hvis man tilsvarende skal finde sidste
ciffer i produktet at to tal, kan man igen blot tage sidste ciffer i hver
af de to faktorer og finde sidste ciffer i deres produkt. Fx er sidste
ciffer i 9328578 - 2648658 lig med 4, da 8-8 = 64.

Eksempel Vi gnsker at bestemme sidste ciffer i 20072°%7, Da sidste ciffer i
et tal kun afhaenger af det sidste ciffer i hver af faktorerne, svarer det til at
finde sidste ciffer i 72°°7. Dette er stadig et keempe tal som er helt umuligt
at udregne, sa vi har brug for at reducere problemet yderligere.

Hvis vi ser pa 72 = 49, sd slutter det pa 9. Det kan vi bruge, ndr vi skal
finde sidste ciffer i 73 = 7 - 72, for det m4 jo veere det samme som sidste
ciffer i 7-9 = 63, altsé 3. Tilsvarende ma sidste ciffer i 74 = 7- 73 veere det
samme som sidste ciffer i 7-3 = 21, altsd 1. Sidste cifferi 7° =7-7* er lig
med sidste cifferi7-1 = 7. Sidste ciffer i 7° er sidste cifferi7-7 = 49, osv. Da
sidste ciffer i 7" hele tiden kun athaenger sidste ciffer i 7~! ganget med
7, kan vi se at der kommer et fast monster i sidste ciffer i potenserne:

Potens 7V || 7|87
Sidsteciffer | 7| 9 | 3 11719 3 1|7

Sidste ciffer i potenserne gentager sig altsa med en periode pa 4. Derfor
er det nu ikke sveert at bestemme sidste ciffer i 72°°7. Da 2007 = 4-501+3,
kan vi se at 72997 m3 have samme sidste ciffer som 73, dvs. 3.

Opgave 15. Hvad er sidste ciffer i 7485132
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Opgave 16. Hvad er sidste ciffer i 920132

Opgave 17. Hvilket af folgende tal ender ikke pa 5?

A)5+15+25+35+45 B)5-15-25-35-45 C) 192—162
20-35-9
D) 5 E)252°—25°
(Georg Mohr 2011, opgave 11)

Opgave 18. Tallet 2000'°% er et tal som ender p4 mange nuller. Hvad er det
sidste ciffer som ikke er et nul?

Opgave 19. En person har udregnet n'® for alle veerdier af n fra 1 til 100 og om-
hyggelig noteret sidste ciffer af hvert af resultaterne pé et stykke papir. Hvor
mange forskellige cifre optreeder der pa dette stykke papir?

e )

Mere om delelighed

Nogle helt grundleeggende delelighedsregeler for sum og differens:
Sum Hyvis et heltal d gér op i to heltal n og m, da gér d ogsa op i deres

sum n+ m. Hvis fxa =3b +12c¢,dama 3 gd opia fordi 3 garop i
3b,0g3 garopil2c, ogdermed ogsdisummen 3b +12c¢.

Differens Hvis et heltal d gar op i to heltal n og m, da gar d ogséd op i
deres differens n—m.

Eksempel Hvis der om to positive heltal a og b geelder at
a+5b =03

da kan vi slutte at b ma gd op i a fordi b gér op i 5b ogi b3, og dermed
ogsé i deres differens a = b3 —5b.
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Eksempel Vi onsker at bestemme alle positive heltal a sd a +3 garop i
4a +16. Derfor omskriver vi 4a + 16:

4a+16=4(a+3)+4.

Hvis a + 3 skal g& op i tallet 4a + 16, ma det derfor ogsa gé op i
4=4a+16—4(a +3). Det eneste positive heltal a for hvilket a + 3 gar op

i4,era=1.

Opgave 20. Det positive heltal n har egenskaben at4n +1 garop i 12n + 10.
Hvad er tveersummen af n?

A6 B)7 C(C)11 D)Der er flere muligheder
E) Der findes ingen n med denne egenskab

Opgave 21. Hvilket af folgende tal er ikke deleligt med 182

A)540 B)1818+7216 C) 36-4226
D) 2007-2008-2009 E)9-888—8-999

(Georg Mohr 2008, opgave 5)

Opgave 22. Hvor mange positive heltal n findes der s& 2n+1 gér op i 81 +69?

Opgave 23. Om de hele tal n og m ved man at n + m = n?. Dermed kan man
med sikkerhed slutte at

A)ngaropim B)mgéaropin C)nogm erulige
D)nogmerlige E)n=m
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Ekstra udfordringer

Opgave 24. Peter og hans venner har 100 store chokoladefrger. De deler dem
sd de far lige mange hver. Peter spiser straks en af sine freer og en til, men pa
et tidspunkt bliver han darlig og spiser ikke flere. Han regner ud at han har
spist helt preecis en fjerdedel af sine freer. Hvor mange froer har Peter tilbage?

(Georg Mohr 2017, opgave 18)

Opgave 25. [ en kasse ligger der tres sedler nummereret fra 1 til 60. I en anden
kasse ligger der ogsé tres sedler nummereret fra 1 til 60. Tres personer traekker
hver en tilfeeldig seddel fra hver kasse og ganger deres to tal sammen. Hvis 6
gar op i resultatet, far personen en sodavand. Hvor mange sodavand er der

; ?
hejst brug for? (Georg Mohr 2015, opgave 19)

Opgave 26. Det oplyses at ét af tallene 14, 15, 16, 20, 25 er lgsning til ligningen
5x°+3x% 4+ x =3604065 +4x* +2x°.
Hvilket af tallene er det?

A) 14 B) 15 C) 16 D) 20 E) 25
(Georg Mohr 2014, opgave 10)

Opgave 27. Pa gulvet har Georg stillet 1001 spande op i en lang reekke efter
hinanden. I forste runde leegger Georg en glaskugle i hver af de 1001 spande.
I anden runde leegger han en glaskugle i hver anden spand, og han starter
med at leegge en glaskugle i den forreste spand. Sddan fortseetter han i 1000
runder hvor han i runde nummer n leegger en glaskugle i hver n'’te spand, og
han starter altid med at laegge en glaskugle i den forreste spand. Hvor mange

glaskugler er der til sluti den sidste spand?
(Georg Mohr 2018, opgave 18)

Opgave 28. Tallene a, b, c, d, e og f er hele positive tal under 1000, og de
opfylder
4a=5b=6c=7d=8e=9f.
Hvad er tallet a?
(Georg Mohr 2016, opgave 19)
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Losningsskitser

Opgave 1 Svar: 4. Ved at benytte tversumsreglen for delelighed med 9 ses
umiddelbart at 9393939 og 111111111 er delelige med 9, mens 123456 ikke
er. Tallet 123456 har tveersum 21, og det er derfor deleligt med 3. Tallet 15 er
ogsé deleligt med 3. Altsé er deres produkt 123456 - 15 deleligt med 9 = 32.
Tallet 99-111 er deleligt med 9, da den ene af faktorerne er delelig med 9.

Opgave 2 Svar: B. Tallet 3 gar ikke op i 12445454421 = 66866 da det ikke gar
op i tveersummen. Det er let at se at det gar op i de fire andre muligheder ved
at bruge tveersumsreglen.

Opgave 3 Svar: C. Da x er fremkommet ved at gange et helt tal med 9, mé 3
gdopix da3garopi9.Vikan udelukke de andre muligheder: Hvis Georg
teenker pé 2, er x =27, hvilket udelukker B, D og E. Hvis Georg teenker pa 3, er
x =72, hvilket udelukker A.

Opgave 4 Svar: 1123. Hvis et 3-cifret tal bestér af cifrene 1,2 og 3, sd gdr3 op i
tallet da det géar op i tveersummen. Altsa skal det tal vi leder efter, mindst have
fire cifre. Det mindste 4-cifrede tal der kun bestar af cifrene 1, 2 og 3, og som
indeholder hvert ciffer mindst en gang, er 1123, og her gar 3 ikke op da det
ikke gar op i tveersummen.

Opgave 5 Svar: D.
A) Da4 gar opi 100, kan man se om 4 gér op i et tal udelukkende ved at se
pé de to sidste cifre. Tallet 4 gar fx op i 13524, da det gar op i 24.
B) Dab5 garopi et tal hvis det slutter pa 0 eller 5, gér 5 fx op i 12345.
C) Da6 garopiettal netop hvis bdde 2 og 3 gar op, gar 6 fx op i 54132.

D) Den alternerende tvaersum af et tal med cifrene 1, 2, 3, 4 og 5 kan aldrig
blive delelig med 11 da den altid vil ligge mellem —9 og 9 fordi 5+4+3 —
2—1=9, og den ikke kan blive 0 da der er tre ulige tal. Dermed gér 11 ikke
op i nogen af tallene bestdende af cifrene 1, 2, 3, 4 0g 5.

E) Da 125 gér op i 1000, kan man se pa de sidste tre cifre i et tal om 125 gar
op. Tallet 125 gar fx derfor op i 24125 da det gér op i 125.
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Opgave 6 Svar: D. Hvis x + y er ulige, er det ene tal lige og det andet ulige. Hvis
x - y er ulige, er begge tal ulige. A og D kan derfor ikke begge tale sandt. Det
betyder at B, C og E taler sandt. Altsa er y =2x, hvilket viser at y er lige. Derfor
ma D lyve. Vi kan se at alle andre taler sandt hvis fx x =3 og y =6.

Opgave 7 Svar: D. Hvis n er delelig med 6, mé n veere lige. Derfor er bade n og
m lige tal, og deres sum er derfor ogsa lige. Da 2 gdrop i m og2 garopin+m,
ma4=2-2géopim(n+m).Ingen af de andre muligheder er altid delelig med
4:A) n+ m er ikke altid delelig med 4, fx ikke forn =2 0gm=12.B) nm—m,
C) m?+ n og E) n(m+1) er ikke altid delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =6.

Opgave 8 Svar: B. Bent far udleveret de gaver der af tilbage af gaverne 3, 6 og
9 hvis han gar op til slut. Da ingen af de andres yndlingstal gar op i hverken
3 eller 9, ma de veere tilbage til slut, mens 6 er taget af enten Arne eller Ella.
Altsé far Bent to gaver hvis han er til sidst. Det samme geelder ikke for nogen
af de andre. Hvis Arne er til slut, far han kun gaven 2. Hvis Carl eller Ella er til
slut, far de ingen gaver. Hvis Dora er til slut, far hun kun gaven 5.

Opgave 9 Svar D. Man kan se af primfaktoroplosningen 2°-3-7-11-13 at tallet
121 =112 ikke gar op. Det er nemt at se ud fra primfaktor-oplesningen at 6 =
2-3,14=2-7,39=3-13 0g 64 =25 alle gdrop i29-3-7-11-13.

Opgave 10 Svar C. Da guldmenterne kan fordeles i skindposer der hver inde-
holder 49 guldmenter, mé 49 = 72 g op i antallet af guldmenter. Da guld-
menterne kan fordeles i 35 bokse med lige mange guldmenter i hver, mé
35 =5-7 gé op i antallet af guldmenter. Det betyder at 57> = 245 gar op i
antallet af guldmenter. Det er derfor muligt at manden har 2450 = 245 - 10
guldmenter. De andre rygter er ikke sande da 245 ikke gér op i de andre tal.

Opgave 11 Svar: 32. Primfaktoroplesningen af 1001 er 7-11-13. Hvis produktet
af fire forskellige positive heltal skal give 1001, ma disse derfor veere 1, 7, 11 og
13. Deres sum er 32.

Opgave 12 Svar: 450. Da3 og5 gadropin,sama3-5=15gaopin. Laeg maerke
til at af tallene 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15, fjernes 3, 5,6,9, 10, 12, 15,
dvs. der er 8 tal tilbage. Dette monster gentager sig for de naetse 15 tal osv. Da
der til slut er 240 = 8- 30 tal tilbage, ma der fra starten veere n = 15-30 = 450.

Opgave 13 Svar: C. De hele tal a, b og c skal opfylde at
a’b3ct=—27=-3%
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Altsé skal ¢ g& op i 33. Tallet c* er et helt positivt tal, og de eneste positive tal
dergéropi3®erl,3,3%o0g3? ogafdem er det kun 1 der kan veere lig med c*.
De eneste hele tal ¢ der er losning til ¢* =1, er ¢ =1 og ¢ =—1. Disse opfylder
begge ligningen nar a =1 og b =—3. Der er derfor 2 muligheder for c.

Opgave 14 Svar: 11. Divisorerne i p'° er netop 1, p, p%, p3,..., p'°.

Opgave 15 Svar: 1. Da sidste ciffer i et produkt kun athaenger af sidste ciffer i
hver af faktorerne, er sidste ciffer i 748513 lig med sidste cifferi 13 =1, dvs. 1.

Opgave 16 Svar: 9. Da 92 = 81 har 1 som sidste ciffer, m& 9% = 9-92 have samme
sidste ciffer som 9-1 = 9. Tilsvarende mé 9* = 9- 9% have samme sidste ciffer
som 9-9 =81, dvs. 1, og sddan forteetter det. Dette viser at 9” ender pa 1 hvis
n er lige, og 9" ender pa 9 hvis n er ulige. Derfor er sidste ciffer i 9213 lig med
9.

Opgave 17 Svar: E.

A) Sidste cifferitallet 5+15+25+35+45 er sidste cifferi 5+5+5+5+5 =25,
dvs. sidste ciffer er 5.

B) Sidste cifferi5-15-25-35-45 er sidste ciffer i 5°. Nar man ganger 5 med
5, ender det igen pa 5, og derfor er sidste ciffer 5.

C) Sidste cifferi 192 er sidste ciffer i 92 =81, dvs. 1. Sidste cifferi 162 er sidste
ciffer i 63 = 36, dvs. 6. Dermed er sidste ciffer i differensen 19?2 — 162 lig
med 5.

D) Sidste ciffer i tallet 23322 = 2339 = 5.7.3 er 5 da det er deleligt med 5,
men ikke med 10.

E) Sidste ciffer i 25%° er det samme som sidste ciffer i 52°, og som for ved vi
at en potens af 5 har 5 som sidste ciffer. Tilsvarende er sidste ciffer i 25°
ogsa 5. Altsa er sidste ciffer i differensen 25%° —25° lig med sidste ciffer i
5—5=0, dvs. 0.

Opgave 18 Svar: 6. Tallet

20001000 — 21000 A 10001000 — 21000 . 103000,
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ender pé 3000 nuller. Cifferet lige for de 3000 nuller ma veere sidste ciffer i
21000 Hyvis man ser pd potenserne 2,22,23,24,25 26 27 28 29 af2 har de sid-
ste ciffer 2,4,8,6,2,4,8,6,2,..., og dette system ma fortseette da sidste ciffer i
et produkt kun afheanger af sidste ciffer i faktorerne. Da 1000 er delelig med
4, mé 21°%0 have 6 som sidste ciffer.

Opgave 19 Svar: 4. Sidste ciffer i et produkt athanger kun af sidste ciffer i hver
af faktorerne. Hvis vi skal finde de mulige slutcifre i n'® for n =1,2,...100, be-
hever vi derfor kun tjekke for n =0,1,2,...,9. Vi udnytter at n'® = ((n?)?)?)?.
For at bestemme de mulige slutcifre i n? finder vi slutcifrene i 02,11,...,92
og nar frem til mulighederne 0, 1,4,5,6,9. De mulige slutcifre i n* = (n?)?
kan vi nu finde ved at se pé slutcifrene i tallene 02,12,42,5%,62,9%, og de er
0,1,5,6. De mulige slutcifre i n8 = (n*)? kan vi nu finde ved at se p slutcifrene
i02,12,5%,62, ogde er 0,1,5,6. Nar vi gentager dette en gang til for at finde de
mulige slutcifre i n'® = (n8)?, far vi endnu engang 0,1, 5, 6.

Opgave 20 Svar: E. Hvis4n+1 gérop i
12n+10=3(4n+1)+7,

sd gar 4n + 1 ogsa op i 7. Der findes ikke noget positivt heltal n sa 4n + 1 gar
opi7:Forn=1er4n+1=5.Forn>2er4n+12>9, ogdet kan derfor ikke ga
opi7. Derfor er svaret E).

Opgave 21 Svar: B. Et tal er deleligt med 18 netop hvis det er deleligt med bade
9 og med 2, da 9 og 2 ikke har nogen felles divisorer. Man kan tjekke om 9 gar
op i et tal ved at se om det gar op i tveersummen.
A) 540: Bade 9 og 2 gar op, og dermed gar 18 ogsa op.
B) 1818+7216:9 gar op i 1818, men ikke i 7216, og dermed gar det ikke op i
summen af de to tal. Altsa gar 18 heller ikke op.
C) 36-4226: Da 18 gar op i 36, gir det ogsé op i et multiplum af 36.

D) 2007-2008-2009. Da 9 gar opi2007 og 2 gar op 2008, gar 18 op i produktet
af de to tal, og dermed ogsé i produktet af alle de tre tal.

E) 9-888—8-999: Da9garopi9, og 2 gar op i 888, gar 18 op i produktet
9-888. P4 samme made ser vi at 18 gar op i 8-999. Nar 18 gar op i begge
de to tal, gar det ogsa op i differensen.

Tip til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Talteori, 2018, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 22 Svar: 3. Tallet2n+1 gérop i
8n+69=4(2n+1)+65,

netop nér det gr op i 65. Divisorernei65=5-13 er 1, 5, 13 0g 65. Tallet 2n +1
er storre end 1, dvs. det skal veere lig med 5, 13 eller 65. Tallet n er derfor 2, 6
eller 32.

Opgave 23 Svar: A). Narn+m =n?>, mdngiopim=n?—n,dan garop i
bade n? og n og dermed ogsa i deres differens.

Da n =3 og m = 6 opfylder at n + m = n?, kan vi ikke slutte hverken B) m
géropin, C) n og m er ulige, D) n og m er lige, eller E) n = m.

Opgave 24 Svar: 15. Peter spiser n chokoladefreer, og vi ved fra opgaven at
n > 1. Da Peter spiser % af sine froer, far Peter 4n chokoladefroer. Lad m veere
antal personer som deler chokoladefrogerne. Vi ved at Peter har flere venner,
dvs. m er mindst 3. Da hver person far 4n chokoladefroer, er

4an-m=100 < n-m=25=5.

Nu er n og m to positive hele tal som begge er storre end 1, hvis produkt er 52,
og dermed er eneste mulighed n = m = 5. Peter far altsa 4 -5 = 20 froer, og da
han spiser 5, har han til slut 15 tilbage.

Opgave 25 Svar: 40. Hvis en person traekker to sedler hvor 6 =2-3 gdrop i
resultatet, sa skal 3 g& op i mindst et af de to tal. Der er kun 20 sedler i hver
kasse hvor 3 gé op, dvs. hojst 40 personer kan traekke en seddel hvor 3 gér op.
Det kan faktisk lade sig gore at der bliver brug for 40 sodavand: I hver kasse er
der 20 tal hvor 3 gar op, og 20 lige tal ud over disse. Hvis de 20 tal hvor 3 gar
op, kombineres med de 20 lige tal hvor 3 ikke gér op fra den anden kasse, sa
giver alle disse kombinationer sodavand. Tilsvarende den anden vej rundt.

Opgave 26 Svar: 15. Forst omskriver vi ligningen:

5x°+3x%+ x =3604065+4x* +2x°> <
3604065 = x(5x* +3x%2+1—4x3—2x).

Vi ved at et af de hele tal 14, 15, 16, 20 og 25 er lgsning til ligningen. Tallet x
kan ikke veere et lige tal, for da er hojresiden lige, mens venstresiden er ulige.

Georg Mohr-Konkurrencen

Det udelukker 14, 16 og 20 som lgsninger. Tallet x kan heller ikke veere 25, for
da ville 25 ga op i hejresiden, men ikke i venstresiden: Man ser let at 25 ikke
gar op i 3604065 da 25 gar op i et tal netop hvis det gar op i de to sidste cifre.
Altsa ma x =15 lgse ligningen.

Opgave 27 Svar: 16. Nummerer spandene 0, 1,2,3,...,1000. I runde k kommer
Georg kugler i samtlige spande med et nummer som k gér op i. Fx putter hani
runde 3 kugler i spand nummer 0, 3, 6,...,999. Den sidste spand har nummer
1000 = 2353, Til slut har den faet en glaskugle for hver divisor i 1000. Dem er
der 16 af, nemlig alle kombinationer af 1,2,22,23 ganget med 1,5, 5%,5%:

9 o

1 2 22 23
1|1 2 22 23

5 2.5 | 22.5 | 23.5
57| 5% | 2.5% | 22.52 | 23.52
53 53 2. 53 22 . 53 23 . 53

Opgave 28 Svar: 630. Nar man ser pa
4a=5b=6c=7d=8e=9f,
kan man se at

e 4a =5b, dvs. at 5 gar op i 4a og dermed i a da 5 er et primtal som ikke
géropi4.

e 2a =3c, dvs. at 3 gar op i 2a og dermed i a da 3 er et primtal som ikke
garopi?2.

e 4a =7d, dvs. at 7 gér op i 4a og dermed i a da 7 er et primtal som ikke
gar opi4.

e a=2e,dvs.at2giropia.

e 4a =32f,dvs. at 3% gar op i 4a og dermed i a da 3 er et primtal som ikke
garopi4.

Dabéade 2,3,3%,50g7skalgdopia, ma2-32-5-7=630gdopia da2-32-5-7 er
det mindste tal som er delelig med bade 2, 3, 3%, 5 0g 7. Da a hojst er 1000, mé
a = 630. Bemark at ligningerne er sande nar a =2-3%-5-7=630, b =23.32.7 =
504, c =22-3-5-7=420,d =23-32.5=360, e =32-5-7 =315, f =23.5-7=280.

Tip til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Talteori, 2018, Kirsten Rosenkilde.



