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Tip til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen

Talteori

Talteori handler om de hele tal, og serligt om hvornar et helt tal
er deleligt med et andet. Derfor spiller primtallene en helt central
rolle i talteori, hvilket vi skal se pa om lidt.

Her praesenteres idéer til hvordan man leser talteoriopgaver. Det
er ikke en seerlig teoretisk indfering, men der er i stedet fokus pa at
illustrere nogle centrale principper ogidéer til hvordan man benyt-
ter fx delelighedsregler og primfaktoroplesning. For at blive god til
1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen er det allervigtigste at lase
mange opgaver, og derfor er der ogsd en masse opgaver hvor man-
ge har veeret stillet som opgaver til 1. runde.

Til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen er de forste ti opgaver
multiple choice-opgaver med fem svarmuligheder, mens de sidste
ti opgaver skal besvares med et positivt helt tal. Derfor er opgaver-
ne her en blanding af multiple choice-opgaver og opgaver hvor fa-
cit er et positivt helt tal. Der er lgsningsskitser til alle opgaver ba-
gerst.

Divisor Tallet 3 gir op i 99 da 99 = 3 - 33. Mere generelt geelder at
hvis d og n er hele tal, s gér d op i n hvis der findes et helt tal
q sa

n=q-d.
Vi siger ogsd at d er divisor i n, eller at n er delelig med d.

Primtal Etpositivtheltal storre end 1 kaldes et primtal hvis de ene-
ste positive divisorer i tallet er 1 og tallet selv. De forste ti prim-
tal er derfor

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29.

Delelighedsregler Der findes mange regler om delelighed.
Born leerer hurtigt at 2 gar op i et tal nar sidste ciffer er lige, og at 5
gdr op i et tal nar sidste ciffer er 0 eller 5, men der findes flere regler
som ikke er helt s kendte og intuitive.

3-reglen Tallet3 garopiettal netop hvis det gar opitveersummen.
Tveersummen af et tal er summen af dets cifre. Fx gar 3 op i
1911114 da3 garopitversummen 1+9+1+1+1+14+4=18.

9-reglen Tallet9 gdr opiet tal netop hvis det gar op i tveersummen.
Fxgar9opil911114 da det gar op i tveersummen 18.

11-reglen Tallet 11 gér opiettal hvis det gar op i den alternerende
tveersum. Den alternerende tveaersum af et tal far man ved at
leegge hvert andet ciffer til og traekke hvert andet ciffer fra. Fx
gdr 11 op 1 918592950 da den alternerende tveersum er
9—1+8—-5+9—-2+9-5+0=22

Produkt af primtal Etprodukt p-q afto forskellige primtal p og g
gar opiet tal hvis bade p og g gar op. Hvis vi fx skal undersoge
om et tal er deleligt med 6 =2 - 3, s skal vi blot tjekke om det
bade er deleligt med 2 og med 3.

Produkt Hvis der om de hele tal n, m, a og b geelder at n gar op i
aogmgaropib,sdgarn-mopia-b.Fxgar27=3-9opi
6-1971da3 garopi6,og9garopil971.

Opgave 1. Hvor mange af folgende fem tal er delelige med 92
9393939, 111111111, 123456, 123456-15, 99-111

Opgave 2. Hvilket af folgende tal er ikke deleligt med 3?

A) 333+45519 B) 12445+54421 C) 2777+ 7222
D) 9416+7864 E)212121+414141
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Opgave 3. Hvilken af folgende opgaver er ulgselig? Dan et 5-cifret
tal bestdende af alle cifrene 1, 2, 3,4 og 5 sa

A)4dgaropitallet B)5géaropitallet C)6garopitallet
D) 11 géropitallet E)125garopitallet

Opgave 4. Hvis m er et lige tal, og n er delelig med 6, hvilket af
folgende tal er s& med sikkerhed deleligt med 4?

Am+n Bymn—-m Cm?+n D)m(m+n) E)(m+1)n

Primfaktoroplesning Nar vi primfaktoropleser et tal, skri-
ver vi det som et produkt af primtal. Fx er primfaktoroplasningen
af 60 lig med 2% -3 -5, mens primfaktoroplesningen af 6 er lig med
2 -3 og primfaktoroplesningen af 13 blot er 13. Alle positive heltal
storre end 1 har en primfaktoroplesning, og den er entydig panaer
raekkefolgen af faktorerne.

Primfaktoroplesningen af et tal fortaeller noget om hvilke tal der
gar op i tallet. Fx kan man umiddelbart se at 7 gar op i 28-5%-7°-19,
mens 13 og 17 ikke gar op. Man kan ogsé se at 25 =52 0g 70 =2-5-7
gar op.

Hvis man fx skal bestemme samtlige divisoreri 30, sd kan man se
pé primfaktoroplesningen 2 - 3 - 5 og hurtigt né frem til at samtlige
divisorererl,2,3,5,2-3,2-5,3-50g2-3-5. Tilsvarende er samtlige
divisorer i 16 = 2* tallene 1, 2,22,23, 24,

Primtallene fungerer som en slags byggesten alle positive heltal
er bygget op af, og derfor er de helt centrale nar man arbejder med
hele tal.

Kvadrattal Et kvadrattal er et tal pa formen n?, hvor n er et heltal.
Kvadrattalene er derfor

0,1,4,9,16,25,36,49,....

Man kan fx nemt se at tallet med primfaktoroplesning 28 - 72 -
13* er et kvadrattal da alle eksponenterne er lige, og vi derfor
kan omskrive til et kvadrat (2*-7-13%)%.

Opgave 5. Hvilket af folgende tal gar ikke opi2°-3-7-11-13%?
A6 B)14 (€39 D)121 E)64

Opgave 6. Fire forskellige positive heltal giver 1001 ndr man ganger
dem sammen. Hvad er deres sum?

Opgave 7. Hvor mange kvadrattal gar op i 2°-33-52

Opgave 8. Lad p vere et primtal. Hvor mange forskellige positive
heltal gar op i p'°?

Opgave 9. Hvilket af folgende tal er ikke et kvadrattal?
A) 392025 B)90000 C)34969 D)55-72 E)119716

Sidste ciffer Nu ser vi p4 hvordan man kan bestemme sidste
ciffer uden at bestemme hele tallet.

Sidste ciffer i summen af to tal Hvis man skal bestemme sidste
ciffer i en sum af to heltal, kan man blot se pa det sidste ciffer
i hvert af de to tal, leegge dem sammen og finde sidste ciffer i
denne sum. Fx er sidste ciffer i 947568 4 3749663 lig med 1 da
8+3=11.

Sidste ciffer i produktet af to tal Hvis man tilsvarende skal finde
sidste ciffer i produktet at to tal, kan man igen blot tage sid-
ste ciffer i hver af de to faktorer og finde sidste ciffer i deres
produkt. Fx er sidste ciffer i 9328578 - 2648658 lig med 4, da
8-8=064.

Eksempel Vi gnsker at bestemme sidste ciffer i 20072°°7. Da sidste
ciffer i et tal kun afthaenger af det sidste ciffer i hver af faktorerne,
svarer det til at finde sidste ciffer i 72°°7. Dette er stadig et keempe
tal som er helt umuligt at udregne, sa vi har brug for at reducere
problemet yderligere.
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Huvis vi ser pd 7% = 49, s4 slutter det pa 9. Det kan vi bruge, nar
vi skal finde sidste ciffer i 72 = 7- 72, for det mé jo vaere det samme
som sidste ciffer i 7-9 = 63, altsa 3. Tilsvarende ma sidste ciffer i
74 =7-7% veere det samme som sidste cifferi7-3 =21, altsa 1. Sidste
ciffer i 7° = 7- 7% er lig med sidste ciffer i 7-1 = 7. Sidste ciffer i 7°
er sidste ciffer i 7-7 = 49, osv. Da sidste ciffer i 7" hele tiden kun
afheenger sidste ciffer i 7! ganget med 7, kan vi se at der kommer
et fast monster i sidste ciffer i potenserne:

Potens 71T\ T T T
Sidsteciffer | 7|9 | 3| 1|79 |3 |1]|7

Sidste ciffer i potenserne gentager sig altsd med en periode pé 4.
Derfor er det nu ikke sveert at bestemme sidste ciffer i 72°°7, Da
2007 = 4 -501 + 3, kan vi se at 72°” ma have samme sidste ciffer
som 73, dvs. 3.

Opgave 10. Hvad er sidste ciffer i 7485132
Opgave 11. Hvad er sidste ciffer i 92132

Opgave 12. Hvilket af folgende tal ender ikke pé 5?

A)5+15+25+35+45 B)5-15-25-35-45 C)19°—16?
D) 20-35-9 E) 2525_255

4-15

Opgave 13. Tallet +/2000200 er et tal som ender pd mange nuller.
Hvad er det sidste ciffer som ikke er et nul?

Opgave 14. En person har udregnet n'® for alle veerdier af n fra 1
til 100 og omhyggelig noteret sidste ciffer af hvert af resultaterne pa
et stykke papir. Hvor mange forskellige cifre optrader der pa dette
stykke papir?

Georg Mohr-Konkurrencen

Mere om delelighed En helt grundlaeggende delelighedsre-

gel:

Sum og differens Hvis et heltal d gar op i to heltal n og m, da gar
d ogsd op ideres sum n+ m ogi deres differens n—m. Hvis fx
a=3b+12c,damd3gidopiafordi3 giropi3b, og3 garop
il2c, ogdermed ogsd i summen 3b +12c.

Eksempel Hvis der om to positive heltal a og b gelder at
a+5b=Db>
da kan vi slutte at b ma g op i a fordi b gir op i 5b ogi b3, og
dermed ogsé i deres differens a = b*—5b.
Eksempel Vi onsker at bestemme alle positive heltal a sa a + 3 gar
op i4a +16. Derfor omskriver vi 4a + 16:
4da+16=4(a+3)+4.

Hvis a + 3 skal gé op i tallet 4a + 16, ma det derfor ogsa ga op i
4=4a+16—4(a +3). Det eneste positive heltal a for hvilket a + 3
gdropi4,era=1.
Opgave 15. Det positive heltal n har egenskaben at4n+1 garopi
12n 4+ 10. Hvad er tveersummen af n?
A)6 B)7 (C)11 D) Der er flere muligheder E) Der findes
ingen n med denne egenskab
Opgave 16. Hvilket af folgende tal er ikke deleligt med 18?
A) 540 B)1818+7216 C) 36-4226
D) 2007-2008-2009 E)9-888—8-999
Opgave 17. Hvor mange positive heltal n findes der sd 2n + 1 gar
opi8n+69?
Opgave 18. Om de hele tal n og m ved man at n+m = n?. Dermed
kan man med sikkerhed slutte at
A)ngaropim B)mgaropin C)nogm erulige
D)nogmerlige E)n=m
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Losningsskitser

Opgave 1 Svar: 4. Ved at benytte tveersumsreglen for delelighed
med 9 ses umiddelbart at 9393939 og 111111111 er delelige med 9,
mens 123456 ikke er. Tallet 123456 har tveersum 21, og det er derfor
deleligt med 3. Tallet 15 er ogsa deleligt med 3. Altsa er deres pro-
dukt 12345615 deleligt med 9 = 32. Tallet 99-111 er deleligt med 9,
da den ene af faktorerne er delelig med 9.

Opgave 2 Svar: B. Tallet 3 gar ikke op i 12445 + 54421 = 66866 da
det ikke gar op i tveersummen. Det er let at se at det gar op i de fire
andre muligheder ved at bruge tveersumsreglen.

Opgave 3 Svar: D.

A) Da4 garopi 100, kan man se om 4 gar op i et tal udelukkende
ved at se pa de to sidste cifre. Tallet 4 gér fx op i 13524, da det
gér op i 24.

B) Dab5garopiettal hvisdetslutter pa 0 eller 5, gar 5 fxopi12345.

C) Da6 garopi et tal netop hvis badde 2 og 3 gar op, gr 6 fx op i
54132.

D) Den alternerende tveersum af et tal med cifrene 1, 2, 3, 4 og 5
kan aldrig blive delelig med 11 da den altid vil ligge mellem —9
og9fordi5+4+3—2—1=9, ogden ikke kan blive 0 da der er tre
ulige tal. Dermed gar 11 ikke op i nogen af tallene bestdende
af cifrene 1, 2, 3, 4 0og 5.

E) Da 125 gér op i 1000, kan man se pa de sidste tre cifre i et tal
om 125 gér op. Tallet 125 gar fx derfor op i 24125 da det gar op
i125.

Opgave 4 Svar: D. Hvis n er delelig med 6, ma n veere lige. Derfor
er badde n og m lige tal, og deres sum er derfor ogsa lige. Da 2 gar
opimog2giaropin+m,madd=2-2géopim(n+m).Ingen af
de andre muligheder er altid delelig med 4: A) n + m er ikke altid

delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =12.B) nm—m, C) m?>+n og
E) n(m+1) er ikke altid delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =6.

Opgave 5 Svar D. Man kan se af primfaktoroplesningen 2°-3-7-11-13
at tallet 121 = 112 ikke gér op. Det er nemt at se ud fra primfaktor-
oplgsningen at6=2-3,14=2-7,39=3-13 og64 =2%alle gdr op i
29.3.7-11-13.

Opgave 6 Svar: 32. Primfaktoroplesningen af 1001 er 7-11-13. Hvis
produktet af fire forskellige positive heltal skal give 1001, ma disse
derfor veere 1, 7, 11 og 13. Deres sum er 32

Opgave 7 Svar: 6. De eneste kavdrattal som gar opi2°-33-5, er pa
formen 2% -3%-5¢, hvor a er ligmed 0, 2 eller 4, b er 0 eller 2, og ¢
er 0. Kvadrattallene som gar op i 2°- 3% - 5, er derfor netop 1, 22, 24,
3%,22.3%2 0g 2432,

Opgave 8 Svar: 11. Divisorerne i p'° er netop 1, p, p?, p3,..., p*.

Opgave 9 Svar: A. Tallet 392025 har tveersum 21, og det er derfor
deleligt med 3, men ikke med 9 = 32. Det kan altsa ikke vere et
kvadrattal, for hvis 3 gar op i et kvadrattal, da mé 3% ogsa g op i
kvadrattallet. Talene i B), C), D) og E) er kvadrattal.

Opgave 10 Svar: 1. Da sidste ciffer i et produkt kun athaenger af sid-
ste ciffer i hver af faktorerne, er sidste ciffer i 748513 lig med sidste
cifferi13=1, dvs. 1.

Opgave 11 Svar: 9. Da 92 = 81 har 1 som sidste ciffer, ma 93 =992
have samme sidste ciffer som 9-1 = 9. Tilsvarende mé 9* =9-93
have samme sidste ciffer som 9-9 = 81, dvs. 1, og sddan forteetter
det. Dette viser at 9" ender pa 1 hvis n er lige, og 9” ender pa 9 hvis
n er ulige. Derfor er sidste ciffer i 92°13 lig med 9.

Opgave 12 Svar: E.

A) Sidste cifferitallet 5+ 15+ 25+ 35+ 45 er sidste cifferi 5+5+
5+5+5=25, dvs. sidste ciffer er 5.
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B) Sidste cifferi5-15-25-35-45 er sidste ciffer i 5°. Nar man ganger
5med 5, ender det igen pa 5, og derfor er sidste ciffer 5.

C) Sidste ciffer i 192 er sidste ciffer i 9> = 81, dvs. 1. Sidste ciffer
i 162 er sidste ciffer i 63 = 36, dvs. 6. Dermed er sidste ciffer i
differensen 19% — 162 lig med 5.

D) Sidste ciffer i tallet 23322 = 239 = 5.7.3 er 5 da det er deleligt

med 5, men ikke med 10.

E) Sidste ciffer i 25%° er det samme som sidste ciffer i 5%°, og som
for ved vi at en potens af 5 har 5 som sidste ciffer. Tilsvarende
er sidste ciffer i 25° ogsa 5. Altsa er sidste ciffer i differensen
25% —25° lig med sidste ciffer i 5—5=0, dvs. 0.

Opgave 13 Svar: 6. Tallet
20002000 = 20001000 = 21000, 191000 — 1000, 743000

ender pa 3000 nuller. Cifferet lige for de 3000 nuller
ma veere sidste ciffer i 2! Hvis man ser pd potenser-
ne 2,22,23,24 25262792899  af 2 har de sidste ciffer
2,4,8,6,2,4,8,6,2,..., og dette system ma fortsette da sidste
ciffer i et produkt kun atheenger af sidste ciffer i faktorerne. Da
1000 er delelig med 4, ma 2% have 6 som sidste ciffer.

Opgave 14 Svar: 4. Sidste ciffer i et produkt atheenger kun af sidste
ciffer i hver af faktorerne. Hvis vi skal finde de mulige slutcifre i 7216
forn=1,2,...100, behover vi derfor kun tjekke for n =0,1,2,...,9.
Vi udnytter at n'® = (((n?)?)?)*. For at bestemme de mulige slutcifre
i n? finder vi slutcifrene i 0%,1%,...,9% og nar frem til muligheder-
ne 0,1,4,5,6,9. De mulige slutcifre i n* = (n?)? kan vi nu finde ved
at se pé slutcifrene i tallene 02,12,42,52,6%,9%, og de er 0,1,5,6. De
mulige slutcifre i n® = (n*)? kan vi nu finde ved at se pa slutcifrene i
0%,12,5%,6% ogdeer0,1,5,6. Nér vi gentager dette en gang til for at
finde de mulige slutcifre i n'® = (n8)?, far vi endnu engang 0, 1, 5, 6.

Opgave 15 Svar: E. Hvis4n +1 garop i
12n+10=3(4n+1)+7,

sd gar 4n +1 ogsa op i 7. Der findes ikke noget positivt heltal n s
dn+1garopi7:Forn=1er4dn+1=5Forn>2er4n+12>9, og
det kan derfor ikke ga op i 7. Derfor er svaret E).

Opgave 16 Svar: B. Et tal er deleligt med 18 netop hvis det er deleligt

med bade 9 og med 2, da9 og 2 ikke har nogen feelles divisorer. Man
kan tjekke om 9 gar opiettal ved at se om det gar op i tveersummen.

A) 540: Bade 9 og 2 gér op, og dermed gar 18 ogsé op.

B) 1818 +7216: 9 gér op i 1818, men ikke i 7216, og dermed gar
det ikke op i summen af de to tal. Altsa gar 18 heller ikke op.

C) 36-4226: Da 18 gér opi 36, gar det ogsa op i et multiplum af 36.

D) 2007-2008-2009. Da 9 gar op i 2007 og 2 gar op i 2008, gar 18
op i produktet af de to tal, og dermed ogsa i produktet af alle
de tre tal.

E) 9-888—8:999: Da9garopi9, og2 garopi888, gar 18 op i
produktet 9 - 888. P4 samme made ser vi at 18 gar op i 8-999.
Nar 18 gar op i begge de to tal, gar det ogsa op i differensen.

Opgave 17 Svar: 3. Tallet 2n +1 gérop i
8n+69=4(2n+1)+65,

netop nar det gar op i 65. Divisorernei65=5-13 er 1, 5, 13 og 65.
Tallet 2n+1 er storre end 1, dvs. det skal veere lig med 5, 13 eller 65.
Tallet n er derfor 2, 6 eller 32.

Opgave 18 Svar: A). Narn+m=n’>, mangdopim=n?—n,dan
gar op i bidde n? og n og dermed ogsd i deres differens.

Da n = 3 og m = 6 opfylder at n + m = n?, kan vi ikke slutte
hverken B) m gér opin, C) n og m er ulige, D) n og m er lige, eller
E) n=m.



