Tip til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen

Geometri

Her er nogle centrale principper om og strategier for hvordan man lgser geo-
metriopgaver. Det er ikke en teoretisk indforing, men der i stedet fokus pa
at illustrere nogle centrale principper og idéer til hvordan man leser opga-
ver ved at se pa vinkler, areal, ensvinklede trekanter og retvinklede trekanter
med fokus péd 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen. Opgaverne kraever ikke
trigonometri.

For at blive god til 1. runde er det allervigtigste at lgse mange opgaver, og
derfor er der ogsd en masse opgaver hvor mange har veeret stillet som opgaver
til 1. runde.

Til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen er de forste ti opgaver multiple
choice-opgaver med fem svarmuligheder, mens de sidste ti opgaver skal be-
svares med et positivt helt tal. Derfor er opgaverne her en blanding af multiple
choice-opgaver og opgaver hvor facit er et positivt helt tal. Der er losningsskit-
ser til alle opgaver bagerst.
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Vinkler

Néar man skal bestemme en vinkel i en geometrisk figur, skal man forst
danne sig et overblik over hvad man ved om vinklerne i figuren.

Husk at vinkelsummen i en trekant er 180°, vinkelsummen i en firkant
er 360°, og at femkanter, sekskanter, osv. kan inddeles i trekanter for at
bestemme deres vinkelsum.

Desuden er det en god idé at se efter ligebenede trekanter og udnytte
at vinklerne ved grundlinjen er ens.

Sekskant inddelt i fire trekanter Ligebenet trekant med to ens vinkler
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Eksempel Pa figuren er tegnet en reguleer femkant, dvs. en femkant hvor
alle sider er lige lange, og alle vinkler er lige store. Vi gnsker at bestemme
den markerede vinkel v.

Da en femkant kan inddeles i tre trekanter, er vinkelsummen i en fem-
kant 3-180° = 540°. Derfor er hver af vinklerne % = 108°. I den mar-
kerede trekant hvor vinklen v indgar, er den store vinkel derfor 108°,

mens de to smé vinkler er lige store da trekanten er ligebenet. Altsa er
y= 180";108" —36°.

\ J

Opgave 1. Hvor mange grader er vinkel v og vinkel w tilsammen?

48°
(Georg Mohr 2017, opgave 11)

Opgave 2. Pi figuren ses en sekskant hvor alle vinkler er lige store. En linje
skeerer en af siderne i en vinkel pa 102° som vist. Hvor mange grader er vinklen
markeret med v?

(Georg Mohr 2015, opgave 15)
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Opgave 3. Pa figuren er der en reguleer sekskant. Hvor mange grader er den
markerede vinkel v?

Opgave 4. Punkterne A, B, C, D og E ligger med samme indbyrdes afstand
pa en halvcirkel som vist. Hvor stor er vinkel E i femkanten ABCD E?

m
A E

A)60° B)45° C(C)135° D)72° E)67,5°
(Georg Mohr 2010, opgave 5)

Opgave 5. En plan figur ABCD bestdende af linjestykker AB, BC, CD og
DA, hvor BC og DA krydser hinanden, kaldes en slgjfe. Hvad kan man sige
om vinkelsummen ZA+ /B +/ZC + ZD ien slojfe? Den er:

B
D

C

A)over 90° B)180° C)under360° D)360° E)540°

(Georg Mohr 2008, opgave 10)
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Areal

I opgaver med areal skal man have styr pa formlen for arealet af en tre-
kant, formlen for arealet af et rektangel og formlen for arealet af en cirkel.
Desuden er det vigtigt at huske at to trekanter med samme grundlinje og
samme hejde har samme areal.

Eksempel En stor cirkel har radius 5 og en lille cirkel med radius r har
samme centrum. Vi ved at arealet mellem de to cirkler (markeret med
grat pé figuren) er 167, og vi skal bestemme r.

Arealet mellem de to cirkler er arealet af den store cirkel minus arealet
af den lille cirkel, dvs.

16w =5°1t—r?m
r?=25—16=9
r=3.

\. J

Opgave 6. Et kvadrat hvori diagonalen er 4, er indskrevet i en cirkel som vist.
Hvad er arealet af det gra omrade?

A) 2n—2 B) n—2 C) n?—8 D) n+2 E) 4n—2
(Georg Mohr 2014, opgave 2)
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Opgave 7. P4 figuren ses to cirkler med radius henholdsvis 1 og 2. Arealet af
hvert af de tre grd omréder er a. Arealet af den hvide midtercirkel er b. Hvad
er +?

b

A3 B3 0 D3 BI

(Georg Mohr 2017, opgave 3)

Opgave 8. En cirkel med radius r har samme areal som en kvartcirkel med
radius 1. Hvad er r?

(Georg Mohr 2011, opgave 6)

Opgave 9. Figuren er dannet af fire halvcirkler med radius 5. Hvad er arealet
af figuren?

A)25-71 B)25-m+4+/5 C)100 D)25+25-1 E)50-7

(Georg Mohr 2018, opgave 3)
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Opgave 10. De 12 omrader har alle samme areal. Den mellemste cirkel har
radius 1. Hvad er radius af den yderste cirkel?

N
%

NLZ BVZ Orn D] BE

(Georg Mohr 2007, opgave 20)

Eksempel Da formlen for arealet af en trekant er hojde gange grundlinje
divideret med 2, har trekanter med samme grundlinje og samme hgjde

ogsa samme areal.
A B E F

P4 figuren er indtegnet to parallelle linjer. De to trekanter ABC og
ABD har samme areal da de har samme gundlinje AB og samme hoj-
de, nemlig afstanden mellem de parallelle linjer.

Pa figuren er linjestykket E F halvt sé stort som linjestykket AB. Derfor
er arealet af trekant E F G halvt sa stort som arealet af trekant ABC da

grundlinjen er halvt sa stor, mens hgjden er den samme.
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Opgave 11. Hvilket logo har det storste areal?
"Kloen” “kammen” ’lynet” ”smilet”
A) ’kloen”  B) ’kammen”  C) "lynet” D) ”smilet”

E) de har alle samme areal
(Georg Mohr 2008, opgave 17)
Opgave 12. Etrektangel er inddeltito dele som vist pa figuren. Arealet af den

hvide del er fem gange sa stor som arealet af den gra del. Bestem brgken £,
hvor a og b er lengderne angivet pa figuren.

(Georg Mohr 2014, opgave 4)

Opgave 13. P4 den ene af to parallelle linjer ligger punkterne P;, P, og P;, og
pé den anden ligger punkterne Q;, Q, og Qs. Der traekkes forbindelseslinjer
mellem dem som vist pa figuren. Hvad gzelder der om arealerne A;, A, og A3?

P P P

Q Q. Qs

A)A +A3=A, B)Aj+A3<A;, C)+/A++/A3=4+/A,
D) 1A, +3A3=3A, E)ingen af delene

(Georg Mohr 2007, opgave 12)
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Opgave 14. En kvadratisk chokoladelagkage med malene 35 cm x 35 cm ud-
skeeres i syv paene stykker som vist. Der er 5 cm mellem hver af de viste mar-
keringer. Hvilken type stykke er mindst?

>
b
b
»
b
>
b
]

A)typeA B)typeB C)typeC D)typeD
E) alle har samme storrelse
(Georg Mohr 2011, opgave 7)

Opgave 15. Et keempestort abstrakt vaegmaleri er malet pd et rektanguleaert
leerred der er 4 meter hojt og 18 meter bredt. Pa leerredet er malet nogle linjer
som vist pa figuren, og desuden er tre af de felter der fremkommer, malet gra.
Hvad er det samlede areal af de tre grd omrader (angivet i m?)?

18 meter

2 meter 2 meter

2 meter 2 meter

6 meter 12 meter

(Georg Mohr 2015, opgave 16)

Opgave 16. I trekant ABC er D midtpunktet af AB, E midtpunktet af CD og
F midtpunktet af AE. Hvis arealet af trekant ABC er 120, hvad er sé arealet af

trekant BEF?
C

A B

(Georg Mohr 2010, opgave 11)
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Ensvinklede trekanter

Hyvis to trekanter har de samme vinkler, kaldes de ensvinklede, og forhol-
det mellem ensliggende sider er det samme. I geometri er det altid vigtigt
at leegge maerke til om der er ensvinklede trekanter da man ved at se pa
forhold mellem sider kan bestemme leengder pa figuren.

Eksempel P4 figuren er der en retvinklet trekant ABC hvor vinkel C er
ret, |JAC| =5 og|BC|=10. Vi gnsker at bestemme leengden x.

A

C 10 B

I en retvinklet trekant er summen af de to spidse vinkler 90°, og det
betyder at der er en masse ens vinkler som vi markerer pa figuren.

A D
5
X
¢ Y E 10—y B

Nu kan vi se at trekanterne ABC, CDE og DBE er ensvinklede. I
trekant ABC er forholdet mellem de to kateter 2. Dette mé derfor og-
sa geelde for trekant CD E og trekant D BE. Hvis vi seetter |CE| = y, er
|[EB|=10—y.Dermeder x =2y og2x = 10—y. Ved atlose de to ligninger
med to ubekendte fas x =4.
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Opgave 17. En pel pa 2 meter kaster skygge i lyset fra en kraftig lygte pé top-
pen afen 10 meter hoj mast, der stir 12 meter fra peelen. Hvor lang er skyggen?

lygte,
10 m RN
2m)--
12m ?

A)24m B)25m C3m D)48m E)5m
(Georg Mohr 2011, opgave 2)

Opgave 18. Trekanterne ABC og D CE er kongruente (dvs. ensvinklede og
lige store), og der geelder |AC| =5 og|BC| =4. Hvad er leengden af liniestykket

DF?
D

F

A I C

A3 B4 Q4f D4} B3
(Georg Mohr 2010, opgave 13)

Opgave 19. Irektanglet ABCD er |AB|=30og|BC|=40. Linjestykkerne BE
og D F star vinkelret pa diagonalen AC. Hvor langt er stykket E F?

B 40 C
30 F
E
A D

(Georg Mohr 2011, opgave 17)
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Opgave 20. Pa figuren ses firkant ABC D hvor flere mal er angivet. Hvad er

leengden af linjestykket AB? Trekanter med vinklerne 90°- 60°- 30°

I en retvinklet trekant hvor de spidse vinkler er 30° og 60°, er hypotenu-

A?B sen dobbelt sd lang som den korteste katete, og den laengste katete er v/3
81 81 gange leengden af den korteste katete, og dermed ‘/7§ gange leengden af
36\ /36 hypotenusen.
b o1 o1 c Det kan man indse ved at spejle trekanten i den leengste katete sa man

far en trekant hvor alle vinkler er 60°, dvs. en ligesidet trekant.

(Georg Mohr 2018, opgave 17)

30°
2x V3x

Find den retvinklede trekant

I mange geometriopgaver er der retvinklede trekanter hvor man kender
to af siderne, og dermed kan finde den tredje ved Pythagoras’ satning.
De retvinklede trekanter er ikke altid synlige pa figuren, man skal selv 60°
opdage dem! Nar man leder efter retvinklede trekanter, er det vigtigt at X X
huske at hvis en linje tangerer en cirkel, sa star linjen fra centrum til ro-
ringspunktet vinkelret pa tangenten. Da den nye trekant er ligesidet, ses det umiddelbart at den korte katete
er halvt sd lang som hypotenusen.

Den laengste katete kan findes ved Pythagoras’ seaetning. Vi kalder
leengden af den korteste katete for x og leengden af den leengste katete
for y. Daer

y=v(@2x2—x2= V3x2=4+/3x.

Husk desuden at hvis to cirkler tangerer hinanden, da gér linjen gennem
de to centre ogs& gennem cirklernes roringspunkt. Det er ofte meget anvendeligt at kende disse forhold da der er mange
90°- 60°- 30°-trekanter i geometri.
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Eksempel I en ligesidet trekant har den indskrevne cirkel radius 1. Vi en-
sker at bestemme trekantens hojde.

Nar vi indtegner hejden, opstar der en 90°- 60°- 30°-trekant. Den gverste
vinkel pd 60° deles nemlig i to lige store vinkler da trekanten er ligesidet.
Hvis vi yderligere indtegner en linje fra centrum til reringspunktet for en
af siderne, opstar der en lille 90°- 60°- 30°-trekant, da denne linje star
vinkelret pa siden. I denne trekant har den korte katete l&engde 1 da den
svarer til radius i cirklen. Derfor er leengden af hypotenusen 2, og hele
hejden er derfor 142 =3.

Opgave 21. I en ligesidet trekant er indtegnet tre cirkler med radius 1 som
tangerer hinanden og trekantens sider som vist pd figuren.

Hvor stor er trekantens sideleengde?

A)2++v/3 B)2+2v3 (0©3++/3 D)5 E)3+243.

Opgave 22. En ligebenet trekant har areal 60, og hejden pa grundlinjen er 5.
Hvad er trekantens omkreds?
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Opgave 23. Den viste kasse har leengden 6, og endefladen er kvadratisk med
sideleengde 2. En snor skal fores rundt om kassen fra A til B via forsiden, laget,
bagsiden og bunden.

A 6 B 2
Hvad er den mindste l&engde en sddan snor kan have?

(Georg Mohr 2015, opgave 18)

Opgave 24. Den lille cirkel har centrum C,; ogradius 3, og den store cirkel har
centrum C, ogradius 12. Linjerne [ og m gar gennem C; og tangerer den store
cirkel i punkterne P og Q. Hvad er arealet af firkant C; P C,Q?

(Georg Mohr 2007, opgave 17)

Opgave 25. Fire cirkler med radius 1 tangerer hinanden og siderne i et kvadrat
som vist. Hvad er sideleengden i kvadratet?

A2 B4 C2+2/2 D)4+ E)245

(Georg Mohr 2010, opgave 20)
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Ekstra udfordringer

Opgave 26. En bille skal kravle pa ydersiden af den viste klods fra P til Q. Hvor
lang er den korteste rute?

1 ] ! Q
Rt
! 2
p L 2

A)3v2 B)2v5 O1++/5++v2 D)2+2v/2 E)5

(Georg Mohr 2008, opgave 19)

Opgave 27. Pa figuren ses tre cirkler der alle tangerer de to linjer. Den mid-
terste cirkel tangerer desuden de to andre cirkler.

Den lille cirkel har radius 2 og den store cirkel radius 6. Hvad er radius af den
midterste cirkel?

A3 B)2v3 OF D)3vV2 B4

(Georg Mohr 2017, opgave 10)
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Opgave 28. En cirkel er indskrevetitrekant ABC, hvor vinkel C er ret. Cirklen
rorer trekantens sider i punkterne P, Q og R. Vinkel Q i trekant PQR er 74°.
Hvor mange grader er vinkel B?

B

C R A

(Georg Mohr 2017, opgave 20)

Opgave 29. Et stykke karton med malene 40 x 80 foldes langs diagonalen som
vist.

40

80

Hvad er arealet af overlappet?

(Georg Mohr 2018, opgave 20)
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Losningsskitser

Opgave 1 Svar: 132. De tre markerede vinkler svarer til vinklerne i trekanten.
Dermed er deres sum 180°, og altsd v + w = 180° —48° = 132°.

Opgave 2 Svar: 42. Da en sekskant kan inddeles i fire trekanter, er dens vin-
kelsum 4 - 180° = 720°. Da vinklerne i sekskanten alle er lige store, er de
£-720°=120°
8 .

O

Vinkel v indgér dermed i en firkant hvor to vinkler er 120°, mens den sidste
vinkel er 180° —102° =78°. Altsd ma v = 360° —120° —120° —78° = 42°.

Opgave 3 Svar: 30. Vinkelsummen i en sekskant er 4 - 180° = 720° da en seks-
kant kan inddeles i fire trekanter. Dermed er hver vinkel % =120°.

LN

I trekanten med vinklen w er den store vinkel derfor 120°, mens de to sma
vinkler er lige store da trekanten er ligebenet. Derfor er w = M = 30°.
Vinkel w + v er pga. symmetri halvdelen af den store vinkel pd 120° som de er
en del af. Derfor er v + w =60° og v =60°— w =60°—30° = 30°.

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgave 4 Svar: E. Kald halvcirklens centrum for O, og tegn forbindelseslinjer
til de fem punkter som vist pa figuren

De fire vinkler ved centrum er lige store da linjerstykkerne AB, BC, CD og
DE alle er lige store. Derfor er de hver 1% = 45°. Trekant OED er ligebenet

dabade OD og OF er radius i cirklen. Altsd er ZE = 845" — 67 5°,

Opgave 5 Svar: C. Vinkelsummen i de to trekanter tilsammen er 2-180° = 360°.

B
D

C

Summen af fire af de seks vinkler i trekanterne er derfor altid mindre end 360°.
Dermed kan vi slutte C). Vi kan ikke slutte nogle af de andre udsagn da sum-
men af de fire vinkler e&endres atheengigt af summen af de to vinkler i midten.
Hvis de fx bliver meget store, bliver summen af de fire vinkler mindre end 90°.

Opgave 6 Svar: B. Cirklens radius er 2, dvs. dens areal er 227t = 4. Kald kvadra-
tets sidelaengde for x. Ifolge Pythagoras’ setning er x? + x? = 42, dvs. x> = 8.
Kvadratets areal er derfor 8. Arealet af de fire cirkelafsnit (hvor det ene er grat),
ma derfor veere 47 — 8, og arealet af det grd omrade altsé = —2.

Opgave 7 Svar: E. Arealet af den hvide cirkel er b = 127 = 7. Arealet af det grd
omréde er 2°7 — 127 = 37. Altsé er 3a = 37, dvs. a = 7. Det betyder at § = 1.

o

Opgave 8 Svar: A. Arealet af kvartcirklen er 7. Arealet af cirklen med

7
radius r er r?7. Dermed er r27 = 37 og altsa r = \/E: 3.
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Opgave 9 Svar: 100. Pa figuren er indtegnet et kvadrat med sideleengde 2-5 =
10.

Det grd omrdde har samme areal som kvadratet da der er to grd halvcirkler
med radius 5 uden for kvadratet, og der er to hvide halvcirkler med radius 5
inden for kvadratet. Altsa er arealet af det grd omrade 102 = 100.

Opgave 10 Svar: D. Arealet af den midterste cirkel med radius 1 er 127 = 7.

f
\S%

Daarealet afhver afde 12 omrader er det samme, mé arealet af den store cirkel

veere 3 s stor som arealet af den midterste cirkel. Kald radius i den store cirkel

for r. Daer r’m =37 ogaltsd r = /3.

i

Opgave 11 Svar: D. Figurerne "kloen”, ’kammen” og "lynet” har alle areal 2 da
de udger halvdelen af hver af de markerede rektangler pa figuren.

”smilet”

"kammen”

"kloen” "lynet”

Figuren ”"smilet” har derimod et areal der er lidt storre end 2, da "smilet” ud-
gor halvdelen af de to yderste gra rektangler, mens den udger lidt mere end
halvdelen af det midterste gra rektangel.

10

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgave 12 Svar: E. Tegn en vandret streg der danner et rektangel gverst i rek-
tangel sa den gra trekant netop er halvdelen af dette ovre rektangel. Arealet af
resten af figuren svarer nu til fire gange arealet af det grd omrade. Det inddeles
nui to lige store rektangler som igen inddeles i to lige store trekanter som vist.

a

b

Hver trekant ma have samme areal som den gra trekant, da vi inddelte det
nederste rektangel i fire lige store trekanter. Alle trekanterne er retvinklede,
og de har alle en katete der svarer til bredden af rektanglet. Derfor ma de veere
identiske. Det betyder at b = 2a, og altsa ;; = %

Opgave 13 Svar: A. Pa figuren er arealet A, inddelt i to dele.

P P P,
| s
Q2 Q3

Trekant Q; P, Q, og trekant Q; ,Q, har samme areal da de har samme grund-
linje og samme hgjde. Derfor har trekant Q, O, P, og trekant Q, O, P, ogsa sam-
me arealet. PA samme made ses at arealet af trekant Q, O, P, og arealet af tre-
kant Q; O, P; er det samme. Derfor er A; + A3 = As.

Q

Opgave 14 Svar: E. Trekanterne af type A, B og C har alle samme grundlinje
og samme hojde, og deres areal er derfor det samme.

b
b
»
b
>
b
>
g
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Firkanten type D inddeles i to lige store dele ved at indtegne diagonalen i
kvadratet. Hver af de to trekanter der opstar, er halvt sa store som trekanterne
af type A, B og C da deres grundlinje er halvt s& stor, mens de har samme
hgjde. Derfor har stykket af type D samme areal som de andre. Alle stykkerne
er derfor lige store.

Opgave 15 Svar: 42. Trekanten der bryder farverne, har grundlinje 6 og hojde
4, dvs. den har areal % -6-4=12. Den hvide del af denne trekant er ensvinklet
med hele trekant, men halvt s lille da dens hejde er 2. Derfor er dens grund-
linje % -6 = 3, og dermed dens areal % -3.2 =3. Arealet af den gré del af den
omtalte trekant er altsq 12—3 =9.

18

6 12

Arealet af de grd omrader er derfor2-18—3 +9=42.

Opgave 16 Svar: 30. Da E er midtpunktet af C D er afstanden fra E tillinjen AB
halvt s& stor som afstanden fra C til linjen AB. Trekant ABE er derfor halvt s&
stor som trekant AB C da de har samme grundlinje. Derfor er arealet af trekant
ABE lig med % - 120 = 60.

C

A B
D

Trekant BE F er halvt s stor som trekant ABE da grundlinjen EF i trekant
BEF er halvt s stor som grundlinjen AE i trekant ABE, mens hojden er den
samme. Alts4 er arealet af trekant BE F lig med 3 - 60 = 30.
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Opgave 17 Svar: C. Pa figuren tegnes en vandret linje i 2 meters hojde s& der
dannes en trekant med grundlinje 12 og hgjde 8. Kald desuden skyggens leeng-
de for x.

lygte

Nu har vi to ensvinklede retvinklede trekanter, og de ma have samme forhold
mellem de to kateter. Derfor er % = %, dvs. x = 3. Paelen kaster altsa en skygge
pa 3 meter.

Opgave 18 Svar: C. Da trekant ABC og D CE er kongruente, er vinkel C i tre-
kant ABC ret, |DE|=5 og |E C|=4. Det betyder at |AE| = 1.

D
B

F

A
I3 C

Trekant AF E og trekant ABC er ensvinklede da de deler vinkel A og begge
har en ret vinkel. Derfor er forholdet mellem kateterne i de to trekanter det
samme, dvs. @ = %.Altséier |FE|= % og|DF|=|DE|—|FE| :4%.

Opgave 19 Svar: 14. Trekant ABC er en retvinklet trekant, og vi kan derfor
benytte Pythagoras’ seetning til at bestemme hypotenusen AC.

|AC| = v/302 + 402 = +/2500 = 50.

B 40 C
30 F
E
A D
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Trekanterne ABC og AE B er ensvinklede da de deler vinkel A, ogbegge har en
ret vinkel. Dermed er forholdet mellem ensliggende sider ens, dvs. forholdet
mellem den mindste katete og hypotenusen er 3 .Altsder |[AE|= ¢ 3|AB|=
3 -30 =18. P4 tilsvarende vis ses at |C F| =18. Dermed er|EF|=|AC|—|AE|—
|CF| =50—2-18=14.

Opgave 20 Kald midtpunktet af CD for M. Trekant D AM er ligebenet dvs.
vinklerne ved A og M er ens. Kald disse vinkler for v. Trekant BC M er identisk
med trekant AD M, dvs. vinklerne ved M og B er ogsa v.

A?!B

81 81
36\ /36

D 81 M 81 C

Det betyder at vinklen ved M i trekant AM B er 180°—2v. Da trekant AM B er
ligebenet, er vinklerne ved A og B lige store, og da vinkelsummen i trekanten
er 180°, ma de hver veere v. Dermed er trekant AM B ensvinklet med trekant
ADM, dvs. at

|AB| _ |AM]|
JAM| ~ |AD|
og altsa
[AM|?> 367
|AD| ~ 81

Opgave 21 Svar: B. P4 figuren indtegnes linjen mellem de to nederste linjers
centre. Linjen gennem centrene pa to cirkler som tangerer hinanden, gar altid
gennem deres roringspunkt, dvs. denne linje har leengde 2 da cirklerne har

radius 1.

Georg Mohr-Konkurrencen

Desuden tegnes en linje fra hvert af de to centre vinkelret ned pa trekantens si-
de, oglinjer fra centrene til trekantens vinkelspidser som vist pa figuren, sa der
opstér to sma kongruente retvinklede trekanter. Vinklerne i den store trekant
er 60°, og ndr vi danner de sma trekanter halverer vi disse vinkler. Derfor er de
sma trekanter 90°- 60°- 30°-trekanter. Altsd er forholdet mellem den store ka-
tete og den lille katete +/3, og sideleengden i trekanten er v/3+2++/3 =2+2+/3.

Opgave 22 Svar: 50. Formlen for arealet af en trekant er A = %, hvor g er
gundlinjen, og h er hejden. Da trekanten har hejde h =5 og areal A =60, er
grundlinjen g = % = @ =24,

Hojden deler trekanten i to retvinklede trekanter, og da trekanten er ligebenet,
deler hgjden grundlinjen p& midten. Vi far derved to kongruente retvinklede
trekanter, hvor de to kateter harleengde 5 og % =12.Vha. Pythagoraskan vinu
bestemme leengden af de sidste to lige lange sider i trekanten: x = v/52 + 122 =
13. Trekantens omkreds er derfor 24 +2-13 =50.

Opgave 23 Svar: 10. Figuren viser kassen foldet ud.

B

/
/

A
Da snoren skal fra A til B langs kassen, ma den korteste vej veere den lige linje

fra A til B nér kassen er foldet ud. Ifelge Pythagoras’ seetnings skal snoren der-
for have en leengde pd mindst v 62 + 82 = 10.
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Opgave 24 Svar: 108. Linjen C,P star vinkelret pa tangenten /. Nér vi tegner
en linje mellem de to centre, opstar der derfor en retvinklet trekant P C; G,.

I denne trekant kender vi to af sideleengderne da vi kender cirklernes radi-
er: |C, G| =3+ 12 =15 og |G, P| = 12. Ifplge Pythagoras’ satning er |PC;| =
V152122 = 9. Firkant C; P C,Q bestar derfor af to kongruente retvinklede
trekanter med kateterne 9 og 12. Altsé er firkantens areal 9-12 = 108.

Opgave 25 Svar: C. Ved at tegne linjer som vist pd figuren, gennem cirklernes
centre opstar der en retvinklet trekant.

Trekanten er pga. symmetri ligebenet. Kald leengden af kateten for x. Da hy-
potenusen har leengde 1+ 1 = 2, kan x beregnes ved Pythagoras’ setning:
x%+x? =22, ogaltsd x = v/2. Kvadratets sideleengde er altsa 2(1++/2) = 2+2+/2.
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Opgave 26 Svar: A. Dette er ikke en fyldestgorende losning, men en skitse til
hvordan man bestemmer den korteste rute. For at finde den korteste rute skal
man gennemga de forskellige muligheder for at bevaege sig hen over klodsen.

1 —1_0

2

SR e
pl= 2

Farst ser vi pa tilfeeldet hvor billen fra P kravler hen over den lodrette 2 x 1
flade, derefter op pa den vandrette 2 x 1 flade, op pa den lodrette 1 x 1 flade, og
til slut hen over den vandrette 1 x 1 flade til Q. For at finde den korteste rute i
dette tilfeelde "folder vi figuren ud"sa fladerne ligger i samme plan (se figur 1).

Den korteste vej mellem to punkter i en plan er en ret linje, dvs. i dette tilfeelde
er den korteste rute v22 +42 = +/20 = 2+/5.

/| Q

figur 1 figur 2

Hvis vi i stedet betragter tilfeeldet hvor billen kravler hen over den lodrette
2 x1flade, derefter op pa den vandrette 2 x 1 flade, evt. op pa den lodrette 1 x 1
flade og til slut over pa den lodrette flade til Q, sa bliver den udfoldede figur
som vist pa figur 2. I dette tilfeelde er den korteste rute en ret linje fra P til Q,
og den har leengde v/33 + 33 = v/18 =3+/2.

Af de to ruter vi her har set p4, er den sidste den korteste, da +/18 < +/20.
Ved at gé de andre muligheder igennem ses at dette er den korteste.

Tip til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2018, Kirsten Rosenkilde.



Opgave 27 Svar: B. Losning 1: Kald radius af den mellemste cirkel for r. Hvis
vi forsterrer figuren med en faktor k med udgangspunkt i P sadan at den lille
cirkel centrum afbildes i den mellemste cirkels centrum, da ma den lille cirkel
afbildes i den mellemste cirkel da de begge tangerer de to linjer som afbildes
i sig selv. Tilsvarende vil den mellemste cirkel afbildes i den store cirkel ved
denne forstorrelse.

Det betyder at k = % og k = . Dermed er

r 6 2
—=—Src=2-6=12
2 r

ogaltsd r =+v12=+3-4=24/3.

Losning 2: Kald radius af den mellemste cirkel for r. Indtegn linjer fra de tre
centre vinkelret pa den nederste linje, og indtegn derefter retvinklede trekan-
ter som vist pa figuren:

Hypotenusen i den lille gré trekant har leengde 2+ r, mens hypotenusen i den
store gra trekant har leengde r + 6. Den lille katete i den lille gra trekant har
leengde r —2, og den lille katete i den store gra trekant har leengde 6 — r. Des-
uden er de to gra trekanter ensvinklede. Altsd ma

r+6_6—r
241 r—2
Dermed er r = v/12 =2+/3.

=>r24+6r—2r—12=12-2r+6r—r’sr?=12.
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Opgave 28 Svar: 58. Bemeerk forst at |CR| =|CQ| da R og Q er tangentpunk-
terne. Derfor er trekant C RQ ligebenet og retvinklet, dvs. de to spidse vinkler
er 45°.

De tre vinkler ved Q har sum 180°, s& derfor er
/PQB=180°—45°—74°=61".

Trekant BQP er ligebenet da P og Q er tangentpunkter. Derfor er vinklerne
ved P og Q ens, dvs. ZQP B = 61°. Nu kender vi to vinkler i trekant BPQ, og
kan derfor ogsa finde den sidste:

/B=180°—61°—61°=58°.

Opgave 29 Svar: 1000. Bemeerk at der er symmetri gennem linjen PQ, og at
vi derfor kan inddele den gra trekant i to identiske retvinklede trekanter som
vist pé figuren. Vinkel A i trekant AQ P fremkommer ved at papiret foldes, dvs.
den svarer til vinklen ved A i trekant ABC. De retvinklede trekanter ABC og
AQP erderfor ensvinklede, dvs. forholdet mellem kateterne i trekant AQ P ma
veere det samme som i trekant ABC, dvs. 2.

40

A

Kald leengden af hypotesen i rektanglet for 4x. Da er |AQ| = 2x, og dermed
ma |PQ| = x da forholdet mellem kateterne i trekant AQ P er 2. Arealet af den
gra trekant er derfor %lACI|PQ| = 2x2. Vi kan udregne x? vha. Pythagoras’
seetning: (4x)? = 40% + 80% = x? = 102 +20? og altsa 2x2 = 2(10% +20%) = 1000.

Tip til 1. runde af Georg Mohr-Konkurrencen - Geometri, 2018, Kirsten Rosenkilde.



