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OM PROBLEMLOSNING

Georg Mohr-Bogen giver indblik i den grundlaeggende teori der be-
nyttes til internationale matematikkonkurrencer, men mest af alt
har den fokus pa problemlgsning.

Konkurrenceopgaver er ikke standardopgaver, men opgaver hvor
man skal veere kreativ og kombinere idéer og matematisk indsigt pa
nye mader. Det tager tid og kreever fordybelse. Derfor er det vigtigt at
du arbejder grundigt med sd mange opgaver som muligt og afsatter
god tid til hver opgave. Du kan sagtens arbejde med en opgave ilang
tid uden at komme nogen vegne for sa pludselig at fa den idé der far
alt til at falde pa plads. Derfor kreever opgaverne talmodighed.

Der er hints til en del opgaver hvis du har brug for et skub i den
rigtige retning.

Der er lgsninger til alle opgaver bagerst, men laes forst lasningen
til en opgave nar du har lgst den eller arbejdet leenge med den. Los-
ningerne kan ogsa vise hvordan man skriver lgsninger til opgaver.




GEORG MOHR-BOGEN

Georg Mohr-Bogen giver en grundlaeggende introduktion til tal-
teori, algebra, geometri og kombinatorik med fokus pa den teori
der kreeves til internationale matematikkonkurrencer, men man
kan ogsa arbejde med fx kapitlet om talteori eller geometri sepa-
rat for at fa en introduktion til emnet. I hvert kapitel kan du lee-
se hvilken grundleggende viden kapitlet bygger pa. Hvert kapi-
tel starter med at introducere emnet og grundleeggende begreber,
men sverhedsgraden stiger, og opgaverne bliver sveerere og mere
kraevende, jo leengere man nér hen i de enkelte kapitler.

Bogens malgruppe er gymnasieelever som er interesserede
i matematik med fokus pa problemlosning, og den er pri-
meert skrevet til Georg Mohr-Konkurrencens vindere og er
det grundleggende undervisningsmateriale pd Georg Mohr-
Konkurrencens camps.

Opgaver til internationale matematikkonkurrencer er ikke
standardopgaver, men opgaver der kraeever matematisk indsigt og
kreativitet. Og fordybelse og talmodighed. Det kraever treening at
blive en god problemlaser, og derfor er der lagt op til at en del
af de centrale setninger i Georg Mohr-Bogen bevises af laeseren
i opgaverne. Desuden er der mange opgaver, og en del af dem er
sveere og kreevende. Opgaverne er med til at udvikle matematisk
forstdelse, indsigt i teorien og evnen til at kombinere ting pa nye
mader.

Bogen skal som allerede antydet ikke leeses fra ende til anden.
Man skal i stedet starte med de forste afsnit i udvalgte kapitler
og arbejde virkeligt grundigt med dem. Det er ogsa sddan vi ar-
bejder pa Georg Mohr-Konkurrencens camps for Georg Mohr-
Konkurrencens vindere.

Kirsten Rosenkilde, november 2024

HVORDAN KOMMER DU | GANG?

Georg Mohr-Bogen rummer stof til flere ars treening til matema-
tikkonkurrencer, sd hvis du endnu ikke har s meget treening, er
det vigtigt at fordybe dig i en lille del af bogen til at starte med.
Her er en oversigt over det mest grundleeggende som du kan star-
te med. Husk at der er Tip til 1. runde og Tip til 2. runde af Georg
Mohr-Konkurrencen pa Georg Mohr-Konkurrencens hjemmeside
som er endnu mere grundleeggende, og derfor er det der du skal
starte, hvis du er ny i Georg Mohr-Konkurrencen.

1. Induktionsbeviser giver en introduktion til bevistypen induk-
tionsom kan benyttes til at vise seetninger der udtaler sig om hvad
der geelder for alle positive hele tal. Denne bevistype bruges man-
ge steder i de andre kapitler.

2. Talteori er leeren om de hele tal. De fem forste afsnit kan an-
befales som en grundlaeggende introduktion til delelighed, prim-
tal, antallet af divisorer i et helt tal, starste felles divisor og ikke
mindst restklasser.

3. Algebra. De tre forste afsnit giver god treening i at lgse ligninger
ogligningssystemer og omskrive udtryk. Dette er et godt grundlag
for neesten al matematik.

4. Geometri forudseatter kendskab til grundleeggende viden om
vinkler, retvinklede trekanter og ensvinklede trekanter. Forste af-
snit, Kom i gang med geometri, giver indblik i hvordan man arbej-
der med geometriopgaver, og de naste tre afsnit introducerer de
mest grundlaeggende begreber og idéer som benyttes i konkur-
renceopgaver i geometri.

5. Kombinatorik handler ofte om at teelle antallet af kombina-
tioner af noget. Forste afsnit har fokus pa helt grundleeggende ma-
der at teelle og beregne antallet af kombinationer pa.
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1 Induktionsbeviser

Seetninger der udtaler sig om hvad der galder for alle positive heltal n € N,
kan undertiden bevises ved induktion.

Idéen bag induktionsbeviser er enkel: i stedet for at bevise seetningen for
hvert enkelt n for sig fra en ende af (hvorved man jo skulle igennem uendelig
mange beviser for man havde klaret alle de positive hele tal), beviser man bare
to ting: i) at pastanden geelder for n = 1, og i) at man altid kan komme videre,
dvs. at det for alle n € N geelder at hvis pastanden er sand for 7, sa er den ogsa
sand for n+1. Vi kalder ofte den pastand vi gerne vil bevise, for g(n), hvor g(1)
er pastanden for n =1, q(2) er pastanden for n =2, osv.

At dette faktisk er en gyldig bevistype, er egentlig et aksiom, induktionsak-
siomet, som er en del af fundamentet for den matematik vi beskeeftiger os med
til daglig.

Induktionsaksiomet 1.1. Pastanden ¢g(n) er sand for alle positive hele
tal n, hvis

i) Pastanden ¢(1) er sand. Dette kaldes induktionens start.

ii) For alle n € N geelder at hvis pastanden ¢g(n) er sand, da er pastanden
q(n+1)ogsa sand, dvs. g(n) = g(n+1). Dette kaldes induktionsskridtet.

. J

Induktionsskridtet "g(n)= q(n +1)” forteeller at
q1)=q(2)=q3)= q(4)=q(5)=q(6)=q(7)= q(8)=---

Hvis man yderligere har vist at g(1) er sand, sa folger det at g(2) er sand, og
dermed et g(3) er sand, osv., sa g(n) er sand for alle positive heltal 7.

Man kan forestille sig pastandene (1), q(2), q(3) osv. stillet op pa en uendelig
reekke som dominobrikker:

PEREEEERREREEN

Nar man viser at induktionens start, altsa at (1) er sand, sa velter den forste
dominobrik da det symboliserer at g(1) er sand. Nar man viser induktions-
skridtet, dvs. at g(n) = q(n+1), sa svarer det til at vise at hvis en dominobrik
i reekken veelter, s& veelter den naeste ogsa. Samlet betyder det jo at alle domi-
nobrikkerne velter, og padstandene derfor alle er sande.

For at vise hvordan et induktionsbevis typisk forleber, ser vi pd vi folgende
seetning.

Sztning 1.2. For alle positive hele tal n € N gaelder pdstanden

n(n+1)2n+1
q(n): 12+22+---+n2=—( 25( ).

Bevis. Vi beviser stningen ved induktion. Pastanden ¢(1) lyder 12 = 1'—%‘3, og
den er sandt. Hermed har vi induktionens start pa plads.
Vi skal nu vise induktionsskridtet, dvs. at hvis

nn+1)2n+1
er sand, da er

_(n+1)(n+2)2n+3))

gn+1): 1242%+-+n’+(n+1y7= =

ogsa sand. Vi antager derfor at g(n) er sand, og udnytter det til at vise g(n+1) :

n(n+1)2n+1)
_ n(n+ 1?(271 +1)+6(n+1)?
_(n+1)(n(2n i 1)+6(n+1))
(n+1)2n? +(;n +6)

6
(n+1)(n+2)(2n+3)

6

1242+t n?+(n+17= +(n+1)>?
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Hermed har vi bevist at g(n + 1) er sand hvis g(n) er sand, dvs. at induktions-
skridtet er fuldfert. Altsa er seetningen bevist. O

Los folgende opgaver ved induktion. Mange af dem kan loses pé flere andre
mader end ved induktion, men her skal du benytte induktion.

Opgave 1.1. Bevis at

n(n+1)
1+2+3+---+n=T, neN.

Opgave 1.2. Bevis at
1+34+5+--+(2n—1)=n? neN.

Opgave 1.3. Lad a # 1 veere et reelt tal. Bevis at

l_an+1
l+a+a*+---+a"=———, neN.
l—a
Opgave 1.4. Bevis at

1 1 1 1 n
—t——t— -t = ,
1-2 23 34 nn+l) n+l1l

neN.

Opgave 1.5. Geet en formel for summen af de forste n kubiktal
P+23 43+ + 0

Prov dig frem med sma verdier, og se om du kan se et system. Bevis derefter
formlen. Hinr: 193

Opgave 1.6. Dag 1 om morgenen anbringes en abe pa det nederste trin af en
uendelig hoj stige. Hver dag klatrer aben forst op til trinnet dobbelt sa hojt
oppe som det trin den startede pa om morgenen, og derpa yderligere et trin
op. P& hvilket trin befinder aben sig om morgenen den rn’te dag?

Opgave 1.7. Lad n vere et positivt heltal. Georg har 3" menter der alle vejer
det samme, padnar en enkelt falsk ment der vejer mindre end de andre. Georg
har desuden en gammeldags veegt med to vaegtskale der i én vejning kan vise
om indholdet af den ene vaegtskal vejer mere, mindre eller det samme som
indholdet af den anden vaegtskal. Bevis at Georg altid kan finde den falske
mont ved hojst n vejninger. Hint: 114

Induktionsstarten behover ikke veere n = 1, men kan sagtens veare et andet
helt tal n.

Opgave 1.8. Lad n > 5 vaere et helt tal. Bevis at 2" > n?,

Opgave 1.9. Lad n > 3 veere et helt tal. Bevis at vinkelsummen i en n-kant er
(n—2)-180°.

Somme tider kan induktion bruges i opgaver der som udgangspunkt slet ikke
handler om alle de positive heltal. De folgende opgaver bliver faktisk lettere
hvis man geetter pa at pastanden nok holder for alle positive heltal, og derefter
gar efter at bevise dette mere generelle resultat.

Opgave 1.10. Lad a vere et tal med den egenskab at tallet

1
a+—
a

er et helt tal. Bevis at ogsa

1
al%y
al?

er et helt tal. Hinz: 45 255

Opgavel.11. 1 etfirmamed 107 ansatte overvager man hinanden pa folgende
made: For ethvert par af ansatte geelder at enten overvager den ene den anden,
eller ogsé overvager den anden den ene. Bevis at der findes en ansat P med
den egenskab at enhver anden person enten overvager P eller overviger en
person der overvéger P. Hint: 40



2 Talteori

Talteori er leeren om de hele tal, og her spiller primtallene en helt central rol-
le. Ide forste afsnit introduceres grundlaeggende teori om delelighed, primtal,
antallet af divisorer, storste feelles divisor og ikke mindst restklasser. I de se-
nere afsnitintroduceres mere avanceret teori som Eulers ¢ -funktion, Fermats
lille seetning, Eulers satning, den kinesiske restklassesatning og flere szetnin-
ger om primtal. Kapitlet kraever ikke forhdndskendskab til talteori, men in-
troducerer alle begreber. Man skal dog veere forberedt pé at niveauet vokser
meget hurtigt, og at der er mange udfordrende opgaver undervejs.

Indhold
2.1 Delelighed, primtal og primfaktoroplesning. .............. 3
2.2 Omskrivning vha. kvadratsetninger .................... 6
2.3 Antaldivisorer ........... ... ... 8
2.4 Storste feelles divisor og Euklids algoritme .. .............. 9
25 Restklasser . ........... i 12
2.6 Restklasseregning og kvadratiskerester .................. 15
2.7 Npyttige faktoriseringer ............ ... .. ... ... . ... 17
2.8 Primiske rester og Eulers ¢-funktion .. .................. 19
2.9 WilsonsSaetning . . . .. .. ov vttt 22
2.10 Fermats lille seetning og Eulers seetning .. ................ 23
211 0rden . ... 25
212 Folger. . ..o 27
2.13 Den kinesiske restklassesaetning . ...................... 29
2.14 Mere om diViSOTer . . . . . oo v ittt e 30
2.15 Den p-adiskevaluation . . . ............. ... ... .... 32
2.16 Summer aftokvadrattal ............ ... ... .. ... 34
2.17 Primtallenes forunderligeverden. . . .. .................. 36
2.18 Den kvadratiske reciprocitetsseetning . .................. 37

2.1 Delelighed, primtal og primfaktoroplasning

( N

Definition af delelighed, divisor og multiplum
Lad d og n veere hele tal. Vi siger at d er divisori n, eller at d gdropin,
hvis der findes et helt tal g s&

n=gq-d.
At d er divisori n, skrives d | n. Nar d er divisor i n, siger vi at n er delelig
med d, og at n er et multiplum af d.

Fx er 12 delelig med tallene 1, 2, 3, 4, 6 og 12, og disse er netop samtlige
positive divisorer i 12. Tallene —26, 0, 39 og 130 er alle multipla af 13.

\ J

Opgave 2.1.1. Bestem samtlige positive divisorer i 60 og samtlige positive di-
visorer i 98.

Saetning 2.1.1. Delelighedsregler
Lad a,b,c €Z.

1. Hvisa|boghb|c,davila]|c.
2. Hvisa | b,davila|b-c.

3. Hvisa|boga|c,davila|b+coga|b—c.

\ J

Bevis. 1. Ata | b betyder at der findes et helttal ¢, sd a-q; = b.At b | c betyder
at der findes et helt tal ¢, s& b - g, = c. Dermed er

c=b-g=a-q-qgp=a-(q:q),
hvilket viserat a | ¢. O

Opgave 2.1.2. Bevis resten af setningen.

Opgave2.1.3. Omdeheletal n og m oplysesat2 | n og6 | m. Hvilke affolgende
tal er da med sikkerhed delelige med 4?
ayn+m, bpnm—m, c)m?+n, dm(m+n), e n(m+1).
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Opgave 2.1.4. Om de hele tal m og n oplyses at n + m = n?. Hvad kan man
med sikkerhed slutte? a) n | m, b) m | n, c) n og m er ulige, d) n og m er lige.

e w

Definition af trivielle og segte divisorer

De trivielle divisorer i et positivt heltal n er 1, —1, n og —n. En divisor d i
n kaldes en cegte divisor i n hvis den ikke er en triviel divisor.

Definition af primtal og sammensatte tal
Primtallene er de positive heltal storre end 1 som kun har trivielle diviso-
rer. De forste ti primtal er derfor

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29.

Positive heltal storre end 1 som har en @&gte divisor, kaldes sammensatte
tal.

\.

Opgave 2.1.5. Bestem alle primtallene op til 100.

7

Definition af primfaktor

Et primtal der er divisor i et tal n, kaldes en primfaktori n.

Fx er primfaktorerne i 60 netop 2, 3 og 5.

Definition af primfaktoroplesning

At primfaktoroplase et tal betyder at skrive det som et produkt af primtal.

Fx er primfaktoroplesningen af 60 lig med 22 - 3 - 5, primfaktoroplesnin-
gen af 13 lig med 13 og primfaktoropl@sningen af 72 lig med 23 - 32.

Generelt er primfaktoroplosningen af et postivt heltal n, n > 1,

_ %02 a
n=pp Py

hvor p;’ erne er forskellige primtal, og a;’erne er positive heltal.

Om lidt skal vi se at alle positive heltal storre end 1 har en primfaktoroples-
ning, og at denne er entydig pa neer raekkefolgen af faktorerne. Primtallene
fungerer altsd som en slags byggesten som alle positive heltal starre end 1 er
bygget op af.

Opgave 2.1.6. Bestem primfaktoroplgsningen af 1001 og af 11400. Bestem
samtlige primfaktorer i 1024 og 1001.

Seaetning 2.1.2. Ethvert positivt heltal n storre end 1 har en primfaktor.
Specielt er den mindste divisor i n sterre end 1 en primfaktor.

Bevis. Lad n veere et positivt heltal storre end 1, og lad p veere den mindste
divisor i n storre end 1. Da mé p veere et primtal: Antag nemlig at p ikke er et
primtal, dvs. at p har en aegte divisor storre end 1. Denne divisor mé ogsé veere
divisor i n ifelge seetning 2.1.1 i modstrid med at p er den mindste. Dermed
er p et primtal og altsé en primfaktori n. O

Sztning 2.1.3. Aritmetikkens fundamentalsaetning

Et positivt heltal n storre end 1 har en primfaktoroplesning, og denne
primfaktoroplesning er entydig (pa neer faktorernes raekkefolge).

Bevis. Eksistens: Lad n veere et positivt heltal storre end 1, og lad p, veere en
primfaktori n (vived at en sddan findes ifglge seetning 2.1.2). Nuer n = p; - ¢q;.
Hvis g; = 1, har vi fundet en primfaktoroplesning af n. Ellers velger vi en
primfaktor p, i q;. Nuer n=p; - p,- . Vifortsetter p4 denne méde til vi far et
qr=1,0gdaq,q,... er en aftagende folge af positive hele tal, ma vi for eller
sidenfa et g, =1. Dermed er n = p; - p> -+ p,, hvor p;’erne er primtal, og n har
altsd en primfaktoroplesning.

Entydighed: Antag at der findes positive heltal med to forskellige primfaktor-
oplesninger, og lad n vere det mindste af disse, s&

prppPr=n=dqy-q2-(s.



Ingen af primfaktorerne pa venstresiden kan veere lig med en af primfakto-
rerne pd hojresiden, for sa ville vi ved at dividere med dette primtal fa et tal
mindre end 7 med to forskellige primfaktoroplasninger, i modstrid med at n
er det mindste. Betragt nu primtallene p; og g;. Enten er p; < g, eller om-
vendt. Antag uden tab af generalitet at p; < q;, og betragt tallet

m=(q—p) G- qs ;.

Tallet m er mindre end n og har dermed ifelge antagelsen en entydig prim-
faktoroplesning. Men

m=qy-qx-qs—pr-q2-q3-(qs
=n—p1-q2-q3--(qs
=pip2-p3Pr—aG2- G5 qs),

hvor sidste linje viser at der findes en primfaktoroplesning af m som indehol-
der primtallet p;, mens

m=(—m)q-qs g,

viser at m ogsa har en primfaktoroplesning som ikke indeholder p; da p, ikke
gar op i q; — p;. Dette er i modstrid med antagelsen, og alle positive heltal
storre end 1 har dermed en entydig primfaktoroplgsning. O

En helt central folge af entydigheden af primfaktoroplesningen er at hvis
a,b,n € N, hvor n = a - b, da er primfaktoroplesningen af n lig med pro-
duktet af primfaktoroplesningen af a og primfaktoroplgsningen af b. Dette
leder til folgende korollar som det er vigtigt at forsta nar man arbejder med
delelighed.

Korollar 2.1.4. Lad py, p», ..., p; veere r forskellige primtal, og lad yder-
ligere a;, @, ..., a, vere positive heltal. Et helt tal n er deleligt med pro-
duktet

ay a
pl pz ...prr,

netop hvis det er deleligt med hvert af tallene p;"*, p,?,..., p;".

Bevis. Antag at n er delelig med pla ! ]920!2 .- pyf". Da folger det af seetning 2.1.1
athvert af tallene p,"*, p,*,...,p; " garopin.

Antag modsat at n er delelig med hvert af tallene pla ' pza 2 ...,py . Da pl.ai
garopin,i=1,2,...,r, kan n skrives pa formen n = pl.ai - g. Fordi prim-
faktoroplesningen af n er entydig, betyder det at pl.ai indgér i primfaktor-
oplesningen af n, for alle i = 1,2,...,r, og altséd at n kan skrives pé& formen

n=p/'p,-p;"-q.Detteviser at p;" p,* - p; " gdropin. O

Opgave 2.1.7. Fire forskellige positive hele tal har produktet 2008. Hvad er
summen af de fire tal?

Opgave 2.1.8. Hvor mange nuller ender tallet 20! pa?
(20! betyder 20-19---1 og siges ”20 fakultet”).

Opgave2.1.9. Gar 4004 opi238-65-12212

( N

Definition af kvadrattal

Kvadrattallene er alle tal der kan skrives pa formen a?, hvor a er et helt
tal, dvs. tallene 0,1,4,9, 16,25, ...

Det er en rigtig god idé at kende de forste 20 kvadrattal.

\ J

Opgave2.1.10. Vis at kvadrattallene storre end 1 netop er de positive heltal 7,
hvor alle primfaktorer indgér i en lige potens i primfaktoroplesningen af 7.

Opgave 2.1.11. Bestem det mindste positive heltal n s& v n - 261 er et helt tal.

Szetning 2.1.5. Primtalsegenskaben

Lad p veere et primtal, oglad a og b veere hele tal. Hvis p |ab, davilp | a
ellerp | b.

Dette er ikke altid tilfeeldet hvis p ikke er et primtal.

Opgave2.1.12. Vis s@tningen.

Georg Mohr-Konkurrencen



[ Saetning 2.1.6. Der findes uendeligt mange primtal. ]

Bevis. Antag modsat at der kun findes endeligt mange primtal, og lad disse
veere py, ps, ..., Pm- Betragt tallet

n=pip P+l

Da n > 1, har n en primfaktor p. Denne primfaktor p mé veere blandt prim-
tallene py, ps, ..., Pm, dvs. p gar bdde op i n og i pip>-- pm, 0g dermed i
n—pipo- pm = 1, hvilket er en modstrid. Altsa er der uendeligt mange prim-
tal. O

Eksempel 2.1.1. Hyvis vi skal vise at et helt tal n er deleligt med fx 6, er
det ifolge korollar 2.1.4 nok at viseat2 | nog3|nda6=2-3,0g2 og3
er to forskellige primtal. Det er fx nemt at se at tallet 33333330 er deleligt
med 6 da det er lige og deleligt med 3.

Opgave2.1.13. Hvilke af folgende tal 1004620396, 10982-505 0g 102971-2031-
315 er delelige med 10? Hvilke af felgende tal 5025 - 2092, 205 - 262 - 515 og
50035 -408 er delelige med 100?

Opgave 2.1.14. Vis at produktet af tre pa hinanden folgende heltal altid er de-
leligt med 6. Vis at produktet af fem pd hinanden folgende heltal altid er de-
leligt med 60.

Opgave 2.1.15. Lad a og b vere to positive heltal hvis sum er 2002. Er det
muligt at 2002 gér op i ab? (Georg Mohr-Konkurrencen 2002) Hint: 242

Seetning 2.1.7. For ethvert positivt helt tal m findes m p& hinanden fol-
gende hele tal som ikke er primtal.

Bevis. Betragt de m pa hinanden folgende hele tal
(m+1)+2, (m+1)+3, (m+1)+4,..(m+1)+m+1.

Det forste tal er 2 en aegte divisor, i det neeste er 3, osv. Altsé er ingen af de m
pa hinanden felgende tal primtal. O

};7
- ﬁ/ﬁ,;}\

2.2 Omskrivning vha. kvadratsaetninger

I talteori ensker vi ofte at faktorisere nar det er muligt, da det er nemmere at
sige noget om et produkt end om en sum, netop fordi vi ved produktet kan
teenke i primfaktoroplesning. Hver gang vi ser et udtryk som a?— b?, omskri-
ver vi derfor straks til (a + b)(a — b).

Eksempel 2.2.1. Hvis vi fx gnsker at bestemme alle primtal p og g som
opfylder

p’—2q"=1,
kan vi omskrive og f&
(p+1(p—-1)=24".

Da hojresiden er lige, ma p veere ulige. Dermed vil 4 gé& op i venstresi-
den, og dette giver at g er lige, dvs. g = 2. De eneste primtal som lgser
ligningen, er altsd g =2 og p =3.

Eksempel 2.2.2. Hvis vi skal finde samtlige heltallige losninger til lignin-
gen

n®+389=m?,
omskriver vi straks til
389 =m?—n?=(m+n)m—n).

Da 389 er et primtal, er det nemt at se at faktorerne m+n og m—n er £389
og £1. Laosningerne er derfor (m, n) = (£195,+194). Hvis 389 ikke var et
primtal, fik vi lidt flere muligheder, men stadig kun endeligt mange.

Leeg merke til at det er fordi vi omskriver m? — n? til et produkt, at vi

meget nemt kan danne os overblik over de mulige lesninger, netop fordi
vi kan se pa primfaktoroplesningen.




Opgave 2.2.1. Bestem alle par (x, y) af positive heltal som opfylder ligningen
x6=y2+53.

Opgave 2.2.2. Vis at m3 — m er delelig med 6 for alle hele tal m.

Opgave 2.2.3. 1 en retvinklet trekant hvori alle sideleengder er hele tal, har
den ene katete lzengde 1994. Bestem leengden af hypotenusen. (Georg Mohr-
Konkurrencen 1994)

Opgave 2.2.4. Om tre hele tal p, g og r geelder at p + g> = r2. Visat 6 | pqr.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2008)

Eksempel 2.2.3. Nogle gange skal der lidt mere sofistikerede omskriv-
ninger vha. kvadratseetningerne til for at lese en problemstilling. Lad a
veere et positivt heltal storre end 1. Hvis vi fx ensker at vise at a* + a® + 1
er et sammensat tal, kan vi omskrive pé folgende made.

at+a’+1=(a*+1P%-a*=(a*+1+a)a’*+1—a).

Heraf fremgér det klart at a* + a? + 1 er et sammensat tal nér a > 1.
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Opgave 2.2.5. Vis at hvis der for to hele tal a og b geelder at a® + b? +9ab er
deleligmed 11, da er ogsé a’—b? delelig med 11. (Georg Mohr-Konkurrencen
2004) Hint: 197

Opgave2.2.6. Lad n og m vere to hele tal som kan skrives som sum af to kva-
drattal. Vis at da kan deres produkt mn ogsa skrives som sum af to kvadrattal.
(Hint: Skriv n og m som sum af to kvadrattal, bestem produktet nm, og om-
skriv vha. af kvadratsetningerne sa det bliver en sum af to kvadrattal.)

Opgave 2.2.7. For hvilke positive heltal n er n* + 4 et primtal? Hint: 236

Grunden til at vi gerne vil faktorisere, er som sagt at det i talteori er meget
nemmere at sige noget om et produkt end om en sum. Indtil nu har vi kun
omskrevet vha. kvadratseetningerne, men de kan ikke altid bruges nar man
vil omskrive til produkt.

Eksempel 2.2.4. Hyvis vi fx vil bestemme samtlige par af positive heltal x
og y som er lgsning til ligningen

2x°+5y%=11(xy —11),

onsker vi at omskrive sé der er et produkt pa den ene side og et tal pd den
anden. I forste omgang fés

112=11xy —2x*>—5y%
Hojresiden kan nu omskrives til produkt:
112=(2x—y)(5y —x)

Pointen er som tidligere at vi nu har et produkt, hvor de ubekendte ind-
gér, pa den ene side af lighedstegnet og et tal pa den anden. Det er ikke
altid helt let at finde en omskrivning, men i dette eksempel kan man geet-
te sig frem til at produktet skal veere pa formen (ax —by)(cy —dx), og
herefter er det ikke sé sveert at finde a, b, ¢ og d. Nar vi forst har omskre-
vet, kan vi lose ligningen sddan:

Hvis begge faktorer er negative, er2x < y < %x, hvilket er en modstrid
da x er positiv. Dermed er begge faktorer positive. Det er nu nemt at tjek-
ke mulighederne igennem, og man far at den eneste lgsning er x = 14 og

y =27. (Baltic Way 1998)

J

Opgave 2.2.8. Bestem alle par af positive heltal (x, y) som opfylder ligningen
2y2x2 +16x% + y2 =448.

Opgave 2.2.9. Bestem alle par af positive heltal (x, y) som opfylder ligningen
x?+2x—xy—3y =1997.

(Georg Mohr-Konkurrencen 1997)

Georg Mohr-Konkurrencen



2.3 Antal divisorer

Nar man skal bestemme antallet af positive divisorer i et positivt heltal, er det
en god dé at se pd primfaktoroplesningen for at finde samtlige divisorer pa en
nem og overskuelig mdde.

e )

Eksempel 2.3.1. Hvis vi fx skal bestemme antallet af divisorer i
60=2%.3.5,
sa er samtlige divisorer
1, 2, 2%, 3, 2:3, 2°-3, 5, 2-5, 2°.5, 3.5, 2-3-5, 2%.3.5,
Alts4 alle tal p& formen 2% -3” .5¢, hvora=0,1,2, b=0,10g ¢ =0, 1.

Tallet 60 har derforialt3-2-2 =12 divisorer.
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Seetning2.3.1. Etpositivt heltal n storre end 1 med primfaktoroplesning
n=pp,>...pem,
hvor p;’erne er forskellige primtal, har
(I+a))1+ay)...(1+a,,)

forskellige positive divisorer.

D

Zi

ey

Eksempel 2.3.2. Hvis vi gnsker at bestemme alle positive heltal n med
netop p divisorer, hvor p er et primtal, da skal vi finde alle

n:plalpzaz...pfy‘l'"
for hvilke
(1+a))1+as)...(1+a,)=p.

Da p er et primtal, og alle faktorerne pa venstresiden er storre end 1, md
m =1oga; = p—1.Altsa er samtlige positive heltal med netop p divisorer

. J

Opgave 2.3.1. Bevis seetningen.

alle tal pa formen g”~!, hvor g er et primtal.
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Opgave 2.3.2. Bestem alle positive heltal storre end 1 som har et ulige antal
positive divisorer.

Opgave 2.3.3. Et positivt heltal n, som hgjst er 500, har den egenskab at nar
man velger et tal m tilfeeldigt blandt tallene 1,2, 3,...,499,500, sa er sandsyn-
ligheden 1%0 for at m gér op i n. Bestem den storst mulige veerdi af n. (Georg
Mohr-Konkurrencen 2006)

Opgave2.3.4. Lad n vere produktet af samtlige positive heltal mindre end en
million med preecis syv divisorer. Vis at n er et kubiktal, dvs. et tal pa formen
m3, hvor m er et helt tal.

Opgave 2.3.5. Bestem samtlige positive heltal n som er delelige med 1001 og
har preecis 1001 divisorer.



2.4 Storste feelles divisor og Euklids algoritme

e w

Definition af storste faelles divisor

Den storste feelles divisor for to hele tal n og m er den storste divisor
der gér op i bade n og m. Den storste feelles divisor betegnes gcd(n, m)
(greatest common divisor).

Fx er ged(12,18) =6, ged(100, 125) = 25 og ged(35,36) = 1.

Opgave?2.4.1. Bestem gcd(12,45), gcd(1000, 1205), gcd(1024,12), gcd(88,90) og
gcd(1002,1003).

Opgave 2.4.2. Lad n € Z. Bestem gcd(n, n + 1). Bestem gcd(n, n +2) nar n er
lige, og nér n er ulige.

Seztning 2.4.1. Lad n, m og q vere hele tal. Da er

gcd(n, m)=ged(m, n—qgm).

Bevis. En felles divisor i n og m er ifolge seetning 2.1.1 ogsa divisor i m og
n—qm. Tilsvarende er en feelles divisor i m og n —qm ogsa divisori m og n
dan=(n—gm)+qm.Tallene n og m og tallene m og n—qm har altsd preecis
de samme feelles divisorer, og dermed ogsa samme starste feelles divisor. O
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Eksempel 2.4.1. Euklids algoritme

Nar man skal bestemme storste feelles divisor mellem to sma tal, kan man
fx se pé deres primfaktoroplesning, men for sterre tal tager det tid at be-
stemme primfaktoroplesningen. Man kan i stedet bruge en anden meto-
de til at bestemme storste feelles divisor, nemlig Euklids algoritme. Den-
ne algoritme bygger pd seetning 2.4.1.

Forst viser vi hvordan Euklids algoritme fungerer ved et eksempel. Vi gn-
sker at bestemme gcd(1078, 70). Forst skrives 1078 som et produkt af 70
plus en rest r, 0 < r < 70. Derefter skrives 70 som et produkt af r plus en
ny rest, osv. til vi fr resten 0 :

1078 =15-70+28
70=2-28+14
28=2-14+0.

Dette viser ifolge seetning 2.4.1 at

gcd(1078,70) = gcd(1078— 15 - 70, 70) = ged(28, 70) = ged(28, 70— 2 - 28)
= gcd(28,14) = ged(28 —2 - 14, 14) = ged(0, 14) = 14.

Definition af Euklids algoritme

Generelt fungerer Euklids algoritme saledes: Lad n og m veere ikke-
negative heltal, hvor n > m. Forst skrives n som et multiplum af m med
en rest 17, 0 < r; < m. Derefter skrives m som et multiplum af r; med en
rest 1,, 0 < 1, < 17, osv. indtil vi far resten 0. Resten bliver mindre for hvert
skridt, dvs. pa et eller andet tidspunkt er vi sikre pa at fa en rest pa 0.

n=q¢g,-m+r, 0<n<m
m=q,-n+n, 0<n<n
r1=q3-r2+r3, OSr3<r2

Th2=qk Tk—1+ Tk, 01 <1

Te—1 = qk+1° Tk +0.
Af dette ses at

gcd(n, m)=ged(m, r;) =ged(ry, 12) =--- = ged(r, 0) = 1.

Georg Mohr-Konkurrencen



Opgave 2.4.3. Benyt Euklids algoritme til at bestemme gcd(754, 338).

e w

Definition af primisk og indbyrdes primisk

Lad a og b vere to hele tal. Tallet a er primisk med b (eller omvendt)
hvis deres eneste positive felles divisor er 1, dvs. hvis gcd(a, b) = 1. Nar
a er primisk med b, siger vi at a og b er indbyrdes primiske.

Eksempel 2.4.2. Idéen med at se pa den storste felles divisor kan fx
benyttes til at vise at broken ”,122* +”2711 er uforkortelig for alle hele tal n €
7Z\{0,—2} da dette er ensbetydende med at teeller og naevner er indbyrdes
primiske. Vi benytter seetning 2.4.1 til at bestemme storste feelles divisor

mellem teeller og neevner:

gcd(n2+n—1,n2+2n)=gcd(n2+n—1,n2+2n—(n2+n—l))
:gcd(n2+n—1,n+1)
:gcd(n2+n—1—n(n+1),n+1)
=gcd(—1,n+1)=1.

Dette viser at broken er uforkortelig for alle heltal n € Z\{0,—2}.
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Inden duregner flere opgaver, f&r du brug for en god lille regneregel om storste
feelles divisor:

Sezetning 2.4.2. Lad a, b og c vere hele tal, hvor b og c er indbyrdes
primiske. Da er
gcd(a, b)=gcd(ac, b).

Opgave 2.4.4. Vis setningen.

ey

Eksempel 2.4.3. Vikan fx bruge seetning 2.4.2 hvis vi fx vil undersoge for

hvilke hele tal n at gcd(n?+25,4n+1) er storst. Da4n+1 og 4 er indbyrdes

primiske, er

ged(n? +25,4n+1) = ged(4(n? +25),4n+ 1)

=gcd(4n®+100—n(4n+1),4n+1)
=gcd(—4n +100,4n+1)
=gcd(—4n+100+(4n+1),4n+1)
=gcd(101,4n+1)

Dette viser at gcd(n? + 25,4n + 1) hojst er 101, og det er det, netop nér
4n +1 = £101. Eneste mulige n der lgser denne ligning, er n = 25, dvs.
gcd(n?+25,4n + 1) er storst nér n = 25.
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Opgave 2.4.5. Vis at broken
n+2n
nt+3n2+1
er uforkortelig for alle n € Z.

Opgave2.4.6. Lad m € Z, m # 1. Vis at broken

m*+3mé—-3m?2+2m—2
m—1

er uforkortelig. Hinr: 105

Opgave2.4.7. Bestemalle n € Z sa

3n2+3n+9
3n+2

er et helt tal. Hinz: 138

Opgave2.4.8. Lad a,, = n?+500 for alle n € N. Vis at der findes et helt tal N s&
gcd(ay,, a,.1) < N for alle n €N, og bestem det mindste heltal N med denne
egenskab. Hint: 100



Definition af af mindste faelles multiplum

Det mindste feelles multiplum af to positive hele tal a og b er det mindste
positive hele tal som de begge gar op i, og det betegnes lcm(a, b) (least
common multiple).

Fx erlcm(4,6) =12, lem(5,7) =35 og lcm(50, 100) = 100.
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Opgave 2.4.9. Bestem lcm(10,12), lem(2-3*-78,22.33.73.11) oglem(13,17).

g )

Seaetning2.4.3. Lad a og b veere to positive hele tal. Lad py, ps, . . ., p,, vaere

: 3 1 3 — al. 0{2”. ay — ﬁl. /32“. ﬁn
samtlige primdivisoreria ogb,a=p, " -p,*---p,"ogb=p;"' -p, - py".
Daer

ged(a, b)= plmin(al'ﬁl) : pzmi“(azﬁz) .. pmin(anfu),
lem(a, b) = p"@P) . pmaten)  pmaxanpa),

a-b=Ilcm(a, b)-gcd(a, b).

Opgave 2.4.10. Bevis setningen.
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Sztning 2.4.4. Bezouts identitet

Lad n og m vere hele tal. Da kan storste felles divisor mellem 7 og m
skrives som en heltallig linearkombination af n og m, dvs. der findes hele
tal s og t s&

gcd(n, m)=sn+tm.

Bemeerk at tallene s og ¢ ikke er entydige.

. J

Bevis. Beviset bygger pa Euklids algoritme. Vi viser ved induktion efter i at
alle resterne r;, i = 1,2,..., k, fra Euklids algoritme kan skrives som en heltal-
lig linearkombination af n og m da dette specielt viser at r;. = gcd(n, m) kan
skrives sddan. Saet ry = m, og husk at r;_; = g; 1 1; + r;41 i Euklids algoritme.

Induktionsstart: Bade ry og r; kan skrives som heltallige linearkombinationer
afnogmdaryp=m=0-n+1-mognr=1-n—q, - m.

Induktionsskridt: Antag nu at for et j > 1 kan r; skrives som en heltallig line-

arkombination af n og m for alle i < j, og seet r; = s;n + ¢;m. Vi viser nu at

ri+1 kan skrives som en heltallig linearkombination af n og m:
ris1=Tj1—qjlj=Sian+tiam—qgja(sjn+t;m)

=(sj1—qjrsjn+(tj1—qjt;)m.

Dermed er induktionen fuldfert. O

Eksempel 2.4.4. 1 eksempel 2.4.1 viste vi ved at benytte Euklids algorit-
me at gcd(1078,70) = 14. Nu kan vi bruge algoritmen baglzans sa at sige
til at bestemme hele tal s og t sd 14 =5-1078+¢ - 70:

14=70—2-28=70—2(1078—15-70)=—2-1078+31-70.
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Opgave 2.4.11. Bestem hele tal s og t s gcd(754,338)=s-754+ ¢ - 338.
Opgave 2.4.12. Bestem alle tal p&4 formen s-15+1¢-35, s,t € Z.

Seetning 2.4.5. Lad a, b, ¢ € Z. Der findes hele tal x og y som laser lig-
ningen

c=ax+by,

netop hvis ¢ er et multiplum af gcd(a, b). Med andre ord er ¢ en heltallig
linearkombination af @ og b netop nar ¢ er et multiplum af deres storste
feelles divisor.
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Opgave 2.4.13. Vis setningen. Hint: 38
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2.5 Restklasser
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Definition af division med rest

Lad neNogmeZ.Dafindes q,r €Z, hvor0<r <n,sa
m=q-n+r.

Vi siger at m har resten r ved division med n.

Fx har m = 38 resten r = 3 ved division med n =5da38=7-5+3, og
m =—27 har resten r =1 ved division med n=4da—27=—7-4+1.

Idéen i restklasseregning, som vi om lidt vil introducere mere formelt, er
atman veelger et tal n ogidentificerer andre tal ved deres rest ved division
med n.

Hyvis vifx ser pad n =5, s deler vi alle de hele tal ind i restklasser athangigt
af deres rest ved division med 5. Vi far altsa fem restklasser - en for hver
af de fem rester 0, 1, 2, 3, 4. Fx bestar restklassen 1 af tallene

...,=—9,—4,1,6,11,16,....

. J

Regning med restklasser er helt centralt i talteori fordi det i rigtig mange sam-
menhange gor en problemstilling meget mere overskuelig hvis vi kun identi-
ficerer tal ved deres rest ved division med et positivt helt tal z. I resten af dette
kapitel af det et af de mest grundlaeggende veerktojer til losning af komplice-
rede talteoretiske problemstillinger.

Definition af kongruens

Lad n veere et positivt heltal. Tallene a, b € Z siges at veere kongruente
modulo n hvis

nla—>b.

At a og b er kongruente modulo n, skrives

a=b (mod n).
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Atn|a—b, er ensbetydende med at a og b har samme rest ved division

med n, dvs. to tal er kongruente modulo 7 netop hvis de har samme rest
ved division med n. (Det overlades til laeseren at bevise dette).

Eksempel 2.5.1. Hvis vi fx tager vores modulo 10-briller p4, sa kan vi ikke
se forskel pd —2 og 18. Der geelder nemlig at —2 = 18 (mod 10) da 10 gar
opi18—(—2) =20, eller sagt med andre ord da bdde —2 og 18 har rest 8
ved division med 10.

Hvis vi tilsvarende tager vores modulo 7-briller p&, kan vi ikke se forskel
pafx 8, 15, 71 og 701 da de alle har rest 1 ved division med 7.

Definition af restklasse

Restklassenrepraesenteret ved a modulo 7 er netop alle tal der er kongru-
ente med a modulo 7, dvs. de tal der har samme rest som a ved division
med 7. Altsd netop tallene

..., 3n+a,—2n+a,—n+a,a,n+a,2n+a,3n+a,....

Der er uendelig mange repreesentanter for hver restklasse. Nar vi taler om
resten af et tal modulo 7, mener vi resten r som opfylder at 0 < r < n,
og det er ogsa den vi vil benytte som den primaere repraesentant for en
restklasse.

Eksempel 2.5.2. Restklassen repraesenteret ved 8 modulo 10 er tallene
...,—12,-2,8,18,28,....
Restklassen repraesenteret ved 1 modulo 7 er tallene

...,—13,-6,1,8,15,22,....




Opgave?2.5.1. Lad neNoga, b €Z. Bevis at a = b (mod n) netop hvis de har
samme rest ved division med n.

Opgave2.5.2. Formulér med andre ord hvad det betyder at et helt tal a opfyl-
der at a =0 (mod n).

Opgave 2.5.3. Formulér med andre ord hvad det vil sige at de hele tal a og b
opfylder at a = b (mod 2).

Opgave 2.5.4. Undersog om a) 182 = 92 (mod 18), b) —43 = 1 (mod 4) og c)
111 =13 (mod 11).

Seetning 2.5.1. Lad n,keNoga,b, c,d € Z. Da geelder folgende regne-
regler:

i) Hvisa=b (mod n)og c =d (mod n),daera+c=b+d (mod n).
ii) Hvisa=b (mod n)og ¢ =d (mod n),daera—c=b—d (mod n).
iii) Hvisa =b (mod n)ogc =d (mod n), daera-c=b -d (mod n).
iv) Hvisa=b (mod n),daerc-a=c-b (mod n).

v) Hvis a = b (mod n), da er a* = b* (mod n).

Bevis. i) Ata=b og c =d (mod n) betyderatn |a—b og n | c —d. Dermed
man|(a—b)+(c—d)=(a+c)—(b+d) ogaltsda+c=b+d (mod n).

iii) Ata = b og ¢ =d (mod n) betyderat n | a—b og n | ¢ —d. Dermed ma
nlcla—b)+b(c—d)=ac—bd,ogaltsda-c=b-d (mod n). O

Opgave 2.5.5. Bevis resten af seetningen.

Seetningen viser at man kan omskrive en kongruensligning ligesom man kan
omskrive en almindelig ligning nér det geelder regningsarterne plus, minus
og gange. Det samme gelder ikke umiddelbart for division. Fxer3-4=3-2
(mod 6), mens 4 # 2 (mod 6).
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Eksempel 2.5.3. Hvis man fx skal lgse ligningen
xX+7=2 (mod8),

kan man omskrive til x =2 —7 (mod 8) ifplge regneregel ii). Dermed er
x = —5 = 3 (mod 8), dvs. lesningerne er netop restklassen 3 modulo 8.
Losningsmangden er altsd

{...,—13,—5,3,11,19,...}.

Eksempel 2.5.4. For at bestemme resten af tallet 24° - 18'6- 1017 ved di-
vision med 5 kan vi regne modulo 5 og benytte regnereglerne i saetning
2.5.1 pa denne méde:

24°.18%.101"=(—1)°-3%.1"=—1-(3%® - 1=—1:(-1®=—1=4 (mod5).

Undervejs benytter vi fx regneregel v) til at konkludere at nar 24 = —1

(mod 5), er 24 = (—1)° (mod 5) osv. Desuden benyttes regneregel iii) fx

til at konkludere at nar 24° = (—1)°, 18' =316 0g 1017 =17 (mod 5), da er
249.18'.1017 =(—1)°-3'6-17 (mod 5).

Opgave 2.5.6. Los ligningen x —12=5 (mod 11).
Opgave 2.5.7. Bestem resten af 2719 .172.54 ved division med 13.

Opgave 2.5.8. Bestem sidste ciffer i 20072°%7. (Georg Mohr-Konkurrencen
2007)

Sztning 2.5.2. Nulregel modulo primtal

Lad p veere et primtal, og lad a og b vere hele tal. Da gaelder nulreglen
modulo p, dvs. athvis a- b =0 (mod p), daer a =0 eller b =0 (mod p).

Opgave 2.5.9. Vis setningen.
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Bemerkning. Nulreglen geelder ikke for et sammensat tal n. Det kan
man fx indse ved at betragte n = a - b, hvor a og b er agte divisorer i
n.Herera-b =0 (mod n), mens a Z0 (mod n) og b #0 (mod n).

Eksempel 2.5.5. Hvis vi skal lgse ligningen
x2=4 (mod 6),

ved vi at hvis et tal x er lesning, sé er alle tal i den retsklasse x repree-
senterer modulo 6, ogsé lesninger. Tilsvarende ved vi at hvis x ikke er
en lgsning til ligningen, da er der heller ikke andre repraesentanter for
restklassen repraesenteret ved x modulo 6, som er lasninger. Det folger
nemlig af seetning 2.5.1.

Nér vi skal lose ligningen, kan vi altsa nejes med at tjekke en re-
preesentant for hver af de 6 restklasser modulo 6, fx repreesentanterne
0,1,2,3,4,5. Ved indseettelse ses at det kun er x =2 og x =4 blandt disse
tal der lgser ligningen. Losningsmengden bestér derfor af restklasserne
repraesenteret ved 2 og 4 modulo 6.

\ J

Opgave 2.5.10. Los ligningerne a) x> =4 (mod 5), b) x?2 =2 (mod 5), ¢) x>=1
(mod 8), d) x? =0 (mod 2).

Szetning 2.5.3. Hvis p er et primtal storre end 2, da er de eneste losninger
til ligningen
x>=1 (mod p)

retsklasserne 1 og —1 modulo p.

\. J

Opgave2.5.11. Bevis seetningen. (Husk at enhver matematiker straks omskri-
ver vha. kvadratsatningerne nér hun ser en differens mellem to kvadrattal!)
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Definition af tveersum

Tveersummen af et positivt heltal er summen af dets cifre. I det felgende
betegner ¢(n) tversummen af n € N. Fxer £(1245)=1+2+4+5=12.

Definition af den alternerende tvaersum

Den alternerende tvcersum af et tal n € N fas ved at tage forste ciffer, traek-
ke det neeste ciffer fra, leegge det naeste til, osv. Fx er den alternerende
tveersum af 913263 ligmed 9—1+3—-2+6—-3=12.

Sezetning 2.5.4. Lad neN.
i) Tallet 3 gar op i n netop hvis det gér op i tveersummen af 7.
ii) Tallet 9 gar op i n netop hvis det gar op i tveersummen af r.

iii) Tallet 11 g&r op i n netop hvis det gér op i den alternerende tveersum
af n.

\ J

Bevis. i) Lad a,,,a,,—;,..., a;, ay vere cifrene i n, sa
n=a,10"+a,, 110" +..-+a,10 + a,.
Nu viser vi at n = t(n) (mod 3).
n=a,10"+a,_ ;10" +...4+ 4,10+ a,
=, 1"+ Ay 1"+ ta; - 1+a
=a,+au_1+--+a;+ay=t(n) (mod3).
Dermed er n delelig med 3, netop nér tveersummen er det. O

Opgave 2.5.12. Bevis resten af saetningen.

Opgave 2.5.13. Overvej hvordan man nemt kan afgere om et tal er deleligt
med 18 og med 22.



2.6 Restklasseregning og kvadratiske rester

I kapitel 2.2 lgste vi ligninger med hele tal bl.a. ved at omskrive vha. kvadrat-
seetninger og se pd primfaktoroplesning. En anden metode er at regne mo-
dulo et tal for at fi information om lgsningerne. Det svaere er som regel at
gennemskue hvilket tal det kan betale sig at regne modulo. Forst ser vi pa kva-
dratiske rester da de i mange sammenhange er interessante nar man fx skal
lgse ligninger.

s )

Definition af kvadratisk rest
En restklasse @ modulo 7 er en kvadratisk rest modulo n hvis ligningen

x’=a (modn)

har en heltallig l@sning.

Eksempel 2.6.1. Man finder fx de kvadratiske rester modulo 8 ved at ud-
regne kvadratet pa samtlige rester:

0°=0, 1°=1, 2°=4, 3°=1, 4°=0, 5°=1, 6°=4, 7°=1

modulo 8. Af dette kan man se at de kvadratiske rester modulo 8 netop

er 0, 1 og 4, mens 2, 3, 5, 6, og 7 ikke er kvadratiske rester modulo 8.
Faktisk behgver man kun udregne kvadraterne pa 0, 1,2, 3,4 for at be-

stemme de kvadratiske rester modulo 8 da a? =(8—a)? (mod 8).

\ J

Opgave2.6.1. Bestem de kvadratiske rester modulo 3, modulo 4 og modulo 5.

Eksempel 2.6.2. Man kan fx benytte kvadratiske rester til at vise at sum-
men af kvadraterne pa tre p& hinanden folgende tal ikke kan veere et kva-
drattal. Tre pd hinanden folgende tal har resterne 0, 1 og 2 (i en eller an-
den rekkefolge) modulo 3, og dermed er summen af kvadraterne pa dem

kongruent med
0°+12+22=0+1+1=2 (mod 3).

Da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 3, kan summen af de tre kvadrater
ikke veaere et kvadrattal.

Her undersogte vi om ligningen

n?+(n+17+(n+2)*=m?

havde heltallige lgsninger n og m ved at regne modulo 3 for at fa infor-
mation om n og m. Dette viste at m? = 2 (mod 3), dvs. vi fik en ligning
der ikke havde lgsninger, og vi kunne derfor konstatere at den oprindeli-
ge ligning heller ikke havde l@sninger. Hvis vi havde opnéet en ligning der
havde lgsninger ved at regne modulo 3, kunne vi ikke omvendt konstate-
re at den oprindelige ligning havde lesninger, men vi kunne maske finde
information om hvilken rest eventuelle losninger skulle have modulo 3.

\ J

Opgave 2.6.2. a) Vis at summen af kvadraterne af fire p& hinanden folgende
hele tal ikke kan veere et kvadrattal. b) Vis at summen af kvadraterne af fem
pa hinanden folgende hele tal ikke kan veere et kvadrattal. c) Vis at summen af
kvadraterne af seks pa hinanden folgende hele tal ikke kan veere et kvadrattal.
Hint: 98

Eksempel 2.6.3. Hvis man vil vise at en ligning hvor der indgar kvadratet
pa en af de ubekendte, ikke har losninger, er det er ofte en god ide at for-
soge at reducere problemstillingen til en ligning af typen x? = a (mod n)
da ikke alle rester er kvadratiske rester modulo 7.

Hvis vi gnsker at vise at ligningen

15x>—=7y*=9,

ikke har nogen heltallige losninger, regner vi modulo et helt tal for at for-

soge at opnd en ligning af typen x> = a (mod n) som ikke har nogen hel-

tallige lgsninger. Da primfaktorerne i 15, 7 og 9 er 3, 5 og 7, er det oplagt
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at forsege at regne modulo et af disse tal. For at illustrere metoden prover
vi med alle disse tre tal.

Forst regner vimodulo 3. Dette giver 7y =0 (mod 3), og dermed ifolge
nulreglen at y er deleligmed 3 da 3 er et primtal. Vikan nu seette y =3y,
og indseette dette i ligningen. Dette giver”

15x*—63y7 =9
som reduceres til
5x°—21y7=3.
Huvis vi igen regner modulo 3, fis 5x2 = 0 (mod 3), hvilket viser x er dele-
lig med 3. Vi kan nu satte x = 3x; og omskrive ligningen til
2 2 _
45x; =21y =3,
og yderligere til
2 2 _
I5x =7y =1.

Regner vi igen modulo 3, skal y;° = 2 (mod 3), men 2 er ikke kvadratisk
rest modulo 3. Ligningen har derfor ingen heltallige lgsninger.

Hvis vi i stedet regner modulo 5, far vi
3y2 =4 (mod>5).

Da vi gerne vil opna en ligning af typen y? = a (mod 5), overvejer vi om
der ikke er et tal ¢ vi kan gange med pa begge sider sa ¢ -3 =1 (mod 5).
Det er ikke sveert at se at ¢ = 2 opfylder dette. Ved at gange med 2 pa
begge sider fas

y>=3 (mod5),

men 3 er ikke kvadratisk rest modulo 5. Ligningen har altsa ingen heltal-
lige lesninger.

Regner vi derimod modulo 7, far vi

x>=2 (mod7),
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og da 2 er kvadratisk rest modulo 7, forteller det os kun at x = 3 eller
X =4 (mod 7). Det ser altsa ikke umiddelbart ud til at virke.

I dette eksempel kan man alts& bade regne modulo 3 og modulo 5, men
det er langt det hurtigste at regne modulo 5. I praksis m& man forsege sig
lidt frem for at finde ud af hvad der virker.

J

Opgave 2.6.3. Vis at ligningen x2 + 10 =57 ikke har nogen positive heltallige

lesninger.

Opgave 2.6.4. Bestem alle heltallige losninger til ligningen x?>—3y? =17.

Opgave?2.6.5. Findes der fire forskellige heltal med den egenskab at produktet

af vilkérlige to lagt til 2006, giver et kvadrattal? (Baltic Way 2006) Hint: 199

Opgave 2.6.6. Bestem alle heltallige losninger til x>+ y%+2z% =2x y z. Hinz: 180

Szetning 2.6.1. Lad p vere et ulige primtal. Da er netop halvdelen af alle
tallene 1,2, ..., p—1 kvadratiske rester modulo p.

Opgave 2.6.7. Bevis s@tningen. Hint: 192

Eksempel 2.6.4. Nu skal vise paligninger som kan lgses ved at regne mo-
dulo et bestemt tal, men som ikke involverer kvadratiske rester. Vi ensker
at bestemme alle positive heltallige lasninger til ligningen

1+3"=2",

Da der star en potens af 2 pd den ene side af lighedstegnet, regner vi forst
modulo 8 og udnytter at ndr m > 3, da er 2 =0 (mod 8). Hvis n er lige,
er 3" =1 (mod 8), og hvis n er ulige, er 3" = 3 (mod 8). Blot ved at se pa
ligningen modulo 8 kan man altsé konstatere at der ikke findes losninger
nédr m > 3. Det ses nu let at den eneste lgsning er n =1 og m =2.

\

Opgave 2.6.8. Bestem alle positive heltallige losninger til 7" =3 42",
Opgave 2.6.9. Bestem alle positive heltallige losninger til 6(x!+3)= y? +5.



Opgave 2.6.10. For hvilke positive hele tal n gar 1599 op i 46" +34" —7" —5"?
(Hint:1599=39-41.)

Opgave 2.6.11. Antag at n € N, og at d; < d, < ds < d, er de fire mindste
positive divisorer i . Bestem samtlige n som opfylder at

— g2 2 2 2
n=d?+d?+d?+d>.

Hint: 43
Opgave 2.6.12. Bestem alle heltallige losninger til 19x3 —84y?2 = 1984. Hinz: 59

Opgave 2.6.13. Bestem det mindste k € N saledes at der findes n, m € N med
k =19"—5™. (Baltic Way 1999) Hint: 183
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2.7 Nyttige faktoriseringer

Nu skal vi se pa nogle nyttige faktoriseringer som man har brug for i rigtig
mange sammenhange.

Opgave 2.7.1. Reducér udtrykkene
az_bz a3_b3 a4—b4
a-b’' a-b’ a-b’

a®+ b®
a+b ’

a®+ b3
a+b

0g

Szetning 2.7.1. Lad n veere et positivt heltal. Da er
i) a®—b"=(a—b)a" ' +a"2b+a”3b%+.--+b" ).
ii) Forulige n:a"+b"=(a+b)a"'—a"?b+a"3b?>—---+b" ).

i) a?"—b?" =(a—b)a+b)a®+b?)---(a2" +b¥"").

\ J

Bevis. i) ogii) folger umiddelbart ndr man ganger parenteserne pa hojresiden
sammen:

(a—b)a"'+a"*b+a"*b*+--+ D"
=a"—a" "' b+a" ' -b—a"? b*+a" - b*—a" 3 -b*+---+a-b" ' —b"

=a"—Db"

(@a+b)a"'—a"2b+a"3b?—--+b")

=a"+a" ' b—a"tb—a"? - b*+a" % b +a" 3 b3+ +a- b+ b"
=a"+b"

Ved at omskrive vha. kvadratsetningerne n gange fas iii):

_ bzn — (azn—l _ bzn—l)(azn—l + bzn—l)

— (a2n72 _ bznfz)(a2n72 + b2n72)(a2n71 + bznfl)

n

ClZ

—=(a—Db)a+Db)a*+b?)---(@® +p*"). O
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Eksempel 2.7.1. Faktoriseringerne kan fx benyttes hvis man gnsker at
vise at a® + b? delelig med 81, nér a + b er delelig med 9.

Antag at a + b er delelig med 9, og altsa at a = —b (mod 9). Forst fak-
toriserer vi a® + b® vha. setning 2.7.1.

a’+b?=
(@a+b)at—a’b+a®b*—a’b3+a*b*—a®b®+a’b®—ab” + bd).
Vived at a + b er delelig med 9, dvs. vi skal blot vise at den anden faktor
ogsd er delelig med 9, for at vise at a® + b? er delelig med 92 = 81. Da
a=—b (mod?9), er
a®—a’b+ah*—---+a*b®—ab’ + b= b+ b5+ + b®
=9p°®
=0 (mod9).

Dermed er a® + b® delelig med 81.

\ J

Opgave 2.7.2. Lad a og b vere hele tal, og lad n veere et positivt heltal. Vis at
hvis d er en positiv divisor i n, da gar a? —b% opia” —b".

Opgave 2.7.3. Vis at hvis a” —1 er et primtal for positive hele tal a og n med
n>1,daera=2, ogn eretprimtal.

Opgave 2.7.4. Bestem det storste hele tal n s& n + 10 gér op i n3 +100.

Seetning 2.7.2. Lad n vere et positivt heltal storre end 1 med primfak-

3 ay Q2 ar 8ng
toroplesning n = p; 'p,---p, . Tallet o(n) er summen af alle positive
divisoreri n. Sa geelder

a;+1 ar+1 ar+1
1 —1 T —1
o-(n):pl 2 T i
pi—1 p2—1 pr—1

. J

Opgave 2.7.5. Vis setningen.
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Opgave 2.7.6. Lad n > 3 vaere et ulige tal. Vis at n? gropi 1”7 +2" +---+ n".
Hint: 92

( N

Definition af den p-adiske valuation

For ethelt tal n og et primtal p er den p -adiske valuation v,(n) det storste
hele tal @ som opfylder at p* gér op i n. Specielt er v,(0) = co.

Fxer 1,(24)=3, v3(16) =0 og v5(100) = 2.

\ J

Den p-adiske valuation kan i mange sammenhange vaere praktisk. I kapitel
2.15 gér vi i dybden med flere af dens egenskaber, men for nu nejes vi med
en grundleggende regneregel, som vi allerede har brugt flere gange uden at
naevne den, og som folger direkte af Aritmetikkens fundamentalsetning.

Seetning 2.7.3. Lad a og b vere hele tal og p et primtal. Da er

vp(a-b)=uvy(a)+ v,(b).

Opgave2.7.7. Lad p veere et primtal og a et positivt heltal, hvor v,(a—1)> 0.
Lad yderligere k veere et positivt heltal som ikke er delelig med p. Vis at da er

vla—1)= v,!,(a’C —-1).

Opgave 2.7.8. Bestem 1,(31024—1).

Opgave 2.7.9. Antag at m er et ulige positivt tal som ikke er delelig med 5, og
at a og n er positive heltal. Vis at hvis 2" +3™ = g", da er n = 1. Hint: 246

Opgave2.7.10. Lad a, b og m veere positive heltal. Vis at
ged(m®—1,m? —1)= meed@b) 1,

Hint: 241

Opgave 2.7.11. Vis at ethvert tal der bestar af 2" ens cifre, har mindst »n for-
skellige primfaktorer. Hinr: 173

En anden nyttig formel er binomialformlen:



Szetning 2.7.4. Binomialformlen

Lad n veere et positivt helt tal. Da er

(a+b)" =a”+(?)a”‘1b1 +(Z)a”‘2b2+---+(

. J

" l)alb”_1+b”.

Bevis. Formlen folger af at ndr man ganger ud, svarer hvert led til at man
veelger a fra i parenteser og b fra n —i parenteser, dvs. alle led er pa formen
a’b", ogleddet a’ b~ forekommer netop (}) gange. O

Eksempel 2.7.2. Binomialformlen kan fx bruges hvis vi ensker at be-
stemme de to sidste cifre i 3%6. Bemaerk at

43
38 =98 =(10-1)"= (42)10— 1=430—1=29 (mod 100).

Her udnytter vi at alle pa neer de to sidste led nér vi udregner (10 —1)*3
vha. binomialformlen, er delelige med 100. Dette er en metode der kan

bruges i mange sammenhenge.

\. J

Opgave 2.7.12. Bestem de fire sidste cifre i 997%3.

Opgave 2.7.13. Lad a og b veere to positive indbyrdes primiske heltal, hvor
b > 1. Bestem det storste hele tal n sa (b? +a)? —a? er delelig med b". Hint:
201

19

2.8 Primiske rester og Eulers ¢ -funktion

( N

Definition af primisk rest

Lad n e Noga € Z. Tallet a er en primisk rest modulo n hvis gcd(a, n) = 1.

\. J

Seetning 2.8.1. LadneNoga,b cZ.

i) Hvis a = b (mod n), og a er en primisk rest modulo 7, da er b ogsa
en primisk rest modulo 7.

ii) Hvis a og b er primiske rester modulo 7, da er ab ogsa en primisk
rest modulo 7.

\ J

Bevis. i) Antag at gcd(n,a)=1. Hvis a = b (mod n), vil n | a—b, og der findes
dermed et g € Z sd a = gn + b. Hvis d er divisor i gcd(n, b), ma d derfor
ogsa veere divisor i a og altsd i gcd(n,a)=1. Dermed er b ogsa en primisk rest
modulo 7.

ii) Antag at gcd(n,a) = 1 og gcd(n, b) = 1. Dette viser at n og a ikke har en
feelles primfaktor, og at n og b ikke har en feelles primfaktor. Da primfaktor-
oplesningen af ab er produktet af primfaktoroplesningen af a og primfak-
toroplgsningen af b, kan n og ab heller ikke have en felles primfaktor, og
dermed er a b ogsé en primisk rest modulo n. O

e A

Definition af primisk restklasse

Seetningens forste del viser at hvis en repraesentant for en restklasse er
en primisk rest modulo 7, da er alle andre repreesentanter for restklassen
ogsa primiske med 7. Vi kan derfor nu definere en primisk restklasse:

En restklasse repraesenteret ved tallet a modulo n kaldes primisk med n

hvis a er primisk med 7.
Seetningens anden del viser at nar vi ganger to primiske rester, far vi igen

en primisk rest.
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Definition af Eulers ¢ -funktion

Lad n € N. Eulers ¢ -funktion ¢(n) er per definition antallet af primiske
restklasser modulo 7.

Fxerrestklasser modulo 12 repreesenteretved0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11.
Af disse er det netop restklasserne 1,5,7,11 der er primiske med 12, dvs.
at ¢(12)=4.

\.

Opgave 2.8.1. Bestem ¢(3), ¢(4), ¢(5), ..., $(19).

Seetning 2.8.2. For et primtal p geelder at

p(p)=p—1.

Bevis. Samtlige restklasser modulo p er repraesenteretved 0, 1,2,...,p—1, og
blandt disse er det kun 0 der ikke er primisk med p. Dermed er ¢(p)=p —1.
Od

Sztning 2.8.3. For et primtal p og a € N gaelder at

p(p")=p“(p-1.

Bevis. Samtlige restklasser modulo p® er repreesenteret ved 0,1,2,...,p%—1,
og blandt disse er det netop de p®~! multipla af p

0,p,2p,...,(p“‘1—1)p

der ikke er primiske med p“. Altsé er

p(p")=p*—p*=p*p-1. D
Inden vi ser mere pa Eulers ¢ -funktion, skal vi se pa hvorfor primiske rester
er sa interessante. Da vi tidligere loste ligninger ved at betragte dem modulo
et positivt heltal n, manglede vi en forkortningsregel der sagdeata-b=a-c
(mod n) medferer at b = ¢ (mod n). Det viser sig at denne regel gelder nar
a er en primisk rest modulo 7, og det er en helt central arsag til at primiske
rester er sd interessante.
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Definition af multiplikativ invers
Lad n €N, oglad a € Z. Et helt tal b som opfylder at

a-b=1 (mod n)

kaldes en multiplikativ invers til a modulo n, eller nogle gange blot en
invers til a modulo n. Den multiplikative inverse til a betegnes a~!, og
den er ifolge seetningen nedenfor entydig modulo z hvis den findes.

Sztning 2.8.4. Lad n € N. Tallet a € Z har en multiplikativ invers mo-
dulo 7 netop néar a er en primisk rest modulo 7. Den multiplikative in-
verse er entydigt bestemt modulo 7.

Bevis. Antag at a er en primisk rest modulo n, dvs. at gcd(n,a) = 1. Ifolge
Bezouts identitet findes s, € Zsd 1 = sa+ t n. Tallet s opfylder altsdatas =1
(mod n), hvilket viser at der findes en multiplikativ invers til 2 modulo 7.

For at vise at den multiplikative inverse er entydigt bestemt, antager vi at
ab =1 (mod n)ogac =1 (mod n). Dette viser at

c=(ba)c=blac)=b (mod n).

Altsa er den multiplikative inverse restklasse til a entydigt bestemt modulo 7.

Antag til slut at a ikke er en primisk restklasse modulo n. Da vil d =
gcd(n,a) > 1 ga op i bdde n og alle multipla af a, og der findes derfor ikke
ethelttal s sd sa=1 (mod n). O

Seetning 2.8.5. Lad n€Noga, b, c € Z. Hvis a er primisk med »n galder
at

a-b=a-c (modn) = b=c (modn).




Bevis. Antag at a er primisk med n, ogata-b =a-c (mod n). Da a er primisk
med n, ved vi fra saetning 2.8.4 at a har en multiplikativ invers a~, dvs. at

-1

ata-b=al

-a-c¢ (mod n),

ogaltséd b =c (mod n). O

Eksempel 2.8.1. Denne setning er en slags forkortningsregel, og den gor
det muligt at lgse ligninger af typen

ax+b=c (modn),

nar a er primisk med 7.

Hyvis vi fx gnsker at lase ligningen
5x+1=7 (mod?9),
kan vi forst treekke 1 fra pa begge sider:
5x =6 (mod9).

For at fjerne 5-tallet skal vi nu gange med den multiplikative inverse til 5
modulo 9. Ved at prove sig lidt frem ses at denne er 2. Ved at gange med
2 pa begge sider fas

Xx=2-6=3 (mod?9).

Losningen til ligningen er altsd restklassen 3 modulo 9.
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Opgave 2.8.2. a) Bestem samtlige primiske restklasser modulo 15, og bestem
den multiplikative inverse til hver af dem. b) Les ligningen 7x + 19 = 36
(mod 15).

Opgave 2.8.3. Lad p veere et primtal. Vis at de eneste restklasser modulo p
som er deres egen multiplikative inverse, er restklasserne 1 og p —1.

Setning 2.8.6. Lad k €N, oglad ag, a,, ..., a,_; veere repraesentanter for
samtlige restklasser modulo k. Hvis m, r € Z, og m er primisk med k, da
repraesenterer de k tal

mag+r, may+r, ma,+r, ..., Mmap_1+r

ogsa samtlige restklasser modulo k.
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Bevis. Hvis vi viser at de k restklasser reprasenteret ved
mag+r1r, ma,+r, ma,+r, ... map_+r

alle er forskellige modulo k, da ma de netop repraesentere samtlige k restklas-
ser modulo k. Antag at ma; +r = ma; +r (mod k). Da k og m er indbyrdes
primiske, kan vi forkorte med m nar vi regner modulo k, og dermed er

ma;+r=ma;+r < ma;=ma; < a;=a; (mod k).
Dette viser at de k restklasser
mag+r1r, may+r, ma,+r, ..., map_1+r

alle er forskellige og derfor udger samtlige restklasser. O

Sezetning 2.8.7. Lad m, k €N, og antag at m og k er indbyrdes primiske.
Daer

p(mk)=p(m)- p(k).
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Bevis. Lad m, k €N, og antag at m og k er indbyrdes primiske. De m k rest-
klasser modulo m k er repraesenteret ved resterne 0, 1,2, ..., mk—1. Viopstiller
nu disse rester saledes

0 1 2 m—1
m m+1 m+2 m+(m—1)
2m 2m+1 2m+2

2m+(m—1)

(k—.l)m (k—15m+1 (k—ljm+2 (k—l)m.—i-(m—l)

Der er netop ¢(m) rester som er primiske med m blandt resterne
0,1,2,...,m—1, dvs. at de rester i skemaet som er primiske med m netop er
placereti ¢(m) sojler. Hver af disse sgjler indeholder ifalge seetning 2.8.6 net-
op samtlige restklasser modulo k, dvs. der er netop ¢(k) af dem som er pri-
miske med k. Samlet er antallet af restklasser som bé&de er primiske med k og
primiske med m altsa ¢(m)¢ (k). De restklasser som bade er primiske med m
og primiske med k, er netop dem der er primiske med mk. Dette giver det
onskede. O

7

Seetning 2.8.8. Lad n € N med primfaktoroplesning n = pla ! pza 2.pp,
hvor p;’erne er forskellige. Da er

o(n)=p ;= Dps> (D=1 p& Ly —1).

. J

Opgave 2.8.4. Bevis s@tningen.
Opgave 2.8.5. Bestem ¢(120) og ¢(98).
Opgave 2.8.6. Bestem alle n sa ¢p(n) =8, og alle m sa ¢p(m)=14.
Opgave2.8.7. Lad n,a € N. Vis at ¢(n%) = n®1¢(n).
Opgave 2.8.8. Lad n veere et heltal storre end 1. Vis at
> pd)=n,
dn

hvor d er samtlige positive divisorer i n. Hint: 1
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2.9 Wilsons satning

Seaetning 2.9.1. Wilsons sztning

For ethvert primtal p gelder

(p—1)!=—1 (mod p).

J

Bevis. For p =2 er (2—1)! =1 =—1 (mod 2). Antag at p er et primtal storre
end 2. Ifplge opgave 2.8.3 er de eneste af de primiske rester modulo p som
er deres egen inverse, resterne 1 og p — 1. Hvis vi betragter de primiske rester
1,2,...,p—1kan alle paneer 1 og p — 1 parres med deres inverse. Dermed er

(p—1=1-2-3---(p—1)=1:-(p—1)=—1 (modp). O

Opgave 2.9.1. Bestem alle positive heltal n for hvilke n gdropi(n—1)!+1.

Opgave 2.9.2. Er det muligt at dele en mangde bestdende af ti p4 hinanden
folgende positive heltal i to disjunkte delmangder som samlet indeholder al-
le ti tal, s& produktet af elementerne i hver af de to delmaengder bliver det
samme tal? (Disjunkte maengder er maengder der ikke har nogen elementer
til feelles). Hint: 37

Bemerkning. Det er et kendt resultat af matematikerne Erdds og Sel-
fridge at produktet af to eller flere pa hinanden folgende positive heltal
aldrig er en potens af et helt tal. Det var i mange ar en formodning og
blev forst vist generelt af de to matematikere i 1974. (En potens af et helt
tal er et tal p& formen n', hvor m,n € Z, og m > 1).

Af dette folger ogsa at produktet af to eller flere pa hinanden folgende
positive heltal ikke er et kvadrattal, og at man derfor ikke kan skrive dette
produkt som produktet af to ens faktorer.

\ J

Opgave2.9.3. Vis at hvis et primtal er pa formen p =4n+1, daer—1 kvadratisk
rest modulo p. Hint: 13



2.10 Fermats lille seetning og Eulers satning

Szetning 2.10.1. Eulers satning
Lad n €N og a € Z. Hvis a er primisk med 7, er

a®™=1 (mod n).

Bevis. Lad ay,ay,...,a,(,) vaere reprasentanter for de i alt ¢(n) primiske re-
stklasser modulo 7. Tallene

a-ay,a-a,...,a-Ae(p)

er ogsa primiske rester ifplge saetning 2.8.1, og de er desuden forskellige ifalge
seetning 2.8.5 da vi kan forkorte med a néar a er primisk med n. De er altsa ogsa
netop samtlige primiske rester modulo n. Dermed er

ay-dp---Agn) =(a-a))a-ay)-(a- 6l¢(n))

=a®™.q,-ayaym (mod n).

Da a;’erne alle er primiske med 7, kan vi forkorte og fa

a®™=1 (modn). O

Et vigtigt specialtilfeelde af Eulers seetning er Fermats lille seetning:

g )

Seetning 2.10.2. Fermats lille setning
Lad p veere et primtal, og lad a € Z veere primisk med p. Da er

aP"'=1 (mod p).

Korollar 2.10.3. Lad p vere et primtal, oglad a € Z. Da er
a’ =a (mod p).
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Opgave 2.10.1. Bevis korollaret.
Opgave 2.10.2. Vis at a'® = a (mod 2730) for alle hele tal a.

Eulers satning kan ogsé bruges til at vise en af mange interessante forskelle
pa primtal p& formen 4m + 1 og primtal p& formen 4m + 3.

Seetning 2.10.4. Hvis et primtal er pd formen p = 4m + 1 for et helt tal
m, da er —1 kvadratisk rest modulo p.

Hvis et primtal er pa formen p = 4m + 3 for et helt tal m, da er —1 ikke
kvadratisk rest modulo p.
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Bevis. Ifplge opgave 2.9.3 er —1 er kvadratisk rest modulo et primtal p pa for-
menp=4m+1.

Antagnu at p er et primtal p pa formen p =4m + 3, og at der findes et helt
tal x s& x2=—1 (mod p). Daer

4m+2 =( 2)2m+1 = (_1)2m+1 =

X X —1 (mod p),

men ifolge Eulers setning er x*"*2 =1 (mod p), hvilket er en modstrid. Altsa
er —1 ikke kvadratisk rest for noget primtal pd formen p =4n+3. 0

Eksempel 2.10.1. Eulers s@tning kan ogsa benyttes til at reducere eks-
ponenten hvis man fx ensker at udregne 6'%? (mod 25). Da

$(25)=¢(5*)=(5—1)5=20,

og 6 er primisk med 25, er 62 = 1 (mod 25) ifolge Eulers setning. Dermed
er

692 =62(62°® =62-18=11 (mod 25).

Opgave 2.10.3. Bestem 17'6°! (mod 32).
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Seetning 2.10.5. Lad n,a, b €N, oglad m € Z veere en primisk rest mo-
dulo n. Antag at a = b (mod ¢(n)). Da er

m®=mP" (mod n).

Opgave 2.10.4. Bevis seetningen.

Eksempel 2.10.2. Nu kan vi endnu mere direkte reducere eksponenten
ved etregne modulo ¢ (7). Hvis vi fx ensker at bestemme de to sidste cifre
1797323, skal vi regne modulo 100. Da ¢(100) = ¢(2%)¢(5%) = 40, og 797 er
primisk med 100, kan vi regne modulo 100 pa grundtallet 797 og modulo
¢(100) =40 pa eksponenten 323:

79738 =(—3)3=73 (mod 100).

\.

Opgave2.10.5. Findes der hele tal x;, x, ..., x; med sum 1492 som opfylder at
X[+ x] 4+ x{ =707072
Opgave 2.10.6. Bestem de to sidste cifre i 3214 .97828.13521,

7

7“'
Opgave 2.10.7. Bestem sidste ciffer i 7
~——
1000
Opgave 2.10.8. Bestem de tre sidste cifre i 40074003""
Opgave 2.10.9. Bestem de sidste tre cifre i 2003292 Hin: 77

Eksempel 2.10.3. Findes der et helt tal n hvis cifre er lutter 1-taller, sé-
ledes at n er delelig med 1999?

Ja, og det kan man benytte Eulers satning til at vise. Tal hvis cifre kun
er 1-taller, er pa formen

10m—1
9

)

og derfor er vi interesserede i at finde et m sd 10" —1 er delelig med 1999.
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};7
- ﬁ/ﬁ,;}\

Da 1999 er et primtal, er 10 og 1999 indbyrdes primiske og ¢(1999) =
1998. Ifolge Eulers seetning er

10"%% =1 (mod 1999).

Dermed gar 1999 op i 10199 —1=9-1111111...111. Da gcd(1999,9) = 1,
N———’

1998
ma1999gaopilllllll...111.
—_—

1998

Opgaven er fra Georg Mohr-Konkurrencen 1999, og den kan faktisk ogsa
lases alene ved brug af skuffeprincippet og simple overvejelser om rester.
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Opgave 2.10.10. Vis at hvis m € N ikke er delelig med 2 eller 5, da findes uen-
deligt mange hele tal n hvis cifre er lutter 1-taller, sa n er delelig med m. (Ad-
varsel: Pas pa primfaktoren 3.)

Opgave2.10.11. Antagat n, k > 2 er to hele tal. Vis at da er mindst et af tallene
p=n+k"og q=nk* "~V 41 ikke et primtal. Hins: 48



2.11 Orden

7

Eksempel 2.11.1. Betragt folgen af potenser

20,21,22,23,2%,2°,20,27,28 .
modulo 5:
1,2,4,3,1,2,4,3,1,....
Vileegger hurtigt meerke til at folgen modulo 5 er periodisk med periode-
leengde 4. Tallet m = 4 er det mindste positive hele tal sa 2 =1 (mod 5),
og det er oplagt at perioden derfor vil gentage sig med laengde 4.

Som vi skal se i den folgende defintion, kalder vi 4 for ordenen af 2 mo-
dulo 5.

Definition af orden

Lad n € N, og lad a € Z vare primisk med n. Ordenen af a modulo n
er det mindste positive heltal m s& a™ =1 (mod n). Ordenen betegnes
ord,(a).

Bemeerk at det folger af Eulers seetning at der findes et sddant tal.

Opgave 2.11.1. Bestem ordg(2), ordg(3) og ord;((7).

\.

Sezetning 2.11.1. Lad n,k €N, oglad a € Z veere primisk med z. Da er

a*=1 (mod n)
hvis og kun hvis ord,,(a) er divisor i k.

Specielt er ord,,(a) divisor i ¢(n).

Opgave 2.11.2. Bevis setningen.
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Seetning2.11.2. Lad n,m, k €N, oglad a € Z veere primisk med n. Antag
ata™ =1 (mod n) og a* =1 (mod n). Da glder at

a®dmb) =1 (mod n).

Opgave 2.11.3. Bevis seetningen.

7

Eksempel 2.11.2. Hvis vi onsker at lgse ligningen
x*=1 (mod 64),

sa kan vi udnytte at et x der opfylder ligningen, mé veere primisk med
64, dvs. der gelder ifplge Eulers saetning at x?©®4 = 1 (mod 64). Ifolge
seetning 2.8.3 er ¢(64) = ¢(2%) = 2% = 32. Nu ved vi at x opfylder at x3 =1
(mod 64) og x3? =1 (mod 64). Det folger derfor af setning 2.11.2 at

1= x84 = ¥ (mod 64),

dvs. den eneste lgsning til ligningen x3 =

dulo 64.

(mod 64) er restklassen 1 mo-

\

Definition af Mersennetal

Tallene M,, = 2" — 1, hvor n € N, kaldes Mersennetal, og man har vist
at M, er et primtal for n =2,3,5,7,13,17,19,31,61,87 samt en del flere.
Man formoder at der findes uendeligt mange Mersennetal som er prim-
tal, men det er ikke bevist. Det storste kendte Mersenneprimtal er i skri-
vende stund Mg 589 933, 0g det blev fundet i 2018.

J

Opgave 2.11.4. Lad p veere et ulige primtal. Vis at hvis g er primfaktor i Mer-
sennetallet M), =2P —1, da er g pa formen g =2pk +1 for et positivt heltal k.
Hint: 86
Opgave 2.11.5. Lad a > 1 og n veere positive heltal. Vis at hvis p er en ulige
primfaktor i @' +1, da er p — 1 delelig med 2"*!. Hinr: 122
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Eksempel 2.11.3. Lad n veere et ulige tal storre end 1. For at vise at n ikke
gér opi3”+1, antager vi det modsatte og seger at opna en modstrid.

Antag derfor at der findes et ulige tal n storre end 1 s& n garopi3”+1.
Lad p veere den mindste primfaktor i n. Det smarte ved at velge den
mindste primfaktor i n er at da har n og ¢(p) = p —1 ingen feelles prim-
faktorer, dvs. gcd(n, p —1) = 1. Dette kan vi nemlig udnytte nér vi ser pa
ordenen af 3 modulo p pa folgende méade.

Dap|3"+1,er3"=—1 (mod p), og p # 3. Dette kan fortalle os noget
om ordenen af 3 modulo p. Vi har nemlig nu at

32" =(3"?=(—1)*=1 (mod p),

og altsd at ord,(3) gér op i 2n ifelge setning 2.11.1. Da ord,,(3) ogsé gér
opi¢(p) =p—1, mé ord,(3) ga op i gcd(2n, p — 1). Fordi p er ulige,
og ged(n, p —1) = 1, mé ged(2n, p —1) = 2. Men da er ord,,(3) = 1 eller
ord,(3) = 2, og altséd 3 = 1 (mod p) eller 32 = 1 (mod p), hvilket ikke er
sandt for noget ulige primtal. Vi har derfor opndet en modstrid og vist at
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Definition af Fermattal

Fermattallene er f, =2%" +1for n=0,1,2,.... Fermat studerede disse tal
og opdagede at fy, fi, fo, f3 0g fi var primtal. Han kom derfor med den
forkerte pastand i 1650 at alle Fermattal er primtal. Der er p.t. ikke fundet
nogen primtal for n > 5, og man ved i dag at Fermattallene f;, fs, f7, ..., f33
ikke er primtal.

Fermattallene vokser dog sa steerkt at det absolut ikke er simpelt at un-
derspge om et Fermattal er et primtal, og det har taget mange ar og en
stor indsats fra mange matematikere at na frem til det man ved om Fer-
mattal i dag. Selv om man ved at Fermattallene f;, fs, f7,..., f33 ikke er
primtal, kender man ikke primfaktoriseringen af dem alle, fx kender man
for f,q og f>4 ikke en eneste faktor i dem, men har blot vist at de ma veere
sammensatte tal.

Du kan lzese mere om Fermattal i kapitel 2.17.

Opgave 2.11.9. Betragt Fermattallet f, = 22" + 1. Vis at hvis f, gar op i
3Un=1D/2 41, daer f,, et primtal. Hin: 142

n ikke gdr op i 3" + 1 for noget ulige tal n storre end 1.

Opgave 2.11.10. Bestem alle par (x, p) af positive heltal sa p er et primtal,
Bemaerkning. I eksemplet valgte vi den mindste primfaktor p i n fordi vi x <2p,og xP~ L gdropi(p—1)°+1. AMO shortlist 1999) Hint: 152
sd ved at ¢(p) = p—1 er primisk med n, og det er et trick der er veerd at

skrive sig bag egret da det er anvendeligt i en del sammenhange.
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Opgave 2.11.6. Vis at 2" —1 ikke er delelig med 7n for noget positivt heltal n,
n>l.

Opgave?2.11.7. Lad p veere et ulige primtal, oglad g og r veere primtal sdledes
at p gropiqg” +1. Vis at enten gér 2r op i p —1, eller ogsé gar p opi g% —1.
Hint: 118

Opgave 2.11.8. Bestem alle primtal p og g s pq gar op i (5P —2P)(59 —21).



2.12 Folger

En del opgaver til internationale matematikkonkurrencer handler om folger
af heltal som man typisk skal vise har en bestemt egenskab, fx at de er perio-

diske fra et vist trin, ikke indeholder kvadrattal, ....

7

Definition af periodiske folger

En folge a;, ay, as ... kaldes periodisk hvis der findes et positivt helt tal m
sd a,.,, = a, for alle n € N. Periodens leengde er det mindste positive
hele tal m med denne egenskab.

Folgen a,, a,, as, ... kaldes periodisk fra et vist trin hvis der findes positive
hele tal m og k sé a,,, = a, foralle n > k.

Eksempel 2.12.1. Betragt felgen modulo et smart tal

I folgen
1,9,7,7,4,7,5,3,9,4,1,...

er hvert ciffer fra og med det femte summen af de fire foregdende modulo
10. I dette eksempel skal vi undersgge hvilken af disse talkombinationer
der kan indgd i felgen: a) 1,2,3,4, b) 3,2,6,9, ¢) 0,1,9,7.

Dader kun findes et endeligt antal kombinationer med fire cifre, og det
naeste ciffer i folgen er entydigt bestemt af de fire foregdende, vil folgen
veere periodisk fra et vist trin. Men da man ud fra fire cifre i folgen og-
sd entydigt kan bestemme det foregédende ciffer, kan man fortseette den
uendeligt i begge retninger med en fast periode. Derfor er den periodisk
helt fra starten.

I mange opgaver med folger kan man netop konkludere at folgen ma
veere periodisk fra et vist trin da der kun er endeligt mange muligheder.
Herefter skal man sé overveje om det forst er fra et vist trin at den er pe-
riodisk, eller om den som i dette eksempel er periodisk fra starten.

At folgen er periodisk betyder at 1,9,7,7 optreeder igen leengere frem-
me i folgen, og cifferet lige inden kan man regne ud, mé veaere 0. Dermed
optreeder kombinationen 0, 1,9, 7 i folgen.
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Vi mangler stadigt at finde ud af om 1,2,3,4 og 3,2,6,9 indgér i fol-
gen. Da den er periodisk, kan man jo i princippet blive ved til man har
fundet hele perioden, og sa se om de indgar. Dette er dog ikke altid en
god strategi da leengden af perioden kan veere temmelig stor. Det kan
som regel betale sig at lede efter et andet system i folgen med en kor-
tere periode. Reducerer vi i dette eksempel folgens cifre modulo 2, far vi
1,1,1,1,0,1,1,1,1,0,1,.... Her ud fra kan vi se at folgen har 1, 1,1, 1,0 som
periode nar vi regner modulo 2, og dette udelukker a) og b).

I dette eksempel blev folgens tal konstrueret modulo tallet 10, men det
viste sig smart at reducere folgen yderligere modulo 2. At falgen er kon-
strueret modulo 10, og neeste tal i folgen er entydigt bestemt ud fra de fire
foregdende, giver ifolge skuffeprincippet at den er periodisk, og det er et
standardtrick der kan benyttes i mange sammenhange. Dette brugte vi
til at vise at en kombination faktisk fandtes. Da vi regnede modulo 2 var
til gengeeld for at vise at noget ikke fandtes, sa teknikken kan benyttes til
begge dele.
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Opgave 2.12.1. Folgen a;,a,,...ergivetveda; =a,=10g a,, =a,a,,1+1
for n > 1. Vis at der ikke findes noget n, n > 2, sa a,, er et kvadrattal.

Opgave 2.12.2. Fibonaccitallene er defineret ved F, = 0, F = 1 og
E,=F, 1+ F,_, for n > 2. Vis at for ethvert helt tal k findes et positivt helt
tal msa k garop i F,.

Opgave2.12.3. En folge af positive hele tal ay, a,, a, ... er givet ved

ag=m 08 Gap.1= af’l +487, n=0.
Bestem de veerdier af m for hvilke folgen indeholder flest muligt kvadrattal.
(NMC 2006)

Opgave2.12.4. Lad a,, a,, ... veere en folge af heltal med uendeligt mange po-
sitive og uendeligt mange negative tal. Antag at der for ethvert positivt heltal
n fas n forskellige rester nar tallene a,, a,, ..., a, deles med n. Vis at ethvert
helt tal optraeder netop én gang i talfelgen. (IMO 2005)
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Eksempel 2.12.2. Omskrivning af felge til ny folge

Nar man skal arbejde med nogle folger, er det nemmere at omskrive til
en anden folge og arbejde med den.

Om en folge af heltal ag, a,, a,, ... oplyses at ay < a; og
a,=3a,_1—2a,_,forn>1.

Vi onsker at vise at a,, = a,,,+1 (mod 2™) for alle positive heltal m.

Folgen er ikke periodisk, og da det tal vi er interesserede i at regne mo-
dulo, athaenger af indekset, kan vi heller ikke betragte folgen modulo et
fast tal. I stedet udnytter vi rekursionsformlen a,, = 3a,,_—2a,_, ogom-
skriver pé folgende made:

ap—ap1 =20y 1—2ay2=2(ap1—ay ),

Vi kan nu betragte en ny folge b, = a, — a,_; hvis rekursionsformel er
meget simplere, nemlig b,, =2b,,_;. Dermed fés rekursivt at

bn+1:2bn:...:2nb1.

Altsa er a1 — a,, = 2" b,, og derfor ma a,, = a,,,; (mod 2™) for alle
positive heltal m.

\. J

Opgave 2.12.5. En folge xg, X1, X, ... er givet ved xg = a, x; =2 og
Xy =2Xp_1Xp—o—Xp_1—Xp—2+1, n>1.

Find alle hele tal a sa 2x3,, —1 er et kvadrattal for alle n > 1.

Opgave2.12.6. Lad a veere et helt tal. Folgen xy, x;, ... er defineret ved x; = a,
x1=3o0¢g

Xp=2Xp_1—4x,5+3

for alle n > 1. Bestem det starste hele tal k, for hvilket der findes et primtal p
sa pka gar op i xp91; — 1. (BW 2011) Hint: 9
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Opgave2.12.7. Lad a; og a, vaere to positive hele tal. En folge af positive hele
tal ay, a, a,, ... er givet ved

At ag—

A= — k>0,
k1= 5015

hvor i for hvert k er den maksimale potens af 2015 som gar op i a +ay_;. Vis
at hvis folgen er periodisk fra et vist trin, da er leengden af perioden delelig
med 3. (BW 2014) Hint: 30

Opgave 2.12.8. En folge af positive heltal a;,a,,as,... opfylder at hvis
m,neN, m<nogmgaropin,davila, gdopia, oga, <a,.Bestem
den mindst mulige veerdi af a,y. (Baltic Way 2000)



2.13 Den kinesiske restklassesaetning

I nogle opgaver har man brug for at undersege om der findes lgsninger x til
kongruenssystemer af typen

Xx=a; (modn;), x=a, (modny), ..., x=a, (modn,).

Dette handler den kinesiske restklassesatning om.

e w

Sztning 2.13.1. Den kinesiske restklassesztning

Lad n veere et positivt heltal og n = nyn,...n,,, hvor gcd(n;, n;) = 1 nar
i # j. Da findes uendeligt mange heltallige losninger x til kongruenssy-
stemet

x=a; (mod n;)

X =a, (mod ny,)

X =a,, (mod n,).

Samtlige lesninger udger netop en restklasse modulo 7.

\. J

Bevis. Setningen vises ved induktion efter m. Den er oplagt sand for m = 1.
Betragt nu tilfeeldet m = 2. Vi gnsker at bestemme en lgsning x til

a; (mod n;)

a, (mod n,).

En sddan lgsning ma veere péd formen x = a; + gny, hvor q € Z opfylder at
a, + gn, = a, (mod ny). Da gcd(n;, ny) = 1, findes en invers "1_1 til n; mo-
dulo n,. Dermed ma g = (a, — al)nl_l (mod n,) opfylde det onskede, dvs. at
x = aj +(ap — a;)ny ' ny leser kongruenssystemet. Altsa har kongruenssyste-
met lgsninger.

Vi viser nu at samtlige losninger netop udger en restklasse modulo n. Det
er klart at hvis y = x (mod n), da er y ogsa en lgsning. Antag nu at x og y er
lpsninger. Da vil bade n, og n, gd opi x —y, og da gcd(n;, ny) =1, vil ogsa n
gaopi x —y.Dermed udger lesningerne netop en restklasse modulo 7.
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Vi skal nu til selve induktionsskridtet, men har faktisk lavet alt arbejdet i
tilfeeldet m = 2. Antag nu at setningen geelder for m. Vi ensker nu at vise at
seetningen ogsa geelder for m + 1. Lad n = nyn,... ny4q, hvor ged(n;, nj) =1
ndr i # j. Betragt kongruenssystemet

x=a; (modn;)

X=a, (mod n,)

X =dmi1 (mOd nm+1)-

Ifolge induktionsantagelsen udger samtlige losninger til de m forste kongru-
enser netop en restklasse modulo n’ = nn,...n,,. Lad a’ veere en repraesen-
tant for denne restklasse. Losningerne til kongruenssystemet

x=a’ (modn)

X =y (mod nypyq)

er identiske med lgsningerne til det oprindelige kongruenssystem, og de
udger ifelge induktionsantagelsen én restklasse modulo n’'n,,,; = n da
gcd(n’, ny,41) = 1. Dermed er seéetningen bevist. O

Eksempel 2.13.1. Vignsker ved hjeelp af den kinesiske restklassesaetning
at bestemme samtlige losninger til kongruenssystemet

x=3 (mod?7)
x =2 (mod 17).

Den forste ligning viser at x =3+ ¢ - 7. For at den anden ligning ogsé er
opfyldt, mé&3+¢g-7=2 (mod 17). Ved at prove os lidt frem ses at 5 er invers
til 7 modulo 17da5-7=1 (mod 17) . Dermed er x =3+(2—3)5-7=—32
en lgsning til kongruenssystemet, og vi ved fra den kinesiske restklasse-
setning at samtlige lesninger er x =—32+k-7-17, k € Z.
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Opgave2.13.1. Bestem samtlige heltallige lgsninger til kongruenssystemet

x =3 (mod 6)
X =6 (mod 19).

Eksempel 2.13.2. 1 det foregdende eksempel sa vi hvordan man kan be-
nytte den kinesiske restklassesaetning til at bestemme samtlige lasninger
til et kongruenssystem, men i nogle opgaver har man blot behov for at vi-
de at der findes en lgsning.

I dette eksempel vil vi vise at der findes 1000 (eller s mange det skal
vaere) pd hinanden folgende hele tal som alle er delelige med et kubik-
tal storre end 1. Forst veelger vi 1000 forskellige primtal py, ps, ..., Prooo-
Ifolge den kinesiske restklasseseaetning har felgende kongruenssystem en
lgsning:

x+1 = 0 (mod p13
x+2 = 0 (mod p23 )
x+1000 = 0 (mod p13000).

Hvis x er en lgsning, daer x +1,x +2,...,x + 1000 tusind pa hinanden
folgende hele tal som alle er delelige med et kubiktal.

\.

Opgave 2.13.2. Vis at for alle positive heltal n findes der n pa hinanden fol-
gende hele tal, s tal nummer i er delelig med en i’te potens af et helt tal storre
end 1.

Opgave 2.13.3. Vis at for alle positive heltal n og m findes n pa hinanden fol-
gende positive heltal, s hvert af disse er deleligt med mindst m forskellige
primtal.

Opgave?2.13.4. Vis at der eksisterer en folge af positive heltal a,, a,, . .., s sum-
men af vilkarlige n p& hinanden folgende elementer er delelig med n?. (Baltic
Way 2006).
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2.14 Mere om divisorer

Eksempel 2.14.1. 1 dette eksempel vil vi vise at hvis a, b, c og d er posi-
tive heltal, hvor ab = cd, daer

a"+b"+c"+d"

et sammensat tal for alle positive heltal n.

Nar vi skal viseat a” +b" +c" +d" er sammensat, skal vi gerne kunne
faktorisere udtrykket, og derfor ensker vi at se pa hvilke feelles faktorer
a,b,cogdhar.Daab = cd, kan vi se at en primfaktor i a ogsé er divisor
i c eller d. Dermed findes hele tal r og u sda =ru, hvorr | cog u|d.
Dette udnytter vi til at indse at der findes positive heltal r, s, u og v s&
a=ru,b=sv,c=rsogd=uv.Nu har vi klarlagt ssammenhangen
mellem de fire tal og kan derfor faktorisere:

a"+b"+c"+d"=r"u"+s"v" +r"s"+u"v" ="+ v")(s" + u").
Da begge faktorer er storre end 1 for alle positive heltal n, er

a’+b"+c"+d"

et sammensat tal.

J

Opgave 2.14.1. Om tre positive heltal a, b og c gelder at a er ulige, og at der
ikke findes et positivt heltal d storre end 1 som gar op i alle tre tal a, b og c.
Desuden er

2 1 1

a' b ¢
Bevis at ab c er et kvadrattal. Hint: 124
Opgave2.14.2. Bestem alle positive heltallige l@asninger x, y og z til ligningen
13 1999 z
—t—=—
x2  y2 1997



Eksempel 2.14.2. Nar divisorerne er potenser af heltal, kan man udnytte
dette. Hvis vi ser pd ligningen

x(x+1)=y",

kan vi se at hvis der findes en heltallig losning, da ma bade x og x + 1
veere n'te potenser af et helt tal da to pa hinanden folgende hele tal ikke
har nogen feelles divisorer. Mendamé 1 = x+1—x = b"* —a” hvilket ikke
kan lade sig gore nér n > 1.

Viudnytter altsa her at to pd hinanden folgende tal ikke har nogen feel-
les divisorer, til at indse at ligningen ikke har nogen heltallige lasninger
nar n > 1. I det hele taget kan man udnytte at feelles divisorer for n og
n+ a ogsa er divisorer i a.

Bemzerkning. Ovenstdende eksempel er et specialtilfeelde af den tidlige-
re omtalte seetning af Erdos og Selfridge der siger at produktet af to eller
flere pa hinanden folgende positive heltal aldrig er en potens af et helt
tal.

\ J

Opgave 2.14.3. Vis at ligningen
B +3=4y(y+1)

ikke har nogen heltallige lasninger.

Opgave 2.14.4. For hvilke positive heltal m og n, hvor m er ulige, er m" +1 et
kvadrattal?

Opgave 2.14.5. Vis at der ikke findes positive heltal x, y og n, n > 1, for hvilke
x(x+1)(x+2)=y".

Du ma ikke bruge szetningen af Erdés og Selfridge!
Opgave 2.14.6. Bestem alle positive heltal n sd n2"~! + 1 er et kvadrattal.
Opgave 2.14.7. Bestem alle par x og y af hele tal for hvilke

1+2% 4225 = 32,

(IMO 2006) Hint: 89
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Eksempel 2.14.3. Nu skal vi se et eksempel pa hvordan man kan bestem-
me den starste feelles divisor vha. moduloregning.

Lad a, m og n veere positive heltal, hvor m er ulige og a > 1. Vi vil nu
bestemme gcd(a™ —1,a” +1). Seet gcd(a™ —1,a" + 1) =d. I stedet for at
forsege at reducere dette udtryk regner vi a”*” modulo d pa to forskellige
madader da det kan give os informationer om d.

Desuden er
a"=(@a@")"=(-1"=-1 (modd)

Dermed er 1 =—1 (mod d), og altséd d =1 eller d = 2. Det er nemt at se at
d =2 nar a er ulige, og d =1 nér a er lige.

I dette eksempel kombinerede vi den viden vi havde om en feelles divisor
d, til at bestemme d vha. moduloregning, og det kan ofte veere en god
strategi.

\ J

Opgave 2.14.8. Bestem samtlige positive heltal n, m > 2 for hvilke 2" —1 gar
opi2™+1.

Seaetning 2.14.1. Lad a, n og m vere positive heltal, hvor a > 1. Szt
d=gcd(n,m), n=dn’ og m=dm’. Da geelder

ged(a™+1,a" +1)
a?+1 hvis bade n’ og m’ er ulige,
=4 2 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er ulige,
1 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er lige.

ged(a™—1,a" +1)
a®+1 hvis m’ er lige,
=< 2 hvis m’ er ulige, og a er ulige,
1 hvis m’ er ulige, og a er lige.
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Bevis. I foregdende eksempel har vi vist en del af seetningen, nemlig at

/ / 2 hvis m’ er ulige, og a er ulige
dym’ _ dyn — ) ’
ged ((a ) L{a®)" + 1) { 1 hvis m’ er ulige, og a er lige.
Resten af beviset overlades til leeseren i en opgave. O

For at bevise resten af seetningen er det nyttigt med folgende lemma, men det
kan ogsé geres pd mader hvor man ikke far brug for lemmaet.

Lemma 2.14.2. Lad x veere et positivt heltal. For to positive heltal s og
t, hvor ged(s, t) =1, geelder at

ged (i(—l)ixi,i(—l)ixi) =1.

i=0 i=0

\.

Opgave 2.14.9. Vis lemma 2.14.2. Hint: 119
Opgave 2.14.10. Vis setning 2.14.1.

Opgave 2.14.11. Vis at to forskellige Fermattal er indbyrdes primiske. (Husk
at Fermattallene er tal pa formen f,, = 22" +1forn=0,1,2,...).

Opgave 2.14.12. Vis at Fermattallet f, gar op i 2/» — 2 for alle ikke-negative
heltal n.

2.15 Den p-adiske valuation

Vi starter med de mest grundleeggende regneregler for den p-adiske valua-
tion, hvor vi allerede tidligere har neevnt den forste i saetning 2.7.3.

Sztning 2.15.1. Regneregler for den p-adiske valuation

Lad p veere et primtal, og lad a og b vere hele tal. Da er

—

vy(ab)=v,(a)+v,(b).

2. vy (ged(a, b)) =min(v,(a), v,(D)).
3. v, (lem(a, b)) =max(v,(a), v,(b)).
4. vy(a+b)>min(v,(a), v,(b)).

5. Hvis v,(a)# v,(b), daer v,(a+b) =min(vp(a), vp(b)).

Opgave 2.15.1. Bevis setning 2.15.1.

Opgave 2.15.2. Lad b og n veere positive heltal med n > 1. Antag at der for
ethvert positivt heltal k findes et heltal a; si k gar op i b —a;’. Vis at da ma
b = A" for et helt tal A. (IMO shortlist 2007)

En anden grundleggende satning om den p-adiske valuation er Legendres
formel, der viser hvordan man beregner v, (n!).

( N

Saetning 2.15.2. Legendres formel

For et primtal p og et positivt helt tal n geelder at

o3 - 5542

hvor s,(n) er summen af cifrene ndr n skrives i p-talssystemet.




Bevis. Bemeerk forst at ifelge saetning 2.15.1, 1), er
vp(nl)=v,(1)+ vy (2)+ -+ vy(n).

Vi teeller hvor mange gange p gar op i n! pé’l folgende méde: Tallet p gér op
i netop { J blandt tallene 1,2,..., n. Tallet p? gar op i netop [ 2 J blandt tal-
lene 1,2,...,n, osv. Hvis der for et k € {1,2,..., n} geelder at v,(k) = @, da gér
p.p% ..., p“ opik, mens p®*!, p@*2 . ikke giropi k. Det betyder at k bidra-

ger med 1 til hver af [%J, l%J, lp” J, men ikke til nogen af { e J [pf+2J
Dermed mé

0y (1) = Uy (1)+ 1y (2) -+ + vy () = EH%H%F

som onsket.

Betragt nu n skrevet i p-talssystemet n = Zf:o a;p’, hvor a;’erne er hele tal

som opfylder at 0 < a; < p foralle i =1,2,...,k. Nuer s,(n) = Zf:o a;, ogvi
har

| 1| e | agp +agpt e+ agp®
v,(n!)= {—J {
p Z p] ]Z p]

Opgave 2.15.3. Bestem alle positive heltal n s 2" gérop i n!.

Szetning 2.15.3. Lifting the exponent lemma (LTE)

Lad p veere et primtal, oglad a og b veere to hele tal som er primiske med
p.
Nar p er ulige, gelder

1) vy(a"—b")=vy(a—Db)+v,(n), hvisp |a—b.
2) v,(a” +b")=v,(a+b)+v,(n), hvis p|a+ b, og n er ulige.

Nar p =2, geelder

3) w(a" —b")=v,(a—b), hvis n er ulige.
4) w(a"—b")=wv(a—b)+ r(a+ b)+ r,(n)—1, hvis n er lige.

Bevis. Viviser 1), mens resten overlades til laeseren i en opgave. Beviset fores
ved induktion efter v,(n). Lad p vaere et ulige primtal, og lad a og b vere to
hele tal som er primiske med p, og hvor p garopia—b.

For induktionsstarten betragter vi béde tilfeeldet hvor v,(n) = 0, og hvor
vp(n)=1. Antag forst at v,(n) = 0. Ifolge setning 2.15.1, 1), er

vp(a"—b")=v,(a—b)+ vp(a"*1+a”*2b+---+b”*1).
Da a =b (mod p), og a og b er primiske med p, er

n—1

a" '+a"?b+---+b" =na (mod p),

og vy(a™ —b")=vy(a—b)=vy(a—Db)+v,(n).

Antagnu at v,(n)=1, ogat n=pn’. Dermed er v,(n’) =0, og det folger af det
vi netop har vist, at

vp(a"—b" =v,((a")" —(b")" )= v,(a” - b").
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Setnu a = b + kp. Ifelge binomialformlen 2.7.4, seetning 2.15.1, 1) og 5), og
fordi p gar opi(’?) forallei=1,2,3,...,p—1, ma

vp(a”? —bP)=v,((b+kp)’ —b")

(oo o)

Uy ((’;)bp_lkp) = vp(psz_lk): vp(p2)+ vp(bp_l)Jr vy (k)

2+v,(k)=2+ vp(a—b)—l = vp(a—b)+ vp(n)

dak= %, og b er primisk med p. Dermed er induktionsstarten pa plads.

Nu er vi néet til induktionsskridtet. Antag at 1) er sand for alle 2, hvor v,(n) =
N for et givet positivt heltal N. Se nu pa et n med v,(n)= N +1, og seet n =
pN*tln’. Daer

vy(a—b)=wv, ((apw)pn’_(bplv)pn’)
=, (apN —pr)+ 1=v,(a—b)+N+1=v,(a—Db)+v,(n).

Hermed er induktionen fuldfert. O
Opgave 2.15.4. Bevis resten af LTE (seetning 2.15.3).

Opgave 2.15.5. Bestem alle positive hele tal n s& der for ethvert ulige tal a
geelder at 2217 gdr op i a” — 1. (China Girls Math Olympiad 2017)

Opgave 2.15.6. Lad p > 2025 veere et primtal. Lad desuden a og b vee-
re to positive heltal hvor v,(a + b) = 1 og v,(a?**® + b?*?) > 1. Vis at
vp(a®"% + b20%) > 2025.

Opgave 2.15.7. Bestem det mindste positive hele tal n s& 2190 gar op i
2025™ — 1. Hint: 143

Opgave 2.15.8. Bestem alle positive hele tal n sa n? gar op 2" + 1. (IMO 1990)
Hint: 179

Opgave2.15.9. Findes der et positivt helt tal n s n har preecis 2000 forskellige
primdivisorer, og sd n gar op i2” + 12 (IMO 2000) Hint: 137
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2.16 Summer af to kvadrattal

Primtal p& formen p =4m +1 og primtal p& formen p = 4m + 3 har forskelli-
ge egenskaber. Fx har vi tidligere vist at —1 er kvadratisk rest modulo et ulige
primtal p netop nér p er pa formen p =4m + 1.

I dette kapitel vil vi vise at et ulige primtal p kan skrives som en sum af to
kvadrattal netop nar p er pa formen p =4m + 1. Og endnu mere generelt: Et
positivt heltal n kan skrives som sum af to kvadrattal netop nar alle primfak-
torer i n p& formen 4m + 3 indgér i en lige potens i primfaktoroplesningen af
n.Inden vi er klar til det, har vi brug for nogle hjelpesatninger.

Seetning 2.16.1. Lad p veere et primtal pa formen p =4m +3. Hvis p gar
op i summen af to kvadrattal a® + b?, da gar p op i bade a og b.

Bevis. Antag at a®+ b? =0 (mod p), og at a ikke er delelig med p. Da findes
en invers a~! til @ modulo p, og dermed har vi

a’(a ¥+ b*(@?*=0 (mod p).

Altsa er
1+(ba)?=0 (mod p),

hvilket er en modstrid da —1 ikke er kvadratisk rest modulo p ifelge setning
2.10.4. Derfor mé p gd op i a ogdermed ogsdi b. O

Korollar 2.16.2. Primtal p pa formen p = 4m + 3 kan ikke skrives som
sum af to kvadrattal.

Bevis. Det folger umiddelbart af seetning 2.16.1. O

Primtal pa formen p = 4m + 1 kan derimod altid skrives som sum af to kva-
drattal, og det skal vi se neermere pd om lidt.



Definition af kvadratfrit

Et positivt helt tal kaldes kvadratfrit hvis alle primtal i primfaktoroplas-
ningen af tallet kun indgari 1. potens.

Opgave2.16.1. Om et helt tal n oplyses at n er kvadratfrit, og at samtlige prim-
faktorer i n er pa formen 4m + 3. Vis at n ikke kan skrives som sum af to kva-
drattal.

Opgave 2.16.2. Vis at n? + 3 ikke er et kubiktal for noget positivt heltal n. Hinr:
184

For at bevise at primtal pa formen p =4m + 1 kan skrives som sum af to kva-
drater, har vi brug for folgende seetning.

g )

Saetning 2.16.3. Thues szetning

Lad n veere et helt tal storre end 1, og lad k veere det hele tal som opfylder
at k—1 < v/n < k. Antag at a € Z er primisk med n. Da findes x,y €
{1,2,...,k—1},sa

eller

ay=x (mod n) ay=—x (mod n).

. J

Bevis. Betragt alle tal pa formen a y’+x’, hvor x’, y’ €{0,1,2,...,k—1}. Dader
er k? > n par (x/, y’), findes ifolge skuffeprincippet mindst to par sd ay’ + x’
har samme rest modulo n. Der findes altsa x;, x,, y1, » €{0,1,2,..., k—1}, s&
a(y — y») = x, — x; (mod n), hvor x; # x, eller y; # y».

Antag at x; = x,. Daviln gdopia(y; — ), ogdaged(a,n)=1,viln gdopi
N—¥,dvs. yy =mday,pe{0,1,2,...,k—1}. Hvis vi antager at y; = y,, far vi
tilsvarende at x; = x,, hvilket er en modstrid.

Dermed er

0<|x;—x|<k—1 og O0<|yy—p|<k—1.
Setnu y =|y; — }»| 0g x =|x; — x,|. Daer
eller

ay=x (mod n) ay=—x (modn). O
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Seetning 2.16.4. Et ulige primtal p kan skrives som sum af to kvadrater
netop ndr p er pa formen p =4m+1.

Opgave 2.16.3. Bevis seetning 2.16.4. Hint: 261

Seaetning 2.16.5. Sum af to kvadrattal

Et positivt heltal n kan skrives som sum af to kvadrattal, netop nér alle
primfaktorer i n pa formen 4m + 3 indgar i en lige potens i primfaktor-
oplesningen af 7.

Opgave 2.16.4. Bevis seetningen.
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2.17 Primtallenes forunderlige verden

Vihar allerede set at der er uendelig mange primtal, og dette resultat har veeret
kendt i hvert fald siden Euklid skrev sine elementer ca. 300 f.v.t. Primtallene
er fascinerende og uforudsigelige, og der er stadig mange formodninger om
primtal som venter pa at blive bevist.

Her skal vi se pd bdde formodninger og resultater om primtal som det ligger
uden for disse noters raekkevidde at komme med et bevis for.

e w

Formodning 2.17.1. Tvillingeprimtal

Tvillingeprimtal er to pd hinanden fplgende ulige tal som begge er prim-
tal, fx er 5 0g 7, 11 og 13 samt 17 og 19 tvillingeprimtal. Det formodes at
der findes uendeligt mange tvillingeprimtal, men det er endnu ikke lyk-
kes nogen at bevise det. Det er stadig et af de helt store uloste sporgsmal
i talteori.

. J

Opgave2.17.1. Trillingeprimtal er tre pa hinanden folgende ulige tal som alle
er primtal. Hvor mange primtalstrillinger findes der?

Formodning 2.17.2. Goldbachs formodning

Goldbachs formodning fra 1742 siger at alle positive lige tal storre end 2
kan skrives som en sum af to primtal. Fx4=2+42,6=3+3,8=3+5, osv.

Det er indtil videre vist at dette er sandt for alle lige tal mindre end 4-10'8,
men at vise det generelt er stadig et stort ulgst problem, som mange i
tidens lgb uden held har keempet med.

. J

Der er ikke noget (kendt) system i den made primtallene fordeler sig p4, og det
er nok en del af drsagen til at primtallene er sa fascinerende. Man ved alligevel
ca. hvor mange primtal der er op til et helt tal n for meget store veerdier af n.
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Szetning 2.17.1. Primtalssatningen

Lad 7(n) betegne antallet af primtal mindre end n. Da er

Der findes ogsa endnu bedre tilnaermelser til 7z(n) end %

Szetning 2.17.2. Bertrands postulat

Bertrands postulat siger at for et positivt heltal 7, n > 3, findes mindst ét
primtal p s&

n<p<2n-—2.
Bertrand kom med dette postulat i 1845, og pastanden blev allerede vist

af Chebyshevi 1850, men navnet Bertrands postulat har alligevel haengt
ved.

Opgave 2.17.2. Vis at (2,7 ) ikke er et kvadrattal for noget positivt heltal 7.

Opgave 2.17.3. Lad n vere et positivt heltal. Vis atde 2n tal 1,2,3,...,2n kan
parres til n par s summen af hvert par er et primtal. Hint: 47

Seaetning 2.17.3. Dirichlets setning

Lad a og b veere to indbyrdes primiske positive heltal. Da indeholder den
aritmetiske progression

b,a+b,2a+b,3a+b,4a+Db,...

uendeligt mange primtal. Eller sagt med andre ord: Der er uendeligt
mange primtal pa formen an + b.

Denne sa@tning blev forst vist af Dirichlet i 1837.




Der findes ikke noget elementeert bevis for seetningen, men man kan vise spe-
cialtilfeelde af den som fx at der findes uendeligt mange primtal p& formen
3n+2,4n+1,4n+3 0g6n+>5.

Eksempel 2.17.1. For at vise at der findes uendelig mange primtal pa
formen 37 +2, antager vi, som i Euklids bevis for at der findes uendeligt
mange primtal, at der kun findes endeligt mange. Kald disse py, p», ..., p;,

og betragt tallet
N =3p1pop3---pr +2

Da N =2 (mod 3), kan N ikke kun have primfaktorer p& formen 3n +1,
og N har derfor en primfaktor pa formen g = 3n + 2, men dette er en
modstrid da ingen af primtallene py, p», ..., p, garopi N.

Hvis man skal vise at der er uendeligt mange primtal p& formen 4n +1,
kreever det en smule mere snilde og teori. Her er det ikke nok at betragte
primfaktorer i 4p, p, --- p, + 1, da produktet af primtal pa formen 4n + 3
godt kan have rest 1 modulo 4, og vi far derfor brug for teori om forskelli-
ge egenskaber ved primtal pa formen 4n + 1 og pa formen 4n + 3. Fx ved
vi at —1 kun er kvadratisk rest modulo ulige primtal pa formen 4n + 1.
Dette kan udnyttes pa folgende mdade: Antag igen at der kun findes en-
deligt mange primtal pa formen 4n+1, oglad disse veere py, p>, p3...., Pr-

Betragt tallet ,
N=02pip---pr)" + 1.

Leeg meerke til at vi p4 denne made har konstrueret et tal N s —1 er kva-
dratisk rest modulo alle divisorer g i N da

2pip--pf=—1 (mod q).

En primfaktor g i N er derfor pa formen 47 + 1, men dette er en mod-
strid da ingen af primtallene py, p», ..., pr gar op i N. Dermed findes der
uendeligt mange primtal pa formen 4n + 1.

\ J

Opgave 2.17.4. Vis at der findes uendeligt mange primtal pa formen 4n + 3,
pé formen 67 +5 og pa formen 2¥n + 1, hvor k er et positivt heltal. Du ma
selvfolgelig ikke benytte Dirichlets saetning. Hint: 21, 165, 64
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2.18 Den kvadratiske reciprocitetssatning

Den kvadratiske reciprocitetssatning viser en meget smuk sammenhang
mellem kvadratiske rester, og den er et godt vaerktej til at tjekke om et tal er
kvadratisk rest modulo et andet tal. Men for vi nar til den, skal vi se pa Legen-
dresymbolet og Eulers kriterium.

Definition af Legendresymbolet

Lad p veere et ulige primtal, og lad a € Z veare primisk med p.
Legendresymbolet

)

p

er da 1 hvis a er kvadratisk rest modulo p, og —1 hvis a ikke er.

Opgave 2.18.1. Lad p veere et ulige primtal. Vis at
1 2 -1
GG 5)-e
p p p

Szetning 2.18.1. Eulers kriterium

Lad p vere et ulige primtal, og lad a € Z veere primisk med p. Da er

(g) = apTi1 (mod p).

\ J

2

Bevis. Hvis a er kvadratisk rest modulo p, har kongruensligningen x< = a

(mod p) en lpsning x. Altsa er

p—1
2

a? =xP"'=1 (mod p)

ifolge Fermats lille seetning.

Hvis a ikke er kvadratisk rest modulo p, da ved vi ifolge seetning 2.8.4 at for
hver primisk rest x € {1,2,...,p — 1} findes en unik primisk rest y = x'a sa
xy =a (mod p), hvor x # y. Dermed kan alle resterne 1,2,..., p —1 parres to
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og to s& produktet af hvert par er a. Altsa er

p—1
2

a? =(p—1)!=—1 (mod p)

ifolge Wilsons seetning. O

g )

Korollar 2.18.2. Lad p veere et ulige primtal, oglad a, b € Z veere primi-

. J

Bevis. Korollaret folger umiddelbart af Eulers kriterium. O

e w

Korollar 2.18.3. Lad p veere et ulige primtal. Da er
—1

) (5)-14

p —1
2

> )14

p —1

Del 1) er allerede vist tidligere, men tages alligevel med her.

\. J

hvis p=1 (mod 4)

hvis p=—1 (mod 4)
hvisp=1eller p =7 (mod 8)
hvis p=3eller p=5 (mod 8)

Bevis. Del 1) folger umiddelbart af Eulers kriterium, men vi har ogsé bevist
det tidligere i seetning 2.10.4.

I del 2) viser vi kun tilfeeldet hvor p =1 (mod 4), og overlader tilfeeldet p =3
(mod 4) til leeseren i en opgave. Hvis p =1 (mod 4) er

2t (pT_l)!z(z-1)-(2-2)-(2-3).--(2-%4)52-4.6---(;9—1)
52.4.6...(_1).(_pT_?’)...(_5).(_3).(_1)
E(—l)pT (T)' (mod p)
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Ifelge Eulers kriterium geaelder nu at

Dermed er (%) =1nér p =1 (mod 8), og (%) =—1nér p =5 (mod 8). O
Opgave 2.18.2. Vis korollar 2.18.3, 2), for p =3 (mod 4).

( N

Seetning 2.18.4. Lad a vere et helt tal og b et positivt helt tal storre end
1 med primfaktoroplesning

b :pltxlpztlz...p;lzn'

Da er a kvadratisk rest modulo b hvis og kun hvis a er kvadratisk rest
modulo p; foralle i =1,2,...,n.

\ J

Opgave 2.18.3. Bevis saetning 2.18.4.

Opgave2.18.4. Lad n veere et ulige positivt heltal og p en primdivisori2” —1.
Vis at p ==+1 (mod 8).

Opgave 2.18.5. Lad x og y vere indbyrdes primiske hele tal. Vis at hvis p er
en ulige primdiviser i x?> +2y?, daer p =1 eller p =3 (mod 8). Hint: 130

Definition af Sophie Germain-primtal

Et Sophie Germain-primtal er et primtal p s& 2p + 1 ogsé er et primtal.
Disse primtal er bl.a. interessante da ¢(2p + 1) er det dobbelte af prim-
tallet p og ¢(2p + 1) derfor kun har to ikke-trivielle positive divisorer.

Opgave2.18.6. Vis at hvis p er et primtal, og p =3 (mod 4), daer 2p+1 divisor
i Mersennetallet M, = 2P —1 netop hvis p er et Sophie Germain-primtal. Hinz:
221



Bemerkning. Kriteriet i opgave 2.18.6 viser fx at Mersennetallet M;; =
21 —1 ikke er et primtal da 11 er et Sophie Germain-primtal fordi 2- 11+
1 =23 ogsa er et primtal, og 23 dermed er divisor i My; =2047.

Opgave 2.18.7. Find mindst ét primtal p > 11 for hvilket M,, = 2P —1 ikke er
et primtal.

Opgave 2.18.8. Vis at ligningen 16 = x® (mod p) har en heltallig losning for
alle ulige primtal p.

Opgave 2.18.9. Fermattallene er som tidligere nevnt f, = 22" + 1, for
n=1,2,3,....Visat hvis p er en primdivisori f,, n > 2,daer p =1 (mod 2"*?).
Hint: 63

Bemeaerkning. Det var vha. kriteriet i opgave 2.18.9 at Euler geettede at
641 =5-25+2 4 1 var primfaktori f; = 22" +1.

\ J

Seetning 2.18.5. Lad x og y vere to indbyrdes primiske heltal og a, b, ¢
hele tal. Hvis p er en primdivisor i ax?+ bxy + cy? som ikke gar op i
abc,daer

D =b*—4ac
kvadratisk rest modulo p.

. J

Opgave 2.18.10. Bevis seetning 2.18.5.

e w

Sztning 2.18.6. Den kvadratiske reciprocitetssaetning

Lad p og q veere to forskellige ulige primtal. Da er

(e
q)\p
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Bemarkning. Euler formulerede den kvadratiske reciprocitetsseetning i
1783, men uden bevis. Det blev Gauss der i 1801 fik udgivet det forste kor-
rekte bevis for setningen efter fejlslagne forseg fra bl.a. Legendre. Den
kvadratiske reciprocitetssaetning kaldes af mange Aritmetikkens perle, og
det var Gauss’ favoritseetning inden for talteori. Der findes nu mange helt
forskellige beviser for seetningen, men de er alle for omfangsrige til disse
noter.

\ J

Opgave 2.18.11. Undersag om 37 og 143 er kvadratiske rester modulo 2003.
(2003 er et primtal).

Opgave 2.18.12. Lad p veere et ulige primtal. Vis at

3\ _ 1 hvisp=4+1 (mod 12)
p) | -1 hvisp=+45 (mod12)
S5\ 1 hvisp=+£1 (mod5)
p) | -1 hvisp=+2 (mod5)

Opgave 2.18.13. Bestem samtlige par af hele tal (x, y) som opfylder ligningen
162x2=7+151y2.

Opgave 2.18.14. Lad a, b og c veere positive heltal som er parvis indbyrdes
primiske. Vis at hvis a>—ab + b? = c?, da er enhver primdivisor i ¢ p4 formen
6k +1.

Opgave?2.18.15. Visathvis p =2"+1, n > 1, er et primtal, da gér p op 3% +1.

Opgave 2.18.16. Bestem alle positive heltal k for hvilke der findes et heltal a
s42007 garop i (a + k)* —a3.

Opgave 2.18.17. Vis at hvis et positivt heltal a er kvadratisk rest modulo alle
primtal, da er a et kvadrattal.

Opgave 2.18.18. Lad n veere et positivt heltal storre end 2. Vis at Fermattallet
f,, har en primfaktor sterre end 2"4(n + 2). Hinz: 101
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3 Algebra

Dette kapitel handler grundleeggende om relationer mellem reelle tal. I afsnit
3.1-3.3 fér du en introduktion til at omskrive udtryk, faktorisere og lose lig-
ningssystemer. De kan betragtes som en slags opvarmning til algebra og har
fokus pé grundleeggende metoder som giver et godt grundlag for mere udfor-
drende opgaver. De fleste af opgaverne i disse afsnit er standardopgaver der
treener teorien, men der er ogsa et par mere udfordrende opgaver i afsnit 3.3.

I afsnit 3.4 introduceres rationale og irrationale tal og centrale satninger
om disse, og afsnit 3.5 og 3.6 har fokus pd summer og folger. Her ser vi bdde pa
differensraekker, kvotientrakker, teleskopsummer og rekursive folger. Til slut
er der introduktion til funktionalligninger og uligheder, som ogsa er centrale
emner i algebra.

Afsnit 3.7 kreever kendskab til grundleeggende viden om monotoniforhold
for funktioner, og afsnit 3.12 kreever yderligere kendskab til differentialreg-
ning.

Indhold
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3.2 Andengradsligninger og skjulte andengradsligninger ........ 43
3.3 Ligningssystemer . ... ... ... ...ttt 45
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3.9 Funktionalligninger med funktioner defineret pa de heletal . .. 57
3.10 Funktionalligninger ............. . ... . ... ... ... ... 59
3.11 Grundleggendeuligheder. . ....................... ... 62
3.12 Flereuligheder . . ...... ... ... .. .. . . . 65
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3.1 Kvadratsaetninger og omskrivning til kvadrat

Kvadratseetningerne kan bruges i rigtig mange sammenheange, og i dette af-
snit skal vi se p& hvordan de kan bruges til at lose andengradsligninger og
andengradsuligheder, bevise uligheder og faktorisere.

Setning 3.1.1. Kvadratsatningerne
1) (a+by=a*+b*+2ab,
2) (a—b)*=a*+b*—2ab,
3) (a+b)a—b)=a*-Db"

Eksempel 3.1.1. Andengradsligninger og omskrivning til kvadrat

For at lose andengradsligningen 4 x2+12x—7 = 0 omskriver vi til kvadrat
pa folgende méde:

0=4x?+12x—7=(4x>+12x+9)—9—7=(2x+3)*—16.

Leeg meerke til hvordan vi udnytter forste kvadratsaetning til at finde ud
af hvilket tal vi skal leegge til eller treekke fra for at f& et kvadrat hvor
4x% +12x indgér. Nu er der ikke langt til en lgsning:

(2x+3P%=16 < 2x+3=%4

—3+4
S x=
2
7 1
S x=—=V Xx=-—.
2 2

Omskrivningen svarer helt til hvordan man udleder diskriminantform-
len til at lose andengradsligninger, men nér man bliver fortrolig med at
omskrive pd denne mdde, kan man bruge denne metode i mange andre
sammenhange ogsa.




Vi ser p4 endnu et eksempel, men denne gang er koefficienten til x? ikke
et kvadrattal. For at lase andengradsligningen 3x2 + 5x —2 = 0 ganger vi
med 3 sd koefficienten til x? bliver et kvadrattal. Lasningen ser nu sédan
ud:

3x2+5x—2=0 < 9x’+15x—6=0

5)2 25 49
< |3x+- | =6+—=—
2 4 4
5 7
&S 3x+-—=+£-—
2 2
1
S x=-Vxi=—2
3

\ J

Opgave3.1.1. Los ligningen x?—6x +8 =0 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 3.1.2. Los ligningen 5x2—6x + 1 =0 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave3.1.3. Los ligningen a®—a + % =0 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 3.1.4. Los ligningen 3x2+4x +2 =0 ved at omskrive til kvadrat.

Andengradsuligheder kan ogséa lgses ved at omskrive til kvadrat. Her far vi
brug for folgende helt grundleggende iagttagelser om uligheder:

e w

Saetning 3.1.2. Grundlaeggende regneregler for uligheder

Man ma leegge samme tal til og treekke samme tal fra pa begge sider af et
ulighedstegn:

X2y & xtazy+ta.

Tilsvarende mé& man gange og dividere med et positivt tal pa begge sider
af en ulighed, mens man skal vende ulighedstegnet om hvis man ganger
eller dividerer med et negativt tal:

x>y & a-x2a-y, hvisa>0.

x>y & a-x<a-y, hvisa<O0.
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Néar man arbejder med kvadrater, geelder

x22a

x’<a o

& x<—vaVv Ja<zx,
—Ja<x<+a.

Eksempel 3.1.2. Andengradsuligheder

Hvis vi ensker at bestemme for hvilke reelle tal x felgende ulighed gaelder
x*+6x+5>0,

kan vi ogsa benytte metoden med at omskrive til kvadrat kombineret
med de grundleeggende regneregler for uligheder:

x’+6x4+5>0 < (x+37%>4
& x+3<-2V2<x+3
& x<-5V-—-1<zx.

Endnu et eksempel:

3x°—x<2 & 9x?’—3x<6
( 1)2 25
o 3x—=) <=
2 4
5 5
& ——<3x—-<<
2 2
& —2<3x<3
2
& ——<x<l1.
3

\ J

Opgave3.1.5. Los uligheden x? +2x > 3 ved at omskrive til kvadrat.
Opgave3.1.6. Los uligheden 3y? + 7y +2 < 0 ved at omskrive til kvadrat.
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Eksempel 3.1.3. Bevis for uligheder

Nogle uligheder kan man bevise er sande ved at udnytte at et kvadrat
altid er storre end lig med nul. Fx er

x2+y222xy

for alle reelle tal x og y fordi uligheden kan omskrives til (x — y)? > 0,
som er sand da et kvadrat aldrig er negativt.

Uligheden
2 , 37
xX“+9y°+ ? >4x+2y

ser umiddelbart temmelig kompliceret ud, men ved at omskrive til kva-
drat kan vi som fgr nemt vise at den er sand for alle reelle tal x og y:

2 2, 37 2 2 1
X“+9y +?24x+2y & (x°—4x+4)+|9y —2y+§ >0
1 2
= (x—2)2+(3y—§) > 0.

Da et kvadrat altid er storre end lig med nul, geelder det samme for sum-
men af to kvadrater.

Opgave3.1.7. Bevisat a’+1 > 2a for alle reelle tal a ved at omskrive til kvadrat.
Opgave 3.1.8. Bevis at x + % > 2 for alle positive reelle tal x.

Opgave 3.1.9. Bevis at % > v ab for alle positive reelle tal a of b.

Opgave 3.1.10. Bevis at hvis x + y =1 for to positive reelle tal x og y, da er
T+ 2 4. Hint: 102

Opgave3.1.11. Bevis at x2+ y?+z2> xy + yz + zx for alle reelle tal x, y og
z.

Opgave3.1.12. Bevis at 8x?+2y%+y + % > 4x for alle reelle tal x og y.
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Eksempel 3.1.4. Faktorisering

Indtil videre har vi kun brugt de to forste kvadratsetninger. Nu skal vi
ogsa bruge den tredje kvadratseetning til at faktorisere udtryk da det ofte
er en god ide at omskrive til et produkt.

Udtrykket x?— y? + x + y kan faktoriseres til
=yt x+y=(x+y)x—y)+x+y=(x+y)x—y+1).

Her brugte vi forst den tredje kvadratseetning og satte derefter (x + y)
uden for parentes.

Betragt nu udtrykket 4x?y2 + x2+4x2y — y2. Forst leegger vi maerke til at
de tre forste led kan omskrives til et kvadrat, og derefter bruger vi tredje
kvadratseetning:

4x°y* + X2 +4x’y—y* =Q2xy+x)P -y =Q2xy+x+y)2xy+x—y).

I nzeste eksempel far vi brug for at leegge et ekstra led til og treekke det fra
igen undervejs i omskrivningen:

at+a’+1=a*+2a*>+1-a’=(a*+17°—-a’=(a’+a+1)a’—a+1).

Her er tricket at se at det der star, nzesten er et kvadrat, laegge det til der

mangler, og treekke det fra igen for at omskrive til kvadrat.

\

~

Opgave 3.1.13. Faktoriser 9x2—3x + %.
Opgave 3.1.14. Faktoriser 2n?+8m?+8nm.
Opgave 3.1.15. Faktoriser 9a®— b?+6a +2b.
Opgave 3.1.16. Faktoriser a?— b? +6a +9.
Opgave 3.1.17. Faktoriser a’+2b?+3ab+b—1.

Opgave 3.1.18. Faktoriser n + 4.



3.2 Andengradsligninger og skjulte andengradsligninger

Hvis en andengradsligning har heltallige losninger, kan man forholdsvis nemt
geette dem, og det er ofte hurtige end at bestemme dem pd anden vis. Forst
minder vi om folgende standardseetning til losning af andengradsligninger:

7

Szetning 3.2.1. Diskriminantformlen

Betragt andengradsligningen a x2+ b x + ¢ =0, a # 0, med diskriminant
d=b?>—4ac.
—b+vd

Hvis d > 0, har ligningen to reelle lgsninger x = 2
a

—b
Hvis d =0, har ligningen én reel losning x = PP
a

Hvis d < 0, har ligningen ingen reelle lpsninger.

\.

Opgave 3.2.1. Bevis s@tningen ved at omskrive til kvadrat.

7

Szetning 3.2.2. Lasningernes sum og produkt
Hvis andengradsligningen ax?>+ b x +c¢ =0, a #0, har losningerne x; og
Xy, da er

ax’+bx+c=a(x—x)(x—x)=ax?—a(x;+ x%)x +ax; x,

0og b =—a(x; + x,) 0g c = ax; x,.
Hvis a = 1, ses specielt at b =—(x; + x,) 0g ¢ = x1 X,.

Bemeerk at hvis andengradsligningen kun har én reel losning x;, da geel-
der szetningen ogsa, vi setter blot x; = x,.

\.

Bevis. Farst ses at
a(x—x)(x—x)=a(x?—x;- X=X X+ X1+ Xp) = ax®—a(x; + X)X + ax; x,.

For at vise seetningen skal vi altsa vise at b =—a(x; + x,) 0g ¢ = ax; x».
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Summen af l@sningerne er

~b—vd —b+Vd _(-b—Vd)+(-b+Vd)_-2b_ b

2a 2a 2a 2a a

X1+ X9 =

hvilket viser at b =—a(x; + x»).

Produktet af lesningerne er

—b—«/ﬁ‘—b+\/ﬁ_(—b—\/ﬁ)-(—b+«/ﬁ)
2a 2a (2a)?
_(~bP—(AP b2—d b —(b*—4ac) 4ac

c
4q2 4q2 4q2 4a2 a

X1 Xo =

’

hvilket viser at ¢ = a x; x,.

Hvis andengradsligningen kun har én lgsning, da er d = 0, hvilket svarer til at
X1 = X,, dvs. seetningen geelder ogsa i dette tilfeelde. O

( A

Eksempel 3.2.1. Geet losningerne til en andengradsligning

Det er nemt at geette losninger til andengradsligninger hvis de er heltal-
lige. Hvis a = 1 i andengradsligningen a x?+ b x + ¢ =0 med lgsningerne
X 0g X», ved vi fra seetning 3.2.2 at

b=—(x;+x) og c=xxp,

dvs. hvis vi skal geette losningerne til ligningen x?—5x+6 = 0, skal vi gaette
to tal x; og x, s& x; + x, =5 0g x; X, = 6. Det er nemt at se at x; = 2 og
x, =3 laser begge ligninger, og de er derfor losningerne til x2—5x+6 =0,
som kan faktoriseres (x —2)(x —3)=0.

Losningerne til andengradsligningen 3x? —9x — 12 = 0 kan geettes ved
forst at faktorisere 3(x? —3x —4) = 0 og derefter finde losningerne x, og
X, som opfylder at x; + x, =3 og x;x, = —4. Herer x; = —1 og x, =4
lesningerne, og ligningen kan faktoriseres 3(x + 1)(x —4) =0.

J

Man kan selvfolgelig pd helt samme mdde geette losninger hvis de ikke er hel-
tallige; det er bare sverere.
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Opgave3.2.2. Getlosningerne til x2—6x +8=0, og faktoriser.
Opgave 3.2.3. Getlgsningerne til 2x? +8x — 10 =0, og faktoriser.
Opgave 3.2.4. Get losningerne til —4x2 +24x + 28 = 0, og faktoriser.

Ligninger der ikke umiddelbart ligner andengradsligninger, kan veere skjulte
andengradsligninger hvor den variable fx er x2, x3, y/x eller andet.

7

Eksempel 3.2.2. Skjulte andengradsligninger

Ligninger som x* —3x2—4 = 0 og a®—9a® + 8 = 0 kan betragtes som
andengradsligninger hvor den variable er henholdsvis x? og a®, da de
kan omskrives til (x?)?—3x2—4 = 0 og (a®)>*—9a3+8 = 0. Vikan derfor lose
dem p& samme mé&de som andengradsligninger fx ved at geette lasninger:
x?=4

(x2?—3x—4=0 & ((F*-4x*+1)=0

da x? ikke kan vaere negativ. Samtlige losninger er altsd x = +2.

Den anden ligning lgses tilsvarende:

(@*P-9a°+8=0 & (@°~1)(a*-8)=0 < a’=1va’=s.

Samtlige lesninger er derfor a =1 og a =2.

I de to forste eksempler skulle vi blot finde en variabel der gjorde lig-
ningerne til andengradsligninger. Nu ser vi pa et eksempel der ogsa kree-
ver at vi skriver om pa ligningen:

Her bemarker vi forst at y2 # 0 da der divideres med y?. Derfor kan vi
gange med y? pa begge sider af ligningstegnet og f en ligning med prae-
cis de samme lgsninger:

(¥ —9y*+14=0= (y*=2)(y*—-7)=0.

Dermed er samtlige losninger y =++/2 og y = ++/7.

44

Opgave3.2.5. Los ligningen x* —8x2+7=0.
Opgave3.2.6. Los ligningen u'®+1=2u5.
Opgave3.2.7. Los ligningen x —54/x +6=0.
Opgave3.2.8. Los ligningen a? =15+ %.
Opgave 3.2.9. Los ligningen 4* —2-2¥+1=0.

Opgave 3.2.10. Et A4-papir er rektanguleert og ligedannet med A5-papir der
fremkommer ved halvering af den lange side af et stykke A4-papir. Bevis at
forholdet mellem siderne af et A4-papir er v2. Hint: 117

Opgave3.2.11. Et punkt P pa et linjestykke AB deler AB i det gyldne snit hvis

|AB| _ |AP|
|AP| |PB|’

og dette forhold kaldes det gyldne snit. Bevis at det gyldne snit er lig med ”Tﬁ

Hint: 73



3.3 Ligningssystemer

Lineere ligningssystemer kan lases ved standardmetoder, men mange lig-
ningssystemer er mere udfordrende. Her vises hvordan lineaere ligningssyste-
mer kan lgses ved substitution og ved lige store koefficienters metode. Des-
uden ser vi pd ikke-linezere ligningssystemer og kommer med idéer til hvor-
dan man lgser disse.

4 w

Eksempel 3.3.1. Linezre ligningssystemer

3x+y—2z=6,
—X+2y+3z=-9,
5x—3y+z=6.

Ligningssystemet bestér af tre ligninger med tre ubekendte, og det kal-
des lineeert fordi alle ligningerne er pd formen ax + by + cz = d, hvor
a,b,c,d er konstanter. Den slags ligninger kan lgses uden problemer
med standardmetoder. Her praesenterer vi to af disse standardmetoder,
nemlig substitution og lige store koefficienters metode.

Substitution

Ligningssystemet kan loses ved at isolere fx y iforste ligning sd y er ud-
trykt ved x og z, og indseette det i de to andre ligninger. P4 den made
reduceres ligningssystemet til to ligninger med to ubekendte. Dette kal-
des substitutionsmetoden da y substitueres med noget andet. Ifplge den
forste ligning er y = 6—3x +2z. Ved at indseette dette i de to andre lig-
ninger fas:

—x+2(6—3x+2z)+3z=-9,
5x—3(6—3x+2z)+2z=6,

og altsa

—x+z=-3,
14x —5z =24.

45

Nu har vi reduceret til to ligninger med to ubekendte.

Ved at isolere x i den forste ligning og indseette i den sidste fas
14-(z+3)—5z=24 & 9z=-18 & z=-2.

Altsi er z = =2, x = 34+2z =3+(-2) = 10g y=6—3x+2z=
6—3-1+2-(—2)=—1 eneste mulige lgsning. Ved indsettelse ses at
(x,y,z)=(1,—1,-2) faktisk lgser ligningssystemet.

Lige store koefficienters metode
Vi kan ogsa lose ligningssystemet ved at benytte lige store koefficienters
metode. Hvis vi ganger forste ligning med 3 og anden ligning med 2 fas:

9x +3y—6z =18,
—2x+4y+6z=—18.

Vi har nu to ligninger hvor koefficienten til z er den samme péneer for-
tegn, og ndr vi leegger dem sammen fas en ligningi x og y: 7x+7y =0
og altsd x + y = 0. P4 den méde har vi elimineret z ved at kombinere de
to forste ligninger. Nu gor vi det samme med de to sidste ligninger:

—X+2y+3z=-9,
15x -9y +3z=18.

Nar vi treekker den nederste ligning fra den gverste fds —16x+11y = —27.
Nu har vi reduceret til to ligninger med to ubekendte. Vi kan igen {4 lige
store koefficienter til fx x ved at gange forste ligning med 16:

16x+16y =0,
—16x +11y =-27

Summen af ligningerne er 27y = —27 og altsd y = —1 Nu kan vi udnyt-
te de tidligere ligninger til at bestemme x og z og som for fa (x, y, z) =
(1,—1,—2).
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Opgave 3.3.1. Las ligningssystemet
5x+2y=1,
3x+4y=-5.
Opgave 3.3.2. Los ligningssystemet
3x+2y—5z=5,
2x+y+7z=—6,
x+4y—10z =0.

Eksempel 3.3.2. Ikke-linezere ligningssystemer

+x=3,
X+y
X
=2,
x+y

Disse ligninger er ikke lineaere, sd vi kan ikke gore helt som i eksemplet
for. Man kan sagtens bruge substitutionsmetoden her, men det er lidt
mere besveerligt. Vi ser i stedet pa ligningerne og overvejer om der ikke
er noget smartere vi kan gere. Hvis vi ganger den forste ligning igennem
med x, sa bliver broken i denne ligning lig med broken i den anden lig-
ning, og sa kan vi treekke dem fra hinanden og fa en ligning i x.

Inden vi ganger igennem med x, skal vi sikre os at x = 0 ikke er en
lpsning til ligningssystemet. Hvis vi ser pa ligning nummer to, er det klart
at der ikke findes lesninger hvor x = 0. Derfor kan vi antage at x # 0, og
fa:

+x2:3x,
x+y
X
=2.
x+y

Ved at treekke de to ligninger fra hinanden og omskrive fas x2 —3x +2 =
0. Dette er en andengradsligning som fx kan lgses ved at faktorisere:

(x—1)(x—2)=0. Dermed er x =1 eller x =2. Hvis x = 1, fas ved at ind-
seette i anden ligning at ﬁ =2,0galtsd y = —%. Hvis vi indsaetter x =1
ogy= —% i forste ligning, ses at (x, y) = (1,—%) er en lgsning til lignings-
systemet. Hvis x =2, er % =2, og altsd y = —1. Ved indseettelse ses at
(x,y)=(2,—1) ogsa loser ligningssystemet.

Bemeerk at vi ved at omskrive ligningssystemet forst finder alle mulige
lesninger, men at vi skal indseette i begge ligninger til slut for at se om de

faktisk er lgsninger.

\ J

Advarsel: Pas pa ikke at gange eller dividere med nul nar du omskriver i de
folgende opgaver!

Opgave 3.3.3. Lgs ligningssystemet

y+2x=x2—10,
2y —2x=-20.

Opgave 3.3.4. Los ligningssystemet

5 3
e
Xy
2 1
—+—=".
Xy
Opgave 3.3.5. Los ligningssystemet
+y =4
xX2+y Y
3
Y +2y=5.
x2+y
Opgave 3.3.6. Los ligningssystemet
x+y=1,
2x.

x2+y2

Hint: 71



Opgave 3.3.7. Los ligningssystemet

xy=3,
vz=1,
zx=12.

Definition af heltalsdel og brekdel

Heltalsdelen af x betegnes | x| og er det storste hele tal mindre end lig
med x.

Brokdelen af x betegnes {x} oger {x}=x—|x|.

Fxer|5,39|=5 og {5,39} = 0,39.

Opgave 3.3.8. Bestem samtlige reelle lpsninger til ligningssystemet.

x+|yl+{z}=11
z+|x]+{y}=2.2
y+lz]+{x}=3,3.

Hint: 115

47

3.4 Rationale og irrationale tal

( N

Definition af rationale tal

Et rationalt tal er et tal der kan skrives som en brok % med et helt tal i
teeller og naevner (og selvfolgelig b # 0). Fxer 3, 3, —% og 0 rationale tal.

Meengden af de rationale tal betegnes Q.

Setning 3.4.1. Summen, differensen, produktet og kvotienten af to ra-
tionale tal er et rationalt tal.

\ J

Bevis. Vi beviser kun at summen af to rationale tal er rational. Resten overla-
des til lzeseren i naeste opgave.

Summen af de to rationale tal §; og 7, hvora,b,c,d €Z, b #00gd #0, er
a N c_ ad+bc
b d  bd

og altsd et rationalt tal da ad + bc og bd er hele tal, og bd #0. O

Opgave 3.4.1. Bevis s@tning 3.4.1.

( N

Definition af irrationale tal

Et irrationalt tal er et reelt tal der ikke er rationalt, dvs. et reelt tal som
ikke kan skrives som en brok med et helt tal i teeller og neevner. Man kan
bevise at fx /2 og 7 er irrationale tal.

Seetning 3.4.2. Summen, differensen, produktet og kvotienten af et ra-
tionalt og et irrationalt tal er irrationalt, med undtagelse af produkt og
kvotient hvor det rationale tal er 0.

Summen, differensen, produktet og kvotienten af to irrationale tal kan
derimod bade veere et rationalt og irrationalt tal.
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Bevis. Viviser kun den del af seetningen der handler om sum. Resten overlades
til leeseren i en opgave.

Summen af et rationalt tal og et irrationalt tal er et irrationalt tal, for hvis den
var rational, ville det irrationale tal veere differensen mellem to rationale tal
og altsa selv et rationalt tal, hvilket er en modstrid. Dermed er summen af et
rationalt og et irrationalt tal irrationalt.

Hvis vi ser pA summen af to irrationale tal, bemaerker vi forst at 3—+/2 0g 2+/2
erirrationale tal da bade differens og produkt af et rationalt og et irrationalt tal
er irrationale. Summen v2+(3—+/2) = 3 er rational, mens summen v2++/2 =
24/2 er irrational. Dette illustrerer at summen af to irrationale tal bade kan
veere et rationalt og et irrationalt tal. O

Szetning 3.4.3. Lad n veere et positivt heltal.

Da er /7 et rationalt tal netop hvis 7 er et kvadrattal.

Bevis. Det er oplagt at hvis n er et kvadrattal, da er 47 et helt tal og altsa
rational. Antag at n ikke er et kvadrattal. Vi viser indirekte at /7 er irrational
ved at antage det modsatte og na frem til en modstrid. Antag derforat v = ¢,
hvor a og b er hele tal. Dermed er

b’n=a’

Betragt nu primfaktoroplgsningen n = pla 1p20! 2...p/". Fordi n ikke er et kva-
drattal, er mindst en af eksponenterne, lad os sige @;, ulige da kvadrattallene
netop er de positive hele tal hvor alle eksponenterne i primfaktoroplesningen
er lige. Eksponenten til p; pa venstresiden b?n er derfor ulige da alle ekspo-
nenter i primfaktoroplgsningen af kvadrattallet b? er lige, og lige plus ulige
giver ulige. Eksponenten til p; pa hejresiden a? er lige da alle eksponenter
i primfaktoroplesningen af kvadrattallet a? er lige. Dette er en modstrid da
primfaktoroplesningen er entydig, og dermed er /7 et irrationalt tal. O

Opgave 3.4.2. Bevis s@tning 3.4.2. Hint: 253
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Szetning 3.4.4. Lad n og m vere positive heltal.

Da er "/n et rationalt tal netop hvis n er en m’te potens af et positivt
heltal, dvs. netop hvis n = a for et positivt heltal a.

Opgave 3.4.3. Bevis s@tning 3.4.4.

Szetning 3.4.5. Lad a og b veere to forskellige reelle tal.

Der er uendeligt mange rationale og uendeligt mange irrationale tal mel-
lem a og b.

Bevis. Vi viser kun at der er et rationalt tal mellem a og b. Resten overlades
til leeseren i en opgave. Antag uden tab af generalitet at a < b. Lad n veere et
helt tal si = < b —a. Lad m vare det mindste hele tal sd a < 2. Dermed er
mT_l < a.Numad det rationale tal 7' ligge mellem a og b da

Opgave 3.4.4. Bevis s@tning 3.4.5.

Opgave3.4.5. Lad a og b veere rationale tal. Bevis at hvis v/a + v/'b er et ratio-
nalt tal, eller /@ — /b er et rationalt tal, da er +/a og v'b ogsa rationale tal.

Opgave 3.4.6. For hvilke positive hele tal n og m geelder at 4/ 15 er et rationalt
tal?

Opgave 3.4.7. Bestem alle ikke-negative hele tal a, b og c sa

Va++vVb++c=v2014.

(NMC 2014 opgave 2). Hint: 135



3.5 Summer

e w

Definition af sumtegn

Nar man skal angive en sum med mange led, som fx 1+2+43+---4-100 eller
X1+ X + X3 + -+ + X57, bruger man ofte sumtegn > og et indeks, fx i.
Under sumtegnet skrives fra hvilket indeks summen starter, fx i = 1, og
over sumtegnet skrives sidste indeks. Her er nogle eksempler:

100
Zn:1+2+3+---+100.

n=1

57
in:xl+xZ+X3+"'+X57.
S

50
Z(2n+1)=1+3+5+~~+101.

n=0
31 1 1 1 1
D =ttt o
2k 22 24 26 70
k=11
D 1 1 1 1
Z—:—+—+—+---+ :
Zin(n+l) 1.2 2:3 3.4 99100

n
Z 10i =100+ 110+120+---+10n.
i=10

Serg for at blive fortrolig med sumtegnet da du f&r brug for det i mange
sammenhaenge. | starten er det en god idé hver gang du ser et sumtegn,
at skrive summen op som ovenfor.

. J

Opgave 3.5.1. For hver af nedenstdende summer skal du skrive summen op
uden sumtegn for at fa godt styr pa sumtegnet.

200

a) an,

n=1

20
b) 2(6 +3n),
n=0

49

Opgave 3.5.2. For hver af nedenstdende summer skal du skrive summen op
med sumtegn for at f& godt styr pd sumtegnet.

a) 1+2+2%+...42%0,
1 11
b) —H+—+—+F—.
2-5 3-6 4-7 101-104
1 1 1 1

c)

JI+vV3 V3445 JBivi ' 1999+ 5001

Definition af differensraekke (aritmetisk progression)

En differensrcekke (ogsd kaldet en aritmetisk progression) er en talfolge
ai, a, as, ... med den egenskab at differensen a,,;; — a, mellem ethvert
af folgens tal og det foregdende er en konstant d kaldet differensen.

Fxer7,10,13,16,19,... en differensreekke med differens d = 3.

Szetning 3.5.1. Summen af de forste n led i differensreekken a,,a,, as . ..
med differens d er

n

n—1)n
Zu,—zna1+d¥.
i=1 2

\ J

Opgave 3.5.3. Bevis s@tning 3.5.1, og udregn summen af de 333 forste led i
differensrekken 2,5,8, ...

e A

Definition af kvotientrakke (geometrisk progression)

En kvotientreekke (ogsa kaldet en geometrisk progression) er en talfolge
a,, a,, as, ... med den egenskab at kvotienten “3—21 mellem ethvert af reek-
kens tal og det foregdende er et fast tal g kaldet kvotienten.

Fxer 16,8,4,2,1,1,1 ... en kvotientraekke med kvotient g = 1.
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2
S5

Y
( ) Opgave 3.5.5. Udregn folgende summer
Szetning 3.5.2. Summen af de forste n led i kvotientrekken a,;,a,,as. ..
med kvotient g er Ly 1
DI pE——
n 2k(2k+2)
qn —1 k=1
i=1 - b) —.
. J & 5a(5a+5)
100 1
Opgave 3.5.4. Bevis setning 3.5.2, og udregn summen af de forste 11 led i ) Z )
kvotientraekken 1,2, 4, 8, .. .. Hint: 126 4= (3k—1)(3k +2)
50 4
e 1 d) Z 5 1 .
Eksempel 3.5.1. Teleskopsummer n=2 V0T
1000
Det kan umiddelbart se sveert ud at beregne summen e) Z 3
~in2+3n+2°
99 =
1 1 1 1 1
Z = ——qp=——qp=—rqp000qp 0
k=1 k(k+1) 1-2 334 99-100 Opgave 3.5.6. Lad a,,a,, as... vere en differensreekke med differens d. Ud-
. - . S . o regn summen
Ved en simpel omskrivning bliver det helt ligetil fordi vi kan f4 naesten
alle led til at g& ud med hinanden. Bemeerk forst at for reelle tal n og m n 1
som ikke er nul, og hvor n # m, er i ar
1 1 m—n 1 1 1
= : = (———) udtrykt ved a;, d og n.
nm m—n nm m-—n\n m
Specielt er Bemarkning. Det er et standardtrick der virkelig er veerd at huske, at
1 — 11 ) hvis der star +/n £ /m i naevneren hvor n # m, sé forlaenges broken med
n(n+l) n n+l v'nF v/m fordi det giver n — m i naevneren ifplge tredje kvadratsaetning:
Vores sum fra for kan nu omskrives til 1 1 JATJM VAT
ek(k+1) \1 2 2 3 99 100 100 100° Lag merke til hvordan det benyttes i naste eksempel, og skriv det bag
oret til de naeste opgaver.
Dette kaldes en teleskopsum fordi summen kan foldes sammen ligesom \ J
et teleskop.




Eksempel 3.5.2. Flere teleskopsummer

For at udregne summen

1 1 1 1
= + fbooodh —0x———
;«/E+«/k+1 V1+v2 V2+43 V80 + /81
bruger vi tricket med at forleenge broken med v'k + 1— vk, fordi der star
vk +1+ vk i neevneren:

1 B Vik+1—-vk
VE+1+vEk WEkA1+vVE)(VE+1—vVk)

«/_ f T
(k+1) k V.

Nu kan vi nemt omskrive summen
80 1 80 /T
_ = Vik+1—+vVk
kZ:;«/E+«/k+1 ,Z:;( 1 )
=(V2—V1)+(V3—v2)+(V4—V3)+---+(v81—80)
=—v1++/81=8.

Opgave 3.5.7. Vis at

132 1
;«/3k+1+«/3k+4_

Opgave 3.5.8. Vis at

1
> > 49.
= 2k —1+v2k+1

Opgave 3.5.9. Vis at

43 1
> 2
&= 10k +1+ 10k +6

Hint: 28

I de naeste opgaver skal du omskrive til en teleskopsum ved at lave nogle smar-
te omskrivninger. De er lidt mere udfordrende end de tidligere. Husk at for et
positivt helttalnern!=1-2-3---n

Opgave 3.5.10. Vis at

100

Zn!-nlel!—l.
n=1

Hint: 159

Opgave3.5.11. Vis at

Hint: 164

Opgave 3.5.12. Vis (uden brug af induktion) at

Zkg l’l+1)2 2

Hint: 203

Opgave 3.5.13. Vis at

for alle positive hele tal n > 2.
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3.6 Rekursive folger

En rekursiv folge er en folge af tal hvor det naeste tal i folgen er bestemt ud
fra de foregdende. En af de mest beroemte rekursive folger er folgen af Fibo-
naccital 1,1,2,3,5,8,13,21,... hvor det naeste i tal i folgen er summen af de to
foregdende. Nogle gange er det muligt at finde en lukket formel for det n'te tal
i folgen, dvs. en formel hvor man kan udregne tallet udelukkende ved at vide
at det er det n'te tal. Det kan man fx med Fibonaccitallene.

Her skal vi se pa rekursive folger hvor det ofte er en god idé at lave en ny rekur-
siv fplge som det er nemmere at handtere, og nogle gange kan vi ogsé finde
en lukket formel for det n’te tal i reekken.

( w

Eksempel 3.6.1. Omskriv til en anden folge

Lad a, veere et positivt reelt tal, og lad

ap—1

v/ 14202047,

1
Vis at a < ——. (Baltic Way 2020
1 2020 = 5050 ( y )

Rekursionsformlen indeholder kvadratrodder, og for at fd en uden ser vi i
forste omgang i stedet pa folgen by, by, b,, ..., bagyg givet ved b,, = arzl. For
denne folge er by = a2 og
b,
bn — n—1
1+2020b,_,

Nu kan vi yderligere se at folgen bliver endnu simplere at beskrive hvis vi

1 1
istedet betragter folgen cy, ¢, ¢y, - - ., C2920 hvor ¢, = o dvs.co=—=—

2
0g

a, = forn=1,2,...,2020.

forn=1,2,...,2020.

n bO a,

1 1+2020b,,

— =2020+c¢,_
b, b,y o

C, = forn=1,2,...,2020.
Folgen er altsd en differenraekke, og her er det nemt at bestemme en luk-

ket formel for c,, og dermed specielt bestemme ¢,y = 20202 + .

52

Nu kan vi vurdere a»gy:
1 1 1

G020 = = <
v/ C2020 /20202_’_% 2020
0

Opgave 3.6.1. Folgen af reelle tal a;, a,, as, ... konstrueres ud fra et givent a;
pafolgende méde: a,,,; = a,(a, +2) for alle positive heltal n. Bestem samtlige
reelle tal som a,(g; kan antage nér du frit ma veelge a; .

som onsket.

Opgave 3.6.2. En folge a,,a,, as, ... af reelle tal er bestemt ved a; =1 og

1

a =, nZl
"1 00194+ L

an
Udregn summen S = aay + asrds + asday +-- a2019a2020- Hint: 134
Opgave 3.6.3. Lad ay, ay,...,axyq9 08 by, b; ..., byg19 veere reelle tal forskellige
fra 0 som opfylder at b,, = (1 — %) b, forn=1,...,2019. Antag at summen

S 1
_albl

4.4

a by a2019 2019

er etirrationalt tal. Vis at by og by 9 ikke begge kan veere rationale tal. Hint: 150
Opgave 3.6.4. En folge a,, a,, as, ... er bestemt ved a; = 10° og

a
an+1:nl7nJ+n forn>1.

Vis at der findes en delfolge by, b,, b, ... af a;,a,as,... s by, by, bs,... er en
differensraekke. (At by, by, bs, ... er en delfolge af a,, a,, as, ... betyder at folgen
bestér af udvalgte tal fra folgen a;, a,, as, ... placeret i samme reekkefolge som
iay,ay,as,....) Hint: 238

Opgave 3.6.5. En folge x;, x5, x3, ... af reelle tal som ikke er nul, opfylder at

Xp—2Xp—
X, = &’ n> 3.
2Xp—p—Xp—1
a) Bestem alle de veerdier af x; og x, for hvilke uendeligt mange af tallene i
folgen er hele tal. Hint: 39
b) Vis at det for alle positive hele tal n er muligt at veelge x; og x, sa folgen

indeholder n forskellige hele tal. Hint: 178



3.7 Ligninger - monotoni og vurderinger af de variable

Vi har allerede set pé flere metoder man kan bruge nar man lgser ligninger
og ligningssystemer, nemlig omskrivning til kvadrat, omskrivning til anden-
gradsligning og substitution. Her vil vi se pd mere komplicerede ligninger og
ligningssystemer der kraever at man kombinerer disse metoder med viden om
funktioners monotoniforhold.

Vi gér ikke her ind i teorien om monotoniforhold, men bygger pa at man alle-
rede kan vurdere om forholdsvis simple funktioner er voksende eller aftagen-
dei et interval.

4 w

Eksempel 3.7.1. Vurdering af antallet af lesninger

Vi ensker at bestemme alle reelle tal x der opfylder

V3—vVx+3=x

Ligningen har oplagt lgsningen x = 1.

For at undersege om der findes andre lgsninger, er det en god ide at se
pa monotoniforhold for funktionerne

f(x)=v3—+vx+3 og glx)=x.

Det er oplagt at g er en voksende funktion af x. Funktionen f er en afta-
gende funktion af x da v x + 3 er voksende, hvilket betyder at 3—+ x + 3

er aftagende, og dermed at v 3— v x + 3 er aftagende.

Da f eraftagende, og g er voksende, har ligningen maksimalt en lgsning,
og den har vi allerede fundet. Den eneste lgsning til ligningen er altsa
x=1.

\.

Opgave 3.7.1. Bestem alle reelle tal x sa

5=Vx+vVx+2++vVx+7.

Eksempel 3.7.2. Skjult andengradsligning og monotoni

Som vi tidligere har set, kan nogle ligninger omskrives til en andengrads-
ligning i en ny variabel og derefter lases. I dette eksempel vil vi bestemme
alle reelle tal x som opfylder at

( 7—@)x+( 7+«/E)x:14.

Dette er ikke en andengradsligning i x, men hvis vi omskriver, kan vi op-
nd en andengradsligning i en anden variabel. Bemeerk forst at

V7+v38V7—v/28=v29—48=1.

Ved at gange pa begge sider med ( 7— 1/4_8)x far vi andengradslignin-
gen

x\2 X
(V7=vas) | ~1a(vV7=a) +1-0.
Losningsformlen for andengradsligningen fra seetning 3.2.1 giver

X 144+4/192
( 7—\/4_8) = =7V,

Nu kan vi som i eksemplet for vurdere antallet af losninger. Da f(x) =

(\/ 7— v48)x er en aftagende funktion, fordi 0 < 7—+/48 < 1, er der sam-
let hgjst to lasninger. Det er let at se at x = £2 lgser ligningen, fordi

(7 — 48)_1 =7++48.Dermed er x =+2 de eneste lgsninger til ligningen.

\ J

Opgave 3.7.2. Bestem alle reelle tal x sa
3% 4321 =82,
Opgave 3.7.3. Bestem alle reelle tal x sa

8(4* +47)—54(2* +27)+101=0.
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Eksempel 3.7.3. Vurdering af de ubekendte

Nar man skal vise at et ligningssystemet ikke har nogen reelle lasninger,
er det ofte en god idé at antage at der er en lgsning, og vise at det leder
til en modstrid. Modstriden kan i en del tilfzelde opnas ved at vurdere de
ubekendte.

Antag at ligningssystemet

y=Vx++vl—x og x=yy—+1+y

har mindst én reel lesning x og y. Dama 0 < y 0og 0 < x < 1. Ved at
udnytte at 0 < x <1, far vi

y=Vx+VI—x<v/x+1<v2

Da vi ikke kan have lighedstegn i begge uligheder samtidig, ma y < v2.
Afligningen

X=vVy—+1+y
sesat y > 4/ y +1, hvilket betyder at y > 1, og dermed at

y=2/y+1>+2,

hvilket er en modstrid. Altsd har ligningssystemet ingen reelle lasninger.

Metoden med at vurdere storrelsen af de ubekendte kan ogsa benyttes
til ligninger og ligningssystemer der har losninger. Her kan man fx ind-
skreenke de intervaller lasningerne kan ligge i, og udnytte det til at be-
stemme samtlige lgsninger.

Eksempel 3.7.4. Substitution og vurdering af antal lesninger

Nu ser vi pé etligningssystem hvor der er tre ubekendte og tre udtryk som
er lig hinanden. Vi ensker at bestemme alle tripler (x, y, z) af forskellige
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reelle tal som opfylder
x(y+1)=y(z+1)=z(x+1).

Bemeerk forst at hvis en af de tre ubekendte er 0, da ma de to andre ogsa
veere 0. Det samme er tilfeeldet med —1, og dermed findes ingen losninger
hvor 0 eller —1 indgér, da x, y og z skal veere forskellige.

Daviidenne ligning har tre ubekendte og tre udtryk som er lig hinan-
den, onsker vi at reducere antallet af ligninger og ubekendte som vi skal
arbejde med. Forst indforer vi alligevel en ny sterrelse k:

k=x(y+1)=y(z+1)=z(x+1).

Vi vil nu reducere til en ligning hvor kun k og x indgér vha. substitution.
Daz = XLH ogy = %—1 = ’“‘Tx, substituerer vi z og y med de fundne
udtryk i ligningen k = y(z + 1) for at f en ligning der kun indeholder x

og k.
k—x\(k+x+1
k= +1)= 2
e )(x)(xﬂ)

En omskrivning af ligningen giver
k(x*+x)=k*—x*+k—x=k(k+1)—(x*+x) & (k+1)(x*+ x—k)=0,

dvs. at k =—1 eller x?> + x = k. Antag at k =—1. Dette giver triplerne

( N—p =i )
X, —, )
X x+1

hvor x € R\{—1,0}. Disse er alle losninger og bestar af tre forskellige tal.

Antag i stedet at k # —1, dvs. at x> + x = k. Af symmetrigrunde ma y
og z ogsa opfylde denne ligning, men da den hejst har to lesninger, kan
de ikke alle tre veere forskellige. Dermed er samtlige lasninger

-1 —1
(x, ——1, —), hvor x e R\{-—1, 0}.
X x+1




Opgave 3.7.4. Bestem alle reelle tal x, y og z som opfylder ligningssystemet

4x? 4y? 4z?
=Y, =z =X
1+4x2 " Ttaye 1+4z2

Hint: 154
Opgave3.7.5. Bestem alle tripler (x, y, z) af ikke-negative reelle tal som opfyl-
der folgende ligningssystem:

*—y=(—17 y*-z=(x-1¢, Z"—x=(y—-1"

Hint: 187

Opgave 3.7.6. Los for alle reelle x, y og z ligningssystemet

x2+x—1:y, y2+y—1:z, 22 +z—1=x.

Hint: 66

Opgave 3.7.7. Bestem antallet af reelle losninger til ligningen
8_ .7 6 5 4 3 2 o
O0=x"—x"+2x"—2x"+3x" —3x" +4x —4x+§.
(NMC 2001) Hint: 202

Opgave 3.7.8. Dereelle tal x, y og z er ikke alle ens, og de opfylder at

1 1 1
X+—=y+—=z+—=k.
y z X

Bestem samtlige mulige veerdier af k. (NMC 2006) Hint: 188
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3.8 Introduktion til funktionalligninger

En funktionalligning er en ligning hvor den ubekendte er en funktion. Man
loser en funktionalligning ved at bestemme samtlige funktioner der lgser lig-
ningen.

Inden vi ser pa funktionalligninger, skal vi lige have lidt bedre styr pa funktio-
ner og de begreber vi benytter om funktioner.

Definition af funktion, definitionsmangde, dispositionsmangde og
veerdimaengde

En funktion fra definitionsmcengden A til dispositionsmcengden B er en
regel der til hvert eneste element i definitionsmangden A knytter netop
ét element i dispositionsmaengden B. Med symboler skriver vi:

f:A—B.

Vi kan ogsa illustrere det grafisk:

Definitionsmaengde Dispositionsmeaengde

&=

| |
ﬁ/—\Fiqnuw’ ®
\/\\»\* . /

Veerdimeengden er alle de elementer i dispositionsmangden som bliver
ramt.

Ofte angiver vi funktioner ved en forskrift, fx funktionen f : R — R med
forskriften f(x) = x2. Dette angiver at definitionsmengden og disposi-
tionsmangden begge er de reelle tal, og at vi for hvert eneste x i defi-
nitionsmangden knytter tallet x? i dispositionsmangden. Dette tal kal-
des ogsa funktionsveerdien af x. I dette eksempel er veerdimengden alle
ikke-negative reelle tal da det netop er dem der bliver ramt.
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Nu er vi klar til at se pa funktionalligninger. For at give et billede af hvordan
man kan bestemme lesningerne til en funktionalligning, ser vi p4 et eksempel.

7

Eksempel 3.8.1. Losning af funktionalligning
Vi ensker at bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

Flx+yf)=F(xf()—x+f(y+f(x)
foralle x, y eR.

For at fa information om de funktioner der er losning til ligningen, prover
vi at indseette forskellige veerdier af x og y.
Forstindseetter vi x = y =0:

f0)=£(0)+ £ (£(0).

Vi kan altsd konkludere at f (f(0))=0.
Sdindsaettervix =y =1:

FA+fQ)=r(fQ)=1+f(1+ ).

Altsaer f ( f (1)) =1. P4 den méde fortseetter vi med at samle oplysninger
om f og kombinerer dem ogsa med tidligere oplysninger.
Hvis vi indseetter x =1 og y =0, far vi

F)=f(fO)-1+f(f1)=0—-1+1=0.

Altsd er f(1)=0.Da f(1)=0o0g f(f(1))=1, er f(0)= f(f(1))=1. Nu har
vi fundet to funktionsveerdier.

Da vi ikke kun vil finde én funktionsveerdi ad gangen, indseetter vi nu
kun én veerdi for en af de to variable for pd den méde at na frem til noget
mere generelt.

N
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Indseet x =1:

FO+yf)=f(f)=1+f(y—FQ)
0=F(f)=1+£(y).

Altsd er f(f(x))=1—f(x)foralle x €R.
Nu indseetter vi y =0:

F@)=f(xf0)=x+(f(x)
fx)=fx)=x+f(f(x).
Altsa erf(f(x)) = x for alle x € R. Sammen med f(f(x)) =1—f(x)giver
detat f(x)=1—x for alle x eR.

Det vi nu har vist, er at hvis der er en lgsning, sa er den f(x) = 1— x.
Der er altsd hojst én lpsning til funktionalligningen. For at tjekke om
f(x)=1— x faktisk lgser ligningen, indseetter vi forst funktionsudtryk-
ket pa venstresiden:

Fla+yf)=flx+y(l-x)=1-x—y+xy.
Derefter pé hojresiden:
fef)=x+f(y+f0)=f(x0=y)=x+f(y+1-x)

=l—x+xy)—x+(1—y—1+x)
=l—-x—y+xy.

Dette viser at f(x)=1— x lgser ligningen, og vi ved at det er eneste los-
ning.

J

Nogle funktionalligninger har flere lasninger, fx uendeligt mange, mens andre
ikke har lgsninger.



Bemerkning. Losning af opgaver om funktionalligninger falder altid i to
dele:

Vise at der ikke findes andre lgsninger end .... Dette er den sveere del!

Underspge om de mulige lgsninger du har fundet, faktisk er lasninger.
Dette er ofte nemt, eller i veerste fald lidt bovlet, men det er en vigtig del
aflgsningen.

\ J

Opgave 3.8.1. Bestem alle funktioner f : R — R som opfylder at

flx+y)=yf(x)+ f(x)

for alle x, y eR.
Opgave 3.8.2. Bestem alle funktioner f : R — R sd

FXfy)=flxy)=x+y

for alle reelle tal x og y.

Opgave 3.8.3. Bestem alle funktioner f : R — R som opfylder at
Flxy+flxy)=2xf(y)

for alle x, y € R. Hint: 26

Det erikke altid at man bliver bedt om at lgse funktionalligninger. Nogle gange
skal man blot finde bestemte egenskaber ved funktionen.

Opgave3.8.4. Lad f : R — R vere en funktion s&
f(f(x))zxz—x+l

for alle reelle tal x. Bestem f(0). (Baltic Way 2011) Hint: 78

Opgave 3.8.5. Vis at der ikke findes nogen funktioner f : R — R som opfylder
at

F(f(x)=xf(x)+2x

for alle x € R, sddan at der findes et reelt tal @ med f(a)=—2. Hint: 123
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3.9 Funktionalligninger med funktioner defineret pa de hele tal

Nar funktionerne er defineret pa de hele tal eller en delmeaengde af de hele tal,
har man ofte mulighed for at bruge induktion, hvilket vi skal se neermere pa.

( A

Eksempel 3.9.1. Induktion

Hvis vi skal bestemme samtlige funktioner f : Z — Z som opfylder at

Fx+y)+ flx=y)=2f(x)+2f(y)

for alle x, y € Z, er det en god idé forst at prove sig lidt frem ved at ind-
seette forskellige veerdier for x og y som vi gjorde for. Forst indsatter vi
x = y =0i funktionalligningen og far

J0)+ f(0)=2£(0)+2f(0).

Altsa er f(0)=0. Herefter prover vi at indseette x = y =1 og far

f@+f0)=2f(1)+2f(1),

dvs. f(2) = 4f(1). Hvis man fortsat prever sig lidt frem med at indseette
sma veerdier af x og y, ser man hurtigt at f(3) =9f(1), f(4) =16f(1) og
f(5)=25f(1). Det ligner et menster hvor f(n) = n?f(1) for alle positive
heltal n. Vi prever ved induktion at teste om denne formodning er rigtig.

Set f(1) = a. Pastanden om at f(n) = n?a for alle positive heltal n er sand
for n =1 og n = 2. Antag at pastanden er sand for alle 1 < n < N. Ved at
indsaette x =N og y =1 f8s

FIN+1)=2f(N)+2f(1)—f(N—1)=(2N?*+2—(N—1/*)a=(N +1)*a,

hvilket fuldferer induktionsskridtet. Vi har nu vist at f(n) = n?a for alle
n € N, dvs. vi har fundet funktionsverdierne for alle de positive tal ud-
trykt ved f(1). Nu mangler vi kun at finde funktionsveerdierne af alle de
negative tal. Ved at indseette x =0 fas f(y) = f(—y). Altsé er f(n) = n’a
for alle n e Z.
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Det vi har vist indtil nu, er kun at hvis der er lgsninger til funktionallig-
ningen, da er de pé formen f(n) = n?a for alle n € Z. Nu tester vi om
disse funktioner rent faktisk er losninger:

fx+y)+flx—y)=(x+y)Pa+(x—ylPa=2x*a+2y’a og
2f(x)+2f(y)=2x2a+2y2a.

Altsd er lpsningerne alle funktioner f(n)=na, a € Z.

Eksempel 3.9.2. Smart indsattelse

I dette eksempel skal vi se pa en funktionalligning hvor der viser sig ik-
ke at veere nogen lgsninger. Vi gnsker at bestemme samtlige funktioner
f :N—Nsom opfylder

f(fn)=n+1

for alle n e N.

For at udnytte at funktionalligningen indeholder f ( f (n)), er det ofte en
god idé at erstatte n med f(n). Det giver nemlig:

FF(fm))=fm)+1.

Det ser umiddelbart mere grimt ud, men det smarte er at f ( f ( f (n))) og-
sa fremkommer hvis vi tager f pa begge sider i den oprindelige ligning:

ff(fm))=fn+1).

Samlet giver det at f(n+1)= f(n)+1 for alle n > 1. Funktionsveerdierne
vokser altsd med 1 nér n vokser med 1, dvs. at f(n)=n—1+ f(1) for alle
n € N. Vi tjekker nu for hvilke veerdier af f(1) at dette er en lgsning:

n+l1=f(f(n)=f(n—1+fQ)=n—1+f1)—1+ f(1),

og altsd 3 = 2f(1). Dette er umuligt da f(1) € N. Der er derfor ingen los-
ninger til ligningen.
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Opgave3.9.1. Bestem alle funktioner f : N — Nhvor f(1) =2, og som opfylder
at

f(f(x)=flx)+1

for alle x eN.

Opgave 3.9.2. Bestem alle funktioner f : N — N hvor f(1)=2 og f(3) =5, og
som opfylder at

ff(x)=f(x)+2

for alle x e N.

Opgave 3.9.3. Bestem alle funktioner f : Z — Z hvor f(2011) = 1, og som
opfylder at
fEfy)=flx=y)

foralle x, y € Z.

Opgave 3.9.4. Bestem alle funktioner f : N — N som opfylder at
flx+y)+flx—y)=2x*+2y*+2

foralle x,y e N hvor x > y.

Opgave 3.9.5. Bestem alle funktioner f : N — Ny hvor f(1)=0, og hvor der for
alle x e N geelder at

f2x)=2f(x)+1 og f(x+1)=2f(x).



3.10 Funktionalligninger

I forrige afsnit sd vi pd funktionalligninger hvor funktionerne var defineret
pa de hele tal, og det gav mulighed for induktion. Nu udvider vi og ser igen
pé funktionalligninger med funktioner defineret pa de reelle tal eller en del-
meengde af de reelle tal. Denne delmangde kan selvfolgelig godt bare inde-
holde hele tal.

Det er stadig en god idé at saette forskellige veerdier af de variable ind, men
vi skal udvide vores repertoire af losningsstrategier.

7

Eksempel 3.10.1. Substitution

Nar man skal bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
f(xX)+xf(Q—x)=x*+1 foralle x €R,

er det interessant at man ved at substituere x med 1 — x far endnu en
ligning

fl—x)+Q—x)f(x)=1—xP+1=x2—2x42

hvor funktionsveerdierne f(x) og f(1 — x) indgéar. Hvis vi ganger denne
ligning med x og traekker den fra den oprindelige ligning, far vi

f(x)—x(l—x)f(x):—x?’+3x2—2x+1
og dermed
f(x)(xz—x+ D=—x>+3x?—2x+1.
Da x2—x+1>0foralle x, er

—x3+3x2—-2x+1
x2—x+1

for alle x eR

flx)=

eneste mulige losning.
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Ved indseettelse ses at denne funktion opfylder betingelserne:

—x3+3x2-2x+1 —(1—-xP+3(1—-x%—-2(1—x)+1

xX)+xf(l—x)=
F+xf( ) x2—x+1 (I-x2—(1—x)+1
X3 4+3x%-2x+1+x(x*—x+1)
B x2—x+1
xt—x3+2x2—x+1
= =x“+1.
x2—x+1

Opgave 3.10.1. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
fB—x)+2f(x)=x foralle x eR.

Opgave 3.10.2. Bestem samtlige funktioner f : R\{0, 1} — R som opfylder at

f(x)+f(ﬁ):x for alle x € R.

Eksempel 3.10.2. Symmetri

I nogle funktionalligninger er det interessant at se om der er en form for
symmetri. Hvis man fx skal bestemme samtlige funktioner f : R — Rsom
opfylder at

f(x+y)—f(y):x2+2xy for alle x,y €,

er det vigtigt at leegge meerke til at f(x + y) er symmetriski x og y. Dette
giver nemligt at

x2+2xy+f(y):y2+2xy+f(x),

ogaltsa f(x)—x?= f(y)— y? for alle x, y € R. Dette viser at f(x)— x? er
konstant, og derfor at lasningerne skal findes blandt funktionerne f(x) =
x? + a. Ved indsettelse ses at f(x)= x2+ a loser ligningen for alle reelle
tal a.
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Opgave 3.10.3. Bestem samtlige funktioner f : R, — R, som opfylder at

1 1
f(xy)-f(;Jr ;) =f(x)+y forallex,yeR,.
Opgave 3.10.4. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
(x—y)f(x+y)—(x+y)f(x—y)=4xy(x*—y?*) forallex,y €R.

Inden vi ser pa neeste teknik, har vi brug for begreberne injektiv, surjektiv og
bijektiv.

7

Definition af injektiv, surjektiv og bijektiv

En funktion f : A — B er injektivhvis detforalle x, y € Agelder at f(x) =
f(y)medforerat x = y.Detvil sige at to elementer i definitionsmangden
ikke rammer det samme element i dispositionsmangden.

Injektiv:

En funktion f : A — B er surjektiv hvis der for hvert y € B findes et x € A
sd f(x) = y. Det vil sige at alle elementer i dispositionsmengden ram-
mes, og dermed at veerdimeengden er lig med dispositionsmangden.

Surjektiv:

En funktion kaldes bijektiv hvis den bade er injektiv og surjektiv. Det vil
sige at funktionen angiver en parring af elementerne i definitionsmaeng-
den og elementerne i dispositionsmangden.

Bijektiv:

Néar man lgser funktionalligninger, kan det veere en god idé at overveje om en
lesning er injektiv, surjektiv eller bijektiv. Hvis man fx ved at funktionsveerdi-
erne af to udtryk er identiske, da ma selve udtrykkene ogsa veere identiske hvis
funktionen er injektiv. Andre gange har man brug for at vide at der findes et x
med en bestemt funktionsveerdi, fordi det fx kan veere interessant at indsaette
sddan en veerdi, dvs. man har brug for at funktionen er surjektiv. Nu skal vi se
pa et eksempel hvor man kan udnytte injektivitet.

( A

Eksempel 3.10.3. Injektiv

Hvis vi skal bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

f(xy—f(x))=x—y+f(y) foralle x, y €R,

kan man ret hurtigt se at en lgsning ma veere injektiv: Hvis f(x)= f(y),
er nemlig

x—y=f(xy—f@)-f)=f(yx—fy)-flx)=y—x,

og dermed 2x =2y, dvs. x = y. For at kunne udnytte injektivitetsegen-
skaben vil vi gerne have to funktionsveerdier som er identiske. Ved at
sette x = y far vi f(x2— f(x)) = f(x), og dermed x?— f(x) = x. Dvs.
den eneste mulige losning er f(x)= x?— x. Ved indsattelse ses at denne
funktion ikke loser ligningen; der er altsa ingen lgsninger.




Opgave 3.10.5. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
3x+f2x+2y—f(x))=3y+f(y) forallex,yeR.

Hint: 208

Opgave 3.10.6. En funktion f : R — R opfylder at

Af(f(x))=2f(x)+x

for alle reelle tal x. Vis at f(x)=0 netop nar x = 0. Hins: 94

Opgave 3.10.7. Bestem alle funktioner f : Z — Z hvor f(0) =1, og som opfyl-
der at

f(fm)=f(f(n+2)+2)=n

for alle n € Z. Hinr: 260

Opgave 3.10.8. Bestem alle funktioner f :R — R sa
f(xf(y)+x)=xy+f(x) forallex,y€eR.
Hint: 224

De resterende opgaver er blandede opgaver hvor man skal bruge en blanding
af alt muligt.

Opgave 3.10.9. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at
f(x—f(y))zl—x—y for alle x, y eR.

Opgave 3.10.10. Bestem alle reelle tal a for hvilke der findes et reelt tal b og
en funktion f :R — R som opfylder at f(b)=0 og

f(f(x))zxf(x)+u

for alle x eR.

Opgave 3.10.11. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder

fX)f)=f(xy+x)+3f(x+y)+y forallex,y€<R.
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Opgave 3.10.12. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder

xf+yfx)=x+y)f(x)f(y)

Opgave 3.10.13. Lad f : N — N vaere en funktion som opfylder at f(1) = 1995
0g

foralle x, y €R.

fQ)+F@)+-+ f(n)=n®f(n)

for alle hele tal n > 1. Bestem f(1995).
Opgave 3.10.14. Bestem alle funktioner f :R — R sa

FFCP+ () =xf(x)+y
for alle reelle tal x og y.
Opgave 3.10.15. Bestem samtlige funktioner f : N — N som opfylder

fm+n)f(m—n)=f(m?)

for alle m, n € N hvor m > n. Hint: 132
Opgave 3.10.16. Bestem alle injektive funktioner f : N — N sa

n+f(n)
2

for alle n e N.

f(f(n)<
Hint: 95
Opgave 3.10.17. Funktionen f :[0;1] — R, opfylder at f(1)=1 ogat
fx+y)z f(xX)+£(y)

for alle x, y €[0;1]. Vis at f(x) <2x for alle x €[0; 1]. Hint: 214

Opgave 3.10.18. En funktion f : R\{0} — R opfylder at der findes mindst ét
x €R\{0} s& f(x)= 3, ogat

fo=n=rer (5 )-£(5 )1
for alle x, y e R\{0}. Bestem f(—1). Hint: 7
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3.11 Grundleggende uligheder

Nogle af de mest basale uligheder handler om forholdet mellem det aritmeti-
ske gennemsnit, det geometriske gennemsnit, det harmoniske gennemsnit og
det kvadratiske gennemsnit, derfor skal vi forst have styr pa disse gennemsnit.

e w

Definition af det aritmetiske gennemsnit

Det aritmetiske gennemsnit af n reelle tal x;, x,,..., x, er

X+ X+ +Xx
A= 1 2 n.

n

Definition af det geometriske gennemsnit

Det geometriske gennemsnit af n ikke-negative reelle tal x;, x,, ..., x,, er

G=1Vx1xXp.

Definition af det harmoniske gennemsnit
Det harmoniske gennemsnit af n positive reelle tal x;, x,, ..., x, er
n

1 .
x_1+_+...+_

1
X2 Xn

H=

Definition af det kvadratiske gennemsnit

Det kvadratiske gennemsnit af n reelle tal x;, x,, ..., x,, er

2 2 2
| s g
Q= . :
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Szetning 3.11.1. For positive reelle tal x;, x,, ..., X, gelder at
Q>A>G>H

med lighedstegn netop nér x; = x, =...= x,,.

Bemaerk at Q > A ikke kraever at x;, X», ... X, er positive.

Bevis for ulighederne i tilfaeldet n = 2. Inden vi viser setningerne generelt,
ser vi pa tilfeeldet n = 2. I dette tilfeelde ser AG-uligheden sadan ud

X+ Xo
2

> Vv X1 X,

hvor x; og x, er positive reelle tal. Den kan vi som tidligere vist bevises ved at
omskrive til kvadrat. Dette giver

X1+ Xo

T > v X1 X2 =1 (x1 + x2)2 > 4x1 X, & (xl — x2)2 >0,

med lighedstegn netop ndr x; = x,. Vi overlader beviset for de to andre ulig-
heder til leeseren. O

Opgave3.11.1. Bevisat Q> Aog G > H forn=2.

Nu beviser vi ulighederne generelt. Beviserne er tekniske, og man kan godt
lose opgaver uden at have leest dem.

Bevis for QA-uligheden. Omskriv uligheden

X1+Xo+--+ X,

2, 2 2
Q XXy et X
n B n
ved at forst at kvadrere og derefter omskrive til

N(x 4 X2+ 4 x2) > (2 + X+ X, )



Nu udregnes hgjresiden

xS+ X2+ +x2) 2 X+ x5+ X0+ Z 2x;xj,
1<i<j<n

dvs. vi har omformet QA-uligheden til

2, .2 2
(n—=1)(x; + x5+ +x,)2 Z 2% Xj.

1<i<j<n

Nér der under sumtegnet stir 1 < i < j < n, betyder det at vi summerer over
alle hele tal i og j somopfylderat1<i< j<n.

Pa venstresiden star nu en masse kvadrater og pa hojresiden en masse dob-
belte produkter, og derfor ser vi om det er muligt at omskrive uligheden til en
sum af kvadrater som er storre end eller lig med 0:

Q>A & (n—l)(x12+x§+~-+x§)2 Z 2x; X

1<i<j<n
= Z (xl.2+x]3)— Z 2x;x; >0
1<i<j<n 1<i<j<n
o Z (x;—x;*>0.
1<i<j<n

Dette viser at QA-uligheden er sand, og at der geelder lighedstegn netop nar
X1=XxXp=--=Xx,.0

Bevis for AG-uligheden. Man kan bevise AG-uligheden p4 flere forskellige
madder, men her benytter vi et induktionsbevis. Det interessante i dette bevis
er at induktionsskridtet udferes pé utraditionel vis. Vi har allerede vist den i
tilfeeldet » = 2. Hvis man forsgger at vise at hvis AG-uligheden er sand for
n da er den ogsé sand for n + 1, bliver det meget kompliceret. Det er imid-
lertid veesentlig lettere at vise at hvis AG-uligheden er sand for n da er den
ogsa sand for 2n og for n —1, og med disse to induktionsskridt kan vi fa alle
dominobrikkerne til at veelte.

Vi har allerede vist AG -uligheden for n = 2. Antag at

> VX1 X Xy

X1+ Xo+- + Xy,

n
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for vilkarlige ikke-negative reelle tal x;, x5, ..., X,,.

Forst viser vi at denne antagelse medforer at uligheden er sand for 2n. Lad
X1, Xo,..., X2, vaere ikke-negative reelle tal. Ifolge antagelsen er

X1+Xo+-+ X, +xn+1+xn+2+-~+x2n

" " > VX1 X X+ N X1 Xpgo e Xop-

Ved at benytte AG-uligheden for n =2 for de to tal pa hejresiden i ovenstaen-
de ulighed far vi

X1+ Xo+-+ Xy, + Xp1+Xpqot++Xop
n n

S VXX X+ VX1 Xpt2 Xop

2 2

n
2 \/ VXX X 3\ X1 Xy Xop,

hvilket netop er

X1+ Xo+-+ Xop
2n

2
> n»\/ X1Xo " Xop.

Nu viser vi at vores antagelse ogséd medforer at uligheden er sand for n—1.
Lad X, Xp,..., X,,_; veere ikke-negative reelle tal, og seet x,, = 272200 [fg).

n—1
ge antagelsen er
Xp+ Xg oo Xy + AT X+ X+t Xy
> X1 X0 Xy =
n n—1
n(xy+xp+-+x,-1) = X1+ Xp+ Xy
> X1Xp " Xp—1 Lt
n(n—1) n—1
x1+x2+---+x,1 n X1+XZ+"‘+)C,1
( 1 ) lexZ"'xn_l n L1
n—1 n—1
x1+x2+--~+xn_1 n-1
( ) ZX1Xp X g
n—1
xl+.7C2+"’+xn_1 el
= X1 X Xp_1.
n—1

Bemeerk at der i begge tilfeelde geelder lighedstegn netop nér alle 27 eller alle
n—1 ikke-negative reelle tal er lighinanden. Hermed er induktionen fuldfert.
O
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Opgave3.11.2. Vis G H -uligheden ved at udnytte at vi allerede har bevist AG -
uligheden.

Nu har vi bevist vores centrale s@tning og er klar til at benytte den til at lose
uligheder. Overvej for hver ulighed hvilken af de tre uligheder du skal bruge,
og hvordan du kan velge x1, x,, ..., X, hensigtsmaessigt.

Opgave 3.11.3. Vis at

a4+b4+c4> a’+b%+c?
az+b24c2 3

for reelle tal a, b og c, hvor abc #0.

Opgave 3.11.4. Lad n veere et positivt heltal. Vis at

a+nb .
>
n+1

abn

for positive reelle tal a og b.

ab+bc+ac 3
fz abc

for positive reelle tal a, b og c.

Opgave 3.11.5. Vis at

Opgave3.11.6. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Vis at

1+1+1> 2 + 2 2 S 9
a b ¢ a+b b+c c+a a+b+c’

Opgave3.11.7. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Vis at

Vabc+1< Ya+1)b+1)(c+1).

Hint: 112
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Opgave3.11.8. Lad a og b veere to positive reelle tal med sum 1. Bevis at
(orz) +(oe3) 2%
a+=| +|b+—| =—.
a b 2
Hvornér gelder der lighedstegn? Hins: 248

Opgave 3.11.9. Lad a, b og c vere reelle tal der opfylder at ¢ > 0, a > ¢ og
b > c. Vis at

\/EZ Vela—c)++celb—c).

Hint: 60

Opgave3.11.10. Lad x, y, z veere positive reelle tal som opfylder at x y z = 32.
Bestem den mindst mulige veerdi af

x2+4xy +4y2+2z2.

Hint: 213



3.12 Flere uligheder

Der findes et hav af forskellige uligheder man kan bruge i matematikkonkur-
rencer, men her ser vi kun pa tre centrale uligheder, nemlig omarrangerings-
uligheden, Cauchy-Schwarz og Jensens ulighed. Nar vi nar til Jensens ulighed,
far vi brug for flere funktionsbegreber som hanger sammen med teori der lig-
ger uden for disse noter, og derfor springer vi alle beviser over.

s )

Saetning 3.12.1. Omarrangeringsuligheden

Lad x; < x, < -+ < x,08 ) < p < -+ < y, veere reelle tal, og lad
X, X,,..., X, vaere en permutation af x;, x,,..., x,,. Daer

/ / /
NntXYot ot Xy Yp 2 XN+ Xt X Ve
0g
/ / /
H N +x2y2+"'+xnyn 2 Xp+Xp—1)p+ 0+ X Y.

Hvis y; < » <-:- < J, erderlighedstegn i forste ulighed netop nér x; = x;
for alle i = 1,2,...,n, og der er lighedstegn i anden ulighed netop nér
X! =Xp4—; forallei=1,2,...,n.

Bevis. Vi viser kun den forste ulighed, da den anden folger af den forste ved
at eendre fortegn pa alle y;’erne. Betragt summen

X+ Xy o+t X)) Y

for alle permutationer af x;’erne. Da der er endeligt mange permutationer,
ma der veere en eller flere summer som er maksimale. Lad x’, x;, ..., x;/ veere
en permutation som giver en maksimal sum.

Antag at der findes et i s& x;" > x’ ;. Daer

1 1/ 1 1 1 1
(=X )i — )20 & Xyt X Vi 2 X[ yi+ X Vi
med lighedstegn netop hvis y; = y;.;. Uligheden viser at summen bliver storre
nar vi bytter om pé x;’ og x;" |, hvis y; < y;4;, mens den forbliver uaendret hvis
¥i = Yi+1- Vikan derfor altid bytte om pa x;" og x;’. ; hvis x;" > x|, uden at gore
summen mindre. Vi kan blive ved med at bytte om pa to naboer sa leenge der
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findes naboer med x;” > x/, |, og da denne proces stopper pa et tidspunkt,
ender vi med en permutation hvor xlf = x; for alle i = 1,2,...,n, uden at vi
har gjort summen mindre. Dermed er summen maksimal nar x; = x; for alle
i=1,2,...,n.Itilfeeldet hvor y; < y» <--- < y,, viser ovenstaende at der kun er
lighedstegn netop nar alle x;’erne er identiske. O

Opgave3.12.1. Lad x; < xp <+ < x, 08 )1 < Jb < -++ < ), veere reelle tal, og
lad zy, 2y, ..., 2, veere en permutation af y, »,..., y,. Vis at

n

Z(-xi -y < zn:(xi —z;).
i=1

-1
(IMO 1975) l

Opgave3.12.2. Lad a, b og c veere positive reelle tal. Vis at
at+b¥+c® 1 1 1
- >

a3b3cd “a b ¢’

Saetning 3.12.2. Cauchy-Schwarz

For vilkarlige 2n reelle tal x;, x,, ..., X, 08 y1, ¥2,. .-, ¥, g®lder at

n n n
inyi S\JinZ \JZyiz.
i1 i=1 i=1

Bemeerk at uligheden ogsa gaelder hvis man kvadrerer pa begge sider, da
man jo kan indsatte lutter positive veerdier.

Bemearkning. Cauchy-Schwarz formuleres ofte med vektorer: For vek-
torerne (X, Xp,..., X,) 08 (J1, ¥2,---, Vn) gelder at

(xl» x2»~--»xn)'(.)/1’ .VZ’-Hryn)S {(yl’ J/Z"“ryn){ {(yl’ J/Z"“ryn){ .

Venstresiden er prikproduktet, hvilken netop svarer til venstresiden i
Cauchy-Schwarz, og hejresiden er produktet af leengderne af vektorer-

ne, hvilket netop er det der stér pd hojresiden i Cauchy-Schwarz.
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Beviset overlades til lzeseren i opgave 3.12.14.
Opgave 3.12.3. Vis at der for positive reelle tal a;, a,, ...,a,, by, b, ..., b, gel-

der at
n n 1
(Z(Gi + bi)z) (Z b, ) >4n?.

i=1 i=1
Opgave 3.12.4. Benyt Cauchy-Schwarz til at bevise AH -uligheden.
Opgave 3.12.5. Vis at

a? b? c?
atb+c<—+—+—
c a b

for positive tal a, b og c.

Inden vi er klar til Jensens ulighed, skal vi have styr pa begreberne konveks og
konkav.

Definition af konveks og konkav
Lad I CR veere et interval som evt. er hele R.
En funktion f : I — R er konveks pa intervallet I hvis der for alle ¢ €[0;1]

og alle x;, x, € I med x; < x, geelder at

flt-x+(1=1) %)<t f(x)+(1—1)f(x).

Det kan se lidt kringlet ud, men den geometriske fortolkning af dette er
blot at et vilkarligt linjestykke mellem to punkter pé grafen ligger over
grafen for f.

En funktion f : I — R er konkav pa intervallet I hvis der for alle ¢ €[0;1]

og alle x;, x, € I med x; < x, geelder at

flt-x+(1=1) %)=t f(x)+ (1= 1) f(x2).

Tilsvarende er den geometriske fortolkning her at et vilkarligt linjestykke
mellem to punkter pa grafen ligger under grafen for f.

. J

Det kan veere besveerligt at tjekke om definitionen for konveks og konkav er
opfyldt, og derfor benytter vi ofte folgende saetning.

Szetning 3.12.3. Lad f : I — R veere en funktion der kan differentieres to
gange.

Funktionen f er konveks pa I hvis f”(x)>0for x € I.

Tilsvarende er f konkav I hvis f”(x) <0 for x € I.

Sztning 3.12.4. Jensens ulighed

Lad f : I — R veere en konveks funktion pd intervallet / C R, og lad
X1, Xo,..., X, € I. Da geelder

fle)+ fx)+--+ f(x,) >f(x1+x2+"'+xn)
n - n

med lighedstegn netop hvis x; = x, =... = x,.

Lad f : I — R veere en konkav funktion pa intervallet I € R, og lad
X1, X,..., X, € I. Da geelder

fla)+ ()44 fxa) (x1+xz+--~+xn)
<f

n n
med lighedstegn netop hvis x; = x, =... = x,,.

Opgave 3.12.6. Benyt Jensens ulighed til at bevise Q A-uligheden.
Opgave3.12.7. Lad a, b og c veere reelle tal, hvor a, b, c >—1. Vis at

Sla+b+c Va+1+Vb+1+3Yc+1

Opgave 3.12.8. Vis at

a2+b2+02>(ﬁ+ﬁ+ﬁ)2
J 3 - 3

for positive reelle tal a, b og c. Hint: 209




De naeste opgaver er blandede opgaver hvor du selv mé vurdere hvilken ulig-
hed du kan benytte.

Opgave3.12.9. Lad a, b og c vere positive reelle tal med sum 1. Vis at
(o) (03] #[e+2) =7
a+—| +{b+—| +|lc+—| =—.
a b c 3

Opgave 3.12.10. Vis at for vilkarlige 2n reelle tal x;, x,,..., X;, 08 1, V2,-++» ¥

geelder at
n n n
Z(xi +y)2 < Z x?+ Zyiz.
i=1 i=1 i=1

Hint: 250

Hint: 204

Opgave 3.12.11. Lad n > 1 veere et helt tal, og lad a,, a,, ..., a,, vere positive
reelle tal med sum 1. Vis at

a1+a2++an>/n
Vi—a, 1—a, Ji—a, Vn—-1

Hint: 4
Opgave 3.12.12. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Vis at

2a 2b 2c a b c

+ + <—+ —.
a2+bc b2+ca c24ab” bc ac ab

Opgave3.12.13. Lad x, y, z veere reelle tal med x, y,z > 1 og % + % +% =2.Vis
at

Vity+zzvVx—1+/y—1+vz—1.

Opgave 3.12.14. Bevis Cauchy-Schwarz. Du kan fx bevise den ved at benytte
omarrangeringsuligheden.
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4 Geometri

I dette kapitel far du en grundig introduktion til klassisk geometri. Kapitlet for-
udsetter kendskab til grundlaeggende viden om vinkler, retvinklede trekanter
og ensvinklede trekanter, og fra afsnit 4.9 og frem kraeves der ogsa kendskab
trigonometri.

Det forste afsnit giver gode réd til hvordan man arbejder med geometriop-
gaver, mens afsnit 4.2-4.4 introducerer grundleeggende teori om trekanter og
cirkler. Herefter bliver teorien mere avanceret og opgaverne sverere. Der an-
gives engelske gloser til de centrale begreber.
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4.1 Kom igang med geometri

Klassisk geometri tager tid at blive fortrolig med, og mange opgaver kraever
talmodighed. Ofte tager det tid blot at tegne en god figur. I dette afsnit pree-
senteres nogle tip til geometriopgaver, og nogle af tippene demonstreres med
eksempler. Som titlen "Kom i gang med geometri” antyder, er det en slags op-
varmning inden vi gar mere i dybden med teori og opgaver. Her bygger vi p&
helt grundleeggende geometriske egenskaber som det forudseettes er kendte,
men flere af dem naevner vi, og andre beviser vi ligefrem for at illustrere et tip
til geometri.

Tip til geometri

Tegn. Tegn en god, stor og praecis tegning med passer og lineal. Hvis du
skal tegne en vilkarlig trekant, s& pas péd den ikke bliver retvinklet
eller ligebenet.

Markér pa figuren. Se grundigt pa figuren og de oplysninger du har, og
markér rette vinkler, ens vinkler og lige lange linjestykker.

Ga pavinkeljagt. Overvej om du kan finde ens vinkler, og se fx om de
giver ensvinklede trekanter.

Teenk bagleens. Hvis du skal bevise noget, hvad har du sa brug for at vise
som medforer dette?

Udvid figuren. Tegn en ny linje, indfor et ekstra punkt, spejl eller drej
dele af figuren, .... Geometriopgaver er altid sveere ndr man skal ud-
vide figuren, for man kan let komme til at lave en udvidelse der ikke
hjeelper, men blot forvirrer. Det handler om at overveje hvad man
har brug for.

Fa overblik. Hvis du er gaet helt i std, si vend tilbage til opgaveformu-
leringen, og overvej grundigt hvad de oplysninger du har, medferer.
Gé derefter igennem dine argumenter igen, og fa overblik over hvad
du er néet frem til. M&ske opdager du noget du for havde overset.




Notation

Den uendeligt lange linje gennem A og B betegnes linjen AB, mens
linjestykket fra A til B betegnes linjestykket AB. Hvis linjestykket er en si-
deien trekant, kalder vi det ogsa ofte blot siden AB. Leengden aflinjestyk-
ket AB betegnes |AB]|.

A
——oomecy mmoo= s
C
Vinkel ZBAC betyder vinklen med vinkelspids
iAog AB og AC som vinkelben.
A B

linjestykke line segment

\.

I det neaeste eksempel illustrerer vi tippet “udvid figuren” ved at bevise to vig-
tige egenskaber ved retvinklede trekanter:

e w

Sztning 4.1.1. Retvinklede trekanter
Lad ABC vere en retvinklet trekant, hvor vinkel C er ret.

i) Linjen fra vinkel C til midtpunktet M af hypotenusen
inddeler trekanten i to ligebenede trekanter. M

B C

ii) En spids vinkel i trekant AB C er 30° netop nar den modstdende katete
til vinklen er halvt s& stor som hypotenusen. Vi kalder denne type trekant

for en 30% 60% 90°-trekant. A

2x

30°
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Eksempel 4.1.1. Udvid figuren

i) Drej trekanten 180° om punktet M. Firkant AC’BC er et rektangel: Da
M er midtpunket af AB, betyder det at vi ved en drejning pa 180° om
punktet M forer Ai B og omvendt. Desuden bliver AC’ parallel med BC
da vi drejer 180°, og vinklen ved C’ har samme storrelse som C, dvs. den
er ret. Dermed er AC’BC et rektangel.

C” A
M

B C

Da vi drejer 180° om M, betyder det ogsé at C, M og C’ ligger pé en linje,
og denne linje er diagonal i rektanglet. Diagonalerne i rektanglet skaerer
derfor hinanden i M. Af symmetrigrunde deler diagonalerne rektanglet
i fire ligebenede trekanter. Dette viser at linjestykket CM deler trekant
ABC ito ligebenede trekanter.

ii) Spejl den retvinklede trekant ABC i kateten BC.

Antag ferst at vinkel ZAB C = 30°. Det folger af vinkelsummen i en tre-
kant at ZC BA=60°. Desuden ma ZABA’=2-/ABC =2-30° =60°. Altsa
er alle vinkler i trekant ABA’ lig med 60°, dvs. trekant ABC er ligesidet.
Det betyder at kateten AC er halvt s& stor som hypotenusen AB.

A

A/

Antag omvendt at kateten AC er halvt s stor som hypotenusen. Det
folger per konstruktion at |AA’| = |AB| = |A’B|, dvs. trekant ABA’ er lige-
sidet. Dermed er alle vinkler 60°. Da vi har spejlet trekant ABC i kateten

BC,ma ZABC =3-/ABA'=3-60°=30°.

Georg Mohr-Konkurrencen



Opgave4.1.1. Bevis seetning 4.1.1 ii) uden at udvide figuren, men ved i stedet
at benytte i).

4 w

Eksempel 4.1.2. Illustration af de fire forste tip

Lad ABC vere en spidsvinklet trekant med ZBAC = 60°, oglad D vere
midtpunktet af BC. Punkterne E og F er fodpunkterne for hgjderne fra
henholdsvis B og C. Vis at trekant D E F er ligesidet.

For at lese denne opgave tegner vi forst en god og preecis tegning. Der-
efter markerer vi de rette vinkler, storrelsen af vinkel ZBAC, samt at BD
og CD er lige lange. Se figuren til venstre.

Nu gar vi pa vinkeljagt. Punktet D er midtpunktet af hypotenusen i
denretvinklede trekant B C F og den retvinklede trekant BC E, dvs. ifolge
seetning 4.1.1 i) er trekanterne ABD F og AED C ligebenede. Det giver
at trekant DEF er ligebenet med |DE|=|DF|.

Til slut teenker vi bagleens. Hvis vi skal vise at trekant D E F er ligesi-
det, sa er det nu nok at vise at ZF D E = 60°. Vi skal altsa se om vi ikke
kan bestemme denne vinkel med den viden vi allerede har om vinkler-
ne. Umiddelbart kan vi se at

/FDE=180°-/BDF—-/EDC,

s& hvis vi kan bestemme de to sidste vinkler, s har vi ogsa den forste som
vi er interesseret i.
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Kald vinkel ZABC = /B og /BCA=/C.Ved at udnytte at /B+ /C =
120° fordi ZBAC =60°, og at ABDF og AEDC er ligebenede, far vi (se
figuren til hojre)

/FDE=180°-/BDF—/EDC

=180°—(180°—2/B)—(180°—2/C)
=2(/B+/C)—180°=2-120°—180° = 60°.

Dermed er trekant D E F en ligesidet trekant.

\ J

Opgave 4.1.2. 1 en trekant ABC er D midtpunktet af siden BC, og E er fod-
punktet for hejden fra B. Desuden er ZAD B =45° og ZAC B =30°. Vis at tre-
kant BDE er en ligesidet trekant, og bestem ZBAD.

Opgave4.1.3. Punktet P ligger inden i trekant ABC s& |BC|=|AP|og ZAPC+
/ABC =180°.Desudener K et punkt pdsiden AB sa|AK|=|K B|+|P C|.Bevis
at ZAK C er ret. C

Hint: 133, 205



4.2 Trekantens linjer

De vigtigste linjer i en trekant udover siderne er medianerne, midtnormaler-
ne, vinkelhalveringslinjerne og hojderne. De har alle hver deres seerlige egen-
skaber som vi skal se neermere pa i dette afsnit, men forst skal vi se pa ensvink-
lede trekanter og transversaler.

Vi starter med at definere ensvinklede trekanter og med denne kendte seet-
ning om ensvinklede trekanter som vi ikke beviser.

s )

Definition af ensvinklede og kongruente trekanter

To trekanter ABC og A’B’C’ er ensvinklede nar deres vinkler er parvis
lige store. C’

C

P

A B A/ B/
Vi skriver AABC ~ AA’B’C’. Laeg meerke til at det betyder at ZA = /A,
osv. Det er altsa vigtigt i hvilken raekkefolge bogstaverne stér.

To trekanter ABC og A’ B’C’ er kongruente nar de er ensvinklede, og nér
deres sider yderligere er parvis lige store.

ensvinklede trekanter similar triangles
kongruente trekanter congruent triangles

Szetning 4.2.1. Ensvinklede trekanter
To trekanter ABC og A’B’C’ er ensvinklede netop hvis
|AB| _ |BC| _ |AC]
|A’B/| B |B/C/| — |A’C’|,
eller netop hvis ZBAC = /ZB’A’C’ og
|AB| _ |AC|
|A’B/| - A C!|”
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Definition af transversal

En transversali en trekant er et linjestykke der forbinder to punkter pa to
forskellige sider i trekanten. En transversal kaldes en paralleltransversal
hvis den er parallel med en af siderne i trekanten, og en midtpunktstrans-
versal hvis den forbinder midtpunkterne af to sider.

A

7z

transversal transversal
midtpunktstransversal mid-segment

Seetning 4.2.2. En transversal fra punktet M pa siden AB til punktet N
pa siden AC er en paralleltransversal netop hvis
|AM|  |AB|
|AN| ~ |AC]|

|AM| _
|AN|

|M B|
INC|’

En midtpunktstransversal er ogsa en paralleltransversal.

\ J

Bevis. Forst viser vi at M N er parallel med BC netop hvis ||‘g%|| I::gll At

MN er parallel med BC, er ensbetydende med at ABAC er ensvinklet med
AM AN, hvilket igen ifolge seetning 4.2.1 er ensbetydende med at ||’j‘%|| Iﬁgll
da de to trekanter har en felles vinkel A.

En midtpunktstransversal er derfor ogsa en paralleltransversal da begge

forhold er 3.
AM AM| _ |[MB
At || AN|| = I || er ensbetydende med at || AN|| = ﬁ, da
|AM||AC|=|AB||AN| < |AM||AC|—|AM||AN|=|AB||AN|—|AM||AN|
< |AM||INC|=|AN|MB|. O
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Szetning 4.2.3. Midtpunkterne af siderne i en firkant

Lad ABCD vere en firkantog M, N, P og Q midtpunkterne af henholds-
vis AB, BC, CD og DA.Daer MN PQ et parallelogram.

. J

Opgave 4.2.1. Vis setning 4.2.3. Hint: 31

7

Definition af median

En medianien trekant er et linjestykke der forbinder en vinkelspids med
midtpunktet af modstaende side. c

median median

Sztning 4.2.4. Medianer

De tre medianer i en trekant gar igennem samme punkt, og dette punkt
deler medianerne i forholdet 1:2.

Medianernes skaeringspunkt betegnes normalt M.

medianernes skaringspunkt centroid

. J

Bevis. Lad ABC veere en trekant, og kald medianerne for henholdsvis m,,, m,,
og m, og medianernes fodpunkter pa siderne a, b og ¢ for henholdsvis M,,
M, og M. Medianerne m, og m,, skarer hinanden i et punkt vi kalder M.
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Vi vil nu vise at de deler hinanden i forholdet 1: 2. Da M, og M}, er midt-
punkter p& henholdsvis a og b, er M, M;, midtpunktstransversal og dermed
parallel med c. Dvs. at AABC og AM, M, C er ensvinklede med forholdet 1 : 2
og dermed specielt 2|M, M| =|AB]|.

C

M M,

A B

Desuden er trekanterne ABM og M, M, M ensvinklede da M, M, og AB er
parallelle, og forholdet mellem trekanterne er netop forholdet mellem M, M,
og AB, dvs. 1:2. Her af ses at m, og m, deler hinanden i forholdet 1: 2.

Da m, og my, var vilkérlige medianer, ma m, og m, ogsé dele hinanden i
forholdet 1:2, dvs. at alle tre medianer gar gennem samme punkt M. O

Opgave 4.2.2. 1trekant ABC er sidelengderne a =5, b =6 og ¢ =5. Lad M
veere medianernes skeeringspunkt. Bestem leengden |BM|. Hint: 57

Definition af midtnormal

En midtnormal til et linjestykke AB er den linje som gar gennem midt-
punktet af linjestykket AB og star vinkelret pa AB.

Midtnormalen er dermed det geometriske sted for de punkter P der
har samme afstand til A og B, altsa maengden af punkter P som opfylder
at |AP|=|BP|, da det netop er disse punkter som opfylder betingelsen.

-

t
|
|
|
|
|

midtnormal perpendicular bisector




Definition af den omskrevne cirkel

Den omskrevne cirkel til trekant ABC er cirklen
der gar gennem punkterne A, B og C.

den omskrevne cirkel the circumcircle
centrum for den omskrevne cirkel the circumcenter

.

Szetning 4.2.5. Midtnormaler

I en trekant gar de tre midtnormaler gennem samme punkt, og dette
punkt er centrum for trekantens omskrevne cirkel.

C

Midtnormalernes skaeringspunkt betegnes normalt O.

Opgave 4.2.3. Bevis s@tning 4.2.5. Hint: 191

7

Definition af hojde

En hojde i en trekant er en linje der gdr gennem en vinkelspids og star
vinkelret pd modstdende side. Bemerk at en hojde kan falde uden for
trekanten!

hojde altitude
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Seetning 4.2.6. Hojder

De tre hojder i en trekant gar gennem samme punkt.

C C

Hojdernes skeeringspunkt betegnes normalt H.

hojdernes skaringspunkt orthocenter

\ J

Bevis. Tegn linjer gennem henholdsvis A, B og C som er parallelle med mod-
stdende sider, oglad A;, By og C; veere skaeringspunkterne mellem disse linjer
som vist pa figuren.

B Ay

G

Firkant ACBC, og firkant ACA; B er parallelogrammer da siderne per kon-
struktion er parvis parallelle. Altsa er |C; B| = |AC| =|BA,|. Tilsvarende ses at
|C1A| = |AB;| og |B;C| =|CA,|. Punkterne B, A og C er dermed midtpunkter
af siderne i AA; B; C;. Hojderne i AABC er derfor midtnormaler i AA, B; C;,
og de gar ifplge seetning 4.2.5 om midtnormaler gennem samme punkt. O
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Definition af vinkelhalveringslinje

En vinkelhalveringslinje til en vinkel er
den linje som deler vinklen i to lige -
store vinkler.

Vinkelhalveringslinjen er altsd geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til vinklens ben, da det netop er disse punkter som op-
fylder betingelsen.

vinkelhalveringslinje angle bisector

Definition af den indskrevne cirkel A

Den indskrevne cirkel til trekant ABC er cirklen
der tangerer alle tre sider i trekanten.

den indskrevne cirkel the incircle
centrum for den indskrevne cirkel the incenter

Szetning 4.2.7. Vinkelhalveringslinjer

I en trekant gar de tre vinkelhalveringslinjer gennem samme punkt, og
dette punkt er centrum for den indskrevne cirkel.

A

B C

Vinkelhalveringslinjernes skeringspunkt betegnes normalt 1.

En vinkelhalveringslinje deler modstédende side i trekanten i samme for-
hold som forholdet mellem vinklens to hosliggende sider.
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B

Dvs. hvis fodpunktet for vinkelhalveringslinjen v, fra A til siden BC be-
tegnes V, sd er

ICV| b

IBV| ¢’

\ J

Bevis. Vi beviser sidste del af seetningen og overlader forste del til leeseren i
neste opgave. Lad A’ veere skeeringspunktet mellem linjen gennem C parallel
med AB og linjen AV'.

Da AB og CA’ er parallelle, og AV er vinkelhalveringslinje, er
LAA'C=LVA'C=/LBAV =/VAC =LA'AC.

Altsé er trekant AA’C ligebenet med |A’C| = b. Trekanterne BAV og CA’V er
pr. konstruktion ligedannede, hvilket giver

ICV| |CA| b
IBV|  |BA] ¢

som onsket. O



Opgave 4.2.4. Bevis forste del af seetning 4.2.7. Hinr: 46

Opgave 4.2.5. 1 en trekant ABC er sideleengderne a =8, b =7 og ¢ =6. Vin-
kelhalveringslinjen fra A skeerer siden BC i punktet V. Bestem leengden af
BV.

Sztning 4.2.8. Ligebenede trekanter

Lad ABC vare en ligebenet trekant hvor a = c. Da er hojden fra B, me-
dianen fra B, vinkelhalveringslinjen fra B og midtnormalen pa siden AC

sammenfaldende. B

C ‘ ‘ A

ligebenet trekant isosceles triangle

\.

Opgave 4.2.6. Bevis s@etning 4.2.8.

Sztning 4.2.10. Den indskrevne cirkel og vinkler

I en trekant ABC betegner I centrum for den indskrevne cirkel, og ZA =
2a,/B=2p0g/LC =2y. B

C

Szetning 4.2.9. Areal og radius i den indskrevne cirkel
I en trekant betegner r radius i den indskrevne cirkel, s trekantens halve
omkreds og T trekantens areal. o
Der geelder at
T=rs. b a
-
A B
c

Opgave 4.2.7. Bevis setningen 4.2.9.

Vinklerne ved I er henholdsvis a + 3, B + 1 og y + @ som vist pd figuren.

\ J

Opgave 4.2.8. Bevis setning 4.2.10.

Opgave 4.2.9. Vis at medianerne i en trekant deler trekanten i seks sma tre-
kanter med samme areal.

Opgave 4.2.10. Fravinkelspidsen C i trekant ABC tegnes en ret linje der hal-
verer medianen fra A. I hvilket forhold deler denne linje siden AB? (Georg
Mohr-Konkurrencen 1995) Hins: 211

Opgave 4.2.11. 1 en trekant ABC med areal 1 indtegnes medianerne. Midt-
punktet af medianen m, kaldes for A’, midtpunktet af medianen m;, kaldes
for B/, og midtpunktet af medianen m, kaldes for C’. Bestem arealet af tre-
kant A’B’C’. Hint: 127

C

A B’
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Opgave 4.2.12. Lad I veere centrum i den indskrevne cirkel til trekant ABC,
og lad yderligere A; og A, veere to forskellige punkter pd linjen BC sd |AI| =
|A1I|=|A1|, B; og B, veere to forskellige punkter palinjen AC sa |BI|=|B,I| =
|B,1|, og C; og G, veere to forskellige punkter pa linjen AB sa |CI| =|C,I| =
|C,1|.Vis at

|A1Az| +| By By| +|Cy Gy
er trekantens omkreds. Hint: 110

Opgave 4.2.13. Lad I veere vinkelhalveringslinjernes skeeringspunkt i en tre-
kant ABC, oglad yderligere A;, B, og C; veere spejlingerne af I i henholdsvis
a, b og c. Cirklen gennem A;, B; og C; gér ogsd gennem B. Bestem vinklen
ZABC. Hint: 216

ey

4.3 Cirkler og vinkler

I dette afsnit ser vi pa centrale egenskaber for vinkler der speender over cirkel-
buer, dvs. vinkler i cirkler.

7

Definition af centervinkel

En centervinkel i en cirkel er en vinkel der har toppunkt i centrum og
radier som vinkelben. En centervinkel méles ved den bue den speender
over.

A B

Pa figuren er ZAO B en centervinkel som spaender over buen AB, og vi
skriver ZAOB =AB.

bue arc
centervinkel central angle

\

Definition af periferivinkel

En periferivinkel i en cirkel er en vinkel der har toppunkt pé cirklen og
korder som vinkelben.

P
A B

Pa figuren er ZAP B en periferivinkel som spaender over buen AB.

korde chord
periferivinkel inscribed angle

\.




Szetning 4.3.1. Periferivinkler

En periferivinkel er halvt s& stor som den bue den spander over.

A\

To periferivinkler som spaender over samme bue, er lige store.

Bevis. Lad v veere en centervinkel og w en periferivinkel der begge spander
over buen AB. Kald centrum for O og punktet hvor w rerer periferien, for P.

Antag forst at vinkelbenene for vinkel v kun skeerer vinkelbenene for w i
punkterne A og B. Da deler diameteren gennem P vinklerne v og w i to vink-
ler som vi kalder henholdsvis v4 og vy 0g w, og wg. Trekant AOP er nu en li-
gebenet trekant med to lige store vinkler w,, og den sidste vinkel er 180°— v .
Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er 2w, = v,. Tilsvarende fas 2wy = vp,

dvs.2w =v.
P

/N

Antag nu at w'’s ene vinkelben P B skerer v’s vinkelben OA. Diameteren
gennem P skerer da yderligere periferien i et punkt vi kalder for C. Ifolge det
vi lige har vist, er 2/BPC =/ZBOC 0g2/APC =/ZAOC, og dermed

2w=2/APC—-2/BPC=/A0C—-/ZBOC =v.
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En periferivinkel er dermed halvt sa stor som den bue den spander over,
og det betyder ogsa at to periferivinkler der speender over samme bue, er lige
store. O

( A

Korollar 4.3.2. Ret periferivinkel

En periferivinkel er ret netop nar den spaender
over en diameter.

N

\

Opgave 4.3.1. Vis korollar 4.3.2.

Opgave 4.3.2. Punkterne A, B, C og D ligger pa en cirkel i denne raekkefolge.
Desuden er ZACB =30° 0og /D CA=40°. Bestem ZBAD.

Opgave 4.3.2

Opgave 4.3.3

Opgave4.3.3. Punkterne A, B, C, D og E ligger pd en cirkel i denne raekkefol-
ge. Desuden er ZBAC =33°, ZABC =90° og |BC|=|BD|. Bestem ZD E A.

Opgave4.3.4. 1en spidsvinklet trekant AB C kaldes centrum for den omskrev-
ne cirkel O og hejdernes skeeringspunkt for H. Linjen BO skeerer den om-
skrevne cirkel i et punkt Q forskelligt fra B. Vis at AQC H er at parallelogram.
Hint: 35

Georg Mohr-Konkurrencen



Definition af korde-tangent-vinkel

En korde-tangent-vinkel er en vinkel der har toppunkt pa cirklen og en
korde samt en tangent som vinkelben.

Sztning 4.3.3. Korde-tangent-vinkel

En korde-tangent-vinkel er halvt s& stor som den bue korden speender
over, og dermed lige sd stor som en periferivinkel der spaeender over buen.
Se figuren til venstre.

N

Den omvendte szetning om korde-tangent-vinkler

En linje gennem punktet A pé cirkelperiferien er tangent til cirklen hvis
den vinkel den danner med korden AB, er lige sa stor som den periferi-
vinkel der spaender over korden AB. Se figuren til hojre.

. J

Opgave 4.3.5. Bevis se@tning 4.3.3. Hinr: 244

Opgave4.3.6. Lad to cirkler w, og w, skaere hinanden i punkterne A og B. Tan-
genten til w; gennem B skerer w, i punktet C, og tangenten til w, gennem
B skeerer w; i punktet D. Desuden oplyses at |AC| = 3 og |AD| = 4. Bestem
leengden af AB. Hint: 27
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Sztning 4.3.4. Superpunktet

I en trekant ABC betegner I centrum for den indskrevne cirkel. Lad M
veere skeringspunktet mellem AI og den omskrevne cirkel. Da er M cen-
trum for cirklen gennem B, C og I.

Punktet M kaldes superpunktet fordi det har mange interessante egen-
skaber.

\ J

Opgave 4.3.7. Bevis s@tning 4.3.4. Hint: 171

( N

Setning 4.3.5. Hojdernes skaringspunkt og den omskrevne cirkel

Spejlingen af H i en vilkdrlig af trekantens sider ligger pd trekantens om-
skrevne cirkel.

A A

B C »/
W =

Opgave 4.3.8. Bevis s&tning 4.3.5.




Szetning 4.3.6. Vinkler i cirkler

Om vinklerne v og w pa figurerne geelder:

,_AB+CD
B 2
B
C‘
A
D

\.

Opgave 4.3.9. Bevis s&tning 4.3.6. Hint: v: 176, w: 212

4.4 Indskrivelige firkanter

r

Definition af simple firkanter

En firkant kaldes simpel hvis dens sider ikke skearer hinanden. I dette
kapitel betegner ordet firkant fremover en simpel firkant.

A
C

B D

Figuren viser et eksempel pa en ikke-simpel firkant.

simpel firkant simple quadrilateral

Definition af konvekse firkanter

En firkant kaldes konveks hvis der for vilkarlige to indre punkter geelder
at linjestykket mellem punkterne er indeholdt i firkanten. De konvekse
firkanter er alts& netop dem der ikke har en vinkel der overstiger 180°.
Generelt defineres en konveks figur pa tilsvarende made.

konveks firkant convex quadrilateral

Definition af indskrivelige firkanter

En firkant kaldes indskrivelig hvis den har en omskreven cirkel.

indskrivelig firkant cyclic quadrilateral
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Szetning 4.4.1. Indskrivelige firkanter
Folgende udsagn om firkanten ABC D er &kvivalente:
i) Firkant ABCD er indskrivelig.
ii) Summen af modstdende vinkler er 180°.
iii) Der geelder at ZCBD = ZC AD eller tilsvarende.
A

C D

\.

Bevis. Forst viser vi at i) medforer ii). Antag at en firkant er indskrivelig.
To modstdende vinkler spaender da tilsammen over hele cirkelperiferien, og
summen er derfor 180°.

Derefter viser vi at ii) medferer i). Antag at det for en given firkant ABCD
gelder at summen af to modstdende vinkler er 180°. Betragt nu den omskrev-
ne cirkel til trekant ABC, oglad punktet E veere skeeringen mellem cirklen og
linjen gennem C og D.

Firkant ABCD er indskrivelig netop hvis D lig E, s& det er det vi gnsker at
vise. Da vi allerede har vist at i) medferer ii), og firkant AB C E er indskrivelig,
ma

/BAD =180°—/BCD =180°—/BCE =/BAE,
dvs. at punktet E ligger pé linjen AD og derfor er identisk med D.

Vi har nu vist at de forste to udsagn er eekvivalente. Resten af beviset over-
lades til leeseren i folgende opgave. O
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Opgave 4.4.1. Bevis resten af setning 4.4.1.

Setning 4.4.2. Hoejder og indskrivelige firkanter

I trekant ABC betegner H hojdernes skeeringspunkt og H, og Hj, fod-
punkterne for hgjderne fra henholdsvis A og B.

Firkant ABH, H}, er indskrivelig (evt. AH, BH,, hvis A eller B er stump),
og ACAB og AC H, H,, er ensvinklede.

Opgave 4.4.2. Bevis setning 4.4.2.

Opgave 4.4.3. Lad H,, H, opg H, veere fodpunkterne for hojderne fra hen-
holdsvis A, B og C i en spidsvinklet trekant ABC. Vis at AH, er vinkelhalve-
ringslinje i AH, H, H,.

Opgave4.4.4. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant. Lad K vere fodpunktet
for hojden fra A, lad L veere fodpunktet for hojden fra B, oglad M veere midt-
punktet af AB. Vis atlinjen M L oglinjen M K tangerer den omskrevne cirkel
til trekant CK L. Hint: 3

Opgave 4.4.5. 1 rektanglet ABCD er M midtpunktet af siden AB, og H er et
punkt pd linjestykket DM sd CH star vinkelret pd& DM. Vis at trekant BCH
er ligebenet. Hint: 160



Szetning 4.4.3. Miquels sztning

Lad ABC vere en trekant, og lad punkterne A’, B’ og C’ ligger pa hen-
holdsvis siden BC, siden AC og siden AB.

wa

=
%
o5

Da gér de omskrevne cirkler til AAB'C’, ABC’A’ og ACA’B’ gennem
samme punkt.

. J

Opgave 4.4.6. Bevis s@tning 4.4.3.

Opgave 4.4.7. Lad ABC vere en spidsvinklet trekant. Linjen / gennem A er
tangent til den omskrevne cirkel til trekant ABC. Linjen gennem C vinkelret
pa C B skeerer [ i punktet D. Linjen gennem D parallel med AB skeerer siden
BC ipunktet E. Vis at centrum O for den omskrevne cirkel til trekant ABC
ligger pa linjen AE. Hint: 219

Opgave 4.4.8. En firkant ABC D er indskrevet i en cirkel med AB som diame-
ter. Lad S veere skeeringspunktet mellem diagonalerne AC og BD, oglad T
veere projektionen af S pd AB, dvs. det punkt T p& AB der opfylder at ST stér
vinkelret pd AB. Vis at linjen ST halverer vinkel ZC T D. Hint: 19

Opgave 4.4.9. Lad ABCD vere en firkant hvor B og D ligger pa cirklen Q2
med AC som diameter. Lad L vere et indre punkt pa den korteste af cirkel-
buerne CD. Lad yderligere K veere skaeringspunktet mellem linjerne AL og
CD, M skeeringspunktet mellem linjerne AD og CL, og N skaeringspunktet
mellem linjerne M K og BC. Vis at punkterne B, L, M og N ligger pé en cirkel.
Hint: 196, 251
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Sztning 4.4.4. Ptolemaeus’ ulighed
For alle firkanter ABC D geelder Ptolemeeus’ ulighed

|AB||CD|+|BC||DA|>|AC||BD|.

Der geelder lighedstegn netop hvis firkant ABCD er indskrivelig.

Ptolemzeus’ ulighed Prolemy’s inequality

Bevis. Betragt en firkant ABCD. Lad M veere et punkt s trekant CDM og
trekant C AB er ensvinklede og orienteret samme vej. Dermed er |[AB||CD|=
IDM||AC]|.

B
A

D
C

Pga. konstruktionener ZBCM = ZACD.Datrekant CD M og trekant CAB er
ensvinklede, er |CB||CD|=|CM]||CA|. Altsa er ogsa trekant CAD og trekant
CBM ensvinklede og dermed |AD||BC| = |BM||AC]. I alt giver dette ifolge
trekantsuligheden at

|AB||CD|+|BC||DA|=|AC|(|DM|+|MB|) > |AC||BD|
med lighedstegn netop nér M ligger pd BD. Punktet M ligger pd BD netop

ndr ZCDB = /ZCAB, dvs. netop nar firkant ABC D er indskrivelig. O

Opgave4.4.10. Enligesidet trekant ABC er indskrevetien cirkel. Lad M veere
et vilkarligt punkt pa cirkelbuen BC. Vis at M A|=|M B|+|M C|.

Opgave4.4.11. Enfirkant ABCD er indskrevet i en cirkel med radius 1, |[AB| =
1,|AC|=+v20g |AD|=2.Bestem |BC]|.
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Szetning 4.4.5. Simsonlinjen

Lad ABC veere en trekant, P et punkt, P, projektionen af P palinjen BC,
P, projektionen af P pé linjen AC og P; projektionen af P pd linjen AB.

Punktet P ligger p&4 den omskrevne cirkel til trekant ABC netop hvis
punkterne Py, P, og P; ligger pa en ret linje.

Denne linje kaldes Simsonlinjen.

Simsonlinje Simson line

\.

Opgave 4.4.12. Bevis seetning 4.4.5. Hint: 68

Opgave4.4.13. Lad ABC veere en trekant hvor D, E og F er fodpunkterne for
hejderne pa henholdsvis BC, AC og AB. Lad yderligere P, Q, M og N vere
projekterne af D pa henholdsvis AB, AC, BE og CF. Vis at punkterne P, Q,
M og N ligger pa linje. Hint: 12
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4.5 Etpunkts potens

7

Definition af et punkts potens

I en cirkel w betegnes centrum O og radius r. Et punkt P’s potens mht.
cirklen w er tallet
Pow(P,w)=|PO|*—r>.

Hvis P ligger pa cirkelperiferien, er Pow(P, w) derfor 0, mens den er posi-
tivhvis P ligger uden for cirklen, og negativ hvis P ligger inden for cirklen.

et punkts potens the power of a point

Seaetning 4.5.1. Et punkts potens

I en cirkel w betegnes centrum O og radius r. Lad P veere et punkt, og
lad I og m veere to linjer gennem P sa [ skeerer cirklen i punkterne A og
B, og m skeerer cirklen i punkterne C og D. Hvis en af linjerne tangerer
cirklen, er de to punkter sammenfaldende.

P B

Da gelder at
|AP||BP|=|CP||DP|.

Hvis P ligger uden for cirklen, er
Pow(P,w)=|AP||BP|.
Hvis P ligger inden for cirklen, er

Pow(P, w)=—|AP||BP|.




Bevis i tilfaeldet hvor punktet ligger uden for cirklen. Lad P vere et punkt
uden for cirklen, oglad / veere en vilkarlig linje gennem P som skeerer cirklen
ito punkter A og B. Vi viser forst at

|AP||BP| = Pow(P, w).

Tegn tangenten til cirklen gennem P som vist pd figuren, og kald reringspunk-
tet for Q. Ifelge Pythagoras’ seetning er

|IPQI?=|POJ?*—r? = Pow(P, w).

Betragt nu trekanterne AAQ P og AQ BP. Korde-tangent-vinklen ZAQP er
lige s stor som periferivinklen ZQ B P ifplge seetningerne om periferivinkler
og korde-tangent-vinkler. Dermed er AAQP og AQBP ensvinklede, og dette
giver

|PQI* =|AP||BP|.
Samlet har vi at
|AP||BP|=Pow(P, w).

Lad nu m veere endnu en linje gennem P som skeerer cirklen i to punkter C
og D. Ifelge det vi netop har vist, mé ogsé
|CP||DP|=Pow(P, w),
dvs. at
|AP||BP|=|CP||DP|. O

Opgave 4.5.1. Bevis setningen om et punkts potens i det tilfeelde hvor punk-
tet ligger inden i cirklen. (Hint: Tegn linjen gennem P og centrum, og vis at
|AP||PB|=(r—|PO|)(r +|PO)=r*—|POJ*)
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Sztning 4.5.2. Den omvendte saetning om et punkts potens

Lad ! og m veere to forskellige linjer med skeeringspunkt P. Lad A og B
veere to punkter pa / pa hver sin side af P, oglad C og D veere to punkter
pa m pa hver sin side af P. Eller lad bade A og B ligge pa samme side af
P og C og D ligge pd samme side af P.

Hvis |[PA||PB|=|PC||PD|, daligger A, B, C og D p& samme cirkel.

1,

A
p</

I det tilfeelde hvor A og B ligger pa samme side af P, og C og D er sam-
menfaldende, da ligger A, B og C pa en cirkel med m som tangent.

A

Opgave 4.5.2. Bevis s@tningen.

Opgave 4.5.3. To cirkler skeerer hinanden i punkterne M og N, og den fzelles
tangent til de to cirkler naermest N rorer cirklerne i P og Q . Vis at trekant
PMN ogtrekant QM N har samme areal. Hint: 206

Opgave 4.5.4. 1 den spidsvinklede trekant ABC skerer hejden fra B cirklen
med diameter AC i punkterne P og Q, og hojden fra C skeerer cirklen med
diameter AB i punkterne S og T. Vis at P, Q, S og T ligger pa samme cirkel.
Hint: 82
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Opgave 4.5.5. To linjer m og n er parallelle. En cirkel tangerer m i punktet
A og skeerer n i to forskellige punkter B og C. Lad T veere et punkt pa lin-
jen m sa linjestykkerne T C og T B skerer den korteste af cirkelbuerne AC i
henholdsvis K og L. Vis at linjen K L halverer linjestykket T A. Hint: 106

Opgave 4.5.6. Lad ABC vere en ligebenet trekant med |[AB|=|AC]|. Lad E og
F veere punkter pa linjestykket BC sé halvcirklen med diameter E F tangerer
siderne AB 0og AC ihenholdsvis M og N.Lad yderligere AF skeerer halvcirklen
ipunktet P. Vis at linjen E P halverer linjestykket N M. Hinr: 189
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4.6 Radikalakse ogradikalcentrum

Definitionen for punkts potens og seetningen om punkts potens er grundlaget
for at indfere begrebet radikalakse:

Definition af radikalakse

Radikalaksen for to cirkler med forskellige centre er det geometriske sted
for de punkter der har samme potens mht. de to cirkler.

radikalakse radical axis/power line

Seztning 4.6.1. Radikalakse

Kald centrum i de to cirkler for henholdsvis O; og O, cirklernes radier
for henholdsvis r; og 1, oglad d betegne afstanden mellem de to centre.
Da er radikalaksen en ret linje der stér vinkelret pa linjen O, O,.
Radikalaksens afstand til henholdsvis O; og O, er

ri—r+d?

2_ .2 2
| rz—r1+d
2d ’

08 2d

Hyvis cirklerne skeerer hinanden i to punkter A og B, er radikalaksen net-
op linjen gennem A og B.

\ J

Bevis. Antag at P er et punkt pa radikalaksen, og lad P’ veere projektionen
af P pa 0;0,. De to forste dele af seetningen svarer til at bevise at dette er



ensbetydende med at afstanden fra P’ til henholdsvis O; og O, er

2_ .2 2 2.2 2
rl—r2+d og rz—r1+d
2d 2d '

At P er et punkt pd radikalaksen, er per definition ensbetydende med at

PO =1} =|PO,[* —13.

p
o

P/

Dette er ensbetydende med at
PP/ +]0 PP =1} =|PP'P+(d—|0, P/~ T3,

og yderligere med at

0,7 ri—rf+d? q 4 (0,P=d ri—rf+d*  rf—ri+d?
= og derme =d— = )
1 2d & 2 2d 2d

Dermed har vi vist at radikalaksen er en ret linje med de angivne afstande til
0, og O,.

Hvis cirklerne skeerer hinanden i to punkter A og B, har begge punkter potens
nul mht. de to cirkler, dvs. A og B ligger pa radikalaksen. Da radikalaksen er
en linje, er den netop linjen gennem A og B. O

Definition af radikalcentrum

Radikalcentrum for tre cirkler med forskellige centre er det geometriske
sted for de punkter der har samme potens mht. de tre cirkler.

radikalcentrum radical center
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Sztning 4.6.2. Radikalcentrum

For tre cirkler w,, w, og w3 med forskellige centre som ikke alle tre ligger
pa linje, geelder at radikalakserne for henholdsvis, w; 0g w,, w; 0g ws
samt w, og w3 skeerer hinanden i et punkt, og at dette punkt er deres
radikalcentrum.

w3

Hvis de tre centre ligger pa linje, er radikalakserne for henholdsvis, w,
0g w,, w; 08 w3 samt w, og w3 parallelle og evt. sammenfaldende, dvs.
i dette tilfeelde er deres radikalcentrum den tomme mengde eller en ret
linje.

J

Bevis. Hvis de tre centre ikke ligger pa linje, ved vi fra seetningen om radi-
kalakse at radikalakserne for henholdsvis w; og w,, w; 0g w3 samt w, 0g ws
er parvis ikke-parallelle, samt at radikalcentrum for de tre cirkler pr. definition
er fellesmeengden af disse radikalakser. Lad P vaere skaeringspunktet mellem
radikalaksen for w; og w, og radikalaksen for w; og w3. Dermed er potensen
af P mht. w, lig potensen af P mht. w,, og potensen af P mht. w; er lig med
potensen af P mht. ws. Altsa er potensen af P mht. w, ogsa lig med potensen
af P mht. w3, hvilket betyder at P ligger pé radikalaksen for w, og w3. Dermed
gér alle tre radikalakser gennem P, og P er dermed radikalcentrum for de tre
cirkler.

Hvis de tre centre ligger pa linje, ved vi fra seetningen om radikalakse at ra-
dikalakserne for henholdsvis w; og w,, w; 0g w3 samt w, og wjs alle er paral-
lelle. Hvis de ikke alle er sammenfaldende, er radikalcentrum for de tre cirkler
den tomme mangde, og hvis de alle er ssmmenfaldende, er radikalcentrum
identisk med den felles radikalakse. O
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Definition af degeneret cirkel

En degenereret cirkel er en cirkel med radius 0, altsa et punkt, eller en
cirkel med uendelig stor radius.

Bdde for radikalakse og radikalcentrum giver definitionen ogsa mening
hvis en eller flere af cirklerne er en degenereret cirkel med radius 0, og
seetningerne holder ogsa i dette tilfeelde. Det samme gzlder for defini-
tionen af og s@tningen om punkts potens.

degenereret cirkel degenerate circle

Eksempel 4.6.1. Radikalakse og punkter pa en cirkel

To cirkler w; og w, tangerer hinanden udvendigti punktet T. Lad P veere
et punkt pa deres felles tangent gennem T, lad A og B vare to punkter
pa w; sd A, B og P ligger pa linje, og lad C og D vere to punkter pa w,
sa C, D og P ligger pa linje.

Vi ensker at vise at A, B, C og D ligger pa en cirkel.

Kald cirklen gennem A, B og C for ws. Linjen T P er radikalakse for w; og
w,, oglinjen AP er radikalakse for w; og ws. Dermed mé skeeringspunk-
tet P mellem AP og PT ligge pa radikalaksen for w, og w3, dvs. denne
radikalakse er PC. Da radikalaksen yderligere skeerer w, i D, ma dette
punkt ogsa ligge pd w3. Dermed ligger A, B, C og D pé en cirkel.
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Bemearkning. I det foregdende eksempel sa vi at man kan anvende ra-
dikalakse til at vise at fire punkter ligger pa en cirkel, men man kan ogséa
benytte radikalakser til meget andet. Fx kan man vise at to linjer star vin-
kelret pa hinanden ved at vise at den ene er linjen gennem centrum af to
cirkler, mens den anden er cirklernes radikalakse.

Radikalcentrum kan fx benyttes til at vise at tre linjer skeerer hinanden i
samme punkt, hvis man kan vise at de tre linjer er radikalakser for hvert
par af tre cirkler.

\ J

Opgave 4.6.1. To cirkler w; og w, skeerer hinanden i punkterne M og N. Vis
at hvis rektanglet ABC D er placeret s A og C ligger pd w;, og B og D ligger
pé w,, sa vil skeeringspunktet mellem rektanglets diagonaler ligge pa linjen
MN.

B A

M

Opgave 4.6.2. Lad ABC vare en trekant, og lad trekanterne ABCD, ACAE
og AABF vere ligebenede trekanter med henholdsvis BC, CA og AB som
grundlinje, sa disse tre trekanter ligger uden for trekant ABC. Vis at de tre
linjer gennem henholdsvis A, B og C som stér vinkelret pa henholdsvis E F,
FD og DE, skerer hinanden i samme punkt.

Opgave 4.6.3. Punkterne P, Q, R og S ligger pa cirklen w i denne reekkefolge
sd PQ og RS ikke er parallelle. Lad L veere mangden af punkter I for hvilke
der findes en cirkel w; gennem P og Q samt en cirkel w, gennem R og S sa
de to cirkler tangerer hinanden i I. Beskriv punktmeengden L. Hint: 36



Opgave 4.6.4. Punkterne C, E, D og F ligger pa en cirkel med centrum O
i denne raekkefolge, og korderne CD og E F skeerer hinanden i punktet N.
Tangenterne til cirklen i C og D skeerer hinanden i punktet A, og tangenterne
til cirklen i E og F skeerer hinanden i B. Vis at ON stér vinkelret pd AB.

Opgave 4.6.5. Lad AB veere diameter i halvcirklen ¢ med centrum O, og C
og D to punkter pa ¢ sd A, C, D og B er fire forskellige punkter der ligger pa
¢ i den naevnte reekkefolge. Midtpunkterne af henholdsvis AC, CD og DB
betegnes E, F og G. Linjen gennem E vinkelret pd AF skerer tangenten til ¢
i Aipunktet M, oglinjen gennem G vinkelret pa F B skeerer tangenten til c i
B i punktet N. Lad cirklerne w,, w, og w3 have henholdsvis AO, BO og EG
som diameter.

i) Bevis at radikalaksen for w, og w3 er M E, samt at radikalaksen for w, og w3
er NG. Hint: 262

ii) Find radikalcentrum for ¢, w; og w3 samt radikalcentrum for ¢, w, og ws.
Hint: 200

iii) Vis at M N er parallel med CD.
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4.7 Multiplikation omkring et punkt

I dette afsnit gives en kort introduktion til den affine afbildning multiplikation
omkring et punkt samt eksempler pa hvordan denne afbildning kan bruges i
lesningen af geometriopgaver. Vi beviser ikke den centrale seetning 4.7.1 da
detkraever en grundigere indferingi affine afbildninger. Samtidig preesenterer
vi en del kendte geometriske resultater som forholdsvis nemt kan bevises ved
multiplikation omkring et punkt.

' )

Definition af multiplikation omkring et punkt

Multiplikation omkring punktet O med multiplikationsfaktoren k er en
afbildning af planen i sig selv hvor et punkt P afbildes i punktet P’ sa

OP'=k-OP.
I det folgende ser vi bort fra tilfeeldet k = 0.

Hvis k = 1 er det blot identitetsafbildningen, mens fx k = —1 giver en
drejning pa 180° om O.

multiplikation omkring et punkt homothety
multiplikation omkring O med multiplikationsfaktor k homothety with center O and ratio k

Szetning 4.7.1. Egenskaber ved en multiplikation omkring et punkt

i) Ved multiplikation omkring et punkt afbildes en linje i en linje pa-
rallel med linjen.

ii) Multiplikation omkring et punkt bevarer vinkler.
ii) Alle figurer afbildes i ligedannede figurer.

iv) For to cirkler med forskellige radier findes netop ét punkt og en mul-
tiplikation omkring dette med positiv multiplikationsfaktor som af-
bilder den ene cirkel i den anden.

v) Forto cirkler findes netop ét punkt og en multiplikation med negativ
multiplikationsfaktor som afbilder den ene cirkel i den anden.
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vi) For to ensvinklede trekanter som ikke er kongruente, og hvor enslig-
gende sider er parallelle, findes netop ét punkt og en multiplikation
omkring dette som afbilder den ene trekant i den anden.

vii) Sammensatningen af to multiplikationer om to punkter hvor pro-
duktet af de to multiplikationsfaktorer ikke er 1, er igen en multipli-
kation omkring et punkt, og multiplikationsfaktoren er produktet af
de to multiplikationsfaktorer.

Eksempel 4.7.1. Multiplikation og punkter pa linje

Multiplikation omkring et punkt kan fx benyttes til at vise at tre punkter
ligger pa linje, ved at vise at en multiplikation omkring et af punkterne
kan afbilde det andet punkt i det tredje.

Hyvis vi fx betragter tre cirkler med samme radius som skeerer hinanden i
et feelles punkt S, og den trekant ABC der opstér ved at tegne tangenter
som vist pa figuren, kan vi vise at S, centrum I for den indskrevne cirkel
og centrum O for den omskrevne cirkel til trekant AB C ligger pa linje.

O N OO
S DNNEDN

C
Trekanten som opstér nar man forbinder centrene for de tre cirkler, har
parvis parallelle sider med trekant ABC da de tre cirkler har samme ra-
dius.

A

B
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Da I er skeeringspunktet mellem vinkelhalveringslinjerne i trekant
ABC, og de tre centre ligger pa disse vinkelhalveringslinjer, ma I veere
centrum for den multiplikation som afbilder den lille trekant i trekant
ABC.Punktet S er centrum for den omskrevne cirkel til den lille trekant
da de tre cirkler har samme radius, og dermed afbildes S i O. Dette viser
at I, S og O ligger pa samme linje.

trekant AP B.

Eksempel 4.7.2. Multiplikation og vinkler

Multiplikation omkring et punkt kan ogsé benyttes til at vise noget om
vinkler fx ved at udnytte seetningen om periferivinkler i en cirkel.

Betragt en cirkel C; som tangerer en cirkel C, indvendigt i punktet P.
Lad [ veere en tangent til C; i et punkt Q forskelligt fra P. Linjen / skeerer
C, i henholdvis A og B. Vi onsker at vise at PQ er vinkelhalveringslinje i
trekant AP B.

Multiplikationen omkring punktet P som forer C; i C,, forer Q i Q’ og
tangenten [ til C; i en tangent [’ til C, i punktet Q’.

Da [l og I’ er parallelle, og I’ er tangent til C,, er cirkelbuerne AQ’ og BQ’
lige store. Derfor er ZAPQ' = ZBPQ’, og altsd PQ vinkelhalveringslinje i




Bemazerkning. Multiplikation omkring et punkt kan ogsé benyttes til at
vise at nogle punkter ligger pa samme cirkel, fx ved at finde en multipli-
kation som afbilder punkterne i en allerede kendt cirkel. Man kan ogsa
vha. af multiplikation omkring et punkt vise at to linjer er parallelle, ved
at finde en multiplikation der afbilder den ene i den anden, og man kan
benytte multiplikation omkring et punkt til at bestemme forholdet mel-
lem forskellige linjestykker ud fra multiplikationsfaktoren. I de folgende
opgaver kan du selv prove kreefter med dette.

\ J

Opgave4.7.1. To cirkler w; og w, med samme radius tangerer en storre cirkel
w indvendigt i henholdsvis A; og A,. Lad M veere et punkt pa  forskelligt fra
A; og A,, oglad B; og B, veere skaringspunkterne mellem henholdvis M A,
og w, og mellem M A, og w,. Vis at B; B, er parallel med A, A,. Hint: 155

Opgave 4.7.2. En cirkel w,; tangerer en cirkel w, indvendigt i punktet A. En
linje / skeerer de to cirkler i punkterne M, N, P og Q sd punkterne ligger i
naevnte rekkefolge pa linjen. Vis at ZM AN = ZPAQ.

e w

Definition af Spieker-cirkel og Spieker-centrum

Lad ABC veere en trekant, og kald midtpunkterne af siderne BC, AC og
AB for henholdvis M,, M; og M. Trekant ABC'’s Spieker-cirkel er den
indskrevne cirkel til trekant M, M}, M., og trekantens Spieker-centrum er
centrum for dens Spieker-cirkel.

A B

Spieker-cirkel Spieker circle
Spieker-centrum Spieker centre

. J

Sztning 4.7.2. Spieker-centrum

I en trekant ligger centrum [ for trekantens indskrevne cirkel, medianer-
nes skeeringspunkt M og dens Spieker-centrum S pé en linje, og M deler
SIsa2MS|=|MI|.

Sztning 4.7.3. Eulerlinjen

I en trekant ligger hojdernes skeeringspunkt H, centrum for den om-
skrevne cirkel O og medianernes skeeringspunkt M pé en linje som kal-
des Eulerlinjen, og M deler HO sa 2|lM O|=|MH|.

Eulerlinjen the Euler line

Georg Mohr-Konkurrencen




Opgave 4.7.3. Bevis seetning 4.7.2 om Spieker-centrum og setning 4.7.3 om
Eulerlinjen. Hint: 87

Opgave 4.7.4. Punktet P er et indre punkt i en spidsvinklet trekant ABC, og
X, Y og Z er projektionerne af P p& henholdsvis a, b og c. Cirklen gennem
X, Y og Z skeerer henholdsvis a, b og c i tre nye punkter X, ¥} og Z;. Vis at
linjerne gennem henholdsvis X;, ¥; og Z; vinkelret pd henholdsvis a, b og ¢
skeerer hinanden i et punkt. Hins: 141

Szetning 4.7.4. Nipunktscirklen

Lad ABC vere en trekant hvor H,, H, og H, er fodpunkterne for hoj-
derne, M,, M;, og M, er midtpunkterne af trekantens tre sider, og N,,
Nj og N, er midtpunkterne af henholdsvis HA, HB og HC, hvor H er
hejdernes skeeringspunkt.

De ni punkter H,, H,, H., M,, M},, M., N,, N, og N, ligger pd en cirkel.
Denne cirkel kaldes nipunktscirklen.

C

nipunktscirklen the nine-point circle

\. J

Opgave 4.7.5. Bevis setning 4.7.4 om nipunktscirklen. Hint: 226
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Opgave4.7.6. En cirkel w; tangerer en cirkel w, indvendigt i punktet A. Om to
forskellige linjer gennem A oplyses at den ene skeerer w; og w, i henholdsvis
X; og X5, og den anden skaerer w; og w, i henholdsvis Y] og ¥,. Linjerne X; Y,
og X, Y, skeerer hinanden i punktet B. Vis at hvis B ligger pa w;, da tangerer
den omskrevne cirkel til BX, Y, cirklen w;. Hint: 231

Den naeste setning viser nogle interessante egenskaber om cirkler der tange-
rer trekantens omskrevne cirkel og mindst en af trekantens sider.

Seetning 4.7.5. Cirkel der tangerer trekantens omskrevne cirkel

Lad ABC veere en trekant, og betragt en cirkel «w der tangerer den om-
skrevne cirkel (2 til trekant ABC i T og siden AB i K. Lad yderligere D
veere et punkt pa siden AB s& C D tangerer w, og kald roringspunktet for
L. Kald desuden skzeringspunktet mellem T K og 2 for M, og skeerings-
punktet mellem LK og CM for I.

Da er M superpunktet, og I er centrum for den indskrevne cirkel.

J

Opgave 4.7.7. Vis seetning 4.7.5 ved at folge disse skridt: i) Vis at M er super-
punktet,ogat ATM B ~ ABM K .ii) Vis at firkant C LI T er indskrivelig. iii) Vis
at AMKI ~ AMIT. vi) Kombiner ATMB ~ABMK, AMKI ~AMIT og
viden om superpunktet til at konkludere at I er centrum for den indskrevne
cirkel.



Korollar 4.7.6. Lad ABC vere en trekant med omskreven cirkel €2, oglad
w veere den cirkel der tangerer siderne AB, AC og 2. Kald reringspunk-
terne mellem w og AB og AC for henholdsvis K og L.

Da er centrum I for den indskrevne cirkel til trekant AB C midtpunktet
af KL.

Bevis. Fra satning 4.7.5 far vi ved at lade D = A at I ligger pa K L. Da I ogsa
ligger pd vinkelhalveringslinjen fra A, som deler K L pd midten da K og L er
reringspunkter for en cirkel der tangerer AB og AC, mé I veere midtpunktet
af KL.O
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4.8 Trekantens ydre roringscirkler

7

Definition af trekantens ydre reringscirkler

En trekant ABC har tre ydre roringscirkler, én for hver side i trekanten.
Den ydre roringscirkel til siden BC er en cirkel der ligger uden for tre-
kanten, og som tangerer siden BC samt forleengelserne af AB og AC.

ydre roringscirkel excircle
centrum for den ydre reringscirkel excenter

Sztning 4.8.1. De ydre roringscirklers centre

Centrum for den ydre roringscirkel til siden BC i trekant ABC er skee-
ringspunktet for vinkelhalverings-
linjen til vinkel A og de ydre vinkel-
halveringslinjer til vinkel B og vin-
kel C.

De tre ydre roringscirklers centre
danner en trekant i hvilken
vinkelhalveringslinjerne for
trekant ABC er hajder.
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Bevis. Da den ydre raringscirkel til siden B C tangerer B C samt forleengelser-
ne af AB og AC, mé dens centrum ligge i samme afstand til disse tre linjer.
Fordi vinkelhalveringslinjen er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til de to vinkelben, ma den ydre roringscirkels centrum ligge
pé vinkelhalveringslinjen til vinkel A samt de ydre vinkelhalveringslinjer til
vinkel B og vinkel C.

Af dette ses at de ydre roringscirklers centre O,, O, og O, danner en trekant
hvis sider gar gennem henholdsvis A, B og C. Vinkelhalveringslinjen til vinkel
A star vinkelret pa siden O, 0,, da ZBAO, = ZCAO, og LO,AC = LO.AB.
Dermed er O, A hgjde i trekant O, 0, O,. O

Opgave 4.8.1. Lad T veere den ydre roringscirkel til trekant ABC modsat A.
Lad O, veere dens centrum, og E og F dens roringspunkter med henholdsvis
AB og AC. Lad yderligere J veere skeeringspunktet mellem BO, og E F. Vis at
/B]JC er ret. Hint: 65

Seetning 4.8.2. Den ydre reringscirkels roringspunkter Lad AB C veare

en trekant, s den halve omkreds og w, den ydre reringscirkel til siden
BC.

Afstanden fra A til reringspunkterne mellem w, og forleengelserne af si-

derne AB og AC er s, dvs. potensen af A mht. w,, er s.

Roringspunktet mellem BC og den indskrevne cirkel og reringspunktet
mellem BC og den ydre roringscirkel w, ligger pd linjestykket BC sym-
metrisk omkring dets midtpunkt.
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Opgave 4.8.2. Vis setning 4.8.2.

Opgave4.8.3. Den ydre roringscirkel til vinkel A i trekant ABC rorer siden BC
i punktet D. Den ydre roringscirkel til vinkel B i trekant AB D rerer siden AD
i punktet P, og den ydre reringscirkel til vinkel C i trekant ACD rerer siden
AD ipunktet Q. Undersog hvornar P = Q. Hint: 79

Opgave 4.8.4. Lad ABCD veere et trapez hvor AB er parallel med CD, og
|AD| = |BC|. Lad yderligere E vere rgringspunktet mellem den indskrevne
cirkel til trekant BCD og siden CD. Punktet F ligger pa vinkelhalverings-
linjen til ZD AC sa E F stér vinkelret p4 C D. Den omskrevne cirkel til trekant
ACF skeerer linjen CD i punkterne C og G. Vis at trekant AF G er ligebenet.
Hint: 181

Setning 4.8.3. Den ydre raringscirkel og superpunket

Lad ABC vere en trekant, w, den ydre roringscirkel til siden BC med
centrum O,, I centrum for den indskrevne cirkel, og M superpunktet til
vinkel A, dvs. skeeringspunktet mellem den omskrevne cirkel til trekant
ABC og vinkelhalveringslinjen fra A.

Punkterne B, I, C og O, ligger pa en cirkel med M som centrum.

Der gelder at |AI||AO,|=|AB||AC]|.

\ J

Opgave 4.8.5. Vis s&etning 4.8.3. Hint: 70



Opgave4.8.6. Lad I veere centrum for den indskrevne cirkel i trekant ABC, og
lad T veere trekantens omskrevne cirkel. Lad linjen Al skeere I'i et punkt D for-
skelligt fra A. Lad E veere et punkt pa cirkelbuen CD som ikke indeholder A,
oglad F veere et punkt pa siden BC s& ZBAF = ZCAE. Lad yderligere G vere
midtpunktet af linjestykket I F. Vis at linjerne D G og E I skeerer hinanden pa
I'. (IMO 2010) Hint: 17,229,125
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4.9 Cevas og Menelaos’ setninger

7

Definition af cevian

En cevian er en linje i en trekant fra en vinkelspids til den modstédende
side eller dens forleengelse. Fx er hojder, medianer og vinkelhalverings-
linjer alle cevianer.

cevian cevian

Setning 4.9.1. Cevas satning

Cevas saetning siger at cevianerne AA’, BB’ og CC’, hvor A’ ligger p4 BC
osv., skeerer hinanden i samme punkt netop hvis

|AC’| |BA| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’Al
C

A C’ B

Cevas seetning geelder ogsa hvis nogle af cevianerne gér fra en vinkelspids
til et punkt pé forleengelsen af modstdende side. I dette tilfelde er det dog
nedvendigt at regne leengderne med fortegn sé postiv retning er AB, BC
og CA. Hvis C’ fx ligger péa forleengelsen af AB taettest pa B, da er |C’B|
negativ.

A

Cevas saetning Ceva’s theorem
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Bevis. Her beviser vi kun seetningen i tilfeeldet hvor alle tre cevianer ligger in-
den for trekanten. Hvis nogle af cevianerne falder uden for trekanten, foregar
beviset stort set pd samme made.

Forst viser vi at hvis de tre cevianer gér gennem samme punkt, s vil

|AC’| |BA'| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’A]

C

A/

A C’ B

Antag at cevianerne gar gennem samme punkt P. Der gelder at hvis to tre-
kanter har samme hejde, da er forholdet mellem arealerne det samme som
forholdet mellem grundlinjerne. Lad T(AABC) betegne arealet af en trekant.
Dermed er

|AB’| _ T(AABB')
|B’C| T(ACBB)

|AB’| _ T(AAPB')
|B’C| T(AB'PC)

Samlet far vi

|AB'| _ T(AABB')—T(AAPB’) _T(AABP)
|B’C|  T(ACBB/)—T(AB’PC) T(ABPC)

Her har vi benyttet brokregnereglen der siger at hvis = 5, er 3 = =, nér
t # v. Tilsvarende fés
IBC’| _ T(ABCP)
|C’A|  T(ACPA)

|ICA'| _ T(ACAP)
|A’B|  T(AAPB)’

Samlet giver dette

|AB’| |BC'| |CA’| _T(AABP) T(ABCP) T(ACAP)
|B’'C| |C’A| |A’B|  T(ABPC) T(ACPA) T(AAPB)

=1.
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Nu viser vi den modsatte vej. Antag at

|AC’| |BA| |CB/| _
|C’B| |A’C| |B’Al

Kald skeeringspunktet mellem AA’ og BB’ for P, og betragt cevianen CD fra
C gennem P.

Da cevianerne AA’, BB’ og C D gar gennem samme punkt, geelder ifolge det
vi lige har vist, at

|AD| |BA’| |CB’| _

IDB| |A’C| |B’Al

Ifolge vores antagelse er

|AC’| |BA| |CB'| _
|C’B| |A’C| |B’Al

dvs. at % = ||,é/c:1;|“ Af dette ses at D og C’ er samme punkt, og dermed at

cevianerne AA’, BB’ og C C’ skaerer hinanden i samme punkt P. O

Opgave 4.9.1. Vi har tidligere benyttet seetningen om midtnormaler til at be-
vise at hejderne skeerer hinanden i samme punkt. Benyt nuistedet Cevas sat-
ning til at bevise dette.

Opgave 4.9.2. 1trekant ABC er P og Q punkter pa henholdsvis siden AB og
siden AC sa PQ er paralleltransversal i trekant ABC, og X er skeeringspunktet
mellem BQ og CP. Vis at AX deler linjestykket BC p& midten.



Szetning 4.9.2. Gergonnepunktet

I en trekant AB C tangerer den indskrevne cirkel siderne siderne BC, AC
og AB ihenholdsvis X, Y g Z. Linjerne AX, BY og CZ skerer hinanden
i et punkt, og dette punkt kaldes trekantens Gergonnepunkt.

. J

Opgave 4.9.3. Bevis s@tning 4.9.2 om Gergonnepunktet.

e w

Seetning 4.9.3. Roringspunkterne for de ydre raringscirkler

Itrekant AB C indtegnes tre cevianer fra vinkelspidserne til roringspunk-
terne for de tre ydre roringscirkler. Disse tre cevianer skeerer hinanden i
et punkt.

. J

Opgave 4.9.4. Vis setning 4.9.3.

Opgave 4.9.5. 1 trekant ABC er AD vinkelhalveringslinje og AH hojde, og P
og Q er projektionerne af D pa henholdsvis AC og AB.Visat AH, BP og CQ
skeerer hinanden i et punkt.

7

Sztning 4.9.4. Menelaos’ s@tning

Lad ABC vere en trekant. Menelaos’ s@tning siger at tre punkter D, E
og F som ligger pa henholdsvis linjen AB, linjen B C oglinjen C A, ligger
pé samme linje netop hvis

|AD| |BE| |CF| _
IDB| |EC| |FAl
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Her regnes linjestykkerne ligesom ved Cevas s@tning med fortegn sa po-
stiv retning er AB, BC og CA. Hvis D fx ligger péa forleengelsen af AB
teettest pa A som pa figuren, da er |AD| negativ.

BB ocoo

Menelaos’ saetning Menelaus’ theorem

J

Bevis. Antag forst at punkterne D, E og F ligger pa samme linje. Bemeerk at
da denne linje skeerer trekanten nul eller to gange, vil der i udtrykket

|AD| |BE| |CF]|

IDB| |EC| |FA]

veere enten netop én eller netop tre leengder med negativt fortegn, dvs. udtryk-
ket er altid negativt. Hvis vi kun regner med positive leengder, er det derfor nok
at vise at udtrykket er ligmed 1. Lad x veere afstanden fra A til projektionen af
Apalinjen DEF, y veere afstanden fra B til projektionen af B palinjen DEF
og z veere afstanden fra C til projektionen af C pa linjen D E F, som vist pa
figuren.

D

Ensvinklede trekanter giver at
|AD|  x

|IDB| 'y

|BE| _y

|EC| =z

ICF| =z

’ |FA|  x’

og dette er uathengigt af om linjen D E F skeerer trekanten to eller nul gange.
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Dermed er Opgave 4.9.6. Vis setning 4.9.5.

|AD| |BE| |CF| _

IDB| |EC| [FAl ' )
Sztning 4.9.6. Monge-d’Alemberts szetning

nér vi regner med fortegn.
Antag omvendt at der om D, E og F geelder at Lad w,, w; 0g w3 veere cirkler som ikke skeerer hinanden eller ligger in-
denihinanden, og som har forskellige radier. Lad X veere skaeringspunk-
[AD| . |BE]| . ICF| _ tet mellem de to tangenter til w; og w, som har cirklerne pa samme side
=—1. 1 2
IDB| [EC| [FA]| af tangenten, lad Y veere skeeringspunktet mellem de to tangenter til w,
og w3 som har cirklerne pa hver sin side af tangenten, og Z veere skee-
ringspunktet mellem de to tangenter til w; og w3 som har cirklerne pa
|AD’| |BE| |CF] hver sin side af tangenten. Da ligger punkterne X, Y og Z pa linje.

|D’B| |EC| |FA| - g

Lad D’ veere skaeringspunktet mellem E F og AB. Da ved vi fra for at

ogdermed ma D = D’, dvs. D, E og F ligger pd linje. O Opgave 4.9.7. Vis stning 4.9.6

e w

Seetning 4.9.5. Monges satning

Lad w;, w, og w3 veere cirkler som ikke skeerer hinanden eller ligger in-
denihinanden, og som har forskellige radier. Lad X veere skaeringspunk-
tet mellem de to tangenter til w; og w, som har cirklerne pa samme side
af tangenten, lad tilsvarende Y veere skeeringspunktet mellem de to tan-
genter til w, og w3 som har cirklerne p4 samme side af tangenten, og Z
veere skeeringspunktet mellem de to tangenter til w; og w3 som har cirk-
lerne pa samme side af tangenten.

Da ligger punkterne X, Y og Z pa linje.




4.10 Trekantens formler

e w

Szetning 4.10.1. Radius i den omskrevne cirkel

Lad R veere radius i den omskrevne cirkel til trekant ABC, og T arealet
af trekanten. Da er

a b c

"~ sinA sinB  sinC

0g

4RT =abc.

. J

Opgave 4.10.1. Vis setning 4.10.1.

e w

Sezetning 4.10.2. Radius i den indskrevne og omskrevne cirkel

Lad ABC veere en trekant, og lad r veere radius i den indskrevne cirkel og
R radius i den omskrevne cirkel til trekanten. Da geelder at

1 1 1 1

ab ac bc 2rR’

\. J

Opgave 4.10.2. Vis setning 4.10.2.

e w

Seetning 4.10.3. Herons formel

Arealet T af en trekant ABC, hvor s betegner den halve omkreds, kan
beregnes ud fra trekantens sideleengder vha. Herons formel:

T=+vs(s—a)s—b)s—c).

Herons formel Heron's formula

\. J

Bevis. Ifolge cosinusrelationen er

(2bc)Y cos’ A=(b*+ c?—a?)’.

Vived at 4T = 2b c sin A, og ved kvadrering 16 T2 = (2b ¢)? sin® A. Desuden er
sin? A =1—cos® A. Samlet giver dette

16T?> = (2bc)>*—(2bc)cos® A

(2bc)Y —(b?+c?—a?)?
(2bc+b*+c2—a®)2bc—b*—c?+a?)
((b+c)—a*) a*—(b—c))
(a+b+c)b+c—a)a+c—b)a+b—c)
= 16s(s—a)(s—b)(s—c).

Hermed er Herons formel bevist. O

( N

Sztning 4.10.4. Radierne i de ydre roringscirkler

For en trekant ABC betegner T arealet, s den halve omkreds, r radius i
den indskrevne cirkel og r,, 1, og r. radierne i de tre ydre reringscirkler
mbht. henholdsvis A, B og C. Da gelder at

T=r,(s—a) og T? = I N

\ J

Opgave 4.10.3. Vis setning 4.10.4.

Opgave4.10.4. Hojderneien trekanter 12, 15 og 20. Hvad er arealet af trekan-
ten? (Baltic Way 2006)

Opgave4.10.5. Vis at der findes uendeligt mange trekanter hvor sideleengder-
ne er tre pa hinanden folgende hele tal, og arealet af trekanten er et helt tal.
(NMC 1995) Hint: 93,32
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4.11 Inversion

Inversion er en bestemt type transformation af planen, og ved at benytte in-
version pa en geometrisk problemstilling omformer man problemstillingen
til en anden zkvivalent problemstilling. Inversion er derfor et interessant red-
skab inogle typer geometriopgaver. Dette afsnit er en indfering i inversion, de
centrale egenskaber ved inversion samt hvordan man kan benytte inversion.

e w

Definition af inversion

Lad Q veere en cirkel med centrum O ogradius r. Inversionidenne cirkel
er en afbildning af planen, fraregnet punktet O, pa sig selv. Et punkt A,
A # O, afbildes i det punkt A’ som ligger pa halvlinjen fra O gennem A,
og som opfylder at |OA||OA’| = r2.

Bemeerk at afbildningen fikserer cirklen Q og afbilder dens indre pa dens
ydre og omvendt. Deraf navnet.

Det er oplagt at inversionsafbildningen er sin egen inverse. Den er des-
uden kontinuert hvilket vi ikke vil komme naermere ind pa her.

Man kan pa helt tilsvarende vis definere inversion i en kugle i rummet.

inversion inversion

Det interessante ved inversion er at den afbilder linjer og cirkler i linjer og
cirkler, samt at den bevarer vinkler mellem kurver, hvilket vi skal se neermere
pé nér det drejer sig om linjer og cirkler.

I det folgende ser vi pd inversion i en cirkel med centrum O og radius r, og vi
betegner billedet af et punkt A med A’, billedet af en cirkel @ med o', osv.

7

Sztning 4.11.1. Vinkler og afstande

To punkter A og B, begge forskellige fra O, afbildes i punkterne A’ og B’

sa
2

.
/OA'B’=/0BA —
R |0A[|OB]

|A'B’| = |AB|.
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Bevis. Viviser at AOAB er ensvinklet med AO B’ A’ med forholdet WIZOBI’ da
det viser s@tningen.

Forst bemeerker vi at Z/AOB =/A’OB’.

Desuden er
2 2
|0A'|= = |OB| og
|[AO| |OA||OB|
|OB'|= ———|0A],
|OA||OB| e

hvilket giver det onskede. O

( N

Szetning 4.11.2. Linjer og cirkler
Inversion afbilder som sagt linjer og cirkler i linjer og cirkler. Mere praecist
geelder:

i) Enlinje gennem O afbildes pa sig selv.

ii) Enlinje som ikke gar gennem O, afbildes pé en cirkel gennem O hvis
tangent i O er parallel med linjen.

iii) En cirkel gennem O afbildes pd en linje som er parallel med tangen-
ten til cirklen i O.

iv) En cirkel som ikke gér gennem O, afbildes pa en cirkel som ikke gar
gennem O.

\ J

Bevis.
i) Enlinje gennem O afbildes oplagt pa sig selv.

ii) Lad a veere en linje som ikke gér gennem O, og betragt projektionen P af
O péa a. Pastanden er nu at o’ er cirklen med diameter OP’. Lad Q vare
et punkt pé a. Da gaelder at ZOQ'P’ = ZOPQ =90°, dvs. at Q’ ligger pa
cirklen med diameter O P’. Der geelder dermed at a afbildes pa en cirkel
gennem O hvis tangenti O er parallel med a.



L a
Q- | Q
OFP’ ,,,,,,,, Op

iii) Tilsvarende afbildes en cirkel gennem O pé en linje som er parallel med
tangenten til cirklen i O da inversion er sin egen inverse.

iv) Lad B veere en cirkel som ikke gar gennem O, og betragt linjen / gennem
O og centrum af . Linjen [ skearer § i punkterne P og Q, og disse er
forskellige fra O da f ikke gar gennem O. Viviser nu at 8 afbildesi cirklen
med P’Q’ som diameter. Betragt et punkt S pa 8 forskelligt fra P og Q.

S
B

Da ved vi at
ZQ'S'P'=180°—£LP'Q’'S'—£S'P'Q"'=4£S'Q'0—£S'P'O
=/QS0O—/4PSO=/PSQ=90°,
hvor vi til slut har udnyttet at PQ er diameteri . Altsé ligger S’ pa cirklen

med diameter P’Q’, og dette viser at en cirkel som ikke gar gennem O,
afbildes i en cirkel som ikke gar gennem O. O

Bemazerkning. Det er vigtigt at bemeaerke at hvis a er en cirkel som ikke gar
gennem O, da er billedet af dens centrum ikke centrum i @’, med mindre
dette centrum ligger pa inversionscirklen.
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Nu vil vi vise at vinkler mellem linjer og cirkler bevares ved inversion, men
forst beviser vi at tangens mellem linjer og cirkler bevares ved inversion.

Saetning 4.11.3. Tangens mellem linjer og cirkler

En linje og en cirkel eller to cirkler som tangerer i punktet P, P # O, af-
bildes ved inversion pa en linje og en cirkel eller to cirkler som tangerer i
P’

Bevis. Da antallet af skaeringspunkter forskellig fra O bevares ved inversion,
folger detlet. O

Opgave 4.11.1. Lad a veere en cirkel som ikke gér gennem O. Vis at centrum
af @, centrum af @’ og O ligger pa linje.

Opgave4.11.2. Lad ABC vere en trekant, oglad s betegne den halve omkreds.
Vis at den ydre roringscirkel til siden ¢ afbildes pa sig selv ved inversion i en
cirkel med centrum C ogradius s.

Sezetning 4.11.4. Vinkler bevares ved inversion

Vinklen mellem to linjer, vinklen mellem en linje og en cirkel samt vink-
len mellem to cirkler bevares ved inversion. (Vinklen mellem to cirkler
der skeerer hinanden, er vinklen mellem de to tangenter i skaeringspunk-
tet.)

\ J

Bevis. Hvis to linjer skeerer i punktet O, bevares vinklen oplagt ved inversion.

Lad a og p veere to linjer som skeerer hinandeni P, P # O.Davil @’ og 8’ have
netop to skaeringspunkter P’ og O. Vinklen mellem o’ og B’ i P’ vil vaere lig
med vinklen mellem dem i O. Da en linje gennem O afbildes pa sig selv, og
en linje der ikke gar gennem O, afbildes pé en cirkel gennem O hvis tangent i
O er parallel med linjen, vil vinklen mellem &’ og ' i O vere lig med vinklen
mellemaogfiP.

Lad a veere en linje og B en cirkel som skaerer hinandeni P, P # O.Lad y veere
tangententil B i P. Da er vinklen mellem a og 8 i P lig med vinklen mellem a

Georg Mohr-Konkurrencen



ogy i P, som ifplge det vi lige har vist, er lig med vinklen mellem ¢’ og 1’ i P’
som er lig med vinklen mellem @’ og 8’ i P’ da tangens bevares ved inversion.

Pa tilsvarende vis ses at vinklen mellem to cirkler bevares ved inversion. O

Opgave4.11.3. Ten trekant ABC kaldes reringspunktet mellem den indskrev-
ne cirkel og siden AB for M og reringspunktet mellem den indskrevne cirkel
og siden AC for N. Vis at ved inversion i den indskrevne cirkel afbildes A i
midtpunktet af linjestykket M N.

4 w

Eksempel 4.11.1. Nu skal vi se p& hvorfor inversion i nogle sammen-
haenge er rigtig smart. Fx er Ptolemaeus’ ulighed helt ligetil hvis man in-
verterer problemstillingen.

Som vi s& i afsnit 4.4, siger Ptolemeus’ ulighed at der for en firkant
ABCD gelder at
|AB||CD|+|AD||BC|=|AC||BD|

med lighedstegn netop hvis firkant ABC D er indskrivelig.

For atbevise seetningen inverterer viien cirkel med centrum i A og radius
r. Dette giver

2 2 2 2

r r r r
AB||CD|+|AD||BC| = C'D’|+ B'C’
|AB||CD|+|AD||BC]| |AB’||AC’||AD’|| | |AD’||AB’||AC’|| |
4
_ r Pl 2oV
_—IAB’IIAC’IIAD’I(lB C’|+|C'D7))
0g
7‘2 7‘2 4
|AC||BD| = |B'D'|= ——————|B'D’|
|AC’| |AB’||AD’| |AB’||AC’||AD’|

Ptolemeeus’ ulighed er i den inverterede situation derfor blot trekants-
uligheden

|B'C’|+|C"D'| 2 |B'D,
hvor der galder lighedstegn netop hvis B/, C’ og D’ ligger pa en linje i
naevnte reekkefolge. I det ikke inverterede tilfeelde er dette netop sekviva-
lent med at B, C og D ligger pé en cirkel gennem A, s& C ikke ligger ved
siden af A, dvs. at firkant ABC D er indskrivelig.

Eksempel 4.11.2. [ en opgave fra NMC 2007 kan man med fordel benytte
inversion.

En linje gennem A skeerer en cirkel i to punkter, B og C, pa en sddan ma-
de at B ligger mellem A og C. Fra punktet A tegnes de to tangenter til
cirklen. Tangenterne rorer cirklen i punkterne S og T. Lad P veere skee-
ringspunktet mellem linjerne ST og AC.

A

A I
T
Vis at

|AP| _2|AB|
|PC| "|BC|

Allerforst skal vi overveje hvilket punkt vi skal invertere i. De to mest cen-
trale punkter er P og A, og man kan faktisk invertere i dem begge med
succes. Her ser vi pad en inversion i A.

Ved inversion i en cirkel med centrum A ogradius r afbildes linjerne gen-
nem A pa sig selv, linjen ST afbildes i en cirkel gennem A, og cirklen af-
bildes i en cirkel som tangerer linjerne AS’ og AT’ som vist pa figuren.




\

Nu omregner vi den ligning vi skal vise, til det inverterede tilfaelde:

|AP| r2/|AP’| _ JAC]
|[PC|  r2|P/C'|/(JAP'||AC|)  |P'C|

|AB| r?/|AB’| _ . |AC|
IBC| " r2|B’C’|/(|JAB'||AC]) " |B'C|’

Vi skal altsé i det inverterede tilfeelde blot vise den simplere sammen-
haeng at

|B’C’|=2|P'C’|.

Lad AO vere diameter i cirkel AS’P’T’. Daer ZAS’O = ZAT'O =90°, og
derfor er O centrum i cirkel B’T’C’S’. Der geelder yderligere at ZAP'O =
90°, hvilket betyder at radius fra O gennem P’ i cirkel B’T’C’S’ stér vin-
kelret pa korden C’B’, og derfor deler den pa midten. Altsa er |B'C’| =
2|P’C’| som gnsket.

Eksempel 4.11.3. 1 en opgave fra IMO 1996 er der en lidt special vinkel-
betingelse som bliver meget simplere ved inversion. Opgaven lyder:

Lad P veere et indre punkt i trekant ABC sa B

(¥

255
C A

Lad D og E veere centrene for henholdsvis de indskrevne cirkler i trekant

AP B og trekant AP C. Vis at linjerne AP, BD og CE skerer hinanden i
et punkt.

LAPB—/ACB=/APC—-/ZABC.
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Forst bemearker vi at linjen BD er vinkelhalveringslinjen fra B i trekant
ABP, og det er kendt at vinkelhalveringslinjen deler modstdende side
i samme forhold som forholdet mellem de to hosliggende sider. Linjen
BD deler altsa linjestykket AP i forholdet |AB|/|BP|. Pa tilsvarende vis
ses at linjen C E deler linjestykket AP iforholdet |AC|/|PC|. At vise at de
tre linjer BD, CE og AP gar gennem samme punkt, er altsa eekvivalent
med at vise at

|AB|  |AC|
|BP| |PC|

Nu skal vi overveje hvilket centrum vores inversionscirkel skal have. I det-
te tilfeelde er der en del vinkler hvis ene vinkelben gér gennem A, ogi sa-
dant et tilfeelde er det ofte en god ide at invertere i en cirkel med centrum
i A. Valget af radius er derimod ikke vaesentligt.

Nar vi inverterer i en cirkel med centrum i A og radius r, svarer identite-
ten vi skal vise til den veesentligt simplere identitet

|P’B’|=|P’'C|.
Vinkelbetingelsen bliver i den inverterede situation
/APB—/ACB=/AB'P'—/AB'C'=/C'B'P’

0g
/APC—/ABC =/AC’'P'—/ZAC’'B'=/B'C’P’,

dvs. ZC’'B’P’ = /B’C’P’. Dermed er |P’B’| = |P’C’| som gnsket.

Ved forst at udnytte at vinkelhalveringslinjer deler modstédende side i
samme forhold som forholdet mellem de hosliggende cirkler, og efterfel-
gende invertere omformes problemstillingen til en problemstilling der
neermest giver sig selv.

Kunsten er selvfglgelig at gennemskue at inversion i en cirkel med cen-
trum i A forsimpler problemstillingen.

Georg Mohr-Konkurrencen



Opgave4.11.4. Lad ABC vere en trekant, oglad s betegne den halve omkreds.
Punkterne P og Q ligger p&linjen AB s& |C P|=|CQ| = s.Vis atden omskrevne
cirkel til trekant C PQ tangerer den ydre roringscirkel til siden c i trekant ABC.
Hint: 83

Opgave 4.11.5. Fire cirkler tangerer hinanden s& w; og w3 tangerer w; 0g wy,
samt s cirklerne ikke overlapper hinanden. Reringspunkterne mellem w; og
Wy, Wy 0g W3, W3 0g W, samt w, 0g w; betegnes henholdsvis A, B, C og D.
Vis at disse fire punkter enten ligger pa en ret linje eller pa en cirkel. Hint: 145

Opgave 4.11.6. Tre cirkler I'y, I'y og I'c har et feelles skeeringspunkt O. Det an-
det skeeringspunkt mellem I’y ogI'z er C, det andet skeeringspunkt mellem I’y
og I er B, og det andet skeeringspunkt mellem I's og I'; er A. Linjen AO skee-
rer cirklen I[4 i et punkt X forskelligt fra O. Ligeledes skeerer linjen BO cirklen
I's i et punkt Y forskelligt fra O, og linjen C O skerer cirklen I'¢ i et punkt Z
forskelligt fra O. Vis at

|AY||BZ|ICX| _
|AZ||BX||ICY|

(NMC 2010) Hint: 239

Opgave 4.11.7. Lad B; og C; veere midtpunkterne af henholdsvis AB og AC i
trekant AB C. Skaeringspunktet mellem de omskrevne cirkler til trekant AB; C
og trekant AB C; betegnes P, og skeeringspunktet forskelligt fra A mellem lin-
jen AP og den omskrevne cirkel til trekant AB; C; betegnes P,. Vis at 2|AP| =
3|AP,|. (Baltic Way 2006) Hint: 232

Opgave4.11.8. Fire cirkler a4, a,, a3 og a4 gar alle gennem et punkt P sé a; og
a3 tangerer hinanden udvendigt i P, og o, og a4 ligeledes tangerer hinanden
udvendigt i P. Antag yderligere at a; og a,, &, 0g a3, @3 0g &, samt a4 0g ¢
skeerer hinanden i henholdsvis A, B, C og D, alle forskellige fra P. Vis at

|AB||BC| _ |PBJ?
|AD||DC|  |PD|?"

Hint: 166

Opgave 4.11.9. Lad ABCD vere en konveks firkant sa de to diagonaler star
vinkelret pa hinanden. Kald skeaeringspunktet mellem diagonalerne for O, og
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kald fodpunkterne for hgjderne fra O i trekant OAB, OBC, OCD og ODA
for henholdsvis P, Q, R og S. Vis at punkterne P, Q, R og S ligger pd en cirkel.
Hint: 148

Opgave 4.11.10. Lad a veere en halvcirkel med diameter AB, C et punkt pa
linjestykket AB forskelligt fra A og B, og a( en halvcirkel med AC som diame-
ter s& a og a, ligger pa samme side af AB. Nu definerer vi en folge af cirkler
pé folgende made. Cirklen «; er cirklen med diameter BC, og cirklen ,, er
cirklen som tangerer @, @ 0g a,_; som vist pa figuren.

ay

A C B
o

Kald reringspunktet mellem ¢; og a;,1, i = 1,2,..., for P;. Vis at alle rerings-
punkterne P, P, P,,... ligger pa en cirkel. Hint: 222

Opgave4.11.11. Lad a veere en halvcirkel med diameter PQ, § en cirkel som
tangerer linjestykket PQ og halvcirklen a, ferstneevnte i punktet C, og v en
linje som tangerer 8 og star vinkelret pd PQ i punktet B, sa B ligger mellem
C og Q. Kald det andet skaeringspunkt mellem «a og y for A. Vis at AC er vin-
kelhalveringslinje i trekant PAB.

./

Hint: 144



5 Kombinatorik

Kombinatorik gar ofte ud pa at teelle antallet af kombinationer af et eller an-
det, og for at kunne teelle antallet af kombinationer smart har man brug for
forskellige teellestrategier. Her introduceres helt grundleeggende mader at teel-
le pa som fx multiplikationsprincippet, binomialkoefficienten (',l), der er et
udtryk for pa hvor mange mader man kan velge r ting ud af n ting, samt skuf-
feprincippet. I de senere afsnit introduceres desuden vasentligt mere kom-
plicerede méder at teelle pa som fx at teelle ved at indseette skillevaegge, telle
rekursivt og teelle vha. princippet om inklusion og eksklusion.
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5.1 Kombinationer........... ... ... . .. 103
5.2 Skuffeprincippet........ ... .. . .. 108
5.3 Pascals trekant og binomialkoefficienter ................. 110
54 Skillevaegge. . ... ... .. 112
55 Tellepatomader........... ... .. ..o, 113
5.6 Mere om binomialkoefficienter . ....................... 115
57 Rekursion.......... ... ... 116
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5.1 Kombinationer

I dette afsnit ser vi pa grundleeggende mader at teelle et antal kombinationer
pa. Da vi ofte formulerer opgaver med maengder, starter vi med grundlaeggen-

de begreber vedrarende meengder.

7

Definition af maengdebegreber

En mangde B er en delmaeengde af en maengde
A hvis alle B’s elementer tilhorer A. At B er en
delmaengde skrives B C A. En delmengde af A
der ikke er hele A, kaldes en cegte delmaengde
af A. Bemeerk at enhver meaengde har den tom-
me meengde ) som delmaengde.

Foreningsmeengden AU B af to maengder A og
B er maengden bestdende af alle elementer fra
A og alle elementer fra B.

Feellesmeengden AN B af to mangder A og B er
mangden bestdende af de elementer som ba-
de tilhorer A og B.

Differensmaengden A\ B er mengden bestaen-
de af de elementer i A som ikke tilhgrer B.

Hvis A er en delmangde af en mangde M, kal-
des M\ A for komplementermeengden til A.

To meengder A og B kaldes disjunkte hvis de
ikke har nogen elementer til feelles, dvs. hvis
ANB=40.

Hvis A ={1,2,3,4,5,6} og B ={1,3,5,7,9}, da
er AUB = {1,2,3,4,5,6,7,9}, AN B = {1,3,5},
A\B = {2,4,6} og B\A = {7,9}. Eksempler pa
delmengder af A er §, {1, 3}, {6} og hele A.

=

Delmengde B C A

A B

S

Foreningsmengde AU B

A B

-

Feellesmaengde AN B

A B

C

Differensmangde A\B

A B

@
@

Disjunkte maengder
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Szetning 5.1.1. Multiplikationsprincippet
Ved et valg der bestir af n forskellige delvalg med henholdsvis
my, my, ..., m, valgmuligheder, er der i alt

myny...Mmy

valgmuligheder.

Eksempel 5.1.1. Multiplikationsprincippet

Nar man fx skal udfylde et sporgeskema med 13 spergsmal og tre svar-
muligheder til hvert spergsmal, sa skal man treeffe 13 valg med tre valg-
muligheder i hvert delvalg. Man kan altsa svare pa sporgeskemaet pa
313 =1.594.323 méder.

Eksempel 5.1.2. Multiplikationsprincippet

Man kan ogsd bruge multiplikationsprincippet til at bestemme hvor
mange forskellige delmangder der findes af en maengde med n elemen-
ter. Nar man skal udtage en delmangde, skal man for hvert element af-
gore om det skal med eller ikke med, der er alts& to muligheder for hvert
element. Derfor er der 2" forskellige delmeengder af en meengde med n
elementer. Her er bade den tomme maengde og mengden selv talt med.

J

Teellestrategi. Nar man skal teelle hvor mange blandt nogle kombinatio-
ner der opfylder en bestemt betingelse, er det altid en god idé at overve-
je om det er nemmest at telle dem der opfylder betingelsen, eller dem
der ikke gor. Formuleret med mangder: Hvis T er en delmangde af en
meengde M, og man skal bestemme antallet af elementeri T, er det altid
en god idé at overveje om det er nemmest at teelle antallet af elementer
i T eller antallet af elementer i komplementeermangden. Det ene kan
veere temmelig vanskeligt, mens det andet er overkommeligt.
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Eksempel 5.1.3. Teellestrategi

Til en multiple choice-konkurrence er der 20 spargsmal hver med svar-
mulighederne a, b, c, d og e. P4 hvor mange mader kan man svare pa
de 20 sporgsmal s& der er mindst to spergsmal i treek hvor man har sat
kryds ved samme svarmulighed?

Hvis vi forseger at teelle de kombinationer hvor man seaetter kryds ved
samme svarmulighed ved to pa hinanden folgende spergsmal, bliver det
hurtigt meget kompliceret. Vi kunne fx starte med at teelle de kombina-
tioner hvor vi svarede det samme pa de to forste spergsmal. Dem er der
519 af. Tilsvarende er der 5'9 kombinationer hvor vi svarer det samme i
sporgsmal 2 og 3, osv. Problemet er bare at vi her teeller de samme kom-
binationer med flere gange, og det bliver temmelig kompliceret at holde
styr pa hvor mange gange den enkelte kombination egentlig teelles med.

Hvis vi i stedet siger at der er 52° svarmuligheder i alt, og treekker de
kombinationer fra hvor der ikke svares det samme pd to pd hinanden fol-
gende sporgsmal, sa bliver det meget lettere. Der er 5-4' kombinationer
hvor der ikke svares det samme pa to pa hinanden folgende spergsmal,
fordi vi har fem muligheder for at svare pa sporgsmal 1 og derefter fire
muligheder for at svare pé hvert af de folgende sporsmal da vi blot ikke
ma svare det samme som pa det foregdende. Dermed er der i alt

520 _ 5. 419
mader at svare pa de 20 sporgsmal sa der findes mindst to p& hinanden
folgende sporgsmaél hvor man har svaret det samme.

\ J

Opgave5.1.1. En perleplade bestar af 10 x 10 perler. Georg har fem forskellige
farver perler. Hvor mange forskellige perleplader kan Georg lave nar han vil
have at den yderste kant er ensfarvet?

Opgave5.1.2. Hvor mange forskellige syvcifrede positive heltal findes der som
ikke indeholder cifferet 7?

Opgave5.1.3. Hvor mange ticifrede positive heltal er der som ikke indeholder
to ens nabocifre?

Opgave 5.1.4. Hvor mange sekscifrede positive heltal findes der som er dele-
lige med 9, og som ikke indeholder cifferet 0? Hinz: 217



Opgave 5.1.5. Hvor mange ottecifrede tal findes der som bestar af cifrene 1,
2, 3 og 4, og som indeholder to ens nabocifre?

Opgave 5.1.6. Tallene fra 1 til 100 skal fordeles i tre disjunkte delmangder sa
ingen af maengderne er tomme, og ingen mangde indeholder to pa hinanden
folgende tal. P4 hvor mange mader kan det gares? Hint: 51

Opgave5.1.7. Tyve kugler nummereret 1,2,...,20 skal fordeles i fire forskellige
skdle, en rod, en bld, en gul og en gron. Pa hvor mange mader kan det gores
hvis der i mindst en af skélene skal veere to kugler hvis numre har differens 1
eller 2?2 Hinr: 156

7

Eksempel 5.1.4. Raekkefolge

I kombinatorik ensker man ofte at bestemme antallet af mdder man kan
udtage noget pa i en bestemt raekkefolge.

Til et steevne er der 14 hold der keemper om guld, selv og bronze. Nar
man skal bestemme pd hvor mange forskellige méder medaljerne kan
fordeles, har man 14 muligheder for at uddele guld, 13 for selv og 12 for
bronze, dvs. der erialt 14-13- 12 méder at fordele medaljerne pa.

Definition af fakultet

For et positivt helt tal n er
n'=1-2-3---n.
Desuden er 0! =1.

Symbolet n! laeses n-fakultet.

Definition af permutation

En ordnet liste pa r forskellige elementer fra en maengde med n elemen-
ter kaldes en permutation af r elementer fra en mangde med n elemen-
ter.

Antallet af permutationer af r elementer fra en maengde med n elemen-
ter svarer altsd til antallet af méder at veelge r ud af n elementer hvor
rakkefolgen af de r elementer har betydning.
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Sztning 5.1.2. Permutationer - Udtag med rakkefolge

Antallet af permutationer af r elementer fra en maengde med 7 elemen-
ter er

|

(n—r)"

nn—1)...(n—(r—1))=

Bevis. Man har n muligheder for at veelge det forste element, n—1 muligheder
for det nzeste, osv. Til slut har man n—(r —1)) muligheder for at vaelge det r’te
element. Formlen n(n—1)...(n—(r —1)) folger derfor af multiplikationsprin-
cippet. For at skrive formlen lidt mere kompakt teenker vi pa den som et brok
og forleenger med (n —r)! i teeller og neevner:

(n—1)...(n—(r—1))-(n—r)  n!

nn—1)...(n—(r—1)="2 =

(n—r)

Definition af kombination

En delmeengde med r elementer af en maengde med n elementer kaldes
en kombination pa r elementer fra en maengde med n elementer.

Symbolet () betegner antallet af kombinationer pa r elementer ud af
n elementer, og det svarer til antallet af mader hvorpa man kan udtage
r elementer ud af n uden hensyntagen til reekkefolgen af de elementer
man udtager.

Vi kalder disse tal for binomialkoefficienter, og det kommer der en for-
klaring pa senere.

Nogle benytter betegnelsen K (n, r) i stedet for ().

Hvisr <Oeller r > n, er ('r') =0 per definition.

Georg Mohr-Konkurrencen



Seetning 5.1.3. Kombinationer - Udtag uden raekkefolge

(n)_ n!
r) rin—r)’

. J

Der geelder at

Bevis. I forste omgang husker vi pa at man ifelge seetning 5.1.2 kan udtage
r elementer i reekkefolge pa (n%'r), maéder. Desuden kan r elementer ordnes
i r! forskellige raekkefalger, dvs. hver delmangde er talt med r! gange nar vi

udtager de r elementer i raekkefolge. Derfor er
n!
n\_ -l _ n! o
r r! ri(n—r)

Eksempel 5.1.5. Sandsynlighed

Saetning ?? kan bruges i et utal af ssmmenhzenge ndr man skal afgore
pé hvor mange mader man kan udvalge noget. Fx kan de syv vindertal i
lotto nér der er 36 tal at veelge imellem, udtraekkes pa (376) =8.347.680 for-
skellige méder. Nar man har fundet antallet af kombinationer, kan dette
benyttes til at beregne sandsynligheden for at f& syv rigtige i lotto. Alle
kombinationer af syv vindertal er i lotto lige sandsynlige, og dermed er
sandsynligheden for at f& syv rigtige W;sso-

Eksempel 5.1.6. Kombinationer

Vi gnsker at bestemme p& hvor mange mader man kan udtage syv kort af
et seet almindelige spillekort med 52 kort, s man har netop ét par, altsa
to kort med samme talveerdi, og fem kort med fem andre talveerdier.

Der er 13 forskellige talveerdier, dvs. vi kan udvelge den talveerdi parret
har, pa (113) = 13 méader. Desuden kan vi velge de fem talveerdier de fem
sidste kort skal have, pa (152) =792 mader. For hver talveerdi er der fire kort,

106

};’n
- g/ﬁ,;z\

dvs. vi nu kan velge de to kort der indgér i vores par, pa (3) = 6 mader.
Desuden kan vi veelge hvert af de fem andre kort pa (}) = 4 mader. I alt er
der altsé ifolge multiplikationsprincippet

(NG -

mader at udtage syv kort pa sa man har netop et par.

Eksempel 5.1.7. Ruter

P4 et braet med 8 x 8 felter kravler en myre fra det ene hjorne til det di-
agonalt modsatte hjorne. Den kravler kun pé stregerne mellem felterne
eller langs kanten af braettet, og den serger for at turen bliver s kort sa
mulig. Vi gnsker at bestemme hvor mange forskellige ruter myren kan
veelge imellem.

Forst bemeerker vi at den samlet skal ga otte felter op og otte felter til
hajre hvis vi forestiller os at den starter i nederste venstre hjgrne. Den
skal med andre ord veelge preecis hvilke otte af de 16 "skridt"der skal veere
lodrette, dvs. den har (186) =12.870 forskellige ruter at vaelge imellem.

\ J

Opgave 5.1.8. Hvor mange firecifrede positive heltal findes der, hvor cifrene
star i stigende raekkefolge fra venstre mod hojre, og alle fire cifre er forskellige?
Hint: 167



Opgave 5.1.9. En forsamling pa 25 personer vil nedseatte et udvalg med fem
medlemmer, hvor et af de fem medlemmer er forperson for udvalget. Pa hvor
mange mader kan dette gores?

Opgave 5.1.10. Bestem pa hvor mange mader man kan udtage seks kort fra et
saet spillekort s& man netop har to par. (Netop to par ud af seks kort betyder
at man har fire forskellige talveerdier og to af to af dem.)

Opgave5.1.11. Fra et kortspil traekkes fire kort. Hvor stor er sandsynligheden
for at de fire kort har fire forskellige talveerdier?

Opgave 5.1.12. 1 en by bestar centrum kun af veje der gér nord-syd og ost-
vest. Der er syv veje nord-syd og fem veje ast-vest, men pga. vejarbejde er
vejkrydset mellem den midterste nord-syd-géende vej og den midterste ost-
vest-gdende vej totalt spaerret sd man ikke kan passere det. Jonatan star i det
sydvestlige hjorne af centrum og skal til det nordestlige hjerne, og han ensker
at g sa kort sd muligt. Hvor mange forskellige ruter kan han veelge imellem?
Hint: 76

Opgave 5.1.13. 1 en skal er der fem rade, tre bla og to grenne bolde. Hvad er
sandsynligheden for at der er en rod, en bld og en gron bold tilbage i skélen,
hvis man fjerner syv tilfeeldige bolde?

Opgave 5.1.14. Lad m, n og k vere positive heltal s& n > k og m > k. Pa et
n x m skakbreet skal placeres k tarne (hojst et pa hvert felt) sa ingen tarne
truer hinanden. Vis at det kan gores pa (' )(})k! mader. Hinz: 215
Opgave5.1.15. 1en konveks n-polygon indtegnes samtlige diagonaler, og det
antages at der ikke findes tre diagonaler som skeerer hinanden i samme punkt.
(Her er en diagonal et linjestykke der forbinder to af polygonens hjerner, men
polygonens sider er dog ikke diagonaler.)

i) Vis at antallet af diagonaler er () —n for n>3

ii) Visat antallet af skeeringspunkter mellem diagonaler er (}) for n > 4. Hinr:
259

iii) Vis at antallet af omrédder som diagonalerne deler polygonen i, er
1+(3)—n+(}) for n> 4. Hinr: 10

iv) Vis at antallet af trekanter, hvis hjorner er polygonens hjgrner eller en
skeering mellem to diagonaler, og hvis sider ligger pa polygonens sider
og diagonaler, er () +4(};)+5(%) +(§) for n > 6. Hinr: 186

107

Opgave5.1.16. 1 en papkasse ligger et stort antal lase sokker. Nogle af sokker-
ne er rode; de ovrige er bld. Det oplyses at det samlede antal sokker ikke over-
stiger 1993. Endvidere oplyses det at sandsynligheden for at traekke to sokker
af samme farve nar man pa tilfeeldig made udtraekker to sokker fra kassen, er
%. Hvad er efter de foreliggende oplysninger det storste antal rede sokker der
kan befinde sig i kassen? (Georg Mohr-Konkurrencen 1993) Hint: 157

Atvelge r elementer ud af n svarer til at splitte de n elementer op i to bunker:
en med r elementer og en med n — r elementer. Nogle gange har man imid-
lertid brug for at fordele de n elementer i mange flere bunker. Eller formuleret
med delmaengder: dele en mangde i disjunkte delmaengder som tilsammen
indeholder samtlige elementer.

' )

Definition af udvidet binomialkoefficient

( ; )
N, n,..., 'y,

betegner antallet af mader hvorpa man kan dele en mengde med n
elementer i m disjunkte delmangder A;, A,,...,A,, med henholdsvis
mn,7,...,I,;, elementersa rn+n+...+r, =n.

Symbolet

Szetning 5.1.4. Udvidet binomialkoefficient

( n ) n!
T, T25ees Iin n!n!...r,!

\ J

Der gelder at

Bevis. Nar vi skal dele en maengde med n elementer i m disjunkte delmang-
der Ay, A,,...,A,, med henholdsvis ry, 15, ..., 1, elementersd ry +r,+...+ 1, =
n, kan vi teenke pa udveelgelsen saledes: Forst veelges r; blandt de n elemen-
ter. Det kan vi gore pa (;’1 ) madder. Derefter veelges r, blandt de resterende n—r,

elementer. Det kan vi gore pa (";r 1) mader. Vi fortsaetter pa denne méde indtil
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vi til slut veelger r,,, blandt de resterende n—r, —r, —---—r,,_1 = 1, elementer.
Dermed er
( n ) (n)(n—rl)(n—rl—rz) (n—rl—rz—---—rm_l)
n,n,...,Iy n ry I3 'm
n! (n—n) (n—rn—rn——ru_1)
nn—mnn—nrn—-mn) rmn—rn—-rn——r,)
n!
il !

fordi(n—nn—rn—-—r,)!=0=1.0

7

Eksempel 5.1.8. Gruppeinddeling

En klasse med tolv elever skal deles i tre grupper med fire i hver. P4 hvor
mange mader kan dette gores?

Hvis grupperne betegnes A, B og C, kan de tolv elever ifolge seetningen
fordeles i grupperne A, B og C med fire i hver pa (4,142'4) = 34650 mader.
Men i sporgsmaélet havde de tre grupper ingen betegnelse og var altsa
ikke ordnede, dvs. vi har talt hver kombination med 3! = 6 gange. Der er
dermed 348° = 5775 mader at dele klassen pa.

\.

Opgave 5.1.17. En kube er sammensat af 3 x 3 x 3 sma enhedskuber. P4 hvor
mange méder kan man komme fra det ene hjgrne til det diagonalt modsatte
hjorne nar man kun ma gé langs kanterne af enhedskuberne og skal veelge en
rute der er sd kort s mulig?

Opgave5.1.18. 1 en krukke ligger ni bolde nummereret 1,2...,9. Tre personer
treekker tilfeeldigt tre bolde hver. Hvad er sandsynligheden for at de alle far en
ulige sum néar de laegger deres tre boldes numre sammen? Hint: 225

Opgave 5.1.19. Vis at (mn)!)* er delelig med (m!)"*!(n!)"*! for alle positive
hele tal n og m. Hint: 22

108

5.2 Skuffeprincippet

Skuffeprincippet bruger de fleste helt intuitivt uden at have hert om det. Et
klassisk eksempel pa skuffeprincippet er at hvis 1100 mennesker er forsam-
let, sa vil mindst fire ifelge skuffeprincippet have fodselsdag samme dag. Der
er 366 mulige fodselsdage. Hvis der er over 3-:366 = 1098 mennesker forsamlet,
vil der ifelge skuffeprincippet veere mindst fire personer med samme fadsels-
dag.

Seaetning 5.2.1. Skuffeprincippet

Skuffeprincippet siger at hvis man har n + 1 objekter som man placerer
i n skuffer, sa findes der mindst én skuffe med mindst to objekter. Til-
svarende gelder at hvis man har kn + 1 objekter som man placerer i n
skuffer, sa findes mindst én skuffe med mindst k + 1 objekter.

Eksempel 5.2.1. Skuffeprincippet

Det er ikke altid helt oplagt hvad man skal veelge som skuffer og objekter.
Hvis vi ser pa en vilkérlig delmaengde af maengden M = {1,2,3,...,100}
med 15 elementer, sa vil vi gerne vise at der findes to talpar fra delmaeng-
den med samme numeriske differens.

I dette tilfeelde méa de mulige differenser - de hele tal fra 1 til 99 - veere
skufferne og de mulige talpar veere objekterne da vi ensker at vise at der
findes mindst to talpar med samme differens. Hvis skuffeprincippet skal
virke, skal vi altsé vise at der er flere talpar end differenser.

I en delmeengde af M med 15 elementer er der i alt

15 15-14
=——=105
2 2

forskellige talpar, men der er kun 99 mulige differenser. Dermed siger
skuffeprincippet at der findes mindst to talpar med samme differens.




Eksempel 5.2.2. Skuffeprincippet

Skuffeprincippet kan ogsa bruges hvis man har et endeligt antal skuffer
og et uendeligt antal objekter. Betragt folgen

1,3,6,0,9,5,4,...

hvor det naeste tal i folgen, fra og med det fjerde, er sidste ciffer i summen
af de tre foregdende. Da der kun findes endeligt mange talseet af tre cifre,
og folgen fortseetter i det uendelige, ma der ifolge skuffeprincippet pa et
eller andet tidspunkt komme tre tal som tidligere har stdet i samme raek-
kefolge, og derfor ma folgen vaere periodisk fra et vist trin. Her er talsaet
af tre cifre skufferne, mens objekterne er alle de uendeligt mange talszet
af tre cifre man fér ved at veelge tre pa hinanden folgende tal i folgen.

Eksempel 5.2.3. Skuffeprincippet

Skuffeprincippet kan ogsd bruges hvis man har et endeligt antal skuffer
og et uendeligt antal objekter. Betragt folgen

1,3,6,0,9,5,4,...

hvor det naeste tal i folgen, fra og med det fjerde, er sidste ciffer i summen
af de tre foregdende. Der er kun findes endeligt mange talseet af tre cifre,
og folgen fortsaetter i det uendelige. Hvis vi lader alle talseet af tre cifre
udgere skufferne, og tre pd hinanden folgende tal i folgen veere objekter-
ne, ma der ifolge skuffeprincippet pa et eller andet tidspunkt komme tre
tal som tidligere har stiet i samme raekkefolge, og derfor mé folgen veere
periodisk fra et vist trin.

Her er nogle eksempler pa meget forskellige opgavetyper hvor man kan an-
vende skuffeprincippet, men det er absolut ikke altid oplagt hvordan man skal
konstruere sine skuffer og objekter.

Opgave 5.2.1. Ti venner sender hinanden julekort s hver sender fem jule-
kort til fem forskellige venner. Vis at der findes et par af venner som har sendt
hinanden et julekort.restparrene

Opgave 5.2.2. Vis at hvis et 2 x 2-kvadrat indeholder 10 punkter, da vil der
findes to punkter med afstand mindre end 1.

Opgave 5.2.3. Lad n veere et positivt heltal. Vis at der blandt n + 2 forskellige
positive heltal findes mindst to hvis sum er delelig med 27, eller hvis differens
er delelig med 2n. Hint: 230

Opgave5.2.4. Om et keempe rundt bord der kan drejes, sidder der 100 perso-
ner. Alle har bestilt forskellig forret. Da de treette tjenere har placeret en forret
foran hver person, er der ingen der har den rigtige forret pa deres plads. Vis at
bordet kan drejes sa mindst to personer har den rigtige forret pa deres plads.
Hint: 44

Opgave 5.2.5. 1 et kvadrat med sideleengde 1 er der 101 rode punkter hvoraf
ikke tre ligger pa linje. Vis at der findes en trekant med tre rode hjorner hvis
areal ikke er storre end 155

Opgave5.2.6. Ethvert punktiplanen er malet i en af n givne farver. Vis at der
findes et rektangel hvis hjerner alle har samme farve.

Opgave5.2.7. 1 et bjerg dybt under jorden gemmer syv drager en maegtig skat.
For at f4 fingre i skatten skal man igennem ti store stendere der hver er last
med tre store ldse. Hver drage har negle til nogle af 1asene, og vilkarlige fire
drager har tilsammen nogler til alle l4sene. Vis at der findes tre drager som
tilsammen har negler til alle l&sene. Hint: 139

Opgave 5.2.8. Lad A veere en vilkarlig maengde af 23 positive hele tal mellem
1 0g 1000. Vis at der findes to disjunkte delmangder af A hvis elementer har
samme sum. Hint: 243

Opgave5.2.9. Vis atblandttallene a,2a,...,(n—1)a, hvor a € R, er der mindst
ét af tallene der har en afstand pa hejst + til et helt tal. Hint: 56

Opgave 5.2.10. Vis at uanset hvordan 15 punkter afsettes inden for en cirkel
med radius 2 (cirkelranden medregnet), vil der eksistere en cirkel med radius 1
(cirkelranden medregnet) som indeholder mindst tre af de 15 punkter. (Georg
Mohr-Konkurrencen 1991) Hint: 228
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5.3 Pascals trekant og binomialkoefficienter ( )
) ) ) . ) ) L Seetning 5.3.2. Pascals trekant
Binomialkoefficienterne (r) viser sig at kunne frembringes pa en interessant

méde, og for at vise dette har vi behov for folgende formel. Binomialkoefficienterne kan opstilles i det man kalder Pascals trekant s&

en binomialkoefficient hele tiden er summen af de to ovenfor:

e w

Seetning 5.3.1. Lad n og k veere ikke-negative heltal med n > k + 1. Da (0)

er
n+1 n n
= |+ .
()=(E) o)
\ J 5
©)
Bevis. Hvis man skal udtage k+1 elementer ud af 741, kan man enten udtage (g)

k+1ud af de n forste af de n+ 1 elementer, eller man kan udtage k elementer (7)
blandt de 7 forste samt udtage det sidste ud af de n+1 elementer. Dermed er

n+l)\ (n + n
k+1) \k) \k+1)
Bemeerk at man nér frem til lighedstegnet ved at teelle det samme pa to for- 1 1

skellige mader. Dette er en meget anvendelig metode nér man fx skal vise at
to udtryk er lig hinanden, men mere om det i et senere afsnit.

()
B G
© @

G G
G 6 @

6 @ 6
() (5)

()

()
O G
()

(&)
()

Alternativt kan man ogsa blot regne, men det er ikke helt s elegant:

(n+1) (n+1) 1 5 10 10 5 1
k+1) (k+D(n—k) 1 6 15 20 15 6 1
n!
- (n—-k)+(k+1 1 7 21 3 35 21 7 1
Gt Din—ky PR+ E+1)

n! n!
kt Dn—(k+ 1) Kn—k)

n n
= + | O
(k + 1) (k ) Bevis. Det folger direkte af saetning 5.3.1. O




Szetning 5.3.3. Binomialformlen

Lad n veere et ikke-negativt heltal. Da er

(x+y)'= (z)x" +(Y)x”‘1y + (Z)x"‘zyz +---+(:)y”.

Det er denne sammenhang der er grunden til at binomialkoefficienter
hedder binomialkoefficienter. Et binom er en to-leddet storrelse, og bi-
nomialkoefficienterne er dermed netop koefficienterne der fremkom-
mer ndr man tager en potens af en to-leddet storrelse.

Bevis. Nar man ganger (x+ )" ud, fair man netop x" ¥ y* ved at gange x’et fra
n—k af parenteserne med y’et fra de resterende k parenteser. Vi kan veelge de
k parenteser med y’er ud af de n parenteser pa () mader, dvs. leddet x" ¥ y

optraeder (}) gange i resultatet. Dette viser satningen. 0

e w

Sztning 5.3.4. Binomialformlen

Lad n veere et ikke-negativt heltal. Da er
n n n n
0 1 2 n

Bevis. Ifplge binomialformlen er

(x+y)*= (Z)x” + (T)x”_ly + (Z)x”_zyz +---+(Z)y”.

Seettes x =y =1, fas

#ewar=(g)+ (1))

Rigtig mange sammenhange om binomialkoefficienter kan vises ved at se pa
koefficienter i polynomier. I dette tilfeelde og mange andre med binomialko-
efficienter kan man ogsa benytte tricket med at teelle det samme pa to forskel-
lige mader da begge sider af lighedstegnet angiver antallet af delmangder af
en maengde med 7n elementer: Vi har tidligere set at der findes netop 2" del-
maengder af en maengde med n elementer. Man kan ogsa teelle delmangder-
ne ved at summere antal delmangder med henholdsvis 0,1,..., n elementer,
og det er netop det der star pa hejresiden. O

( A

Sztning 5.3.5. Binomialkoefficienter

Der geelder folgende om binomialkoefficienter:

n n—1
ii) k(k): n(k—l)'

n n
iii) k(k)=(n—k+l)(k_1)

) (g)_(7)+(g)_...+(_1)n(z):O.
o (3 O e ()
o (el enG) v

vii) For et primtal p er (Z) deleligmed p for k=1,2,...,p—1.

\ J

Opgave 5.3.1. Vis s&etning 5.3.5. Hint: vii): 237
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5.4 Skillevaegge

Binomialkoefficienterne forteller p4 hvor mange méder man kan udtage r
elementer ud af n elementer. Man kan ogsa med binomialkoefficienter lave
en formel for pd hvor mange méder man kan fordele n ens objekter i m num-
mererede bokse. Da objekterne er ens, er det lige meget hvilke der havner i
hvilke bokse; det interessante er kun hvor mange der er i hver boks.

e w

Sztning 5.4.1. Objekter i nummererede bokse

Man kan fordele n ens objekter i m nummererede bokse pa

n+m—1
m—1

madder, hvis nogle af boksene gerne ma veere tomme.
Man kan fordele 7 ens objekter i m nummererede bokse pa

()

mader, hvis alle bokse skal indeholde mindst ét objekt.

Bevis. Set de n objekter op pé en reekke. At fordele dem i m nummererede
bokse svarer til at seette m — 1 skilleveegge op i reekken, s man putter objek-
terne for den forste skilleveeg i forste boks osv.

L] L] ‘ L] L] ‘ ‘ L] ‘ L] L] L] ‘ L] ‘
Eksempel med n =9 objekter og m =7 bokse.
Der er henholdsvis 2,2,0, 1,3, 1,0 objekter i de syv bokse.

Det svarer til at fordele n objekter og m — 1 skilleveegge pa en reekke med

n+ m—1 pladser, hvilket kan gores pa ("/”") mader. O

Opgave 5.4.1. Bevis sidste del af seetning 5.4.2.

112

\

Sztning 5.4.2. Tupler af heltal med fast sum

Antallet af m-tupler (x;, x5, ..., X;;), hvor x;’erne er ikke-negative heltal
med x; + X+ + X, =, er

n+m—1
m—1 )
Antallet af m-tupler (x;, X»,..., X,,), hvor x;’erne er positive heltal med

X1+ Xp+--+ X, =n,er
n—1
m—1)

J

Bevis. Setningen folger direkte af seetning 5.4.1 hvor x;, x,, ..., X;, er antallet

af objekter i henholdsvis boks 1, boks 2, osv. O

7

Eksempel 5.4.1. Objekter i nummererede bokse

I et supermarked er der fem forskellige slags slikposer. Nar man skal ud-
regne pa hvor mange mader man kan velge ti slikposer, kan man bruge
seetning 5.4.1. Det svarer nemlig til at fordele ti objekter i fem nummere-
rede bokse der hver repraesenterer en bestemt slags slikpose, dvs. ifelge

setningen er der (10;’_51_ 1) =1001 mader at veelge pa.

Eksempel 5.4.2. Objekter i nummererede bokse med ekstra boks

I en isbutik seelges vaffelis med op til fem kugler, og der er vanille-,
jordbeer- og chokoladeis. Nar man skal udregne hvor mange forskellige
vaffelis man kan lave, kan man bruge satningen om at fordele n objek-
ter i m bokse. Vi antager at kuglernes raekkefolge er underordnet. An-
tallet af vaffelis svarer nu til at fordele fem kugler i fire bokse hvor den
ene boks repraesenterer vanille, den anden jordbeer, den tredje choko-
lade og den fjerde ingenting. P4 denne made far man alle kombinatio-
ner inklusiv den uden kugler. Hvis man treekker den fra, er der derfor

(Sﬁ?) —1= (3) —1 =55 forskellige kombinationer.




Opgave 5.4.2. 1 et supermarked er der fem forskellige slags slikposer at veel-
ge imellem, men supermarkedet har kun seks poser tilbage af tre af slagsene
samt syv poser af de to sidste slags. Vis at man kan veelge ti slikposer pa 866
mader.

Opgave 5.4.3. Vis at der er netop 462 mader at laegge ti 2-kroner og seks 5-
kroner péa en reekke sa der mellem to 5-kroner ligger mindst en 2-krone. Hint:
91

Opgave 5.4.4. P4 hvor mange mader kan man velge ti ikke-negative heltal
X1, Xo ..., X109 S& deres sum hojst er 100? Hint: 194

Opgave 5.4.5. En skat pa 50 guldstykker skal fordeles mellem seks pirater. De
beslutter sig for at skrive alle kombinationer ned, hvor ingen far mere end
halvdelen af guldstykkerne, og alle far mindst fire guldstykker, og derefter
treekke lod blandt disse kombinationer. Hvor mange kombinationer traekker
de lod imellem?

Opgave5.4.6. En mangde bestar af samtlige 12-cifrede tal som bestar af net-
op fem 1-taller, fire 2-taller og tre 3-taller. Vis at hvis man treekker et tilfeeldigt
tal fra meengden, da er sandsynligheden for at fa et tal som har mindst to 1-
taller i treek, lig med g—g. Hint: 234

Opgave5.4.7. Vis at antallet af bineere tal med n cifre der har netop m blokke
af formen 01, er (., ) (Husk at et bineert tal har 1 som forste ciffer.) Hint: 11

Opgave 5.4.8. 1 et lottospil udtreekkes syv tal ud af 36. Vis at mere end f{ af
disse kombinationer indeholder to nabotal. (Du ma gerne bruge at o0 > 3.)

Hint: 53

Opgave5.4.9. L etringspil er der tiringe i forskellige farver samt fem forskellige
malpinde til at kaste efter. Vis at antallet af forskellige slutkonfigurationer med
syvringe pd malpindene og tre ringe i graesset er % =199.584.000. (Bemaerk
at hvis flere ringe er p4 samme malpind, kan de ligge i forskellig raekkefolge
pa pinden.) Hint: 54

5.5 Teelle pa to mader

Vi har flere gange set at man kan vise nogle formler hvori der indgar binomi-
alkoefficienter, ved at teelle pa to mader.

( A

Eksempel 5.5.1. Tzelle pa to mader

S (="

k=0

Formlen

kan let vises ved at teelle pa to méader, mens det er langt mere kraevende
hvis man begynder at omskrive binomialkoefficienterne.

Tallet (/™) angiver ifolge satning 5.4.1 pd hvor mange mader man kan
fordele n ens kugler i m + 1 kasser. Man kan ogsa teelle dette pa folgende
made: Nér der er n — k kugler i den forste boks, kan man fordele de k
resterende kugler i de m resterende bokse pa (k;TII) mader. Nar man
summerer dette, fir man netop venstresiden af lighedstegnet.

Eksempel 5.5.2. Teelle pa to mader
Folgende formel kan ogsa vises ved at teelle pa to mader.

— (n
Z k(k) =n2"",
k=1
Vi benytter nu to forskellige metoder til at teelle pa hvor mange méader
man kan nedsztte et udvalg med en forperson nar der er n personer at
veelge imellem, og udvalget skal besta af mellem en og n personer:
Metode 1: Forst er der n muligheder for at veelge forpersonen. Derefter
skal man for hver af de n — 1 resterende beslutte om de er med eller e;j.
Dette kan samlet gores pd n2"~! mader.
Metode 2: Der er (Z) mader at nedsette et udvalg med k medlemmer
pa, og for hver af disse er der k méder at veelge forpersonen péa. Dette
giver samlet > |/ k(7). Dermed er formlen vist.
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Sztning 5.5.1. Vandermonde-identiteten

Lad n, m og k veere ikke-negative hele tal med k < n+ m. Da er

()20

. J

Opgave 5.5.1. Vis setning 5.5.1.
Opgave5.5.2. Vis formlerne

! kz_;kZ(Z)W(nH)z"‘z og i ;k?’(Z):nz(n+3)2"_3.

Hint: 190, 195

Opgave5.5.3. i) I en by er der et vejnet som danner et kvadrat med n + 2 veje
nord-syd og n+2 veje gst-vest, n > 2. Langs den nordligste og den gstligste vej
lober en flod. Vejene nummereres 0,1,2,...,n + 1 fra vest mod ost, og fra syd
mod nord. Ane starter i det sydvestlige hjorne af vejnettet, dvs. i (0,0). Hun vil
ned til floden og gar pé folgende méde. Forst slar hun plat og krone. Hvis det
bliver krone, gar hun mod nord til naeste vejkryds, og hvis det bliver plat gér
hun mod est til naeste vejkryds. Sddan fortseetter hun til hun nér den nordlig-
ste eller den ostligste vej ved floden, dvs. indtil hun forste gang nér en af de to
veje med nummer 7 + 1.

N

S H NN W B U N

01 23 456 789

Eksempel med n =8

114

Vis at sandsynligheden for at hun nar floden i krydset (3,7 + 1), er

n+3\ 1
3 on+4’

ii) Vis formlen

L (n + k) 1
pr k 2k+n
Opgave5.5.4. Vis at
+1 n—r+l1 —k
n _ 2: k n
r+1 = r—1

Hint: 67

Opgave 5.5.5. Lad F(n, r) betegne gennemsnittet af mindste-elementerne i
samtlige delmaengder af {1,2,..., n} med r elementer.
Vis at

n+1
r+1°

F(n,r)=

(IMO 1981)
Opgave 5.5.6. Vis ved at teelle pa to méder at

n+1 n+1
12+22+---+n2=( ) )+2( 3 )

Opgave5.5.7. 1 en konkurrence er der a deltagere og b dommere, hvor b >3
er et ulige tal. Hver dommer bedommer om hver deltager har bestaet eller er
dumpet. Antag et k er et tal sa der for to vilkdrlige dommere geelder at de-
res bedommelse hgjst stemmer overens for k deltagere. Vis at % > %. (IMO
1998) Hint: 249

Hint: 109



5.6 Mere om binomialkoefficienter

I dette afsnit fokuserer vi pd hvordan man regner med binomialkoefficienter.
Som udgangspunkt har vi de sammenhaenge om binomialkoefficienter som
allerede er vist i afsnit 5.3 samt Vandermonde-identiteten fra afsnit 5.5.

4 w

Eksempel 5.6.1. Vandermonde-identiteten

2 2 2
n n n 2n
+ + cee + = .
(o) (1) () -(7)
for alle positive heltal n. Dette svarer blot til Vandermonde-identiteten
n+m kK (n\( m
()20

hvor m=n=k,da (mnii) = (m)

1

Vi gnsker at vise at

\.

Opgave5.6.1. Lad p veere et ulige primtal. Vis at

Zp)
=2 (mod p).
(5 )=2monr

Opgave5.6.2. Lad n vere et positivt heltal. Vis at
n 2
n 2n—1
k = .
240 =)
Opgave 5.6.3. Lad n og m vere positive heltal hvor m < n. Vis at

er(i)a)-e

Hint: 96

Hint: 174
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Eksempel 5.6.2. Fibonaccital og binomialkoefficienter

Der er mange interessante sammenhange mellem binomialkoefficien-
ter og andre matematiske feenomener. Her skal vi se en sammenhang
med Fibonaccitallene.

Lad R, E,... veere Fibonaccitallene, sddan at F;, = K, = 1 og F,,» =
FE,.1 + F, for n > 0. Vi gnsker at vise at

~(n+1—k
Fn+2:Z( B )

k=0
for alle ikke-negative heltal n.

For at opnd denne sammehang er det smart at benytte induktion ef-
ter n bl.a. fordi Fibonaccitallene er defineret rekursivt. For n = 0 er

S0 () =()=1= B ogforn=1er Sh (1) = () + () =2= .

Dermed er induktionsstarten pa plads. Antag at

" (n+1—k
Fn+2:Z( k )

k=0

for alle ikke-negative heltal n < N. For at udnytte induktionsantagelsen
benyttes den helt grundleeggende sammenhaeng mellem binomialkoef-
ficienter (s@tning 5.3) som siger at (") = ("""")+("7)):

N_l((N—1)+1—k)

N=2

(N=2)+1-k

A= reas =3 (TS ()
0 =0

N—-1 N—-1
=Z( 1)+1— )+Z((N—2)+1—(k—l))
=0 k=1 k—1

:2(( . k>+(“V:?f:*))—(z)—(z)—(zf_l)

Dermed er induktionen fuldfert.
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Opgave 5.6.4. Vis at

k=1

for alle positive heltal n. Hint: 33
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5.7 Rekursion

Nér vi i matematik beskriver tallene i en folge rekursivt, betyder det at vi

beskriver det nzeste tal i folgen vha. de foregdende. Fx er Fibonaccitallene

1,1,2,3,5,8,13,... beskrevet rekursivtda F, = F, 1+ F, ,med F=10g K =1.
Dette kan bruges til at teelle antallet af forskellige ting.

7

Eksempel 5.7.1. Tarnene i Hanoi

Et klassisk eksempel pa rekursion er tdrnene i Hanoi. Her er der n ringe
i forskellig storrelse. Desuden er der et bret med tre pinde. Til at star-
te med ligger alle ringene pa den venstre pind med den storste nederst,
derefter den neeststorste, osv. Man m4 flytte ringene en ad gangen fra
en pind til en anden, men man ma aldrig leegge en storre ring oven pa
en mindre ring. Vi gnsker nu at bestemme hvor mange ringe der mindst
skal flyttes for at flytte samtlige ringe over p& den hojre pind.

Tarnene i Hanoi, n =6.

Kald dette antal S,,. Det er klart at S§; = 1. For at flytte den storste ring
fra hojre til venstre pind skal alle de andre ringe forst flyttes hen p& den
midterste pind. Det kan gores pa S,,_; trek, men ikke feerre. Derefter kan
vi flytte den storste ring fra venstre til hojre pind, og vi skal herefter flytte
de n —1 ringe fra midterste pind til venstre pind for vi er i mal. Det kan
gores pa S,,_; treek, men ikke feerre. Dermed er S, =2S,,_; +1.

Vi har nu beskrevet §,, rekursivt, men vi ensker en lukket formel for S,,.
Ud frarekursionen er det nemt at fad enidé om at S, =2" —1, og dette kan
let vises let ved induktion efter n nar vi har rekursionsligningen.




Opgave 5.7.1. 1 planen tegnes n rette linjer sddan at der ikke findes to som
er parallelle, og sa der ikke er tre linjer som skaerer hinanden i samme punkt.
Bestem antallet a,, af omrdder som linjerne inddeler planen i.

Eksempel med n =3, hvor ag =7

Eksempel 5.7.2. Dobbeltrekursion

I et sprog er der to bogstaver i alfabetet, A og B. Et ord er en reekke bog-
staver hvor to nabobogstaver aldrig begge er B. Vi gnsker at bestemme
antallet af ord med n bogstaver. For at gore dette laver vi en dobbeltrekur-
sion. Lad a,, veere antallet af ord af lzengde n som slutter pa A, oglad b,
veere antallet af ord af leengde n som slutter pad B. Daera; =1 o0g b; =1.
Desuden er

an=0ap-1+by1 08 by=a,.

Dermed er
An=0p-1+bp1=0ap1+an,

og a, er derfor lig med det n + 1'te Fibonaccital F,,;, mens b, = a,_;
er lig med det n’te Fibonaccital F,. Altsa er det samlede antal ord O,, af
leengde n ligmed F,,; + F, = F,,». Nu har vi beskrevet antallet rekursivt
og kan fx udregne antallet af ord pa otte bogstaver ved forst at udregne
0Oy, 0,,...,0;. Det er helt fint hvis vi ensker at bestemme antallet for et
lille 7, men ikke hvis vi fx vil bestemme O;oo. Der er det smartere med

en lukket formel.
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Opgave 5.7.2. P& hvor mange mader kan man farve nogle af felterne pa et
2 x 8-breet sorte nér to felter med en felles kant ikke begge ma veere sorte?
Hint: 58

e A

Saetning 5.7.1. Lesning til rekursionsligning

Hvis felgen ay, a1, ... opfylder den lineeere rekursionsligning

ap=pan—1+q4ay—,

og r, og 1, er lpsningerne til andengradsligningen x> —px—q =0, da er
folgen bestemt ved
a,=A-r'+B-r)

lesning til rekursionsligningen for alle konstanter A og B.

\ J

Bevis. Lad r, og r, veere losningerne til andengradsligningen x?>—px —q =0.
Fra teorien om andengradsligninger er det kendtat r,+n =p og—nrn =4q.
Setnua,=A-r"+B-r, foralle n. Daer
pan+qa, o=p(A-r" ' +Br) )+q(A- 1"+ Br)?)
=(r+rn) (A- rln_1 + Brz"_l) —nn (A- rln_2 + Brz”_z)

=A-r"+B-r)'=a,,

hvilket viser at a,, = A-r{' + B - r)' opfylder a, =pa,_, +qa,_,. O

( A

Eksempel 5.7.3. Fra rekursionsligning til lukket formel

Seetning 5.7.1 kan benyttes til at bestemme en lukket formel for det n’te
Fibonaccital. Udgangspunktet er at folgen givetved F,, = F,,_;+F,_», F =
0og F, =1.Losningerne til x*—x—1=0err = ”Tﬁ ogr,= I%G og det

betyder at folgen givet ved

Fn:A(1+J§)"+B(1—«/3)"
2 2
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er en lgsning til selve rekursionsligningen. Hvis vi kan finde konstanter
A og B sddan at formlen passer for F, og F, er vi derfor i mal. Vi skal altsa
bestemme A og B sa

0
1+J§) +B(1—«/§

0
O:FO:A( ) =A+B og

1 1
1++/5 1—-+v/5 1 5
1=F=A VB +B VB :—(A+B)+£(A—B).
2 2 2 2
Den forste ligning giver at B =—A, og ved at indsatte dette iligning num-
mer to fis 1 = v/5A, dvs. A= %5 og B= —%. Det giver Binets formel for
Fibonaccitallene:
(1+ﬁ)” _ ( l—ﬁ)"
2 2

E, =
" /5

\.

Opgave5.7.3. Georg bygger tarne af klodser. Han har rede 1 x 1 x 1-klodser, og
sd har han 1 x 1 x 2-klodser i seks forskellige farver. Bestem en lukket formel
for hvor mange forskellige 1 x 1 x n-tarne han kan bygge.

Opgave5.7.4. Et2x n-breet bestar af 2n enhedskvadrater og skal udfyldes med
1 x2-brikker og 2 x 2-brikker. Bestem en lukket formel for antallet a,, af mader
hvorpé det kan gores.

Opgave 5.7.5. Lad a,, veere antallet af mader man kan farve nogle af felterne
pa et 2 x n-breet sorte, nar to felter med en feelles kant ikke begge ma veere
sorte. Bestem en lukket formel for a,,. (Tip: For ikke at fa alt for besveerlige
udregninger er det en god idé at tage udgangspunkti g, og a, i stedet for fx a;
og a,.)

Opgave 5.7.6. Bestem en lukket formel for antallet af n-cifrede tal der kun
indeholder cifrene 1,2,3,4,5, og hvor to pa hinanden felgende cifre altid har
differens £1. Hint: 140

Opgave 5.7.7. Pa hvor mange méder kan man farvelaegge en raekke af 16 stole
s hver stol bliver enten rod eller gron, og leengden af hver ensfarvet sekvens
af stole er ulige? (Baltic Way 2014) Hint: 227
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Opgave 5.7.8. Et 2 x n-breet bestér af 2n enhedskvadrater. Antallet af mader
hvorpé& man kan farve nogle af felterne rode uden at der opstar et rodt 2 x 2-
kvadrat, kaldes C,,. Det starste tal k s& 3% gar op i C,, kaldes k,,. Bestem k(9.
Hint: 85

Opgave 5.7.9. Betragt maengden S,, = {1,2,..., n}. Antallet af delmangder af
S,, som ikke indeholder to pa hinanden folgende tal, og som har netop k ele-
menter, betegnes A(n, k). Bestem en lukket formel for A(n, k). Hint: 252

Opgave 5.7.10. Lad n vere et positivt helt tal. Alma har n rede bokse og n
rode 14g alle med forskellige menstre. Tallet A(n, r) angiver pa hvor mange
madder hun kan veelge r rede bokse og r rode l4g og fordele dem i r par med
en boks og et 1ag i hvert. Bertha har n bla bokse by, b, ..., b, og 2n—1 bla lag
L, 1,...,1,_.Tallet B(n, r)angiver pa hvor mange mader hun kan velge r bla
bokse og r bla1ag og fordele dem i r par med en boks og etlagihvert, med den
ekstra betingelse at boksen b; kun kan danne par med lagene I3, I, ..., l,;_; for
i=1,2,...,n dalagetellers er for lille. Vis at A(n, r) = B(n, r), og find en lukket
formel for disse. (Inspireret af opgave fra IMO shortlist 1997)



5.8 Princippet om inklusion og eksklusion - PIE

I nogle situationer har man behov for at telle antallet af elementer i en fore-
ningsmangde, og det kan man benytte princippet om inklusion og eksklusion
til, ogsa kaldet PIE.

4 w

Eksempel 5.8.1. Princippet om inklusion og eksklusion

Hvis man skal bestemme antallet af elementer i foreningsmaengden af to
meengder A og B, ses det nemt ved et Venn-diagram (figur nedenfor) at

|AUB|=|A|+|B|—|ANB].
Tilsvarende ses for tre maengder A, B og C at
|JAUBUC|=I|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|ANC|—|BNC|+|ANnBNC]|.

C

Man inkluderer med andre ord farst alt det der eri A ogi B ogi C, men
sd har man inkluderet alt det de har tilfeelles, to gange hvis det ligger i
to af meengderne, og tre gange hvis det ligger i alle tre mangder. Derfor
ekskluderer man nu alt det der ligger i feellesmaengden mellem A og B,
feellesmeengden mellem A og C samt feellesmangden mellem B og C.
Nu har man serget for at alt det der ligger i en eller to af mangderne, er
inkluderet preecis én gang. De elementer der ligger i alle tre mangder,
har man imidlertid forst inkluderet tre gange, men derefter ekskluderet
tre gange, dvs. vi skal til slut inkludere disse elementer én gang igen.

Dette kan generaliseres til folgende setning:

Sztning 5.8.1. PIE - Princippet om inklusion og eksklusion

Antallet af elementer i foreningsmangden af n maengder A;, Ay,..., A,
kan beregnes saledes:

n
DIAI= D 1AINA+ D AN AN A =+ (1) A N A NN Ay,
i=1

i<j i<j<k

\ J

Bevis. Formlen bevises ved at se pa et element der tilharer preecis k af meeng-
derne A;, A,,..., A,. Dette element er talt med

(Ilc)_ (IZC) i (I?f)_"'(_l)kﬂ(z) = 1—2(—1)1'(1;) =1-(1-1)¢=1

gang. Altsa er samtlige elementer talt med preecis én gang, og derfor er form-
len korrekt. O

( A

Eksempel 5.8.2. PIE

Nar vi benytter PIE, starter vi som regel med en grundleeggende mangde
M som vi ensker at teelle en delmeengde af. Derefter konstruerer vi del-
meengder af M som tilsammen indeholder alt det vi ensker at frasortere.
Vi benytter altsé igen den helt grundleeggende teellestrategi at teelle det
der ikke opfylder den enskede betingelse.

Hvis vi fx vil teelle antallet af tal i meengden M = {1,2,3,...,2018} som
hverken er delelige med 5 eller 7, sa konstruerer vi A; € M som indehol-
der alle tal fra M som er delelige med 5, og A; € M som indeholder alle
tal fra M som er delelige med 7. Svaret er dermed |M |—|A5 UA;| som nemt
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kan teelles med PIE. Vi har

IM|—|AsUA7| = |M|—(|As| +|A7| —|As N A7)

oo (| 252+ | 292 -| 22

=2018—(403+288—57)=1384.

Eksempel 5.8.3. PIE

PIE kan ogsé bruges til at beregne pa hvor mange mader man kan fa
gjensummen 21 ved et kast med seks almindelige terninger. For at benyt-
te PIE skal vi definere nogle maengder som vi gerne vil finde forenings-
mengden af. [ dette tilfeelde betragter vi grundleeggende maengden

M ={(xy, X2, X3, X4, X5, Xg) | X1 + Xp + X3 + X4 + X5 + X =21, x; €N},

der netop svarer til at skrive 21 som en ordnet sum af seks positive heltal.
Problemet er selvfelgelig nu at vi kun ensker de elementer fra M hvor
x; < 6. Derfor definerer vi

Ai:{(xlrxzyx3:x4rx57x6)| xl+x2+x3+x4+x5+x6:2]-)xi>6,xi EN}

fori=1,2,3,4,5,6 da det pa denne mdade er nemt at teelle antallet af ele-
menter i A; samt feellesmeengder af A;’erne. Antal elementer i forenings-
meengden A; UA, UA3UA,U A5 U Ag kan derfor teelles ved PIE og bestar
netop af de summer hvor en af de seks summander er storre end 6, altsa
alt det vi onsker at frasortere. Antallet T af mader man kan f& gjensum-
men 21 ved et kast med seks almindelige terninger, er altsa

T=|M|—|A1 UA2UA3UA4UA5UA6|

=|M|—( PNZIEEDY |A,-nAj|+.~—|A1n~--nA6|).

1<i<6 1<i<j<6
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D

Zi

ey

Antal elementer i M er (250) ifolge seetning 5.4.2. Tilsvarende er |A;| = (154 )
da det svarer til at de seks tal har sum 15 nér vi har trukket 6 fra x;, og
ligeledes |A; UA;| = (g), i # j, da det svarer til at summen af de seks tal
skal give 9 ndr vi har trukket 6 fra bide x; og x;. Fellesmengden af tre
eller flere af A;’erne er tom da det ikke er muligt at tre eller flere af de seks
tal er storre end seks nér summen er 21. Dermed er

(O

Eksempel 5.8.4. PIE

Man kan ogsé benytte PIE til at teelle antallet af fikspunktsfri permuta-
tioner af tallene 1,2,..., n, dvs. permutationer hvor intet tal afbildes pa
sig selv.

Der er i alt n! permutationer af de n tal. Lad A; veere mangden af per-
mutationer som fikserer elementet i. Antallet P af fikspunktsfri per-
mutationer er da

Ifolge PIE er
n
P=nl—(> 4= |4;n 4]
i=1 i<j
+ > A A N AL = (1) A -0 A,

i<j<k

Antallet af permutationer som fikserer k bestemte tal, er (n — k)!, dvs.

p= n!—('ll)(n— 1)!+(Z)(n—2)!—~-~(—1)”(2)0!

1 1 1
—nl . (=1
"'(1 TR n!)'




Opgave 5.8.1. Benyt PIE til at teelle hvor mange af tallene i M =
{1,2,3,...,1000} der hverken er delelige med 3, 5 eller 7.

Opgave 5.8.2. Et telefonselskab har netop alle 8-cifrede telefonnumre
C1CrC3—C4C5C5C7cg som opfylder at cjcoc3 = c4¢5C5, €1CrC3 = cs5cgc; eller
€1 C»C3 = CgC7Cg, hvor ¢y, ¢y, ...,c5€{0,1,...,9}. Hvor mange telefonnumre har
telefonselskabet?

Opgave5.8.3. Pa hvor mange mader kan man valge syv kort fra et almindeligt
seet spillekort med 52 kort s man har mindst ét kort af hver af de fire kulgrer?

Opgave 5.8.4. Otte personer der danner par to og to, skal stilles pa en reekke
sé ingen star ved siden af deres partner. P4 hvor mange méder kan det gores?
Hint: 15

Opgave5.8.5. Pa hvor mange mader kan man udtage tre delmangder A, B og
C af en maengde M med n elementer sa ANB # 0, ANC #0 og BNC #0, mens
ANBNC =02 Hint: 20

Opgave 5.8.6. Lad n og k veere positive hele tal. Vis at

nl= Z(—l)i(’;)(n +k—i)"
i=0

Hint: 128

Opgave 5.8.7. Lad S,, veere meengden af permutationer af tallene
1,2,3,---,2n. En permutation o € S,, siges at have egenskaben P hvis
der findes et i € {1,2,3,---,2n—1}, sa |o(i)— o(i + 1)| = n. Vis at mere end
halvdelen af alle permutationerne i S,,, har egenskaben P. Hint: 113

121
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6 Invarianter

En invariant er en storrelse der ikke eendrer sig selv om situationen endrer
sig.  kombinatorikopgaver hvor man skal undersege hvilke situationer der er
mulige, er det ofte en god idé at overveje om der er noget der er uathaengigt
af det der kan eendres i opgaven. Den simpleste invariant er pariteten af en
storrelse. Et helt tal kan veere lige eller ulige, og veerdien lige eller ulige kaldes
tallets paritet. Grunden til at paritet ofte er simpelt at se p4, er at der kun er to
tilstande.

Her vil vi forst se pa paritet som invariant, derefter pa lidt mere komplek-
se invarianter og hvordan man kan konstruere en invariant vha. farvning, og
til slut se pa monovarianter som er storrelser der enten kun vokser eller kun
aftager.
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6.1 Paritet

Nér man leegger nogle hele tal sammen, og summen er lige, s ved man at der
ma veere et lige antal ulige tal blandt de tal man har lagt sammen. Tilsvarende
ved man hvis summen er ulige, at der ma veere et ulige antal ulige tal blandt
summanderne. Det er denne basale egenskab man ofte udnytter nar man be-
nytter paritet som invariant.

' )

Eksempel 6.1.1. Paritet

I en skakturnering deltager 2025 personer. Vi gnsker at vise at der er et
lige antal personer der har spillet et ulige antal kampe.

Lad s; betegne det antal kampe spiller nummer i har spillet, hvor de 2025
spillere nummereres 1,2,3,...,2025. Summen

S1+ S+ 834+ S025

ma veere lige da hvert spil er talt med preecis to gange, dvs. dens paritet er
en invariant der er uatheengig af hvor mange kampe den enkelte har spil-
let. Nar summen af nogle hele tal er lige, m& der som naevnt veere et lige
antal ulige tal blandt summanderne, dvs. at der er et lige antal personer
der har spillet et ulige antal kampe.

Bemeerk at tallet 2025 ikke spiller nogen vaesentlig rolle her; heller ikke
pariteten af 2025.

Opgave 6.1.1. 1 en hat ligger 1992 sedler med alle numre fra 1 til 1992. P4 til-
feeldig made treekkes to sedler samtidig fra hatten; differensen mellem tallene
pa de to sedler skrives pa en ny seddel, som leegges i hatten, mens de to ud-
trukne sedler kastes bort. Der fortsaettes pa denne made indtil der kun er én
seddel tilbage i hatten. Vis at der pa denne seddel star et lige tal. (Georg Mohr-
Konkurrencen 1992)

Opgave 6.1.2. Er det muligt at veelge 2013 forskellige punkter P;, P, ..., Py13
i planen sa der findes en linje der skeerer alle de 2013 linjestykker P, P, P, B3,
BPy, ..., Pyy12 P13, Pog13 P uden at gd gennem nogen af de 2013 punkter?



Opgave6.1.3. 1 enskal er der 15 rode, 18 gule og 22 bld bolde. I hvert treek ma
man tage to bolde af forskellig farve og erstatte dem med en bold af den tredje
farve. Efter et antal treek har alle boldene i skdlen samme farve. Vis at denne
farve ikke athaenger af hvordan man traekker.

Opgave 6.1.4. Lad ay, a,, as, a,, as, ag 0g a; veere syv hele tal, og lad by, b,,
bs, by, bs, bg 0g b; veere de samme syv tal, bare i en anden rakkefolge. Vil
produktet

(ay — by)(ay— by)---(a; — by)

altid veere lige?

Opgave6.1.5. Etspil for tre spillere spilles pé et breet bestdende af 99 felterien
lang raekke. Hver spiller har en spillebrik. Ved spillets start star de tre brikker
pa det forste, det midterste og det sidste felt. En tur bestr i at man flytter sin
brik enten en eller tre pladser frem eller tilbage inden for brattets rammer.
Man vinder spillet ved at rykke sin brik hen pa et felt hvor en modstanders brik
star. Det er spilleren med den midterste brik der starter. Vis at spiller nummer
2 ikke kan vinde. Hint: 210

Opgave6.1.6. Tallene 1,2,3,---,10 stér pa en reekke i denne raekkefolge. I hvert
treek ombyttes to tal som star ved siden af hinanden. Efter m treek star tallene
i omvendt reekkefolge. Vis at m er ulige. Hint: 218
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6.2 Invariant modulo n

Néar man ser pd paritet, sd ser man pa en sterrelse modulo 2. I mange sam-
menhange skal man i stedet se pa en storrelse modulo et storre tal 7.

e A

Eksempel 6.2.1. Invariant modulo n

En drage har 100 hoveder. En ridder kan i et hug hugge enten 2, 17, 23
eller 38 hoveder af dragen med det resultat at der straks vokser 5 hoveder
ud igen medmindre dragen har mistet alle sine hoveder og dermed der.
Dragen dor forst nér den ikke har flere hoveder. Kan ridderen sl& dragen
ihjel?

Svaret er nej. Narridderen hugger henholdsvis 2, 17, 23 eller 38 hoveder af
dragen, @ndres antallet af hoveder med henholdsvis +3, —12, —18 eller
—33 nar man medregner dem der vokser ud igen. Derfor er antallet af
hoveder invariant modulo 3 efter at der igen er vokset 5 hoveder ud.

Hvis ridderen skal kunne sla dragen ihjel, skal dragen inden sidste hug
have 2,17, 23 eller 38 hoveder, men da dragen til at starte med har 100 =1
(mod 3) hoveder, vil der aldrig veere 2, 17, 23 eller 38 hoveder nar ridderen
skal til at hugge. Dermed kan ridderen ikke draebe dragen.

\ J

Opgave 6.2.1. Pa en ¢ er der 18 gronne, 17 rade og 13 bla kameeleoner. Hver
gang to kameleoner af forskellig farve moder hinanden, skifter de begge to
farve til den tredje farve. Kan det lade sig gore at alle kamzaleonerne pé gen til
sidst har samme farve?

Opgave 6.2.2. 1en slimet, gra grotte bor et drabeligt dyr, der en sjeelden gang
imellem vdgner nytdrsmorgen, gar ud og spiser lige s mange fr som sum-
men af cifrene i drstallet, leegger sig til at sove igen og forst vigner nytarsmor-
gen efter lige s mange &r som det har spist far. Dyret vignede nytdrsmorgen
i &r 666. Vil dyret vagne nytarsmorgen i &r 20000132

Opgave 6.2.3. 1 et rum er der til at starte med ingen personer. Hvert minut
kommer der enten en person ind i rummet, eller der er to personer som forla-
der rummet. Er det muligt at der efter 2025 minutter er 1000 personer i rum-
met?
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Opgave 6.2.4. Georg spiller et enmandsspil pa et 12 x 20-braet hvor hvert felt
er et enhedskvadrat, og der er 20 felter langs den nederste kant. Forst veelger
han et positivt heltal r. Han ma nu flytte en brik fra et felt til et andet hvis
afstanden mellem de to felters centre er /7. Malet er at finde en raekke traek
der kan flytte en brik fra det nederste venstre hjorne til det nederste hgjre. Vis
at Georg ikke kan na malet hvis r er delelig med 2 eller 3.

Opgave 6.2.5. 1 en 1001 x 1001-tabel stér der 1 eller —1 i hvert felt. For hver
raekke i er R; produktet af de 1001 tal i raekken, og for hver sojle j er S; pro-
duktet af de 1001 tal i spjlen. Vis at Z}Q?I(Ri + ;) ikke kan veere nul. Hint: 158
Opgave 6.2.6. Til at starte med indeholder meengden S punktet (7,29). Det er
nu tilladt at tilfeje punkter til S pa folgende méde:
i) Hvis punktet (x, y)eriS, m& man tilfgje punktet (x + 1,y +1) til S.
ii) Hvis punktet (x, y) tilhorer S, og x og y er lige, ma man tilfaje punktet
(3,%)dlS.
iii) Hvis punkterne (x, y) og (y, z) begge tilherer S, ma man tilfoje punktet
(x,z)til S.
Er det muligt at tilfoje et antal punkter til S sa (3,2013) ligger i S? Hint: 62
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6.3 Farvning

Mange opgaver kan loses ved at farvelaegge de objekter man betragter, pa en
hensigtsmaessig méde. Dette er endnu en made at konstruere en invariant pa.

( A

Eksempel 6.3.1. Farvning

Et klassisk eksempel pa dette er at et skakbraet hvor to diagonalt mod-
satte hjorner er fjernet, ikke kan deekkes med 1 x 2-brikker. En sddan brik
daekker nemlig altid et hvidt og et sort felt uanset hvor den ligger, og der
er derfor altid deekket lige mange sorte og hvide felter. At brikkerne daek-
ker lige mange sorte og hvide felter uanset hvordan de placeres, er en
invariant. Nar de to hjerner er fjernet, er der ikke lige mange sorte og
hvide felter, og braettet kan derfor ikke daekkes af 1 x 2-brikker.

Eksempel 6.3.2. Farvning

I det foregdende eksempel var farvningen allerede givet p& forhdnd, men
nogle gange skal man selv finde pa en smart farveleegning. I dette ek-
sempel skal vi se pé et rektanguleert gulv som er dekket af 2 x 2-fliser og
1x4-fliser. Spergsmalet er nu: Hvis en flise knaekker, kan den sa, hvis man
omarrangerer fliserne, erstattes af en flise af den anden type?

Vi gnsker at finde en smart farvning der viser at dette ikke kan lade sig
gore, dvs. vi skal finde en farveleegning sa de to flisetyper ikke kan daek-
ke lige mange felter af samme farve. Den traditionelle skakbrzaetfarvning
virker ikke i dette tilfeelde, men farveleegningen pa figuren opfylder net-
op dette. Dette viser at en enkelt flise ikke kan erstattes af en flise af den
anden type.




Prov selv at finde pa smarte farveleegninger i de folgende opgaver, og husk at
det ikke altid er nok med to farver.

Opgave 6.3.1. Pa et 7 x 7-breet star en brik pa hvert felt. To felter kaldes nabo-
felter hvis de har en side tilfeelles. Er det muligt at alle brikker hver iseer flytter
til et nabofelt s& der efter at alle har flyttet, igen star netop én brik pa hvert
felt?

Opgave6.3.2. Kan et 8 x 8-skakbrzet hvor alle fire hjorner er fjernet, deekkes af
brikker af folgende type?

Opgave 6.3.3. Pa et 7 x 7-breet star en brik pa hvert felt. To felter kaldes na-
bohjornefelter hvis de deler et hjorne, men ikke en side. Er det muligt at alle
brikker hver iseer flytter til et nabohjornefelt sd der efter at alle har flyttet, igen
star netop én brik pa hvert felt?

Opgave 6.3.4. Kan et 8 x 8-skakbraet hvor et hjarne er fjernet, deekkes af 1 x 3-
brikker?

Opgave 6.3.5. Kan et 13 x 13-skakbrat hvor det midterste felt er fjernet, deek-
kes af 1 x 4-brikker? (Baltic Way 1998)

Opgave 6.3.6. Pa breettet vist pa figuren sidder der netop én treenet loppe pa
hvert felt. Nar man flojter i en speciel loppeflojte, hopper hver loppe over pa
et felt der har en side tilfeelles med det felt den kom fra. Hvor mange tomme
felter er der som minimum ndr der er flpjtet fem gange i flojten?

Opgave6.3.7. Paet50x50-breet er markeret 117 felter. Vis at det altid er muligt
at veelge mindst 30 af de 117 markerede felter s& ingen af de 30 felter rorer
hinanden hverken med en side eller med et hjorne. Hinz: 104

Opgave 6.3.8. Et 7 x 7-skakbreet er deekket af brikker af folgende to typer:

|

Type a Type b

Vis at der er netop én brik af type b. (Georg Mohr-Konkurrencen 1997) Hin:
162

Opgave6.3.9. Enreguleer sekskant er inddelt i 24 ligesidede trekanter som vist
pa figuren.

I cirklerne ved hvert af de 19 hjerner skrives et tal sa ingen tal er ens. Hver
trekant har nu tilknyttet tre tal. Hvis tallene vokser i retning mod uret, farves
trekanten red, og hvis de vokser med uret, farves den bld. Bevis at der findes
mindst syv trekanter af hver farve. Hint: 16
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6.4 Konstruktion af invariant med vaegte

7

Eksempel 6.4.1. Konstruktion af invariant med vaegte
I en skal er der 2000 hvide bolde. Uden for skalen er der masser af hvide,
rode og gronne bolde. Folgende traek er tilladte:

* To hvide bolde fjernes og erstattes af en gron.

* To rode bolde fjernes og erstattes af en gron.

* To gronne bolde fjernes og erstattes af en hvid og en rod.

* En hvid og en gron bold fjernes og erstattes af en rod.

* Enred og en gron bold fjernes og erstattes af en hvid.

Vi ensker at vise at nar der efter et endeligt antal treek er netop tre bolde
tilbage i skdlen, da er mindst én af dem gren, samt at undersege om det
er muligt at ende med netop én bold i skélen.

For at lgse opgaven vil vi forsege at give en bold med en bestemt farve en
veegt. Lad h, r og g veere antallet af henholdsvis hvide, rede og gronne
bolde, og lad x, y, z veere veegten af henholdsvis en hvid, en red og en
gron bold. Vi underseger om vi kan veelge de tre vaegte s

I=x-h+y-r+z-g
er invariant modulo et helt tal n. En sddan invariant skal opfylde at
2x=2z,2y=z,2z=x+y, x+z=yogy+z=x (modn).
Herudfra er det ikke sveert at se at
I=1-h+(—1)-r+2-g (mod4)

er eninvariant. Til at starte med er I = 1-2000 =0 (mod 4), dvs. der geelder
altid at I =0 (mod 4). Denne invariant kan vi nu bruge til at lase opgaven:

Hvis der er netop tre bolde tilbage, er i + r + g = 3. I dette tilfeelde er
der mindst én gron, for hvis g =0,er h+r =3 ogdermed [ =h—r #0
(mod 4).

Det er ikke muligt at ende med netop én bold,da I = h—r+2g #0
(mod4), hvish+r+g=1.
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Eksempel 6.4.2. Konstruktion af invariant med vaegte

Et skakbreet deekkes med 32 dominobrikker saledes at brikkerne daek-
ker netop to felter hver. De brikker der ligger vandret, og hvis venstre del
daekker et sort felt, kalder vi SH-brikker, og de brikker hvis venstre del
daekker et hvidt felt, kalder vi HS-brikker.

Vi onsker at knytte en vaegt til hvert af de enkelte felter pa skakbraettet
for at vise at der er lige mange af de to typer brikker. Ideen er at summen
af de to felter der daekkes af en lodret brik, ikke skal have nogen indfly-
delse, dvs. den skal veere 0, mens summen af de to felter deekket af en
SH-brik skal have modsat fortegn af summen af to felter deekket af en
HS-brik.

Nummerér sojlerne 1-8 fra venstre mod hojre. Alle sorte felter far tildelt
nummeret fra den sojle de ligger i, som vaegt, og alle hvide felter far tildelt
minus dette nummer. Alle brikker der ligger lodret, deekker nu to felter
hvis sum er nul, mens SH-brikker daekker to felter hvis sum er -1, og HS-
brikker deekker to felter hvis sum er 1. Da summen af samtlige felter er
nul, ma der vere lige mange SH-brikker og HS-brikker.

J

Opgave 6.4.1. En kube med sideleengde 2n er sammensat af 4n® klodser af
formen 2 x 1 x 1, som hver er sammensat af en hvid og en sort enhedskube.
Klodserne sidder sadan at alle sidefladerne i de hvide enhedskuber stader op
til sorte, og omvendt. Vis at hvis man ser pa alle de klodser der sidder lodret,
sa har halvdelen den hvide del opad og halvdelen den sorte del opad.



Opgave 6.4.2. Ved hvert hjorne i et kvadrat ABC D ligger der til at starte med
netop én sten, og ved siden af kvadratet er der en keempe bunke med sten. Et
treek bestar i at veelge et hjorne, fjerne et antal sten og laegge dobbelt sd mange
sten ved et af de to nabohjerner. Er det muligt efter et endeligt antal treek at
f42012 sten ved A, 2011 sten ved B, 2011 sten ved C og 2010 sten ved D? Hint:
245

D C

A B

Opgave 6.4.3. 1 folgen begyndende med 1,0,1,0,1,0,... er hvert led fra og
med det syvende summen af de seks foregdende modulo 10. Vis at sekven-
sen0,1,0,1,0,1 ikke pd noget tidspunkt er en del af folgen. Hint: 182

Opgave6.4.4. Georg spiller folgende enmandsspil: I hvert felt pd et 5 x 5-breet
star der 0. I hvert treek md han velge et tilfeeldigt felt og leegge 1 til bade tallet
i feltet og tallene i alle de felter der har en side til feelles med feltet. Kan Georg
opna at der star 2012 pa samtlige felter? (Baltic Way 2012) Hint: 8

Opgave 6.4.5. Breettet pé figuren fortseetter uendeligt opad og til hejre. Til at
starte med er der placeret fire brikker som vist pa figuren. I hvert trek ma man
fjerne en brik pé et felt, hvis bade feltet ovenfor og feltet til hajre er tomme, og
derefter placere en brik pa hvert af disse felter. a) Vis at det ikke er muligt at fa
det grd omrade tomt for brikker. Hint: 247. b) Er det muligt at fa det grd omréade
tomt for brikker hvis der til at starte med kun er en brik pa det nederste venstre
hjerne? Hins: 52

Opgave 6.4.6. Til at starte med er der fire kongruente retvinklede trekanter
med hypotenuse 1. hvert treek mé& man velge en trekant og erstatte den med

de to mindre trekanter der fremkommer nar man tegner hgjden fra den rette
vinkel pa hypotenusen. Er det muligt efter et endeligt antal treek at opnd en
situation hvor der ikke er to kongruente trekanter? Hinr: 88

Georg Mohr-Konkurrencen
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6.5 Monovarianter

Nar noget @ndrer sig, er det ikke altid man kan finde en bestemt storrelse der
ikke @ndrer sig modulo et helt tal, men man kan nogle gange i stedet finde en
bestemt storrelse der enten kun vokser eller kun aftager. En sddan storrelse
kaldes en monovariant.

4 w

Eksempel 6.5.1. Monovariant

Pa et uendeligt spillebreet er der en lang raekke af felter, dvs. uendeligt
mange til hver side.

[ LT[ []

Til at starte med er der et endeligt antal brikker pa breettet, gerne flere pa
hvert felt. I hvert treek ma man velge et felt med mindst to brikker, tage
to brikker fra feltet og flytte den ene til feltet umiddelbart til hajre og den
anden til feltet umiddelbart til venstre. Vi vil vise at det aldrig er muligt
at na tilbage til udgangspunktet efter et endeligt positivt antal traek.

Vi forseger at finde en monovariant der enten bliver sterre i hvert traek
eller mindre i hvert traek, da det viser at man ikke kan komme tilbage til
udgangspunktet. Nummerér felterne

...,—3,—2,-1,0,1,2,3,....

I et treek flyttes to brikker pa felt nummer # til henholdsvis felt n —1
og felt n + 1. Her kan vi udnytte at

(n—1P+n+12=2n%+2>2n%

Hvisvifxveelger S lig summen af kvadratet pa feltnummeret for hver brik,
davil S vokse med 2 for hvert traek, dvs. S er en monovariant. Det er der-
for uanset udgangspunktet aldrig muligt at na tilbage til udgangspunktet
efter et endeligt positivt antal traek.

Eksempel 6.5.2. Monovariant

Til et middagsselskab skal 2n personer fordeles om et rundt bord. Hver
person er venner med mindst 7 af de andre personer, og venskab er gen-
sidigt. Vi vil vise at det altid muligt at placere de 2n personer rundt om
bordet sa alle sidder ved siden af to de er venner med.

Forst placerer vi de 2n personer helt tilfeeldigt rundt om bordet. Idéen er
nu lade P veere antallet af par som sidder ved siden af hinanden og ikke
er venner. Ved at vise at hvis P > 0, da kan vi flytte rundt p& personerne
sa P bliver mindre, sikrer vi os at vi kan opna en situation hvor P er 0.

Antag at A og B sidder ved siden af hinanden, at de ikke er venner, og
yderligere at B sidder til hojre for A. Da A har mindst n venner, er der
mindst n personer der sidder til hajre for en af A’s venner. Blandt disse
ma4 veere en af B’s venner da B hejst har n — 1 personer han ikke er ven-
ner med blandt de n personer. Der findes altsé et par A’ og B sd A’ er ven
med A, B’ er ven med B, og sd B’ sidder til hojre for A’ (se figuren til ven-
stre). Nu tager vi reekken af personer fra og med B mod uret langs bordet
til og med A’ og saetter denne raekke af personer i modsat reekkefolge (se
figuren til hojre). P4 denne méade fjernes parrene (A, B) og (A’, B’), parre-
ne (A, A’) og (B, B) tilfgjes, og alle andre par bibeholdes. Derfor falder P
med mindst 1.

B’A’ B’'B

I dette eksempel gnskede vi altsd at opnd en bestemt situation og kon-
struerede derfor en monovariant der kunne sendres hvis den enskede si-
tuation ikke var opnaet. Dette er endnu en méde at benytte en monova-
riant pa.




Opgave 6.5.1. 1 et rektanguleert skema er der et positivt heltal i hvert felt. I
hvert treek ma man enten veelge en reekke og fordoble hvert tal i reekken, eller
man ma vealge en sgjle og traekke 1 fra hvert tal i sgjlen. Er det muligt efter et
endeligt antal treek at opna at der star 0 i hvert felt?

Opgave 6.5.2. Ved hver kant i en n-kant star der et positivt reelt tal. Hvis tal-
lene a, b, ¢, d star ved fire pa hinanden folgende kanter og (a —d)(b —c¢) <0,
da ma man bytte om pa b og c. Vis at denne proces ikke kan fortseette i det
uendelige, men ma stoppe pa et tidspunkt.

Opgave 6.5.3. 1et kortspil er der n kort nummereret 1,2,3,..., n. Georg blan-
der kortene sd de ligger i tilfeeldig reekkefolge i en bunke. Nu udferer Georg
folgende operation: Hvis det averste kort har veerdien k, s& tager han de k
overste kort og leegger dem i modsat raekkefolge i bunken, mens alle andre
kort bliver hvor de er. Hvis Georg fortsaetter med at udfere denne operation,
er han sa sikker pa for eller siden at fa kortet med nummer 1 gverst?

Opgave 6.5.4. 1 planen er givet n rode punkter og n bla punkter. Der findes
ikke tre punkter der ligger pd samme linje. Vis at det er muligt at tegne n rette
linjestykker der parvis forbinder de n rode punkter med de n bld punkter sa
ingen af disse linjestykker skeerer hinanden. Hint: 185

Opgave 6.5.5. Pa en raekke stér der 2013 positive heltal. I hvert traek konstru-
eres en ny raekke af positive heltal under den foregaende rakke pa folgende
maéde: Raekke nummer 7 + 1 konstrueres ud fra reekke nummer z ved at der
under hvert tal a i reekke n skrives det antal gange a optraeder i reekke 7. Bevis
at der pa et tidspunkt kommer to identiske raekker efter hinanden. Hint: 136

Opgave6.5.6. Verdenerne i Verdenernes Sfeere er nummereret 1,2,3,..., ogde
har forbindelse s& der for ethvert positivt n geelder at troldmanden Gandalf
kan beveege sig i begge retninger mellem de tre verdener nummereret n, 2n
og 3n + 1. Er det muligt for Gandalf at komme fra en vilkarlig verden til en
vilkérlig anden verden? (Baltic Way 1997) Hint: 163

Opgave 6.5.7. Ved hjornerne i en 1001-kant sidder mindst 501 freer. Der kan
sagtens veere mere end en frg ved hvert hjorne. Hvert minut sker der folgende:
Hvis der er mindst to froer ved samme hjerne, da vil to af freerne ved dette
hjerne hoppe - en til hvert af de to nabohjerner. Vis at der efter et endeligt
antal minutter vil opsté en situation hvor der er froer ved mindst 501 af hjor-
nerne. Hint: 170
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6.6 Flere udfordringer

Opgave 6.6.1. Et enmandsspil bestar af en cirkelskive med n rede knapper i
en cirkel langs kanten, n > 3. Knapperne kan lyse, og fra starten er der netop
én knap som lyser. Nar man trykker pé en knap som lyser, s& slukkes den, og
de to naboknapper skifter status, dvs. hvis de lyste, sa slukkes de, og omvendt.
Hvis man trykker p& en knap der ikke lyser, sa sker der ingenting. Spillet vindes
hvis man kan fé slukket alle knapperne. For hvilke n er det muligt at vinde?

Opgave6.6.2. Ved et rundt bord sidder 1994 personer. Til at begynde med har
en af personerne 1994 kort, mens resten ikke har nogen kort. I hver runde i
et spil giver alle personer med mindst to kort, et kort til hver af sine naboer.
Spillet stopper hvis hver person har hejst 1 kort. Vil spillet pa et tidspunkt
stoppe?

Opgave6.6.3. Lad a,, a,, as, ..., a,, veere en folge af positive heltal. T hvert traek
mé man veelge to numre j og k, j < k, hvor a; ikke gér op i ai, og erstatte a;
med ged(aj, ai) og ap med lem(aj, ai). Vis at det pa et tidspunkt ikke l&ngere
er muligt at treekke. Hins: 177

Opgave 6.6.4. Lad P(x)=ax®*+bx*+cx+d, a,b,c,d €R, vere et polyno-
mium af grad hejst 3. Det er tilladt at udfere folgende to operationer pa P:
(i) Ombytte a med d og b med c.
(ii) Erstatte P(x)med P(x + t), hvor t er et reelt tal.
Er det muligt efter et endeligt antal operationer at komme fra polynomiet
Pi(x)=x3+x%?—2x til B,(x)= x3—3x—22? Hint: 146
Opgave 6.6.5. Pa en raekke ligger der 31 forskellige kort. Det er nu tilladt at
udfere folgende operationer:
(i) Flytte det forreste kort om bagerst i reekken.

(ii) Tage deforste 15kort ogplacere detfarsteidet forste af de 15 mellemrum
mellem de 16 resterende kort, det andet i det andet mellemrum, osv.

Hvor mange forskellige reekkefolger af de 31 kort kan man opnd? Hint: 50

Opgave 6.6.6. Etrektangel er inddelt i et antal mindre rektangler. I de mindre
rektangler er leengden af mindst én side heltallig. Vis at dette ogsa geelder for
det store rektangel. Hint: 263
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Opgave 6.6.7. Pé et uendeligt skakbreet spilles folgende spil. Til at begynde
med er der n? brikker som star pa et n x n-kvadrat siledes at der er en brik pa
hvert felt. Et treek bestar i lade en brik hoppe hen over en nabobrik lodret eller
vandret til et tomt felt lige p4 den anden side, og fjerne den brik man hopper
henover. Bestem samtlige veerdier af n for hvilke det er muligt at ende med
netop én brik pa breettet. (IMO 1993) Hint: 55
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7 Spilstrategier

De spiltyper vi skal se pa her, er primeert spil af folgende type: Spil der spilles
af to spillere A og B som skiftes til at traekke, hvor A starter, og hvor man ta-
ber hvis man ikke kan treekke. Der er desuden kun et endeligt antal traek, dvs.
spillet vil altid slutte, og det kan ikke ende uafgjort.

Nar man skal vise at en af spillerne har en vindende strategi, kan man typisk
se pataber- og vindermangden, kopiere modpartens traek eller udnytte mod-
partens traek i sit eget, eller man kan benytte det der hedder strategityveri. Alt
det skal vi se neermere pa i dette kapitel.
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7.1 Vindermangde og tabermangde

Inden vi gar i gang med at se pa konkrete spil, skal vi have helt styr pa hvad
der menes med en vindende strategi, og se pa hvornar vi er sikre pé at en af
de to spillere har en vindende strategi.

Definition af vindende strategi

At en spiller har en vindende strategi, betyder at spilleren altid kan vinde
ligegyldigt hvordan modparten spiller.

Seztning 7.1.1. Vindende strategi

Betragt et spil hvor der er to spillere som skiftes til at traekke efter kendte
regler, og hvor der ikke indgér tilfeeldighed som fx terningekast. Desuden
skal spillet ende med en vinder efter et endeligt antal treek. I et sddant spil
har en af de to spillere en vindende strategi.

Bevis. Lad os antage at A ikke har en vindende strategi. Det betyder at ligegyl-
digt hvordan A spiller, sa kan A ikke veere sikker pa at vinde. Da vi ved at spillet
ender efter et endeligt antal treek, og at der til slut er en vinder, s& betyder det
at B kan sikre sig sejren uanset hvordan A spiller. Derfor har B i dette tilfeelde
en vindende strategi. Altsa kan vi konkludere at en af de to spillere altid har
en vindende strategi. O

Beviset kan virke lidt abstrakt, men man kan forestille sig at man i princippet
kan lave en oversigt over alle mulige udfald af spillet - en slags tree med for-
greninger for hvert traek. Fordi spillet er deterministisk og altid ender med en
vinder, har en af de to spillere en vindende strategi.

I det folgende er der forskellige strategier for hvordan man kan afgere hvilken
af de to spillere der har en vindende strategi i denne type spil.

I det forste eksempel og de forste opgaver vi skal se p4, er strategien at de-
le alle spilpositioner i to grupper: De spilpositioner hvor farste spiller har en
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vindende strategi hvis hun skal treekke, og dem hvor hun ikke har, dvs. dem
hvor spiller nummer to har en vindende strategi. Det virker dog kun i spil hvor
meengden af spilpositioner er overskuelig. Disse to maengder af spilpositioner
definerer vi om et gjeblik som vindermaengden og tabermengden, men forst
et eksempel.

7

Eksempel 7.1.1. Vindermaengde og tabermangde

Lad n og k veere positive heltal. I et spil ligger der n sten pa et bord, og
de to spillere A og B ma i hvert trek fjerne 1, 2, ..., k —1 eller k sten
fra bordet. Spiller A starter, og den spiller der tager den sidste sten, har
vundet. Spargsmalet er nu for hvilke veerdier af n den forste spiller A har
en vindende strategi.

Dette kan man fa en idé om ved at prove sig frem med sma tal. Det er
for eksempel indlysende at for n € {1,2,..., k} har spiller A en vindende
strategi, mens for n = k+1 har hun ikke. Dvs. A har en vindende strategi,
hvis hun efter forste treek kan efterlade k + 1 sten pa bordet, og det kan
hunforne{k+2,k+3,...,2k + 1}. P4 denne made ser man induktivt at
A har en vindende strategi netop nér n ikke er et multiplum af k + 1.

Inden vi argumenterer helt preecist for pastanden, indferer vi noget teori.

Definition af vindermaengde og tabermaengde

I et spil med to spillere som skiftes til at treekke efter de samme regler, og
hvor spillet stopper nar en af de to spillere ikke leengere kan foretage et
lovligt traek, og dette sker efter et endeligt antal treek, inddeler vi samtlige
spilpositioner i to maengder:

Mengden V af alle spilpositioner hvor spilleren der skal til at treekke, har
en vindende strategi, kaldes vindermceengden.

Meangden T afalle spilpositioner hvor spilleren der skal til at treekke, ikke
har en vindende strategi, kaldes tabermeengden.
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Szetning 7.1.2. Vindermangde og tabermangde

Vi betragter et spil med to spillere A og B som skiftes til at treekke, hvor
der geelder samme regler for hvordan A og B ma traekke, og hvor A starter.
Spillet stopper nar en af de to spillere ikke leengere kan foretage et lovligt
traek, og det sker efter et endeligt antal traek.

Hvis man i spillet har inddelt alle mulige spilpositioner i to mengder
V og T, da er V vindermaengden og T tabermangden hvis der galder
folgende:

i) Narman treekker fra en spilpositioni V, skal der findes et lovligt treek
sd man efter traekket opndr en spilposition fra T'.

ii) Nar man treekker fra en spilposition i T, skal man efter et vilkarligt
lovligt treek opna en spilposition fra V, eller det skal veere umuligt at
treekke.

Bevis. Antag at maengderne T og V opfylder ovenstaende.

Hvis A treekker fra en position i V, kan A altid treekke si der opnas en spil-
situation fra meengden T. Nar modparten B derefter traekker, opnér B lige
meget hvilket treek der veelges, en situation fra meengden V, eller ogsa kan
B ikke treekke og har tabt. Da man altid kan treekke fra en spilposition fra V,
kan spillet fortsaette pd denne made sa A altid har mulighed for at traekke. Da
spillet ender efter et endeligt antal treek, betyder det at B ender med ikke at
kunne traekke. Derfor vinder A. Dette viser at A har en vindende strategi for
alle spilpositioner fra meengden V.

Hvis A traekker fra en spilposition i meengden T, vil der lige meget hvordan
A treekker, opstd en situation fra V. I dette tilfeelde har vi lige vist at B, der nu
skal traekke, har en vindende strategi.

Dermed er V og T henholdsvis vindermangde og tabermangde. O



Eksempel 7.1.1 fortsat. Vindermzngde og tabermaengde

Nu vender vi tilbage til eksemplet fra for. Farst bemaerker vi at spillet op-
fylder forudseetningerneiseetningen, da de to spillere skiftes til at treekke,
der geelder samme regler for hvordan A og B ma traekke, og at spillet slut-
ter efter et endeligt antal treek. Vi kan altsd benytte seetningen og inddele
ivinder- og tabermaengde:

Af analysen fremgdr det hvordan man deler startmulighederne op i ta-
bermangden
T ={neN|n=m(k+1)for m e N}

og vindermangden
V ={neN|n # m(k+1)for m € N}.

Vi kan argumentere for at dette faktisk er tabermangden og vinder-
meangden ved at benytte setningen: Ved en spilposition fra V, dvs. en
situation hvor 7 ikke er et multiplum af k + 1, kan A efter hvert traek ef-
terlade et bord med et multiplum af k+1 sten ved at fjerne den rest man
far ved at dividere n med k + 1. Denne rest er altid blandt 1,2,..., k. Ved
en spilposition fra T, dvs. hvor n er et multiplum af k + 1 sten, vil A lige-
gyldigt hvordan hun traekker, opnd en situation hvor der ikke er et mul-
tiplum af k + 1 sten, da hun skal fjerne mellem 1 og k sten.

Dermed har vi bevist at spiller A har en vindende strategi netop hvis n
ikke er et multiplum af k + 1, mens B har en vindende strategi hvis n er
et multiplum af k + 1.

Prov at benytte seetningen til at bestemme vinder- og tabermangde i de nzeste
opgaver. Husk at det er en god idé at bygge mangderne op ved at starte med
at se pa de helt simple tilfeelde hvor der kun er fa treek til spillet stopper.

Opgave7.1.1. 1et spil ligger der n sten pé et bord, og de to spillere A og B ma
i hvert traek fjerne m sten fra bordet, hvor m € {1,2,22,23,2% .. }. Den spiller
der tager de sidste sten, har vundet. Bestem de veerdier af n for hvilke spiller
A har en vindende strategi.
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Opgave7.1.2. 1 et spil ligger der n sten pa et bord, og de to spillere A og B méa
i hvert treek fjerne p™ sten fra bordet, hvor p er et primtal, og m er et ikke-
negativt helt tal. Primtallet p og tallet m ma gerne variere fra treek til treek.
Den spiller der tager de sidste sten, har vundet. Bestem tabermangden.

Opgave 7.1.3. Albert og Benny spiller et spil hvor de starter med en snor af
heltallig leengde n. Albert starter med at klippe snoren i tre stykker hver med
heltallig leengde sa der er et stykke som er leengere end de to andre. De to kor-
teste stykker smides veek, og den laengste snor gives videre til modparten, som
nu skal klippe denne snor i tre stykker efter de samme regler. Sddan fortseet-
ter spillet indtil det ikke er muligt at klippe snoren i tre stykker efter de givne
regler. Den som forst ikke kan klippe, har tabt. Bestem samtlige veerdier af n
for hvilke Albert har en vindende strategi.

Opgave 7.1.4. Fire bunker med henholdsvis 38, 45, 61 og 70 taendstikker lig-
ger pé et bord. To spillere skiftes til at udveelge to bunker og fjerne et antal
teendstikker fra hver. De skal altsa fjerne mindst én fra hver bunke, men be-
haver ikke at fjerne lige mange fra hver. Den spiller som forst ikke kan traekke,
taber. Hvilken af de to spillere har en vindende strategi? (Baltic Way 1996) Hint:
256
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7.2 Kopiér modpartens traek

Nu skal vi se pa nogle spil som nemt bliver s& uoverskuelige at det er umuligt
at bestemme taber- og vindermaengden. Nar man er pé jagt efter en vindende
strategi, kan man ikke fa overblik over alle de situationer der kan opsté i spillet,
men man kan ved hjelp af en strategi der bygger pa symmetri hvor man sa
at sige "kopierer"modstanderens trak, serge for at man kun kommer ud i et
overskueligt udvalg af alle disse muligheder.

7

Eksempel 7.2.1. Symmetri

Pa et skakbreet skiftes spiller A og B til at placere en springer. Spiller A
placerer hvide springere og B sorte. De mé kun placere springerne pa
tomme felter som ikke er truet af en springer af modsat farve. Den spiller
som forst ikke kan placere en springer, har tabt. Vi skal nu undersoge
hvem af A og B der har en vindende strategi, nar spiller A starter.

Deter let at se at det bliver fuldsteendigt uoverskueligt at opdele samtlige
mulige situationer i en vinder- og tabermangde, men hvis vi blot kan
finde en vindende strategi for en af spillerne, er det ogsa godt nok.

I dette tilfeelde har spiller B en vindende strategi. Hvis hun udnytter
den lodrette symmetriakse midt gennem breettet der parrer felterne to
og to, og hver gang spiller A har placeret en springer, placerer en springer
pé det felt der er parret med det felt hvor spiller A placerede, vil hun altid
have mulighed for at traekke.
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Det folger af at den springer A netop har placeret pé et felt, ikke kan true
makkerfeltet. Da A kunne satte sin springer pa et felt uden at den blev
truet, sa kan spiller B derfor tilsvarende sette sin springer pa makkerfel-
tet uden at dén bliver truet, da alle sorte springere er en spejling af alle
hvide springere i symmetriaksen.

Her udnytter man altsa at felterne kan parres to og to sd man hele tiden
har mulighed for at kopiere modspillerens treek og dermed ikke kan tabe.

\ J

Opgave 7.2.1. Georg og hans mor spiller et spil hvor der til at starte med er
n bunker med lige mange menter i hver. De har tur pa skift, og i hver tur ma
de fjerne en eller flere monter fra en af bunkerne. Den spiller der fjerner den
sidste mont, har vundet. Georg starter altid. Bestem de veerdier af n for hvilke
Georg har en vindende strategi.

Opgave 7.2.2. Et seerligt seet spillekort bestar af 125 forskellige kort, alle med
et unikt trecifret tal hvis cifre udelukkende er 1, 2, 3, 4 og 5. Desveerre er kortet
med tallet 333 blevet veek, sa der er kun 124 kort tilbage. Spiller A og B spil-
ler folgende spil hvor de skiftes til at treekke, og A starter. Kortene laegges pa
bordet sa alle tallene er synlige, og i hvert treek skal en spiller fjerne to kort
hvis differens er 1, 10 eller 100. Den spiller som forst ikke har mulighed for at
treekke, har tabt. Hvilken spiller har en vindende strategi?

Opgave 7.2.3. Alma og Bertha spiller folgende spil pa et n x 1001-skakbreet,
hvor n > 1001. P4 skift farver de for et positivt heltal k alle de k? felter i et
k x k-kvadrat. Tallet k mé gerne variere fra treek til treek, men det er ikke tilladt
at kvadratet indeholder felter som allerede er farvede. Den spiller der forst
ikke kan traekke, har tabt. Bestem samtlige veerdier af n for hvilke Alma har en
vindende strategi nar hun starter. Hint: 207

Opgave 7.2.4. Tallet 102°°7 er skrevet pé en tavle. Anne og Berit spiller et spil
hvor de efter tur foretager en af to operationer:

(i) erstatter et tal x pé tavlen med to hele tal a og b storre end 1 sd x = ab;
(i) sletter det ene eller begge af to ens tal pa tavlen.

Spilleren som ikke er i stand til at foretage sit treek, har tabt spillet. Hvilken af
de to spillere har en vindende strategi hvis Anne starter? (NMC 2007) Hint: 24



7.3 Udnyt modpartens trak

I afsnittet for kopierede vi blot modpartens traek for at vinde. Nu skal vi se pa
eksempler hvor vi baserer vores treek p4 modpartens treek uden at det er en
kopi af modpartens treek.

7

Eksempel 7.3.1. Udnyt modpartens traek

Alma og Bertha spiller falgende spil. Pa et bord ligger 100 runde, 200 tre-
kantede og 200 firkantede brikker. I hvert traek skal en spiller fjerne to
brikker, men det mé ikke veere en trekant og en firkant. Alma starter, og
man taber hvis man ikke kan traekke, eller der ikke er flere brikker tilba-
ge nar man skal treekke. Hvilken spiller kan leegge en strategi der sikrer
hende sejren? (Georg Mohr-Konkurrencen 2016)

Vi viser nu at Bertha kan sikre sig sejren ved at basere sit traek pa Almas
treek: Berthas vindende strategi er at sorge for at der hver gang hun har
trukket, er et lige antal af hver af de tre slags brikker.

Forst viser vi at det er muligt for Bertha at folge denne strategi. Til at
starte med er der et lige antal af hver af de tre slags brikker. Hvis Alma
tager to forskellige slags brikker, sa tager Bertha de samme slags brikker
som Alma. Dette er muligt da der var et lige antal af hver inden Alma
trak, og Alma kun har trukket en af hver. Hvis Alma tager to ens brikker,
tager Bertha ogsé to ens brikker (men ikke ngedvendigvis samme slags
som Alma). Dette er muligt sa leenge der er brikker tilbage, da der efter
at Alma har trukket to ens, stadig ma veere et lige antal af hver slags. P&
denne made sikrer Bertha at der er et lige antal af hver af de tre slags
brikker nar hun har trukket, og hvis hun fortseetter med at folge denne
strategi, vil det gaelde efter hvert eneste af hendes traek. Bertha kan alts&
folge denne strategi s& leenge der er brikker tilbage ndr hun skal traekke.

Nu viser vi at strategien forer til sejr. Bemaerk at antallet af brikker til at
begynde med er et multiplum af 4. Nar Bertha skal traekke, vil der derfor
altid veere mindst to brikker tilbage, og derfor kan Bertha altid traekke.
Altsa taber Alma nér Bertha folger denne strategi.
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Opgave 7.3.1. 1 en skdl er der til at starte med 2012 monter. Spiller A og B
spiller folgende spil. I hvert treek har de falgende to valgmuligheder:

(i) leegge én mant i skalen;
(i) fjerne fire monter fra skélen hvis der er mindst fire monter i den.

Den spiller der tager den sidste ment fra skdlen, vinder alle de 2012 menter
der var til at starte med. Det er spiller A der starter, og det antages at begge
spillere har et uudtemmeligt lager af monter. Vis at en af de to spillere har en
vindende strategi, og bestem hvilken spiller.

Opgave7.3.2. Der er 2012 lamper pé et bord. To personer spiller folgende spil.
I hvert traek trykker en spiller p& kontakten til en lampe, men han ma aldrig
genskabe en tidligere konfiguration af teendte lamper. Den spiller som forst
ikke kan traekke, taber. Hvilken spiller har en vindende strategi? (Baltic Way
2012)

Opgave 7.3.3. Der er en bunke med 1000 teendstikker. To spillere skiftes til at
traekke og kan i hvert treek fjerne mellem en og fem teendstikker. Det er ogsd
tilladt hejst ti gange i hele spillet at fjerne seks teendstikker. Hvis fx den forste
spiller har benyttet dette traek syv gange, og den anden tre, kan treekket ikke
benyttes mere. Den spiller som tager den sidste teendstik, vinder. Hvilken af
de to spillere har en vindende strategi? (BW 2010) Hint: 235

Opgave7.3.4. Paetuendeligt skakbreet skiftes to spillere til at markere et tomt
felt. Den ene spiller markerer med kryds og den anden med bolle. Den der
forst har udfyldt fire felter som danner et 2 x 2-kvadrat med sit symbol, har
vundet. Har en af de to spillere en vindende strategi? (Baltic Way 1996) Hint:
258, 111
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7.4 Strategityveri

I de foregdende eksempler og opgaver har vi eksplicit bestemt tabermaeng-
den og vindermangden eller fundet en konkret strategi vinderen kunne fol-
ge, men det er ikke altid sa let. I mange spil kan man alligevel vise at den ene
spiller har en vindende strategi, endda uden at man kan vide hvad et eneste
treek i denne strategi er!

' )

Eksempel 7.4.1. Strategityveri

I et spil er der en chokoladebar som er inddelt i n x m sma chokolade-
kvadrater, n, m > 1. Der er to spillere A og B, som skiftes til at treekke.
I hvert traek skal en spiller veelge et chokoladekvadrat som ikke allerede
er spist, og spilleren spiser derefter chokoladekvadratet samt alle choko-
ladekvadrater der hverken er over eller til venstre for det valgte kvadrat.
Hvis man fx veelger det markerede chokoladekvadrat pa de to figurer, s&
spiser man de gra chokoladekvadrater.

Det overste venstre kvadrat er forgiftet, og den der spiser dette kvadrat,
dor. Spiller A starter.

Vi vil nu vise at spiller A har en vindende strategi for alle mulige veerdier
af n og m, uden at vi har nogen anelse om hvad strategien er! Vi viser det
indirekte ved at antage at spiller B har en vindende strategi.

I forste traek veelger A det nederste hojre kvadrat. Da spiller B har en
vindende strategi, kan B treekke sd B vinder uathaengigt af hvordan A
spiller. Den situation der opstéar efter at B har trukket, kalder vi S. Nu ser
vi pd et nyt spil hvor A veelger samme kvadrat som B for valgte, og da A pd
denne made spiser de samme kvadrater som B plus det nederste hgjre
kvadrat, sa opstar situationen S. Men nu kan A vinde da A sa at sige kan
stjeele den vindende strategi B havde i forste scenarie. Dette er i modstrid
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med at B har en vindende strategi, og derfor er vores antagelse forkert.
Da spillet slutter efter et endeligt antal treek og ikke kan ende uafgjort,
ma A have en vindende strategi.

Det kan ikke anbefales at spille spillet, selvom man er spiller A, uden forst
at have fundet selve strategien! Og det kan man faktisk godt.

\ J

I dette eksempel sa vi hvordan man kan vise noget ved at benytte et argument
der handler om at man kan stjeele modstanderens strategi. Pa engelsk kaldes
dette strategy stealing.

Opgave7.4.1. En tendstikaeske indeholder 300 teendstikker. To spillere A og B
skiftes til at treekke, ogihvert treek skal de fjerne et antal teendstikker fra eesken
- mindst én og hejst halvdelen. Den som ferst ikke kan traekke, har tabt. Spil-
ler A starter. Hvilken af de to spillere har en vindende strategi? Lgs opgaven
ved at benytte strategityveri. (Man kan ogsa sagtens finde vindermaengde og
tabermangde, men det skal du ikke her.)

Opgave 7.4.2. Pa en tavle stér tallene 1,2,3,..., n. To spillere A og B spiller
felgende spil. De skiftes til at treekke, og i hvert traek skal de fjerne et tal m
samt alle dets divisorer. Den som fjerner det sidste tal, har vundet. Hvilken af
de to spillere har en vindende strategi nar A starter?

' )

Eksempel 7.4.2. Uendelig tabermaengde

I et spil ligger der til at starte med to bunker sten pa bordet. Hvert traek
bestér i at fjerne et antal sten fra den ene bunke eller fjerne samme antal
sten fra begge bunker. Den spiller der fjerner den sidste sten, har vun-
det. En udgangsposition med a sten i den ene bunke og b i den anden
betegner vi med (a, b). Vi onsker at vise at der findes uendeligt mange
udgangspositioner sé spiller B har en vindende strategi, men altsa ikke
bestemme dem. Dette svarer til at vise at tabermangden er uendelig.

Man kan godt pusle sig frem til de forste elementer i tabermaengden og
finde en algoritme for hvordan det naste element fremkommer, og der-
ved vise at den er uendelig, men i dette eksempel skal vi se pa et andet
trick hvor man overhovedet ikke behgver at bestemme et eneste element
i tabermangden.




\

Vi viser det i stedet indirekte ved at antage at tabermangden er ende-
lig, lidt ligesom for hvor vi stjal modpartens strategi. Da tabermaengden
er endelig, findes et starste storste tal n séd ingen elementer i tabermaeng-
den indeholder en bunke med flere end 7 sten. Dermed ma udgangspo-
sitionen (n + 1,2n + 2) ligge i vindermengden. Lige meget hvordan man
treekker i denne situation, opnér man en situation hvor mindst én af bun-
kerne indeholder flere end n sten. Ifplge antagelsen findes der fra denne
position en vindende strategi da denne position ikke ligger i tabermaeng-
den, men det er i modstrid med at (n+1,2n +2) ligger i vindermaengden.
Antagelsen er derfor forkert, og tabermangden ma veere uendelig.

Laeg meerke til at vi igen overhovedet ikke har peget pa hvilke spilpo-
sitioner der ligger i de to meengder. Vi kan faktisk ud fra denne analyse
ikke pege pa et eneste element i tabermangden selv om vi har vist at den
er uendelig.

J

Opgave 7.4.3. To personer spiller folgende spil. Der ligger til at starte med n
sten pa bordet, og hver spiller skiftes til at tage m? sten fra bordet, hvor m er
et positivt heltal, der gerne ma variere fra treek til treek. Den spiller der tager
den sidste sten, har vundet. Vis at der findes uendeligt mange veerdier af n for
hvilke spiller nummer to har en vindende strategi. (Baltic Way 1995) Hin: 25
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8 Grafteori

Dette er en introduktion til de vigtigste begreber i grafteori, udvalgt teori samt
eksempler pa opgavetyper inden for emnet med fokus pa de opgavetyper der
typisk forekommer til internationale matematikkonkurrencer.

Langt de fleste grafteoriopgaver til matematikkonkurrencer er ikke formu-
leret med grafteori, sa forste skridt er ofte at formulere opgaven med grafteo-
retiske termer. I nogle opgaver er det ret oplagt, mens det i andre er ret sveert.
Man kan teenke pd grafteori som en struktur der gor det muligt at g4 mere teo-
retisk til mange problemstillinger, og som hjalper med at skabe overblik over
dem.

Indhold
8.1 Grafer ....... ... 138
8.2 TIraer ... ..ot e 141
8.3 Komplette graferogRamsey-tal . . .. .................... 142
8.4 Kantmaksimal og kanminimal inddeling ................. 144
8.5 Euler-grafer ogorienteredegrafer ...................... 145
8.6 Turan-graferogn-deltegrafer ......................... 146
8.7 IMO-eksempler .......... ... 147
8.8 Blandedeopgaver........... ... 148

138

8.1 Grafer

Vi starter med en masse definitioner som det er vigtigt at fa styr pa.

( N

Definition af graf, knude, kant, nabo og valens

Graf med 9 knuder
og 10 kanter:

En graf er et par af mengder G = (V, E),
hvor V er en ikke-tom endelig maengde af
knuder, og E er en mangde af kanter sa Uy Us

hver kant forbinder to knuder fra V med Uy
hinanden (eller evt. forbinder en knude

med sig selv). Hvis V = {v;, »,,...,v,}, s& Us
betegner v;v; den kant som forbinder v;
0g V;.

U3

%4 Ug
To knuder kaldes naboer eller naboknu- v »
der hvis der findes en kant som forbinder

dem. Naboknuder:

v; 0g vg er naboknuder.

En knudes valens er antallet af kanter der v, og v, er ikke naboknuder.

udgar fra knuden, dog teeller en kant der
gér fra knuden til knuden selv, dobbelt. Va-
lensen af en knude v betegnes d(v). Den
maksimale valens af en knude i grafen be-
tegnes A og den minimale valens 0.

Valens:
Den minimale valens er 6 = 1.
Den maksimale valens er A =5.

graf graph

knude, knuder vertex, vertices
kant edge

naboknude neighbour
valens degree

\. J

Opgave 8.1.1. Vis at antallet af knuder med ulige valens er lige.

Opgave8.1.2. Til en fest er der n personer hvoraf nogle er venner. Venskab er
gensidigt. Vis at der findes to personer som har lige mange venner til festen.

Opgave 8.1.3. Der er 2n personer til en fest, og hver person er ven med et lige
antal personer til festen. Venskab er gensidigt. Vis at der findes to personer
som har et lige antal feelles venner til festen. Hint: 223
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Eksempel 8.1.1. Velg knude med maksimal valens

I en bernehave er der en masse bgrn og en masse puslespil. Hvert barn
har lagt mindst ét puslespil, men ikke alle, og hvert puslespil er lagt af
mindst ét barn, men ikke af alle. Vi ensker at vise at der findes to born og
to puslespil sddan at de to bern hver har lagt preecis ét af de to puslespil
og ikke det samme.

For at vise dette ved hjeelp af grafteori identificerer vi forst bernene og
puslespillene med knuder i en graf, og lader to knuder vere naboer hvis
den ene repraesenterer et puslespil, og den anden repraesenterer et barn
som har lagt puslespillet. Idéen er nu at veelge en barneknude b, med
maksimal valens blandt barneknuderne. Da intet barn har lagt alle pus-
lespil, findes en puslespilsknude p, som ikke er nabo til b;. Veelg nu en
barneknude b, som er nabo til denne puslespilsknude. Da b; havde mak-
simal valens blandt barneknuderne, findes en puslespilsknude p; som er
nabo til by, men ikke til b,.

by e——eo D>

by e——e 1

Altsa findes der to born og to puslespil sddan at de to bern hver har lagt
preecis ét af de to puslespil og ikke det samme.

J

Opgave 8.1.4. 1 Greifswald er der tre skoler A, B og C hvor der pa hver gar
mindst en elev. For hvert valg af tre elever, en fra A, en fra B ogen fra C, er der
to som kender hinanden, og to som ikke kender hinanden. Vis at mindst et af
folgende udsagn er sandt:

¢ Der er en elev fra A som kender alle elever fra B.
¢ Der er en elev fra B som kender alle elever fra C.

¢ Derer en elev fra C som kender alle elever fra A.

(BW 2011) Hint: 2
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Definition af simpel graf

En graf kaldes simpel hvis der ikke findes
kanter som forbinder en knude med sig
selv, og der ikke findes to kanter som forbin-
der samme par af knuder.

Bemeerk at hvis en graf ikke er simpel og
fx indeholder to kanter mellem 1, og vs, sa
kan man ikke bruge betegnelsen v,v5; om
disse kanter da den ikke er entydig.

simpel graf simple graph

Ikke-simpel graf:
Uy Ug

v, er forbundet til sig selv.

U, 0g Us er
forbundet med to kanter.

Definition af tur, sti og kreds/cykel

En turaflengde [ er en folge af [ forskel-
lige kanter wvyu,1n13,050y,...,V1V4q-
Navnet kommer af at man kan ga
denne tur i grafen. Turen angives ofte
blot ved knuderne den gar igennem:
vy, U, U3,..., Up4q- (Hvis grafen ikke er
simpel, kan det veere nedvendigt med
andre betegnelser for turen).

En sti af leengde [ er en tur af leengde [
hvor alle knuderne er forskellige.

En kreds afleengde [ er en tur afleengde /
hvor ferste og sidste knude er identiske,
mens alle andre knuder er forskellige. En
kreds kaldes ogsa en cykel.

tur trail

sti path
kreds/cykel cycle

Vg

U
U3 2

%4 Ug
U %) V1o

En tur af leengde 10:

W, Uy, U7, Ug, Uy, Us, Ug, Uy, U3, Us, V7.

En sti af leengde 8:
W, Uy, Uy, Ug, Uy, Us, Ug, Uy, U3.

En kreds/cykel af l&engde 7:
Uy, U, V7, Ug, Vg, Us, U3, V.
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Szetning 8.1.1. Kreds

Lad G veere en simpel graf, og antag at 6 > 2. Da indeholder G en kreds
afleengde mindst 0 + 1.

Bevis. Farst veelger vi en tilfeeldig knude v, derefter en nabo 1, til v, en nabo
vs til 1, osv. indtil dette ikke leengere er muligt, sa alle knuderne v, v5, ..., vs
er forskellige. Da v; har mindst 6 naboer, og disse alle mé vere blandt knu-
derne vy, 1s,..., v;_; da det ikke er muligt at komme videre, kan vi konstruere
en kreds ved at veelge den nabo til v; som har det mindste indeks. Hvis dette
indeks kaldes i, er v; v;41,..., s v; en kreds af leengde mindst 6 + 1. O

Definition af sammenhangende graf og sammenhaengskomponent

En graf kaldes sammenhcengende Sammenhangende graf:

hvis der mellem vilkarlige to knuder Uy Us
. . U
findes en sti fra den ene til den an- <
den. " Us
124 Ug
U %) V1o

En sammenheengskomponent er en
delgraf som bestér af alle knuder
som er forbundet med en sti til en
given knude, samt alle kanter mel-
lem disse knuder. U

Usammenhangende graf, der bestar
af tre sammenhaengskomponenter:

Uy Us
P * Vg
175\. >
o U7 Ug
1 (%3 %)

s )

Seetning 8.1.2. Sti

sammenhangende graf connected graph
sammenhzengskomponent connected component U

Lad G veere en simpel sammenhangende graf med »n knuder. Da findes
en sti af leengde mindst min(20, n —1).

\. J

Opgave 8.1.5. Bevis se@tning 8.1.2. Hinr: 198
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Opgave 8.1.6. 1 et land er hvert par af byer forbundet med en direkte togrute
eller en direkte busrute. Vis at det er muligt at inddele landet i to disjunkte
inddele sddan at alle byer i den ene del kan nummereres by, b,, ..., b,, s& der
findes en busrute mellem to byer b; og b;+1 for alle i =1,2,...,n—1, og alle
byer i den anden del kan nummereres ¢4, t,,..., t,, s der findes en togrute
mellem to byer ¢; og ¢;,, for alle j = 1,2,..., m—1. (Bemark at den ene del
kan veere tom.) Hint: 18

( N

Definition af delgraf, udspeendende delgraf og induceret delgraf

En delgraf G’ af G, eren graf G’ =(V’, E’) Graf G:
hvor V/CV ogE’'CE. Uy Us
Ug
Us
Us
4} ) V7 Ug
Delgrafen kaldes udspeendende hvis V' = Udspeendende delgraf G”:

V.

Uy Us
1:9
Us
U3 —o
U %} V7 Ug

Delgraf G’ induceret af
{vlr Us, Us, U7, US}:

Delgrafen induceret af en delmaengde V’
af knudemaengden V er delgrafen som

har V' som knudemaengde, og hvor kant- Vs »
meaengden bestar af alle kanter fra E som A
forbinder to knuder fra V’. Us

delgraf subgraph U 1,7

udspaendende delgraf spanning subgraph
delgraf induceret af subgraph induced by




8.2 Treeer

7

Definition af trae, skov og blad

Et tree er en sammenhaengende graf som ikke in- Tree med ni blade:

deholder en kreds.

En skov er en graf som ikke indeholder en kreds.
En skov er altsa en graf hvis sammenhangskom-
ponenter er traeer.

Et blad er en knude med valens 1.
traetree

skov forest
blad leaf

Szetning 8.2.1. Egenskaber ved traeer

i) Ethvert trae indeholder mindst A blade.

ii) Ethvert tree kan konstrueres ved at starte med en knude og derefter
tilfoje et blad med en tilhgrende kant ad gangen.

iii) Enhver sammenhangende graf indeholder en udspaendende del-
graf som er et trae, ogsa kaldet et udspendende tree.

Bevis. Vi beviser i) og overlader de to andre dele til lzeseren i naeste opgave.

Hvis A = 0, er det trivielt. Antag derfor at A > 1, og veelg en knude v med
maksimal valens A. For hver kant fra v vealges en sti der starter i v og fort-
seetter langs kanten til den ender i et blad. Da grafen er et tree og dermed ikke
indeholder nogen kreds, ved vi at den ma ende i et blad, og at to stier der ud-
gér fra v langs to forskellige kanter, nodvendigvis ender i to forskellige blade.
Dermed indeholder grafen mindst A blade. O

Opgave 8.2.1. Bevis s@tning 8.2.1.
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Sztning 8.2.2. Karakteristik af traeer

Hvis G er en simpel sammenhaengende graf med n knuder, da er fol-
gende zkvivalent, dvs. hver betingelse er en nedvendig og tilstraekkelig
betingelse for at grafen er et tree.

i) G indeholder ingen kreds.
ii) G indeholder netop n —1 kanter.
iii) To vilkarlige knuder er forbundet med netop én sti.

iv) Hvis man fjerner en vilkarlig kant, bliver grafen usammenhzangen-
de.

Bevis. Vi beviser at i) og iii) er @kvivalente og overlader resten til leeseren i
naste opgave.

iii) = i): Hvis en graf indeholder en kreds, vil to knuder i kredsen veere forbun-
det med to forskellige stier. Dvs. hvis to vilkarlige knuder er forbundet med
netop en sti, da indeholder grafen ikke en kreds.

i) = iii): Hvis to knuder er forbundet med to forskellige stier, da findes to knu-
der som ligger pa begge disse stier sd de to delstier mellem disse to knuder
ikke har feelles kanter, og de danner tilsammen en kreds. Grafen indeholder
dermed en kreds. Det betyder at hvis grafen ikke indeholder en kreds, sa vil to
vilkarlige knuder veere forbundet med netop en sti.O

Opgave 8.2.2. Bevis s@tning 8.2.2.

Georg Mohr-Konkurrencen



8.3 Komplette grafer og Ramsey-tal

7

Definition af komplet graf

Den komplette graf K, er grafen som bestar af n knuder som alle parvis
er forbundne med en kant, dvs. K, indeholder (} ) kanter.

komplet graf complete graph

Eksempel 8.3.1. Ensfarvet K3

I den komplette graf K er alle kanter malet enten rede eller bla. I dette
eksempel vil vi vise at der uanset hvordan kanterne er farvet, altid findes
en komplet delgraf K3 hvor alle kanter har samme farve.

Velg en tilfeeldig knude v. Da valensen af v er 5, ma mindst tre af de
fem kanter der udgar fra v, have samme farve, lad os sige rod. Betragt de
tre knuder der er forbundet til v med en red kant. Hvis blot to af disse
knuder er forbundet med en rod kant, har vi en komplet delgraf K3 hvor
alle kanter er rode. Antag derfor at ingen af de tre knuder er indbyrdes
forbundet med en red kant. Da mé de parvis veere forbundet med bla
kanter, og de udgor dermed en komplet delgraf K3 hvor alle kanter er
bla.

Definition af Ramsey-tal

Ramsey-tallet R(my, m,,..., m,) er det mindste tal p sa der for alle kom-
plette grafer K;,, n > p, geelder at uanset hvordan man farver kanterne i
K;, med r farver, da findes mindst ét i = 1,2,..., r sa grafen indeholder
en komplet delgraf K;,,, hvor alle kanter er farvet med farve nummer i.

Ramsey-tal Ramsey number
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};’n
- g/ﬁ,;z\

Sztning 8.3.1. Ramsey-tallet R(3,3)
Ramsey-tallet R(3, 3) er 6.

Bevis. Eksempel 8.3.1 viser at R(3,3) < 6 da det viser at enhver komplet graf
K,,, n > 6, hvor kanterne er malet med to forskellige farver, altid indeholder
en komplet delgraf K3 hvor alle kanter har samme farve.

Betragt nu den komplette graf K5. Man kan farve alle kanterne i K5 med to
farver sé den ikke indeholder en delgraf K3 hvor alle kanter har samme farve.
Kald knuderne vy, v,, v3, v4, U5, 0g farv fx kanterne vy vy, v, V3, V304, Uy Us, Us 1)
rode og resten af kanterne bla.

Vg

Us U3

" g 5 "

Da indeholder grafen ingen delgraf K3 hvor alle kanter har samme farve, og
dette viser at R(3,3)=6. O

Sztning 8.3.2. Ramsey-tallet R(3,3,3)
Ramsey-tallet R(3,3,3) er 17.

Bevis. Konstruktionen af en Kjg-graf hvor kanterne er farvet i tre forskellige
grafer uden at der findes en ensfarvet K3, er s& kompliceret at vi springer den
over her. Det er til gengald ikke sd sveert at vise den anden del af beviset, dvs.
at R(3,3,3) <17, og det overlades til laeseren i opgave 8.3.1. O

Opgave 8.3.1. Vis at R(3,3,3) < 17. Hint: 108

Opgave8.3.2. Er det muligt at farve kanterne i Kg rode og bla sa der ikke findes
en ensfarvet kreds af leengde fire? Hint: 169



Opgave 8.3.3. Ved et busstoppested stér ni personer. Vis at der enten findes
fire personer blandt disse som alle er venner, eller tre personer hvor ingen af
dem er venner, mens dette ikke altid er tilfeeldet hvis en af personerne forlader
busstoppestedet. (Venskab er gensidigt). Hint: 257

Opgave 8.3.4. 1 en badmintonklub er der 18 spillere hvoraf nogle har spillet
mod hinanden, mens andre ikke har. Vis at der enten findes fire spillere som
alle har spillet mod hinanden, eller fire spillere hvor ingen har spillet mod
hinanden. Vis yderligere at det ikke altid er tilfaeldet hvis der kun er 17 spillere
i klubben. Hint: 6

Sztning 8.3.3. Ramsey-tal

Der geelder at
R(my, my) < R(my — 1, mp)+ R(my, my—1).

Nar begge led pé hojresiden er lige, er ulighedstegnet skarpt.

. J

Bevis. Seet N = R(m;—1, my)+ R(m,, my,—1), og betragt en to-farvning af kan-
terne i Ky med farverne rod og bld. Lad v veere en knude i denne graf.

Hvis v er forbundet til R(r; —1, m,) andre knuder med rode kanter, da fin-
des der enten m, knuder blandt disse R(m; — 1, m,) knuder som alle er for-
bundet med bla kanter, eller m2; — 1 knuder som alle er forbundet med rode
kanter, og i det sidste tilfeelde vil de m; — 1 knuder sammen med v udgere
m, knuder som alle er forbundne med rede kanter. Altsd indeholder grafen i
dette tilfeelde enten en rod K,,, -delgraf eller en bld K,,, -delgraf.

Antag derfor at v ikke er forbundet til R(m; — 1, m,) andre knuder med ro-
de kanter. Da ma v veere forbundet til R(m,, m, — 1) knuder med bla kan-
ter, og med samme argument som for medferer dette at grafen enten inde-
holder en red K,, -delgraf eller en bld K, -delgraf. Dermed er R(m;, m,) <
R(m; —1,my)+ R(m;, my, —1).

Sidste del af seetningen bevises i opgave 8.3.5. O

Opgave 8.3.5. Bevis resten af seetning 8.3.3. Hint: 81
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Eksempel 8.3.2. Farvning af hele tal

I nogle sammenhange hvor man kan bruge grafteori, er det ikke altid
helt oplagt hvordan man kommer fra problemstilling til graf. Betragt fol-
gende problemstilling: Er det muligt at farve tallene 1,2,...,16 i tre for-
skellige farver sa der ikke findes tre ikke nedvendigvis forskellige tal af
samme farve s& det ene er summen af de to andre?

Det er umiddelbart sveert at se den direkte relation til grafteori,
men opgaven kan loses grafteoretisk pa folgende made: Farv tallene
1,2,...,16 i tre forskellige farver. I den komplette graf K;; med knuder-
ne vy, v,..., Ui7 farves kanten v; v; samme farve som tallet | j — i|. Ifolge
seetning 8.3.2 findes der da tre knuder som er forbundet med kanter af
samme farve, dvs. knuder v;, vj og vy, i < j <k, hvork—j, k—iogj—i
har samme farve. Da (k—j)+(j—i) = k—i findes tre tal i samme farve hvor
det ene er summen af de to andre. Dermed er det umuligt at farve tallene
{1,2,...,16} i tre forskellige farver sa der ikke findes tre tal i samme farve
hvor det ene er summen af de to andre.

\ J

Opgave 8.3.6. Er det muligt at farve tallene 1,2,3,...,1978 i seks forskellige
farver sa der ikke findes tre (ikke nedvendigvis forskellige) tal x, y, z i samme
farve sd x + y = z? (Variant af IMO 1978 opgave 6)

Bemaerkning. Vi har her bestemt R(3,3) = 6, R(3,4) =9 og R(4,4) = 17,
men det er ikke nogen nem opgave at bestemme Ramsey-tal for blot
lidt sterre tal, hvilket folgende udtalelse fra matematikeren Erdds viser:
"Erdés asks us to imagine an alien force, vastly more powerful than us,
landing on Earth and demanding the value of R(5,5) or they will destroy
our planet. In that case, he claims, we should marshal all our computers
and all our mathematicians and attempt to find the value. But suppo-
se, instead, that they ask for R(6,6). In that case, he believes, we should
attempt to destroy the aliens." (Kilde: Wikipedia, Ramsey’s theorem.)

11989 blev det bevist at 43 < R(5, 5), og s& sent som i 2024 er det bevist at
R(5,5) < 46.
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8.4 Kantmaksimal og kanminimal inddeling

I mange problemstillinger er man interesseret i at inddele knudemengden i
disjunkte ikke-tomme delmengder som tilsammen indeholder hele knude-
meengden, sa der bliver flest eller feerrest muligt kanter mellem knuder i for-
skellige delmangder. Dette kaldes henholdsvis en kantmaksimal og en kant-
minimal inddeling.

Eksempel 8.4.1. Kantminimal inddeling

Betragt folgende problemstilling: I et land er der 37 byer som ligger pa 14
per sd der er mindst énby pd hver ¢. Mellem hvert par af byer der ligger
pé forskellige oer, er der en flyrute. Det oplyses at byerne er fordelt pa
gerne sa der er feerrest muligt forskellige flyruter. Hvordan ligger byerne
fordelt?

Intuitivt far man hurtigt en fornemmelse af at man skal placere én by pa
hver o og resten pd den sidste. For at bevise dette identificerer vi byer-
ne med knuder og betragter den komplette graf med 37 knuder. Da der
er et endeligt antal knuder, findes der en kantminimal inddeling af de
37 knuder i 14 delmangder, dvs. en inddeling i 14 disjunkte ikke-tomme
delmeengder s antallet af kanter mellem knuder i forskellige delmaeng-
der er minimalt.

Vi viser indirekte at der i denne kantminimale inddeling er én by pa
hver @ pé neer én, hvor resten af byerne ligger. Antag at vi har en kant-
minimal inddeling i 14 delmangder, samt at der findes to delmaengder
med mere end én knude, lad os sige a knuder i den ene og b i den an-
den, a > b > 1. Hvis vi flytter en knude fra delmeengden med b knuder
til den med a knuder, far vi a — (b — 1) > 0 faerre kanter mellem knuder
i forskellige delmangder, hvilket er i modstrid med at inddelingen var
kantminimal. Dermed er der i en kantminimal inddeling en knude i hver
delmangde pé nzer én som indeholder resten af knuderne, og oversat til
byer, ger og flyruter betyder dette at der er feerrest flyruter nar der er 24
byer pa én ¢ og én pa hver af de andre 13.
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Eksempel 8.4.2. Kantmaksimal inddeling

Nu vil vi undersege en problemstilling hvor vi skal se p& en inddeling
med flest muligt kanter mellem knuder i forskellige delmengder. Vi vil
vise at det for enhver graf er muligt at inddele dens knuder i to disjunkte
delmengder sa hver eneste knude har mindst lige s mange naboer i den
anden delmangde som i sin egen delmangde.

Lad G vere en simpel graf, og veelg en kantmaksimal inddeling af knu-
derne fra G ito disjunkte delmangder. Dette er muligt da der er et ende-
ligt antal knuder.

Vi viser indirekte at denne kantmaksimale inddeling opfylder det en-
skede. Antag at der findes en knude v sé v har flere naboer i sin egen del-
mengde end i den anden. Ved at flytte v over i den anden delmangde
opndr vi en ny inddeling med flere kanter fra den ene del til den anden,
hvilket er i modstrid med at den valgte inddeling var kantmaksimal. Der-
med opfylder en kantmaksimal inddeling i to delmangder at alle knuder
har mindst lige s& mange naboer i den anden del som i sin egen, og der
findes derfor en inddeling med denne egenskab.

\ J

Opgave8.4.1. Vis at det for enhver simpel graf med mindst 7 knuder er muligt
at inddele dens knuder i 7 disjunkte ikke-tomme delmangder som tilsam-
men indeholder hele knudemangden, sa hver eneste knude har mindst lige
sd mange naboer i enhver anden delmangde som i sin egen delmangde.

Opgave 8.4.2. Lad G vere en simpel graf hvor A(G) < 3. Vis at det er muligt at
farve alle knudernei G enten bld eller rode sd hver sammenhaengskomponent
af delgraferne induceret af henholdsvis de rade eller de bld knuder maksimalt
indeholder to knuder.

Opgave 8.4.3. Bestem den maksimale veerdi af m sa det for alle simple grafer
G, hvor A(G) < m, ermuligt at farve alle knuderne i G med maksimalt » farver
s enhver sammenhangskomponent af en delgraf induceret af alle knuder af
en bestemt farve indeholder maksimalt to knuder. Hinz: 172, 23



Opgave8.4.4. NASA onsker at anlaegge 2004 smd beboelser pd Mars. Den ene-
ste made at komme fra beboelse til beboelse er gennem borede tunneler. En
bureaukrat tegner et kort over de 2004 beboelser og tegner N tunneler mel-
lem beboelser tilfeeldigt pa kortet s& hvert par af beboelser hojst har én tunnel
mellem sig. Hvad er den mindste veerdi af N der garanterer at uanset hvordan
bureaukraten tegner tunnelerne, sé er det muligt rejse mellem to vilkérlige be-
boelser?
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8.5 Euler-grafer og orienterede grafer

( N

Definition af Euler-tur, lukket Euler-tur og Euler-graf

En Euler-tur er en tur hvor alle kanter i grafen indgar
netop én gang, og en lukket Euler-tur er en Euler-tur
hvor man starter og slutter i samme knude.

Euler-graf:

En Euler-graf er en graf der indeholder en lukket
Euler-tur.
Euler-tur Eulerian trail

lukket Euler-tur Eulerian circuit
Euler-graf Euler graph

Definition af orienteret graf

En orienteret graf er en graf hvor kanterne har en retning, dvs. hvor de
gér fra en knude fil en knude.

I en turien orienteret graf skal man folge retningen.

orienteret graf directed graph

Sztning 8.5.1. Euler-grafer

En graf er en Euler-graf netop hvis den er sammenhangende, og alle
knuder har lige valens.

En orienteret graf er en Euler-graf netop hvis den er sammenhangende,
og der for hver knude geelder at antallet af kanter der udgar fra knuden,
er lig antallet af kanter der ender i knuden.

\ J

Opgave 8.5.1. Bevis s@tning 8.5.1. Hinr: 84

Opgave 8.5.2. Lad n veere et positivt heltal. Vis at det er muligt ud for hvert
hjerne i en 2"-kant at skrive enten 0 eller 1, s hver af de 2" binare stren-
ge med n cifre man far ved at starte ved et hjorne og derefter fortseette mod
uret til man har besegt n hjorner i alt, alt imens man nedskriver de cifre man
mader, i reekkefolge, alle er forskellige. Hins: 151
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8.6 Turan-grafer og n-delte grafer

7

Definition af todelt og 7-delt graf

J

En graf kaldes fodelt hvis dens knudemangde ~ Todelt graf:
V kan inddeles i to disjunkte ikke-tomme del- ‘e .
mangder V; og V,, VUV, =V, sd ingen knuder :
fra samme delmangde er naboer.

En graf kaldes n-delt hvis dens knudemangde
V kan inddeles i n disjunkte ikke-tomme del-
maengder V}, V;,...,V,, ULLU...UV, =V, sa

Komplet 3-delt graf:
ingen knuder fra samme delmangde er naboer. 1
En n-delt grafkaldes komplet hvis enhver knude
er nabo med samtlige knuder som ikke ligger i

samme delmangde.

todelt bipartite
n-delt n-partite

\. J

Opgave 8.6.1. Vis at en graf er todelt netop hvis den ikke har en kreds af ulige
leengde.

Opgave 8.6.2. 1 en turnering spiller 20 hold mod hinanden. Den forste dag
spiller alle hold netop én kamp, og den anden dag spiller alle hold igen netop
én kamp denne gang mod et nyt hold. Vis at det efter anden dag er muligt at
veelge ti hold som endnu ikke har spillet mod hinanden. Hint: 129

7

Definition af Turan-graf

Turan-grafen T (n) er den komplette r-delte graf
med n knuder, r < n, hvor forskellen mellem an-
tallet af knuder i to delmangder hojst er 1.

Turan-grafen T3(7):

Turan-graf Turan graph

\ , J

Opgave 8.6.3. Vis at blandt alle r-delte grafer med n knuder, r < n, er det
Turan-grafen T'"(n) der har flest kanter.
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Seztning 8.6.1. Turans saetning

For hele tal n og r, n > r > 1, er en kantmaksimal graf G med n knuder
som ikke indeholder K, som delgraf, en Turan-graf T"(n).

Turans seetning kan vises ved induktion efter n, men den kan ogsa vises ved
at benytte knudekopiering, som vi skal se i felgende bevis.

Bevis. Fra opgave 8.6.3 ved vi at blandt de komplette m-delte grafer med n
knuder er Turan-grafen T""(n) den med flest kanter, og det er desuden oplagt
at T"(n)indeholder flere kanter end T"(n) nar m < r, sé vi skal blot vise at en
kantmaksimal graf G med n knuder som ikke indeholder K, ; som delgraf, er
en komplet multidelt graf.

En graf er komplet multidelt netop hvis der for alle x, y, z € V geelder at hvis
xy og yz ikke er kanter i G, da er xz heller ikke en kant i G. Vi antager der-
for at grafen G ikke er komplet multidelt, dvs. vi antager at der findes knuder
X1, X,y s& X1y og x,y ikke er kanter i G, mens x; x, er en kanti G.

Hvis d(x;) > d(y) for et i = 1,2, da sletter vi knuden y og laver en kopi af
knuden x;. Den nye graf G’ kan ligesom G ikke indeholde K,,; som delgraf,
og G’ indeholder d(x;)—d(y) > 0 flere kanter end G. Dermed kan G i dette
tilfeelde ikke veere kantmaksimal.

Hvis d(x;) < d(y) for i = 1,2, da konstruerer vi en ny graf G’ ved at slette
bade x; og x, fra G samt lave to nye kopier af y. Grafen G’ kan ligesom G ikke
indeholde K, som delgraf, og den ma have 2d(y)—d(x;)—d(x,)+1> 0flere
kanter end G. Dermed kan G heller ikke i dette tilfeelde veere kantmaksimal.

Altsa er G ikke kantoptimal, og da der findes en kantoptimal graf med n
knuder som ikke indeholder K;,;, ma den vaere komplet multidelt, og der-
med, som vi sa tidligere, Turan-grafen T"(n). O

Opgave 8.6.4. 1etland er der 1000 lufthavne hvoraf nogle er forbundet med
flyruter. For vilkérlige tre lufthavne er to af dem ikke forbundet med en flyrute.
Hvor mange flyruter kan der maksimalt vaere?

Opgave 8.6.5. T en graf G med ni knuder er der for vilkarlige fem knuder
mindst to kanter der forbinder nogle af disse knuder. Hvor mange kanter ma
G mindst have? Hinr: 153



8.7 IMO-eksempler

Nu skal vi se pa nogle eksempler fra IMO. Ingen af opgaverne er formuleret
som opgaver i grafteori, men den forste opgave overseettes nemt til grafteori,
mens det i den sidste kraver en rigtig god idé at se hvordan man kan benytte
grafteori til at lase opgaven.

4 w

Eksempel 8.7.1. Komplette delgrafer

Til en matematikkonkurrence er nogle deltagere venner. En gruppe del-
tagere som alle er venner, kaldes en klike, og antallet af personer i en klike
kaldes dens storrelse. Antag at storrelsen af den storste klike blandt del-
tagerne er 2n. Vis at det er muligt at placere alle deltagerne i to lokaler
sa den starste klike i det ene lokale har samme storrelse som den starste
klike i det andet lokale. IMO 2007 Opgave 3)

I dette eksempel er det nemt at oversatte opgaven til en grafteoretisk
opgave, men det er ikke nemt at lose opgaven. Det er meget sveert at an-
give praecist hvordan inddelingen skal veere, og i stedet laver vi forst en
inddeling som ikke altid virker, og justerer den til den virker.

Betragt en klike af maksimal storrelse 21, oglad W veere maengden af
deltagere i denne klike. Forst placerer vi alle deltagere i W ilokale X og
restenilokale Y.Lad k(X) og k(Y ) betegne den maksimale storrelse af en
klike i henholdsvis lokale X og Y pa et givent tidspunkt. Hvis vi flytter en
deltager fra X til Y, sa falder k(X)—k(Y) med 1 eller 2. Hvis vi fortsaetter
med at flytte deltagere pa denne made, kan vi opné at k(X)—k(Y)=0
eller k(X)—k(Y)=—-1.

Der er stadig en del arbejde endnu, men det overlades til leeseren i nae-
ste opgave.

\ J

Opgave 8.7.1. Feerdiggor lgsningen i eksempel 8.7.1.
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Eksempel 8.7.2. Permutationer

Lad n veere et positivt lige tal. Vis at der findes en permutation
X1, Xo,..., X, af tallene 1,2,...,n sd der for alle i, 1 < i < n, geelder at x;,,
er et af fplgende tal: 2x;,2x; —1,2x;—n,2x;—n—1 (her er x,,;; = x1).
(IMO shortlist 2002)

I dette eksempel er ssmmenhaengen til grafteori absolut ikke indlysende,
men derimod subtil.

Lad G vere en orienteret graf med m = % knuder nummereret
1,2,..., m samt 2m kanter nummereret 1,2, ...2m. Kanten med numme-
ret 2i—1 gdr fra knude i til knude 2i —1 (mod m), og kanten nummereret
2i gar fra knude i til knude 2i (mod m). Dermed er der to kanter som
udgar fra hver knude i, og to som ender i hver knude i, nemlig kanter-
ne nummereret i og i + m. (Bemeerk at grafen ikke er simpel). Resten af
lpsningen overlades til laeseren.

Opgave 8.7.2. Faerdigger losningen i eksempel 8.7.2. Hins: 254, 80
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8.8 Blandede opgaver

Opgave 8.8.1. 1en klasse er der 49 elever, én ved hvert af 49 borde placeret i
syv reekker og syv sgjler. Er det muligt at flytte eleverne s& hver elev flytter til et
nabobord i samme raekke eller samme sojle, samtidig med at der efter at alle
er flyttet, sidder netop én elev ved hvert bord?

Opgave 8.8.2. Til en fest er der 2n + 1 personer hvor n er et positivt heltal.
Néar man veelger en gruppe blandt deltagerne pé hojst n personer, findes der
altid en person uden for gruppen som er venner med alle i gruppen. Vis at der
findes en festdeltager som er venner med alle til festen.

Opgave 8.8.3. Den Forunderlige @’s efterretningstjeneste har 16 spioner i
Tartu. Hver af dem overvéger nogle af sine kolleger, men der er intet par af
spioner der overvager hinanden. Desuden ved man at hvis man udtager ti
tilfeeldige spioner, kan de nummereres s nummer 1 overvdger nummer 2,
nummer 2 overvager nummer 3 osv., og den tiende desuden overvager num-
mer 1. Vis at man ogsé kan gore dette med 11 tilfeeldigt valgte spioner. (BW
1994) Hint: 29

Opgave 8.8.4. Antag at G er en sammenhengende graf med k kanter. Vis at
det er muligt at nummerere kanterne 1,2, 3, ... k s& hver knude som er forbun-
det med mindst to kanter, opfylder at starste feelles divisor af tallene pa alle
de tilstedende kanter er 1. (IMO 1991) Hinr: 34

Opgave 8.8.5. 1 en stor gruppe af mennesker er nogle venner med hinanden.
Hver dag holder en person en fest for alle sine venner, og alle personens ven-
ner bliver til festen venner med hinanden. Dette fortsatter indtil alle personer
har holdt fest. Vis at hvis to personer i gruppen efter alle disse fester stadig ik-
ke er venner, sa bliver de det heller ikke selv om man fortsaetter med at holde
fester pd denne made.

Opgave 8.8.6. 1 en komplet graf med ni knuder er kanterne enten rode, bla
eller slet ikke farvede. Lad n betegne antallet af farvede kanter. Bestem den
mindste veerdi af n sa der altid findes tre knuder som er forbundet af kanter
af samme farve. (IMO 1992) Hinr: 116

Opgave8.8.7. Lad K,, veere den komplette graf med n knuder. Det er nu tilladt
atveelge en kreds afleengde fire, fjerne en kant fra den, veelge endnu en kreds af
leengde fire fra den nye graf, fierne en kant, osv. sa leenge det er muligt. Bestem
det mindste antal kanter der kan veere tilbage til slut. IMO 2004 Shortlist)
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Opgave 8.8.8. 1 en gruppe med n personer, n > 6, har hver person preecis tre
venner som personen udveksler postkort med. Vis at det er muligt at inddele
gruppen i to grupper sa hver person udveksler postkort med mindst to perso-
ner fra sin egen gruppe. Hin: 61



9 Polynomier

I dette kapitel far du en introduktion til polynomier, samt en grundlaeggen-
de forstéelse af grafer for polynomier, polynomiumsdivision og polynomiers
redder og koefficienter. Desuden er der flere afsnit om polynomier med hel-
tallige koefficienter og deres seerlige egenskaber mht. delelighed og irreduci-
bilitet.

I de forste afsnit bliver mange satninger postuleret uden bevis fordi de er
ret tekniske, og vi her har mere fokus pa intuition og grundleeggende forsta-
else af centrale egenskaber, men i afsnit 9.5 beviser vi mange af de tidligere
seetninger. Det allersidste afsnit kraever kendskab til differentialregning.

Undervejs nzevner vi de komplekse tal, men du kan sagtens leese kapitlet
uden at vide hvad komplekse tal er, og der er ingen opgaver der inddrager
komplekse tal.
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9.1 Polynomier med reelle koefficienter

I dette afsnit far du en introduktion til polynomier med reelle koefficienter
hvor formalet i hoj grad er at opbygge en intuition om polynomier samt at f&
teknikker til at regne med polynomier.

Flere seetninger praesenteres uden bevis, simpelthen fordi beviserne er tek-
niske og sveere at forstd for man er mere fortrolig med polynomier. Derfor
kommer der et senere afsnit hvor vi beviser mange af seetningerne, men en-
kelte seetninger pastuleres ogsa uden bevis da de bygger pa meget mere om-
fattende teori end der er plads til her.

( N

Definition af polynomium

Et polynomium P med reelle koefficienter er en funktion defineret pa de
reelle tal med forskriften P(x)=0 eller

P(x)=a,x"+a,_1x" +...+a,x +ay,

hvor a,,a,_,,...,a;,ay€R oga, #0.

Graden af polynomiet P er n, paner hvis P(x) = 0, da er graden —oo.
Fx har polynomiet P(x) = x” + x?—6 grad 7, mens polynomiet P(x) =2
har grad 0.

Definition af rod
Et tal x; kaldes en rodi P hvis P(x,)=0.

Sztning 9.1.1. Polynomier og rodder

Et polynomium af grad n > 0 har hejst n redder.

Et polynomium af ulige grad har mindst én rod.

Seetning 9.1.1 bevises i afsnit 9.5.

De naeste eksempler giver en intuition om polynomiers graf, og flere egenska-
ber péstas uden bevis.

Georg Mohr-Konkurrencen



Eksempel 9.1.1. Trejdegradspolynomiers graf

Tredjegradspolynomiets graf skeerer ifolge seetning 9.1.1 forsteaksen 1, 2
eller 3 gange da polynomiet har mindst én rod og hejst 3 redder.
Grenene vender hver sin vej, dvs. den ene gar opad og den anden
nedad.
Tredjegradspolynomiet har 0 eller 2 lokale ekstremumspunkter.
Figuren viser tre forskellige eksempler pa forleb for grafen for trejde-
gradspolynomier der illustrerer disse pointer.

(2) 2) )
(1) (1) (1)

Eksempel 9.1.2. Fjerdegradspolynomiers graf

Fjerde gradspolynomiets graf skeerer ifolge seetning 9.1.1 forsteaksen 0,
1,2, 3 eller 4 gange.
Grenene vender samme vej, dvs. de gar begge opad eller begge nedad.
Fjerdegradspolynomiet har 1 eller 3 lokale ekstremumspunkter.
Figuren viser tre forskellige eksempler pa forlgb for grafen for fjerde-
gradspolynomier der illustrerer disse pointer.

2 A(2) )
) | (D (1)

\ [
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Sztning 9.1.2. Grafen for et polynomium

Grafen for et polynomium af positiv ulige grad 2m + 1 har mellem 1 og
2m + 1 skeeringspunkter med forsteaksen, grenene vender hver sin vej,
og polynomiet har et lige antal lokale ekstremumspunkter.

Grafen for et polynomium af positiv og lige grad 2m har mellem 0 og 2m
skeeringspunkter med forsteaksen, grenene vender samme vej, og poly-
nomiet har et ulige antal lokale ekstremumspunkter.

\ J

Polynomier betragtet som funktioner over de reelle tal er kontinuerte. Her vil
vi ikke definere kontinuitet, men vi udnytter flere gange folgende kontinui-
tetsegenskab, som vi ikke beviser.

e N

Seatning 9.1.3. Mellemvaerdisaetningen

Lad f :[a, b] — R veere en kontinuert funktion, og lad d veere et reelt tal
mellem f(a)og f(b). Da findes et tal ¢ €]a; b[ sd f(c)=d.

Eksempel 9.1.3. Radder i polynomier

Néar man skal undersege hvor mange reelle redder et polynomium har,
behever man ikke nedvendigyvis at finde dem. Man kan i stedet udnytte
at et polynomium er en kontinuert funktion, og benytte mellemveerdi-
setningen.

Fx har fjerdegradspolynomiet
P(x)=x*—2x3—2x%+3x+1

fire reelle redder da P(—2) = 19, P(—1) = —1, P(0) = 1, P(2) = —1 og
P(3) =19, dvs. der er ifolge mellemverdisetningen en reel rod i hvert
af folgende intervaller: | —2;—1[, ] —1;0[, ]0;2[ og ]2;3[. Vi ved desuden
at et fjerdegradspolynomium hejst har fire redder, dvs. P har preecis fire
rodder.




Opgave9.1.1. Betragt tredjegradspolynomiet P(x)= x3—x?—2x+a, hvor a er
en konstant. Find en veerdi af a sd P har tre forskellige rodder. (Der er mange,
og du skal blot finde én).

Opgave9.1.2. Vis at fjerdegradspolynomiet
P(x)=x(x—2)(x—4)(x—6)+(x—1)(x—3)(x—=5)(x—7)

har fire reelle rodder.

Opgave9.1.3. Lad n > 1. Hvor mange redder har n’te gradspolynomiet
P(x)=x(x—2)(x—4)---(x—2n)+(x—1)(x—3)(x—5)---(x—(2n+1))?

Hint: 233

Opgave9.1.4. Et polynomium f er givet ved
flx)=x*—2x.

Bevis atder findes et tal @ som opfylder at f(f(a))=a udenat f(a)= a. (Georg
Mohr-Konkurrencen 2011) Hint: 131, 41

Eksempel 9.1.4. Omskriv til anden variabel

Hvis vi ved at x; er rod i et polynomium, sa kan vi ofte finde et andet
polynomium af samme grad med fx xg, xio eller xy+ xio som rod.

Det reelle tal @ er rod i P(x)= x3— x —1. Vi onsker at bestemme et tred-
jegradspolynomium med heltallige koefficienter som har a? som rod.

Daa errodi P, vedviat a®—a—1=0 og derfor a®—a = 1. Det udnytter
vi til at konstruere et tredjegradspolynomium med a? som rod:

1 :( 3—a)2 :az(az—l)2 = az(a4—2a2+ 1):(a2)3—2(a2)2+a2.

Altsé er a? er rod i
Qx)=x3—2x>+x—1.

151

Opgave 9.1.5. Et tredjegradspolynomium P(x) = x® +2x? —3x — 5 har
rodderne a, b og c. Angiv et tredjegradspolynomium med redderne %, % og
1. (Georg Mohr-Konkurrencen 1994) Hint: 168

Opgave 9.1.6. Bestem samtlige mulige vaerdier af x + %, hvor x tilfredsstiller
ligningen x* + 5x% —4x? +5x +1 = 0, og los denne ligning. (Georg Mohr-
Konkurrencen 2000) Hint: 99

Georg Mohr-Konkurrencen



9.2 Polynomiumsdivision

Nu skal vi se hvordan man dividerer polynomier med hinanden. N&r man di-
viderer et polynomium med et andet, kan man fa resten 0, dvs. at divisionen
gér op, men man kan ogsa fa et andet polynomium som rest. Det svarer lidt
til division med rest for hele tal.

7

Eksempel 9.2.1. Polynomiumsdivision

Man dividerer P(x)= x3—2x?+2x —15med Q(x) = x —3 sddan:

x—3| x3 —2x24+2x — 15 |[x24+x+5 <— resultat

x3 —3x
,

(x—=3)-x x2 +2x — 15
L G
(x—3)-x 5x — 15
>
(x—3)-5 0 <& rest

Daresten er 0, betyder det at

P(x)=x3—2x?+2x—15=(x —3)(x®+ x +5).

Eksempel 9.2.2. Polynomiumsdivision med rest

Man dividerer P(x) = x3+3x?>—2x +7 med Q(x) = x? + 1 sadan:

x24+1| x3 +3x2—2x + 7 |x+3 < resultat
x3 +0x2+ X
(x*+1)-x 3x2—3x + 7
3x2+ 0x + 3
(x*+1)-3 —3x + 4 <& rest

Her er resten —3x + 4, og det betyder at

P(x)=x3+3x>—2x+7=(x*+1)(x+3)—3x+4

152

2
D7

Opgave9.2.1. Udfer folgende divisioner:

a) Divider P(x)=x*—2x?+3x—2med Q(x)=x—1.

b) Divider P(x)=3x*+8x3+12x%2+9x+4 med Q(x)=x?>+x +1.
¢) Divider P(x)=x"—1med Q(x)=x—1.

d) Divider P(x)=nx""'—(n+1)x"+1med Q(x)=x —1.

( N

Saetning 9.2.1. Polynomiumsdivision

Lad P og Q vere polynomier med reelle koefficienter af grad henholdsvis
nogmmed n>m=>0.

Da findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n—m og et entydigt
bestemt polynomium R af grad mindre end m, s&

P(x)=Q(x)D(x)+ R(x).

Polynomiet R kaldes resten af P ved division med Q.

\ J

Seetning 9.2.1 bevises i afsnit 9.5 i en mere generel version.

Bemaerkning. Denne satning svarer til seetningen om hele tal der siger
at hvis n og m er hele tal, m # 0, da findes to entydigt bestemte hele tal
dogr,0<r<m,sa

n=dm-+r.

Her er r resten ved division af n med m. At et polynomium gér op i et
andet polynomium, vil ligesom for hele tal sige at resten ved division er
0, hvilket folgende definition siger.

Definition af delelighed

Et polynomium Q siges at gi op i P, hvis der findes et polynomium D s&

P(x)=Q(x)D(x). Visiger ogsa at P er delelig med Q.




Eksempel 9.2.3. Delelighed
Vi undersoger for hvilke n polynomiet Q(x)=x?+1 garop i
P(x)=x"+x"14+. . +x+1.
Da Py(x)=(x?+1)(x+1), mad x>+1glopi
x4 x ML g ME2 L S = ™ML ().
Dermed vil x?+1 g& op i Py;,s(x) netop nar x2+1 gar op i Py(x). Da x?+1

ikke gar op i P,(x), P,(x) og Py(x), gar x>+ 1 op i P,(x) netop hvis n har
rest 3 ved division med 4.

Eksempel 9.2.4. Division med rest

Hyvis vi skal finde resten af
P(x)=x?11 £ 16x2907 41

ved division med Q(x) = x?—4 uden at udfere selve divisionen, udnytter
vi seetningen om division med rest, dvs. vi ved at der findes et polynomi-
um D ogheletal a og b sa

x*M +16x*%7 +1=(x*—4)D(x)+ax +b.
For x =2 fas
2a+b=22011416.22007 1 ] =22012 1 ]
og for x =—2 fés
—2a+b=(—2" +16(—2)"7 +1=—22"2+1.

Ved at lpse de to ligninger 2a + b = 22°12 + 1 og —2a + b = —2%°12 + 1 med
de to ubekendte a og b ses at resten er

ax+b=2"""1x41.
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Opgave9.2.2. Bestem resten ved division af x!%°—2x%! +1 med x?—1.

Opgave 9.2.3. Vis at P(x) = x2 + 2 ikke er deleligt med et forstegradspolyno-
mium med reelle koefficienter.

Opgave9.2.4. Bestem a og b sa (x —1)? géropiax*+ bx3+ 1. Hinz: 90, 220

Opgave9.2.5. Etreelttal x, # 1 errod i polynomiet P(x) = x6—10x+9. Bestem
Xo + xG + X3 + x3 + x3. (Abelkonkurransen 2010-11) Hint: 149

Opgave9.2.6. Etreelt tal x, #—1 er rod i polynomiet
P(x)=x°+6x"+15x"+20x% +3x*—18x —11.

Bestem xy(x3 +4xZ +6xp+4). (Abelkonkurransen 2003-04) Hin: 74

Georg Mohr-Konkurrencen
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9.3 Faktorisering med rodder Opgave 9.3.2. En af de to redder i polynomiet P(x) = mx?>—10x +3 er § af
den anden rod. Bestem samtlige mulige veerdier af m.

Seetning 9.3.1 giver os ogsa viden om sammenhangen mellem et polynomi-
ums keofficienter og rodder:

En helt central egenskab ved polynomier som vi kommer til at udnytte igen
og igen, er folgende:

s )

Saetning 9.3.1. Redder og faktorisering

e A

Korollar 9.3.2. Vietas formler

Lad P vere et polynomium af grad n, n > 0, med reelle koefficienter. Koefficienterne til andengradspolynomiet P(x) = @, %2 + a,x + ap med

Hvis detreelle tal x, errodi P, da findes et entydigt bestemt polynomium rodderne x; og x; er:
D af grad n —1 med reelle koefficienter sa

P(x)=(x—x9)D(x).

Der geelder yderligere at hvis de reelle tal x;, x,, ..., x,, er rodder i P, da
findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n — m med reelle ko-
efficienter sa

a; =—ax(x, +X), ap=axx, x,.
Koefficienterne til tredjegradspolynomiet P(x)= a3 x>+ a, x>+ a, x + ay

med rodderne x;, x, og x3 er:

ay = —ag(xl + X + JC3), a) = ag(xl Xp + X1 X3+ XZX3), ay = —0dy X7 Xy X3.
P(x)=(x—x1)(x—x2)...(x — x,,,)D(x).

Kofficienterne til polynomiet P(x)=a, x" + a,_1x" ' +---+a, x + ay af
grad n med rodderne x;, Xy, ..., X, er

. J

Seetning 9.3.1 bevises i en mere generel version i afsnit 9.5.

n

- ) au—1 =——a Xi,

Eksempel 9.3.1. Rodder og faktorisering " " ; l

Polynomiet P(x) = x*—2x? +3x —2 har x, = 1 som rod. Dermed ved vi Ao =a, z XX},

at x —1 er divisor i polynomiet, og ved division ses at 1<i<j<n

P(x)=x*—2x?>+3x—-2=(x—-1)(x3+x2—x+2). ap_3=—a, Z X; X X,

\ J 1<i<j<k<n

Eksempel 9.3.2. Rodder og faktorisering ay=(-1)"a,x; x,- x,.

Hvis vi betragter polynomiet P(x)= x" —a", er det nemt at se at xy = a L )

er rod. Dermed gar x —a op i P, og ved division ses at Bevis. Ifolge s@tning 9.3.1 er

x"—a"=(x—a)x" ' +x"2a+x"3a*+.. . +xa"*+a"). P(X)=a,x"+a, 1 x" Tt ayx +ag = an(x —x1)(x — X) - (x — x,,).

b g Formlerne folger direkte ved at gange parenteserne ud. For at nd helti mal har
Opgave 9.3.1. Find en rod i polynomiet P(x) = x?"*! 4+ a2"*1, og udfer poly- vi ogsa brug entydighedssatningen 9.5.2 der forst kommer senere. Den siger

nomiumsdivision som i eksemplet ovenfor. at opskrivning af polynomier er entydig. O



Eksempel 9.3.3. Fjerdegradspolynomiets koefficienter

Betragt fjerdegradspolynomiet P(x) = x* + asx3 + a, x? + a; x + ay med
rodderne x; =—3, x, =—1, x3=1 0g x4 =3.

Vikan bestemme koefficienterne ved brug af korollar 9.3.2. Her ses hvor-
dan a, bestemmes:

ay = X1Xp+ X1 X3+ X1 X4+ Xo X3+ Xo X4+ X3Xy
= (=3)(=1)+(=3)- 1+ (-3)-3+(=1)- 1+ (~1)-3+1-3=—10.

\.

Opgave 9.3.3. Polynomiet P givet ved P(x)= x3+5x —20x + 14 har rodderne
n, 1, og r3. Hvad er P(r; + r, + r3)? (Abelkonkurransen 2013-14)

Opgave 9.3.4. For hele tal a og n har polynomiet P(x)= x3—x?+ax—2" tre

heltallige redder. Bestem a og n.

Opgave 9.3.5. Lad x; og x, vaere rodderne i P(x) = x> +ax + bc, 0og X, 0g X3
roddernei Q(x)=x?>+bx+ac.Visathvisac # bc, da er x; og x; redderne i
R(x)=x?+cx+ab.

Eksempel 9.3.4. Delelighed
For at undersoge for hvilke n polynomiet P(x)= x"—x"2+1,n>3, er
deleligt med Q(x)= x3— x + 1, bemaerker vi at Q gar op i P netop hvis Q
garopi

P(x)—Q(x)=x"—x"2—x3+x.

De reelle rodder i polynomiet
Px)—Q(x)=x"—x"?—x3+x=x(x*>—1)(x"3—1)

er x = 0 og x = 1. Polynomiet Q har mindst én reel rod da det er et
tredjegradspolynomium, og denne reelle rod er ikke x = 0 eller x = £1.
Polynomiet Q gér derfor ikke op i P — Q og dermed heller ikke i P for

noget n.
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Opgave 9.3.6. Undersog for hvilke n polynomiet P(x)= x" +x""1—1, n > 4,
er deleligt med Q(x)= x*+ x3—1. Hinr: 42

Eksempel 9.3.5. Rodder

Om et tredjegradspolynomium P vides at P(—1) = P(0) = P(1) = 7 og
P(2)=19. Vi gnsker at bestemme P.

For at bestemme P indferer vi et nyt polynomium Q, der har x =—1,0,1
som rpdder. Szt Q(x) = P(x)—7. Daer x =—1,0,1 alle rodder i tredje-
gradspolynomiet Q, og vi ved yderligere ifolge seetningen om radder og
faktorisering 9.3.1 at

Qx)=k(x+1)x(x—1)=kx3—kx
ogdermed P(x)=kx3—kx+7.DaP(2)=19,fas19=k(23—2)+7=6k+7,

ogaltsd k =2. Dermed er P(x)=2x3—2x+7.

\ J

Opgave 9.3.7. Om et fjerdegradspolynomium
Px)=x*+bx3+cx*+dx+e,
hvor b, c, d og e er hele tal, geelder at P(0) = P(1) = P(2) = P(3). Bestem samt-

lige mulige veerdier af b. Hinr: 14

Opgave 9.3.8. Lad P veere et polynomium af grad n med P(k) = kiﬂ for k =
0,1,2,...,n.Bestem P(n+1). Hint: 5

Opgave 9.3.9. Bestem alle polynomier P(x) med reelle koefficienter sa
(x—2010)P(x +67)=xP(x)

for alle heltal x. (Baltic Way 2010) Hint: 97

Opgave9.3.10. Lad p(x) = x®+ax?+ b x + ¢ veere et polynomium som har tre
forskellige reelle redder. Lad g(x) = x?+ x +2017, og antag at p(g(x)) ikke har
nogen reelle rodder. Vis at p(2017) > 6—14. Hint: 107
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9.4 Polynomier med heltallige koefficienter

Vi starter med at gentage sztningen fra forrige afsnit, men denne gang med
hele tal i stedet for reelle tal.

e w

Seetning 9.4.1. Rodder og faktorisering

Lad P vere et polynomium af grad n, n > 0, med heltallige koefficienter.

Hvis det hele tal x; er rod i P, da findes et entydigt bestemt polynomium
D af grad n —1 med heltallige koefficienter s

P(x)=(x—Xx0)D(x).

Der gaelder yderligere at hvis de hele tal x;, x»,..., X, er redder i P, da
findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n — m med heltallige
koefficienter s&

P(x)=(x—x1)(x—x5)...(x — x,,,)D(x).

\.

Leeg meerke til at i denne version af seetningen er vi garanteret at D har heltal-
lige koefficienter, og det skal du udnytte i de naeste opgaver.

Opgave9.4.1. Bestem alle polynomier P med heltallige koefficienter hvor
(x—26)P(x +13)=xP(x).

Opgave 9.4.2. Lad p(x) og q(x) veere to ikke-konstante polynomier med hel-
tallige koefficienter. Det oplyses at polynomiet

p(x)q(x)—2015

har mindst 33 forskellige heltallige radder. Vis at p og g har grad mindst 3.

Opgave9.4.3. Lad P og Q veere polynomier med heltallige koefficienter. Antag
atder findes hele tal a og a +1997 som er rodder i P, og at Q(1998) = 2000. Vis
at ligningen Q(P(x)) = 1 ikke har heltallige losninger. (Baltic Way 1997) Hinr:
175
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Opgave 9.4.4. Bestem det mindste heltal m > 1 sa der findes et polynomium
p med folgende egenskaber: p har heltallige koefficienter, p(x)—1 har mindst
én heltallig rod, og p(x)— m har praecis 1000 forskellige heltallige rodder.
Hint: 147

Sztning 9.4.2. Delelighed

For et polynomium P med heltallige koeffcicenter geelder at for to for-
skellige hele tal a og b vil a— b ga op i tallet P(a)— P(b).

Bevis. Lad P(x)=a,,x" + a1 x" ' +...+a;x+ayoga#b.Da
af—b*=(a—b)(a" " +a"2b+a" b +.. . +ab* T+ "),
vila—b gdopi

P(a)—P(b)zam(a’"—bm)+am_1(amfl—bm71)+...+a1(a—b). a

Eksempel 9.4.1. Delelighed

For et polynomium P med heltallige koefficienter er P(n) et trecifret tal
forallen=1,2,3,...1998. Vi vil vise at P ikke har nogle heltallige redder.
(Baltic Way 1998)

For ethvert heltal m findes et n € {1,2,...,1998} sa 1998 | n—m. Altsd ma
1998 | n—m | P(n)— P(m).

Da P(n)er et trecifret tal, folger det at P(m) # 0. Dermed har P ikke nogen
heltallige redder.

\ J

Opgave 9.4.5. Lad P veere et polynomium med heltallige koefficienter sa der
findes to hele tal a og b hvor P(a) =1 og P(b) = 3. Kan ligningen P(x) =2
have to forskellige heltallige losninger? (Baltic Way 1994) Hini: 72

Opgave 9.4.6. Lad P veere et polynomium med heltallige koefficienter sa der
findes et helt tal n hvor P(—n) < P(n) < n.Vis atda er P(—n) < —n. (Baltic Way
1991)



Opgave 9.4.7. Lad P veere et polynomium med heltallige koefficienter. Vis at
der ikke findes tre forskellige hele tal a, b og ¢ s P(a)=b, P(b)=c og P(c)=
a. Hint: 49

Opgave 9.4.8. Et polynomium P har heltallige koefficienter og grad n. Des-
uden findes precis k hele tal som er lgsning til ligningen (P(x))* = 1. Vis at
k—n <2.(IMO 1974) Hint: 69
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9.5 Polynomier

Ind til videre har vi set pa polynomier med reelle koefficienter eller heltalli-
ge koefficienter, og vi har generelt ikke bevist de seetninger vi har brugt. Nu
generaliserer vi flere definitioner og beviser en del af de tidligere seetninger i
mere generelle versioner.

I det folgende betegner L en af de fire talmeaengder Z, Q, R og C. De kom-
plekse tal C kan beskrives som mangden af alle tal pa formen a + ib, hvor
i = V=1 og a og b er reelle tal. Alle opgaver kan regnes uden brug af kom-
plekse tal.

Definition af polynomium

Et polynomium P er en funktion med forskriften P(x)=0 eller
P(xX)=a,x"+a,_ 1 x" ' +...+a;x +ay,

hvora,,a,_;,...,a;,ay€Loga, #0.Polynomiet P er her defineret pa de
reelle tal, men man kan ogsa betragte P defineret pa andre talmaengder
som fx de komplekse tal.

Graden af P er n, panaer hvis P(x)=0.

Nulpolynomiet P er polynomiet der er konstant nul, dvs. P(x) =0 for alle
x €R, og dets grad seettes per definition til —co.

Mangden af polynomier med koefficienter i L betegnes L[ x].
Et polynomium kaldes normeret hvis a,, = 1.

Tallet xy kaldes en rodi P hvis P(x)=0.

J

En hel central egenskab ved polynomier er at opskrivningen er entydig. Det
handler de neeste to setninger om.

Szetning 9.5.1. Nulpolynomiet

Nulpolynomiet kan ikke skrives pa formen P(x)=a, x" +---+a; x + ay,
hvor a,, #0.
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Bevis. Forst betragter vi et normeret polynomium
P(x)=x"+a, x" ' +...+ay, n>0,

og viser at det ikke er nulpolynomiet. Det vil vi gore ved at finde et tal der
ikke giver 0 ved indseettelse. Idéen er at finde et stort nok tal M sa vi kan vise
at (2M)" er storre end |a,l_1(2M)"_1 +a,_o(2M)"2 ..+ a0|, da det viser at
P(2M)#0. Saet

M= max{l, |an—1| ’ |an—2| reeey |d0|}.

Bemeerk at vi har sikret os at M > 1 sddan at M > 1 for alle ikke negative
heltal m. Nu er

M) > (2" 42" 2 1M
>MeM)" +MEM)" 2+ + MQ2M)+ M
> |ap-1](2M)" +ay_o| (M) 4+ ag | 2M + | ag|
> }an_l(ZM)”_l +a, M)+ ... +a;2M + a0| .
Dermed er
PCM)=02M)"+a,_;2M)"  +a, M) 2+...4ay>0.

Betragt nu et polynomium Q(x) = b, x" +--- + by af grad n. Vi ved at bLnQ(x)
ikke er nulpolynomiet da det er normeret, og dermed er Q heller ikke nulpo-
lynomiet. Altsd kan nulpolynomiet ikke skrives p& formen P(x)=a,x"+---+
a; x + agy, hvor a,, #0. O

e w

Saetning 9.5.2. Entydighedssaetningen

Hvis to polynomier P og Q opfylder at P(x) = Q(x) for alle x € R, da er
deres koefficienter identiske.

Opskrivningen af polynomier er altsa entydig.

. J

Bevis. Antag at P(x) = Q(x) for alle x € R. Hvis koefficienterne i P og Q ikke
er identiske, da er

0=P(x)—Q(x)=a,x"+...+ay,
hvor n > 00ga, #0, for alle x € R. Men dette er i modstrid med satning 9.5.1.
Altsa er opskrivningen af polynomier entydig. O
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Definition af lige og ulige polynomier
Et polynomium kaldes for lige hvis P(x)= P(—x) for alle reelle tal x.
Et polynomium kaldes for ulige hvis P(x) =—P(—x) for alle reelle tal x.

Opgave 9.5.1. Vis at de lige polynomier netop er de polynomier hvor koeffi-
cienterne hgrende til led af ulige potenser af x er nul. Vis tilsvarende at de
ulige polynomier netop er de polynomier hvor koefficienterne harende til led
af lige potenser af x er nul. Hint: 121

Seatning 9.5.3. Polynomier af ulige grad

Et polynomium af ulige grad med reelle koefficienter har altid mindst én
reel rod.

Opgave 9.5.2. Udnyt mellemverdiseetningen 9.1.3 til at vise seetning 9.5.3.
Hint: 103

( N

Sztning 9.5.4. Polynomiumsdivision

Lad P og Q vere polynomier i L[x] af grad henholdsvis n og m
med n,m > 0. Hvis L = Z, antages yderligere at koefficienten til
m’tegradsleddeti Q er £1.

Da findes et entydigt bestemt polynomium D af grad n—m (eller D(x) =
0 hvis n < m), og et entydigt bestemt polynomium R af grad mindre end
m, begge med koefficienteriL, sa

P(x)=Q(x)D(x)+ R(x).

Polynomiet R kaldes resten af P ved division med Q.

\ J

Bevis. Lad P(x)=a,x" +...+ay og Q(x)=b,,x™ +...+ by, hvor a,,, b,,, #0.
Forst viser vi eksistensen ved induktion efter n. For n < m er eksistensen op-
lagt med D(x) =0 og R(x) = P(x). Lad n = N > m, og antag at s@tningen er



sand for alle n < N.Daer

et polynomium af grad mindre end n med koefficienter i L, og dermed findes
ifelge induktionsantagelsen polynomier D; og R sa

P(x)=Q(x)Dy(x)+ R(x)
hvor graden af R er mindre end m. Nu er

P(x)=Py(x)+ 2 x"™Q(x) = Q(x)Dy(x)+ R(x) + Z—"x""”@(x)

bm m

- Q(x)(Dl(xH Z—"x"—M)m(x).

Polynomiet

D(x)=Dy(x)+ 2 xn-m
by,

har koefficienter i L. da Z—; € L nér a,, b,, €L, og vi har forudsat at b,, = £1
hvis L = Z. Induktionen er derfor fuldfert, og vi har vist at der findes polyno-
mier D og R med de onskede egenskaber.

For at vise entydigheden antager vi at der findes polynomier Dy, D,, R; og R,
i L[x], hvor Ry og R, har grad mindre end m, s&

P(x)=Q(x)Di(x)+ Ry(x) = Q(x)Dy(x)+ Ry(x).
Daer

Q(x)(Dy(x)—Dy(x)) + Ry (x)— Ry(x)

nulpolynomiet. Da Q har grad m, og Ry — R, har grad mindre end m, giver
entydighedssetningen at D, — D, er nulpolynomiet og altsd D, = D,. Dermed
er R; — R, ogsé nulpolynomiet og R, = R,, dvs. D og R er entydigt bestemt. O

Denne setning giver anledning til en mere generel definition af delelighed:
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Definition af delelighed, reducibilitet og irreducibilitet
Lad P og Q veere polynomier i L[x].

Et polynomium Q siges at gd op i P i L[x] hvis der findes et polynomium
D eL[x]sa P(x)=Q(x)D(x). Visiger ogsa at P(x) er delelig med Q(x) i
L[x].

Et polynomium P kaldes reducibelt i L[ x] hvis der findes to polynomier
S, T €L[x] af grad mindst én sa P(x)=S(x)T(x).

Et polynomium P kaldes irreducibelt i L[ x] hvis det ikke er reducibelt i
L[x].

Seatning 9.5.5. Rodder og faktorisering

Lad P veere et polynomium af grad n med koefficienter i L.

Hvis xo € L er rod i P, da findes et entydigt bestemt polynomium D af
grad n —1 med koefficienter i L sa

P(x)=(x—x9)D(x).

Der gelder yderligere at hvis x;, x», ..., x;;, €L er rodder i P, da findes et
entydigt bestemt polynomium D af grad n —m med koefficienter i L s

P(x)=(x—x1)(x—x2)...(x — x,,,)D(x).

\ J

Bevis. Antag at x; er rod i P og x; € L. Da findes ifglge seetningen om polyno-
miumsdivision 9.5.4 entydigt bestemte polynomier D og R i L[x], hvor R har
grad hojst 0, sa

P(x)=(x—x)D(x)+ R(x).

Dermed er R(xy) =0, og da R har grad hejst 0, dvs. er konstant, ma det veere
nulpolynomiet. Altsa findes et polynomium D i L[x] s&

P(x)=(x—x9)D(x).
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Bemeerk at polynomiet x — x, er normeret sa seetningen om polynomiumsdi-
vision 9.5.4 holder ogsé i tilfeeldet L = Z.

Hvis vi antager at x;, X», ..., X,, €L er rodder i P, fas ved at gentage argumen-
tationen ovenfor at der findes et polynomium D i L[x] s&

P(x)=(x—x1)(x = X1) - (X = xp)D(x).

Korollar 9.5.6. Antal redder i et polynomium af grad n

Et polynomium af grad n, n > 0, har hejst n reelle rodder.

Korollar 9.5.7. Entydighed

Hvis P og Q er to polynomier af grad hojst n, og P(x) = Q(x) for n+1
forskellige veerdier af x, daer P = Q.

. J

Bevis. Antag at P og Q er to polynomier af grad hejst n, og P(x) = Q(x) for
n + 1 forskellige veerdier af x. Da er P(x)— Q(x) et polynomium af grad hejst
n med n + 1 rodder, og dermed er P(x)— Q(x) nulpolynomiet. O

Som afslutning pa dette kapitel ser vi pa algebraens fundamentalsaetning.
Den kraever kendskab til komplekse tal og er ikke en saetning vi bruger, men
blot ment som perspektivering.

g )

Sztning 9.5.8. Algebraens fundamentalsaetning

Lad P veere et polynomium af grad z med koefficienter i C. Da har poly-
nomiet n ikke nodvendigyvis forskellige rodder x;, x5, ..., x,, € C s&

P(x)=ap(x—x)(x —x)...(x — x;,)

for en konstant a,,.

. J

Vi beviser ikke algebraens fundamentalseetning da det bade er meget omfat-
tende og kreever kendskab komplekse tal.
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9.6 Mere om polynomier med heltallige koefficienter

e N

Sztning 9.6.1. Rationale redder

Lad P veere et polynomium med heltallige koefficienter. Hvis et rationelt
tal skrevet som uforkortelig brok g er rod i polynomiet

P(x)=a,x"+a, 1 x" ' +...+a;x +ay,
davil p | ag 0g q | a,. Specielt vil eventuelle rationale rodder i
P(x)=x"+a, 1 x" ' +...4+a;x+ag

veere hele tal.

\ J

Opgave 9.6.1. Bevis s@tningen.

( A

Eksempel 9.6.1. Rationale redder
Hvis vi skal bestemme samtlige rationale rodder i
P(x)=x>+3x>+2x+86,

sd kan vi udnytte seetning 9.6.1 der siger at samtlige rationale rodder i P
er hele tal som gar op i 6. Ved at tjekke samtlige divisoreri6 ses at x =—1
er den eneste rationale rod.

Szetning 9.6.2. Gauss’ lemma

Hvis P er et polynomium med heltallige koefficienter som er irreducibelt
iZ[x], da er det ogsa irreducibelti Q[x].

\ J

Bevis. Antag at P(x) = Q(x)R(x) € Z[x], hvor Q, R € Q[x] har grad mindst 1.
Da alle koefficienter i Q er rationale, findes et mindste heltal g sa

qQ(x)= g x* +-+qy € Z[x],



og tilsvarende et mindste heltal r s
rR(x)=r,x"+---+ryeZ[x].

Sat qgrP(x)=qQ(x)rR(x)=a,x"+---+a;x + ay.

Pa baggrund af faktoriseringen
qrP(x)=qQ(x)rR(x)

vil vi finde en faktorisering af P i Z[x]. Lad p veere en primdivisor i q. Da er
alle koefficienter i gr P(x) delelige med p. Lad i veere det mindste indeks sa
p garopiqo, qi,-..,qi—1, menikkeig;. Da

GoTi +q11i—1 ++--+girg=a; =0 (mod p),
ma p gd opi ry. Desuden er
QoTim+qirit-+qin+qi1o=a;4 =0 (mod p),

dvs. r; ogsa er delelig med p. Ved at fortseette pa denne made ser vi at alle
koefficienter i R er delelige med p, dvs. at %R € Z[x]. Dermed har vi faet en

ny faktorisering gr ’
7P(X) =qQ(x)- ;R(X)-

Ved at fortseette pad denne made fér vi en faktorisering af P med polynomier
med heltallige koefficienter. O

7

Sztning 9.6.3. Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium
Lad
P(X)=a,x"+a,,x" ... +a;x+a,
veere et polynomium med heltallige koefficienter, hvor et primtal p gér
opiagy, a,...a foret0< k < n, mens ptag,; og p>4ay.

Da har P en irreducibel faktor af grad sterre end k i Z[x]. Specielt er P
irreducibel hvis k = n —1, og i dette tilfeelde kaldes kriteriet blot for Ei-
sensteins irreducibilitetskriterium.
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Bevis. Antag at P(x)= Q(x)R(x), hvor

Qx)=gsx’+:+qo 0g R(x)=rpx"++1

er polynomier med heltallige koefficienter. Da ay, = gy 1,y er deleligmed p, men
ikke med p?, er netop én af g, og r, delelig med p. Antag uden tab af genera-
litetat p |goog ptry. Dap garopia, oga; = roqy + qory, ma p | ;. Ved at
fortseette pa denne made ses at p gar op i qo, q1,-.., gk, men at p { gy,1. Det
folger heraf at Q har grad mindst k+1. O

Eksempel 9.6.2. FEisensteins irreducibilitetskriterium

For at undersgge om polynomiet P(x) = x° + 4 er irreducibelt indenfor
Q[x], kan man bruge Eisensteins irreducibilitetskriterium, men ikke di-
rekte.

Bemaerk forst at P(x) er irreducibelt netop hvis P(x +1) er irreducibelt.
Da P(x+1)=x®+5x*+10x3 +10x% + 5x + 5, er det irreducibelt ifolge
Eisensteins irreducibilitetskriterium med primtallet p =5, og dermed er
P det ogsa.

\ J

Opgave 9.6.2. Vis at P(x)= x®+3x*+6x3+9x +3 er irreducibelt i Q[ x].

Opgave 9.6.3. Vis at P(x) = x” + p?x? + px + p —1 er irreducibelt i Q[x] for
alle ulige primtal p.

Opgave9.6.4. Lad x;, x, ..., x,, veere forskellige heltal. Vis at
P(x)=(x—x1)(x —xz)---(x — x,) =1

er irreducibelt i Q[ x]. Hint: 75

Opgave 9.6.5. Lad P(x)= x" +5x""! +3, hvor n > 1 er et helt tal. Vis at P(x)
ikke kan skrives som et produkt af to polynomier med heltallige koefficienter
og grad mindst én. (IMO 1993) Hint: 120
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9.7 Multiple redder og differentialregning

e w

Definition af multiplicitet

Tallet x, siges at vaere m -dobbelt rod eller rod af multiplicitet m i et po-
lynomium P hvis (x — xp)™ garopi P.

Hvis man teeller antallet af rodder i et polynomium med multiplicitet,
betyder det at den m-dobbelte rod x; teeller m gange.

\.

Vi udnytter i det folgende at polynomier som funktioner over de reelle tal er
differentiable.

7

Szetning 9.7.1. Reddernes multiplicitet

For et polynomium P geelder at x; er m-dobbeltrod i P netop hvis

P(x)=P’(x) = P®(xp)=...= P V(x,)=0.

\.

Bevis. Antag at xy er m-dobbeltrodi P, altsd at P(x)=(x — xp)" Q(x). Daer

P'(x)=(x—x0)" " (m- Q(x)+(x — %)Q"(x),

og X, er dermed mindst (m — 1)-dobbelt rod i P’. Tilsvarende ses at x, er
mindst (m —2)-dobbelt rod i P® osv.,, dvs. at

P(xo)=P'(x)=PP(x9)=...= P V(xy)=0.

Antag omvendt at P(xy) = P’(xy) = PP(xp) = ... = P V(xy) = 0. Vi viser
at hvis x, er n-dobbelt rod i et polynomium Q’, da er x, (n + 1)-dobbelt rod
i den stamfunktion Q til Q’ for hvilken Q(x,) = 0, da dette giver det onskede.
Antag at x, er n-dobbelt rod i Q’, og at Q er den stamfunktion til Q’ for hvil-
ken Q(xy) = 0. Antag at x; ikke er (n + 1)-dobbelt rod i Q. Ifalge algebraens
fundamentalsatning kan vi faktorisere

Q(x) = (x—x0)"0(x — x1)" (x — Xxp)" -+ (x — x3)™,
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hvor 1 < ng < n. Dermed er

Q'(x)=nq Q(x) +ny Q(x) T, Q(x) R Q(x)
X — X X— X1 X — X X — X
Da
m Q) +n, Q(x) TR Q(x)
r=5 X=X X —Xg

er delelig med (x — x)™ mens n, XQ_(? ikke er, er Q’ ikke delelig med (x — x;)™.

Da ny < n, er x, ikke n-dobbelt rod i Q’, hvilket er en modstrid. O

Eksempel 9.7.1. Dobbeltrod

Betragt polynomiet P givet ved P(x)=nx"*'—(n+1)x" +1. Vivil vise at
(x—1)? gér op i P. Ved differentiation far man

P'(x)=n+Dnx"—(n+1)nx"1,

dvs. P(1)=P’(1)=0. Dermed er x = 1 dobbeltrod i P, og (x —1)? gdrop i
P.

J

Opgave9.7.1. Bestem a og b sd x =—1 erdobbeltrodi P(x)=ax"+nx""2+b,
n ulige.
Opgave9.7.2. Lad P veere et sjettegradspolynomium som for to reelle tal a og
b,0 < a < b, opfylder at P(a) = P(—a), P(b) = P(—b) samt P’(0) = 0. Vis at
P(x)= P(—x) for alle reelle tal x. (Baltic Way 1998) Hint: 240
I de sidste to opgaver skal man benytte differentialligning og monotonibe-
tragtninger.
Opgave 9.7.3. 1 et tredjegradspolynomium P(x)= x3+ax?+bx+cerb <0
ogab =9c. Vis at P har tre forskellige reelle redder. (Baltic Way 1992) Hin: 161
Opgave9.7.4. Bestem alle fjerdegradspolynomier P som opfylder felgende:
i) P(x)=P(—x)foralle x.

ii) P(x)>0 for alle x.

iii) P(0)=1.

iv) P(x)har preecis to lokale minima i x; og x, saledes at |x; — x,| = 2.
(Baltic Way 1992)
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Hints

. Husk setning 2.7.2.

. Oversat opgaven til grafteori pa naturlig méade, og vis pastanden indirekte. Be-

tragt en knude fra A med et maksimalt antal naboknuder i B, og konstruér her-
udfra flere tripler af tre knuder, en fra hver af A, B og C, til du opnar en mod-
strid.

Kald hajdernes skeeringspunkt for H, og udnyt at firkant C K H L er indskrivelig.
Betragt f(x)= =.

Indfer et smart nyt polynomium Q af grad n + 1.

Lav konstruktion der viser at R(4,4) > 17. Vis at R(4,4) < 17 ved at veere syste-
matisk og huske at R(3,4)=9.

Substituér x og y med henholdsvis ; og .

8. Inddel de 25 felter i seks forskellige slags. Stil ligninger op for de seks vaegte un-

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.
18.
19.

der forudsaetning af at veegten skal stige med det samme tal i hvert treek, da den
dermed bliver invariant modulo dette tal.

. Betragti stedet folgen y, = x, — 1.
10.

Teenk pé at diagonalerne indtegnes en ad gangen, og at polygonen til at starte
med kun bestar af ét omrade. Hvor mange flere omrader kommer der for hver
gang man tegner en ny diagonal, i forhold til det antal skeeringspunkter den dan-
ner med allerede indtegnede diagonaler?

St et 0 pa det n-cifrede tal til slut, og betragt i stedet antallet af n + 1-cifrede
bineere tal som starter med 1 og slutter pa 0. Hvor mange skift mellem 1 og 0
skal der veere, hvis der skal veere netop m 01-blokke?

Vis at firkant D C E H og firkant D H F B er indskrivelige.
Udnyt Wilsons seetning til at finde et x der opfylder at x> =—1 (mod p).
Betragt Q(x)=P(x)—e.

Lad A; veere mengden af reekkefolger hvor par nummer i star ved siden af hin-
anden fori=1,2,3,4.

For hver kant skal du satte en prik over kanten nar den holdes vandret sddan at
tallet i venstre ende er mindre end det i hojre ende.

Betragt centrum O, for den ydre raringscirkel til siden BC i trekant ABC.
Vis pastanden indirekte, og veelg en bus-sti af maksimal leengde.
Vis at firkant ADST og firkant BCST er indskrivelige.
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20.

21.

22.

23.
24.
25.

26.
27.
28.
29.
30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Teenk pa athvert af de n elementer skal ligge i netop én af felgende syv disjunkte
mengder: M\(AUBUC), A\(BUC), B\(AuC), C\(AUB),(ANB)\C, (ANC)\B
og (BN C)\A, hvis AN BN C =0. Lad X veere meengden af tripler (4, B, C) hvor
ANB =0, osv.

Indirekte: Betragt 4p, psps - -+ p, +3 hvor py, ps, ... er samtlige primtal pa formen
4n+3o0gp, =3.

Vis at % svarer til et antal kombinationer af noget og dermed er et helt
tal.
Vis at n > 2n—1 ved at udnytte opgave 8.4.1.

I forste traek skal Anne opdele 102°%7 i to tal med samme divisorstruktur.

Antag at tabermengden er endelig, og lad a veere det storste tal i tabermeeng-
den.

Indseet forst x =1 og derefter y = 1.

Vis at AABD ~ AACB.

Tilfoj flere led sa du far en teleskopsum.

Se p& hvor mange naboer hver knude ma have, og vis pastanden indirekte.

Lad m veere det storste hele tal s 2™ gér op i alle elementer i folgen, og betragt
folgen b, = 5.

Indtegn diagonalen AC.

Vis at hvis trekanten med sideleengderne n—1, n og n + 1 har et heltalligt areal,
da har trekanten med sideleengderne n? —3, n? —2 og n?> — 1 ogsé et heltalligt
areal.

Benyt induktion efter n.
Udnyt at to pa hinanden folgende tal er indbyrdes primiske.

Tegn en god og preecis tegning med passer og lineal. Husk at det er nemmest at
starte med at tegne cirklen og derefter tegne trekanten. Marker alle rette vinkler
pa figuren.

Lat T veere skeeringspunktet mellem PQ og RS. Vis at L er cirklen med centrum
i T ogradius +/|TP||TQ| fraregnet enkelte punkter.

Regn modulo 11.

Vis forstathvisc =ax+by, x,y €Z,damagcd(a, b)gdopi c. Vis efterfolgende
at hvis ¢ er et multiplum af gcd(a, b), da findes ifolge Bezouts identitet x, y € Z
sic=ax+by.

Seet y, = xi ogvis at J;, J», ... er en differensraekke.
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40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.

47.
48.
49.
50.

51.

52.

53.

54.

55.
56.

57.
58.

Bevis pastanden for alle heltal 7 og ikke blot for n =107.

Se pa h(1) og h(2).

Laeg meerke til at Q har en rod mellem 0 og 1.

Inddel i n lige og n ulige, og se pa kvadratiske rester modulo 4.

Lad hver placering af bordet repraesentere en skuffe, sa der er 100 skuffer.
Bevis péastanden for alle heltal 7 og ikke blot for n =19.

Tegn en god og preecis tegning hvor du kun indtegner to vinkelhalveringslinjer.
Vis at deres skeeringspunkt ligger i samme afstand til til alle tre sider i trekanten.

Benyt induktion efter 7.
Antag at p er et primtal, og vis at da gar p opiq.
Betragt den storste forskel mellem to af tallene a, b og c.

Kald de 31 kort kj, ks, ..., k3;, og leeg kortene ved hjernerne i en reguleer 31-
polygon C; G, ... C3; sé k; ligger ved C; osv. Afstanden fra kortet ved C; til kortet
ved C;, ; definerestil j. Alle indeks og afstande regnes modulo 31. Hvad sker der
med disse afstande for hver operation?

Kald meengden som indeholder 1, for A, meengden som indeholder 2, for B og
den sidste maengde for C.

Nej. Brug samme vaegte som i a), og husk at du skal kunne n& malet efter et
endeligt antal traek.

Teel alle de kombinationer der ikke indeholder to nabotal, ved at betragte de
udtrukne tal som skilleveegge mellem de resterende 29 elementer eller for det
forste eller efter det sidste.

Teel forst pd hvor mange mader syv ens ringe kan fordeles pa fem pinde. Overvej
derefter for hver af disse kombinationer hvor mange kombinationer der er nar
man har ti ringe med forskellig farve, hvor syv skal fordeles pa de syv forskellige
positioner.

Det er kun muligt nar n ikke er delelig med 3.

Inddel intervallet fra 0 til 1 i n intervaller afleengde %, oglad dem veere skufferne.
Kom tallet ia ned i det interval hvor brekdelen {ia} ligger.

Vis at hojden fra B ogsé er en median.

Lad a,, veere antallet af mader man kan farve nogle af felterne pa et 2 x n-braet
sorte, nar to felter der har en kant til feelles, ikke begge ma veere sorte, oglad b,
veere hvor mange af disse hvor begge de to sidst tilfojede felter er hvide, og c,
veere hvor mange af disse hvor netop et af de to sidst tilfajede felter er sort.
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59.
60.
61.

62.
63.

64.

65.
66.
67.

68.

69.
70.
71.
72.
73.

74.
75.
76.
7.

78.
79.
80.
81.

82.
83.

Kubiske rester modulo 7.
Kvadrér.

Betragt en kreds af minimal leengde, og betragt tilfeeldene hvor kredsen har
leengde 3 eller 4 fire som separate cases.

Betragt x — y modulo 11.

Betragt ord,,(2).

Indirekte: Betragt 2p; pop3 -+ pr )2~ +1 hvor P1, P2, - .. er samtlige primtal pa for-
men 251 +1.

Vis at firkant C JO, F er indskrivelig.

Gang de tre ligninger sammen.

Se pa antallet af mader man kan udtage delmzengder med r + 1 elementer af
mengden {1,2,...,n + 1} med fokus pa det neestmindste element.

Vis at firkanterne PCP, P, PP; BP, og PP, AP; er indskrivelige, og udnyt dette til
atvise at ZCP,P, =/BP, P;.

Faktoriser (P(x))*—1.

Brug seetning 4.2.10 og s&tning 4.3.4.

Kvadrér forste ligning, og isolér x2 + y? i den sidste ligning.
Hvadvedduoma—b,a—c ogb—c?

Seet uden tab af generalitet |P B| =1, kald |AB| for x, og opstil en ligning som x
opfylder.

Betragt (x +1)° og (x + 1)*.
Antag at P(x)=Q(x)R(x), og betragt Q(x)+ R(x).
Teel antallet af ruter gennem det lukkede kryds.

Den store udfordring er at bestemme 20022%°! (mod 400). For at bestemme den-
ne rest er det smart at regne modulo 2* og modulo 5%, og derefter kombinere
resultaterne.

Indset x =1, x =0, x = f(1) og x = f(0).
Vis at P = Q netop nar |AB|=|AC]|.
Udnyt at grafen er en Euler-graf.

Bevis det indirekte, og se pa paritet af valens nar man kun betragter kanter af én
farve.

Betragt hojdernes skeeringspunkt H og potensen af H mht. til de to cirkler.

Inversion i cirklen med centrum C og radius s.



84.

85.
86.
87.
88.

89.
90.
91.

92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.

99.
100.

101.
102.
103.

104.
105.
106.
107.
108.

Konstruktion af Euler-tur hvis alle knuder har lige valens: Start i en knude, og lav
en tur ved hele tiden at fortseette til en naboknude ad en kant du endnu ikke har
benyttet, indtil det ikke er muligt lzengere. Udvid nu denne tur indtil alle kanter
indgar i turen.

Vis ved induktion efter n at k,, = | 2 | for ulige 7, mens k,, > % for lige n.
Betragt ord,(2).
Betragt multiplikationen omkring M med multiplikationsfaktor k = —%.

Lad de oprindelige trekanter have vaegt 1, og lad nye trekanter have halvt sa stor
vaegt som den de dannes af.

Omskriv ligningen til 2% +22* = (y —1)(y +1).
Udnyt at x, =1 errod i P til at bestemme b udtrykt ved a.

Stil de ti 2-kroner op pa en reekke, og teenk pa at 5-kronerne skal indseettes som
skillevaegge.

Vis at hvis a + b er delelig med n, da er a™ + b" delelig med n?.
Benyt Herons formel.

Vis at f er injektiv.

Vis at f(n) < n.

Brug Vandermonde-identiteten.

Visat n-67 errodderi P forallen=1,2,...,30.

I alle tre delopgaver er det smart at regne modulo 4.

Hvad er (x + %)z?

Regn pa gcd(a,, a,41), og udnyt undervejs at hvis s, ¢ € Z og ¢ er ulige, da er
ged(s, t)=gcd(2s, ).

Udnyt opgave 2.18.9.

Udnytat(x+yP=x+y.

Betragt et normeret polynomium P, og lad M veere defineret som i beviset for
9.1.3. Benyt idéen i beviset for seetning 9.5.1 til at vise at P(2M) og P(—2M) har
forskelligt fortegn.

Skuffeprincippet.

Hvorfor er gcd(m*, m—1)=1?

Visat ATPK ~ALPT.

Udnyt at g(x)> 2016+ 3.

Brug samme idé som i eksempel 8.3.1.
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109.

110.

111.
112.
113.

114.
115.
116.
117.

118.
119.

120.
121.
122.
123.

124.

125.
126.
127.
128.

129.

130.

Teel antal mader at veelge x, y og z pasa x,y,z €{1,2,...,n+1} med yderligere
betingelser pa x, y og z.

Tegn en god tegning med passer oglineal. Det er nemmest at tegne cirklen forst.
Indtegn kun A; og A,, og altsé ikke B;, B,, C; og C,. Det gor figuren meget mere
overskuelig. Ga pa vinkeljagt og leengdejagt, og marker alt det du ved der er ens.

Inddel breettet i 1 x 2-brikker der ligger forskudt ligesom mursten.
Oploft i tredje potens.

Lad Ag, k=1,2,--, n, veere maengden af permutationer o hvor der findes et i
sdo(i)=kogo(i+1)=k+neller o(i)=k+n ogo(i+1)= k. Brug PIE, og
vurder summen.

Induktionsskridtet: Inddel menterne i tre lige store bunker.
Leeg de tre ligninger sammen.
n=33.

Kald hejden for y og bredden for x, og opstil en ligning som forholdet £ opfyl-
der.

Betragt ord,,(q).

Antag modsat at det ikke er sandt, oglad s’ og ¢’ veere to positive heltal med den
mindste sum for hvilke det ikke er sandt.

Udnyt af P ikke har en heltallig rod.
For lige polynomier betragt P(x)— P(—x).
Lad p veere en ulige primfaktor i a®" + 1, og betragt ord,(a).

Antag at der findes et reelt tal @ med f(a) =—2, og vis at da er f(0) to forskellige
veerdier, hvilket er en modstrid.

Vis at der findes positive hele tal u, v og wsdau=bc, bv=ac, cw = ab hvor
u, v og w er parvis indbyrdes primiske.

Visat AAO,F ~ AAEI.

Gang summen med brgken Z—j.

Vis at AABC ~ AA’B’C’ med forholdet 4 : 1.

Betragt maengden S = {(x;, x>, . ..,xn)|xj € {1,2,3,...,n+ k}}, oglad A;, i =
1,2,...,n, vere delmengden af S som indeholder de elementer hvor i ikke er
repraesenteret blandt x;, x,, ..., X,,.

Tegn en rod kant mellem hold der spillede mod hinanden forste dag, og en bla
kant mellem hold der spillede mod hinanden den anden dag.

Udnyt at y har en multiplikativ invers y~! modulo p.
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131.
132.

133.
134.
135.
136.

137.

138.
139.

140.

141.

142.
143.
144.
145.
146.

147.
148.
149.
150.

151.

152.

Betragt h(x)= f(f(x))— x.

Vis at alle andre funktionsveerdier er fastlagt ud fra f(1), f(2) og f(3). Bestem
derefter f(1), f(2) og f(3). Advarsel: Det er en meget mojsommelig proces der

fx kan involvere f(4), f(5), f(6), f(7), f(8), f(9), f(16) og f(25).
Kan du udvide figuren péd en smart made?

Seet b, = a_l,,

Treek +/¢ fra pa begge sider, og gor noget smart.

Leeg meerke til at hvert tal er mindst lige sd stort som det tal det skrives under
fra reekke tre og frem.

Vis ved induktion efter N: For ethvert positivt heltal IV findes et positivt ulige tal
n med preecis N forskellige primdivisorer som opfylder at n gar op i 2” + 1.

Udnyt at 3n +2 og 3 er indbyrdes primiske.

Antag at der ikke findes tre drager der har alle nogler. For hver trio af drager er
der sd mindst én nggle denne trio ikke har.

Lav en tredobbelt rekursion hvor du inddeler i tal der slutter p& 1 og 5, tal der
slutter pé& 2 og 4, og tal der slutter pa 3. Brug ikke seetning 5.7.1.

Betragt multiplikationen omkring centrum af cirklen gennem X, Y og Z med
multiplikationsfaktor k =—1.

Betragt ordy, (3).

Vis forst at n er en potens af 2.

Inversion i en cirkel med centrum C.

Inversion i en cirkel med centrum A.

Betragt antallet af forskellige reelle redder hvor du leegger 1 til dette tal, hvis P
ikke er af grad 3.

m =(500!)? +1.

Inversion i en cirkel med centrum O.

Brug opgave 9.2.1 c) til at omskrive P.

Udtryk -~ udelukkende ved b, og b,,_;.

a,b,
Lad de 2"! binaere strenge af leengde n — 1 repreesentere 2! knuder i en ori-
enteret graf. Lad der veere en kant fra knuden A til knuden B hvis de sidste n—2
cifrei A er lig med de forste n—21i B.

Lad g veere den mindste primfaktor i x, og se pa ord,(p —1).
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153.

154.
155.

156.
157.

158.
159.
160.
161.
162.
163.
164.
165.

166.
167.
168.
169.
170.
171.
172.
173.
174.
175.
176.

177.
178.

Betragt grafen G som bestar af de samme knuder som G, men hvor to knuder
er naboer i G netop hvis de ikke er deti G.

Visatx <y <z<x.

Betragt multiplikationen omkring A med multiplikationsfaktor k; som forer w,;
i w, og multiplikationen omkring A med multiplikationsfaktor k, som forer w,
iw.

Teel det modsatte.

Kald antallet af sokker for n og antallet af rode sokker for r. Find et udtryk for
sandsynligheden for at treekke to sokker af forskellig farve, og benyt dette til at
bestemme r.

Betragt summen modulo 4.
Udnytatn!-n=(n+1)!—n!

Udnyt at firkant M H C B er indskrivelig.
Betragt rodderne i P/(x).

Farv 16 felter.

Vis at Gandalf kan komme til verden nummer 1 fra alle verdener.

k _ 1 1
Udnyt at 355 = & — ey

Indirekte: Betragt 6p, p3p, -+ - pr +5 hvor py, ps, ... er samtlige primtal pa formen
6n+5o0gp; =5.

Inversion i en cirkel med centrum P.

Pa hvor mange mader kan du veelge de fire cifre?

Divider P med x3.

Tag udgangspunkt i en ensfarvet K3, og overvej mulighederne systematisk.
Brug samme monovariant som i eksempel 6.5.1.

Brug satning 4.2.10.

Vis at m < 2n ved at se pa K, ;.

Faktoriser 102" —1.

visat (2)(5)= ()0

Undersog pariteten af P(n) for alle hele tal n.

Vinkel v: Kald skeeringen mellem AC og BD for P. Tegn linjestykket AD, og
betragt APAD og periferivinkler.

Betragt produktet a;a,as - a,,.

Find veerdier af x; og x, s tallene 1,2,..., n ma ligge i folgen.



179.
180.
181.
182.
183.
184.
185.
186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.
194.
195.

196.
197.
198.

199.
200.
201.
202.

For n > 1 betragt den mindste primdivisor p i n.

Vis at 2" gar op i bade x, y og z for alle positive heltal 7.

Vis at F er centrum for den ydre reringscirkel til siden CD i trekant ACD.
Modulo 5 eller 10.

Se pa sidste cifferi k.

mi+1=(m+1)(m?>—m+1).

Betragt summen af leengderne af de 7 linjestykker. Husk trekantsuligheden.

Teel antallet af trekanter der har henholdsvis tre, to, en eller nul hjorner tilfzelles
med polygonen, hver for sig.

Leeg ligningerne sammen, og udnyt resultatet sammen med de oprindelige lig-
ninger.

Eliminér x og z for at fa en ligning i y og k som er en andengradsligning i y.
Husk at de tre tal x, y og z ikke alle mé veere ens.

Brug punkts potens af A mht. cirklen med diameter E F til at vise at firkant
P FOR er indskrivelig.

i) Antal mader at veelge et udvalg med en forperson og en referent ud af n per-
soner, hvor forperson og referent gerne ma veere den samme.

Tegn en god og preecis figur hvor du kun indtegner to midtnormaler. Vis at deres
skeeringspunkt har samme afstand til alle tre vinkelspidser i trekanten.

Vis at hvis x, y € {1,2,..., p— 1} er to forskellige rester modulo p som opfylder
at x> = y? (mod p), daer x +y = p.
_ n’(n+1?
PB423 4.4 pd= 1000
Teenk pa seetning 5.4.2 og eksempel 5.4.2.

ii) Antal mader at veelge et udvalg med en forperson, en referent og en kasserer
ud af n personer, hvor en person godt kan have flere af de tre poster.

Vis at firkant KM D L er indskrivelig.
Vis forst at (a — b)? er delelig med 11.

Betragten stii G af maksimal leengde /, og antag at / < min(26, n—1) for at opna
modstrid.

Antag at det er sandt, og vis at det forer til en modstrid. Brug kvadratiske rester.
Radikalcentrene er henholdsvis M og N.
Se pa (b?+ a)? —a’ modulo b*.

Faktorisér alt pAnar konstantleddet 3, og vurdér derefter hojresiden.
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203.
204.
205.
206.
207.
208.
209.
210.

211.
212.

213.

214.
215.
216.

217.
218.
219.
220.
221.
222.
223.

224.
225.
226.

227.

Udnyt at k= § ((k +1)2k% — k*(k—1)?).

Kvadrér, og brug Cauchy-Schwartz.

Indfor punktet D pa forleengelsen af AB sa |[DK|=|KAl.

Lad R veere skeeringspunktet mellem N M og PQ. Vis at |PR|=|QR)|.

Lad Alma farve et 1001 x 1001- eller et 1000 x 1000-kvadrat til at starte med.
Vis at f er injektiv.

Betragt f(x)= x*.

Kald felterne 1,2, ...,99, og betragt pariteten af det felt hver spiller star pa. Hvor-
dan @ndrer disse tre pariteter sig undervejs i spillet?

Udvid figuren sa linjen bliver median i en ny trekant.

Vinkel w: Tegn linjestykket BD, og kald vinkelspidsen ved w for P. Betragt
AP BD og periferivinkler.

Da du kender xyz, er idéen at omskrive sa du far en vurdering pa formen
(xyz)".

Vis ved induktion efter n at f () < -

Velg forst de k raekker og de k sojler hvor der skal placeres et tarn.

Lad A, veere skeeringspunktet mellem /A og BC. Vis at trekant I A, B er en 30°-
60°-90°-trekant.

Husk at et tal er deleligt med 9 netop hvis tveersummen er delelig med 9.
Betragt antallet af talpar hvor det mindste tal star for det storste tal.

Vis at firkant AE C D er indskrivelig.

Divider P med (x — 1), og udnyt at x, = 1 er rod i resultatet.

Betragt ord,,,(2).

Inversion i en cirkel med centrum A.

Vis pastanden indirekte. Overseet til grafteori pa den oplagte méde, og veelg en
tilfeeldig knude. Betragt maengden af knuder som ikke er nabo til denne knude.
Hvad kan du sige om disse knuder og deres naboer i denne mangde?

Vis at f er surjektiv, og udnyt dette til at vise at f er linecer.
Hvordan skal kuglerne med lige numre fordeles sa alle far en ulige sum?

Vis at billedet af de ni punkter ved en multiplikation omkring H med en faktor
2 alle ligger p& den omskrevne cirkel til trekant ABC.

Kald antallet af farvelagte reekker af stole af leengde k som starter med en gron
stol, for g, og antallet som starter med en rod stol, for ry.
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228.
229.
230.
231.

232.
233.
234.
235.
236.
237.
238.
239.
240.
241.
242.
243.
244,

245.
246.
247.
248.
249.

250.
251.
252.
253.

Dak cirklen med radius 2 med syv cirkler med radius 1.
Visat AABF ~ AAEC.
Skuffer: Resten 0, resten n og restparrene +i, i =1,2,...,n—1, modulo 2n.

Betragt multiplikationen omkring A med multiplikationsfaktor k som forer w,
i w,. Betragt derefter multiplikationen omkring B med multiplikationsfaktor
—k.

Inversion i en cirkel med centrum A.

Vis at P(0), P(1), P(3), P(5),..., P(2n + 1) har alternerende fortegn.

Teel i stedet de tal der ikke indeholder to 1-taller som nabotal.
1000=6-155+7-10

Omskriv forst til n* +4 = (n2+2)7>—(2n)%.

Vis at p gar op i teelleren, men ikke i naevneren, og husk at p er et primtal.
Seet k,, = "=,

Inversion i en cirkel med centrum O.

Betragt P(x)— P(—x).

Brug Bezouts identitet.

Udnyt at ab = a(2002 —a).

Lad de mulige summer veere skuffer, og lad delmangder af A vaere objekter.

Husk at radien AO star vinkelret pa tangenten, og ga pa vinkeljagt. Brug seetnin-
gen om korde-tangent-vinkler til at bevise den omvendte setning om korde-
tangent-vinkler.

Modulo 3.

Vis at v5(2™ +3™)=1.

Nummerér felterne (i, j), og giv feltet (i, j) veegten 2,—1“
Vurdér forst venstresiden ved QA-uligheden.

Vurder antallet N af tripler (dommer, dommer, deltager) for hvilke de to dom-
mere er forskellige og har givet deltageren samme bedemmelse, pa to forskellige
mader.

Betragt f(x)= (x + x‘l)z, og brug Jensens ulighed.
Visat APCM ~ ALCA.

Vis at A(n, k)= (""}7).

Brug resultatet af seetning 3.4.3 til at vise sidste del.
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254.
255.
256.

257.

258.
259.

260.
261.

262.
263.

Vis at grafen er sammenhzngende.

Sepa(a+21)(a+2)

Hvad er det seerlige ved situationer med henholdsvis a, a, a og b, b > a, sten i
de fire bunker?

Lav konstruktion der viser at R(3,4) > 8. Vis at R(3,4) < 9 ved at veere systematisk
og huske opgave 8.1.1.

Nej. Vis at de hver iszer kan serge for at den anden aldrig vinder.

Der er en parring mellem maengden af skeeringspunkter og mangden af alle
mengder der bestar af fire af polygonens hjorner.

Vis at f er injektiv.

Lad p veere et primtal pa formen p = 4m+1. Udnyt Thues setning samt at —1 er
kvadratisk rest modulo p, til at vise at p kan skrives som sum af to kvadrattal.
Husk at firkant E F G O er et parallelogram.

Leeg et koordinatsystem sa rektanglets nederste ventre hjorne eri(0, 0), og sa ko-
ordinatsystemets akser er parallelle med rektanglets sider. Nummerér de min-
drerektanglerne 1,2,3,..., m, oglad a; veere antallet hjorner i rektangel nummer
i hvor begge koordinater er hele tal.



11 Lesninger

Opgave 1.1. Vi skal ved induktion bevise pastanden

n(n+1)
qgn): 1+24+3+:--+n= — neN.
Induktionens start: Pastanden g(1) lyder 1= 1(1; U hvilket er sandt.
Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at
n(n+1)
14243+ tn=—"—.
Sé er
n(n+1
1+2+3+---+n+(n+1)=%+(n+l)
_n(n+1)+2(n+1)
- 2
_(n+1)(n+2)

)

2

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n eN.

Opgave 1.2. Vi skal ved induktion bevise pastanden

q(n): 1+3+5+---+(2n—1)=n? neN.

Induktionens start: Pdstanden ¢(1) lyder 1 = 12, hvilket er sandt.
Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at

1+3+5+---+(2n—1)=n?
Saer
1+34+5+-+2n—1)+2n+1)=n*+2n+1)=(n+1)?

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden gaelder
for alle n eN.

169

Opgave 1.3. Vi skal ved induktion bevise at der for ethvert reelt tal a # 1 geelder

at
l_anJrl
qgn): l4+a+a*+---+a"= i neN.
Induktionens start: Pastanden g(1) lyder 1 + a = 11%”;2, hvilket er sandt da
1—a’=(1+a)1—a).
Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at
l_an+1
l+a+a*+---+a" =
l1—a
Sd er
].—(/ln+1
1+a+a2+---+a"+a"+1:1—+a”+1
—a
3 l_an+1+(1_a)an+1 3 l_an+2
B l—a  1—a ’

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n e N.

Opgave 1.4. Vi skal ved induktion bevise pastanden
1
-2

1 1 n
_+.+ = n

neN.
-4 n(n+1) n+1

|
|~
w

w

+—+

q(n):

—

Induktionens start: Pastanden (1) lyder 1 = 3, hvilket er sandt.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at

1 1 1 1 n
—t——t— et = :
1-2 2-3 3-4 n(n+1) n+1
Sa er
1 1 1 1 1
— et —t— -t +
1-2 2-3 34 nn+1l) (n+1)(n+2)
n 1 nn+2)+1  (n+1?  n+l

T atl et n+D)n+2) (niDn+2) n+2
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hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden gaelder
for alle n eN.

Opgave 1.5. Vi skal geette og ved induktion bevise en formel for summen af de
forste n kubiktal. For de forste veerdieraf n harvi1® =1, 13423 =9, 13423433 =
36, 13 +23 433+ 43 =100. Vi genkender kvadrattallene pa hejre side og geetter
ud fra dette pé at

1BB+28+...+n®=1+2+..+n) neN.
Ved at benytte formlen fra opgave 1.1 kan dette skrives

n?(n+1)y>?
4

q(n): B+23+...4n3= , neN.

Denne formel beviser vi nu ved induktion.
Induktionens start: Pistanden ¢(1) lyder 13 = 124;22, hvilket er sandt.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at

2 2
n<(n+1
13+23+"'+n3:—( ) .
4
Saer

n?(n+1y n*(n+12+4(n+1)°
13+23+~~+n3+(n+1)3:—( )+(n+1)3= ( )4 ( )

_(n+12(n?+4(n+1)  (n+12(n+2)

= 7 — y ’

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n eN.

Opgave 1.6. Vi skal finde et udtryk for nummeret pa det trin @, som aben
befinder sig p4 om morgenen den n’te dag. Betingelserne viser at a; = 1, og
generelt at a, . ; =2a, + 1 for alle positive heltal n. Daa; =1, a,=2-1+1=3,
az3=2-3+1=7,a,=2-7+1=15, geetter vi pd at a,, = 2" — 1. Dette geet kan vi
bevise ved induktion. Vi kalder pastanden a, =2" —1 for g(n).

Induktionens start: For n =1 har vi allerede set at formlen passer.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at a,, =2" —1. Sa er
an+1 :z'an-l‘l22-(2n—1)+1:2”+1_2+1:2n+1_1’

hvilket viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle n e N.

Opgave 1.7. Vi kalder pastanden at Georg kan identificere den falske mont i
n vejninger, for g(n). Pastanden bevises ved induktion efter .

Induktionens start: Nar n = 1, har Georg 3! = 3 menter. Hvis han leegger én
mont i hver vaegtskal, s& kan han afgere hvilken der er den falske mont: Hvis
de vejer lige meget, er det den tredje mont der er falsk, og hvis den ene er
lettere end den anden, sé er det monten i den lette vaegtskal der er falsk. Altsa
er g(1) sand.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand, dvs. at Georg kan udpege den falske
ment blandt 3” menter med n vejninger. Georg har nu 3"*! menter og deler
dem i tre bunker med 3” menter i hver. Nu leegger han den forste bunke pa
den ene veaegtskal og den anden bunke pa den anden vaegtskal. Hvis bunker-
ne vejer lige meget, ved han at den falske ment skal findes i den sidste bunke,
og hvis den ene er lettere end den anden, sa ved han at menten skal findes
i den letteste bunke. Georg har dermed ved én vejning afgjort hvilken bun-
ke den falske ment er i. Ifplge induktionsantagelsen kan han ved yderligere
n vejninger afgore hvilken ment der er falsk, dvs. med 3"*! menter kan han
med samlet 7z + 1 vejninger finde den falske mont. Ved induktion felger nu at
pastanden er sand for alle n € N.

Opgave 1.8. Vi beviser ved induktion efter n at 2" > n? for alle n > 5. Kald
pastanden for g(n).
Induktionens start: Pastanden ¢(5) er sand da 2° =32 > 25 =152,

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand for et positivt heltal n > 5, dvs. at
2" > n?, Daer

2" =22 s on? =n?+n?>n?+5n>n*+2n+1=(n+1)>.

Dette viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle heltal n > 5.



Opgave 1.9. Vi beviser ved induktion at vinkelsummen i en n-kant, n > 3, er
(n—2)-180°. Kald pastanden for g(n).
Induktionens start: Pdstanden ¢(3) er sand da vinkelsummen i en trekant er
180°.
Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand for et positivt heltal n > 3, dvs. at
vinkelsummen i en n-kant er (n —2)- 180°. Betragt en (n + 1)-kant. Den kan
opdeles i en trekant og en n-kant. Vinkelsummen bliver derved summen af
vinkelsummen i trekanten og i n-kanten, dvs. vinkelsummen i 7 + 1-kanten
er

180° +(n—2)-180° =((n+1)—2)-180°.

Dette viser at g(n + 1) er sand. Ved induktion felger nu at pastanden geelder
for alle heltal n > 3.

Opgave 1.10. Lad a vere et tal med den egenskab at tallet a + % er et helt tal.
Vi skal bevise at sa er ogsé a'® + ﬁ et helt tal. Vi vil ved induktion bevise den
mere generelle pastand

1
. n
qn): a +—an er et helt tal

for alle positive heltal 7.

Induktionens start: I induktionsskridtet har vi brug for at pastanden geelder
for to pa hinanden folgende hele tal. Derfor skal vi i induktionsstarten vise
at pastanden er sand for bade n = 1 og n = 2. Pastanden ¢(1) er ifolge den
grundlaeggende antagelse sand. For at vise at ¢(2) er sand, bemeerker vi forst

2, 1 _ 12 o s 2, 1
ata“+ ;+2= (a + 5) ma vere et et heltal. Dette betyder at ogsé a”+ _; er
et helt tal, og altsa at g(2) er sand.

Induktionsskridtet: Antag at g(k) er sand for alle positive heltal k < n, hvor

n>2.Nuer
1 1 1
(a+—)(a”+—):a"+l+ +a
a an an+1

Da venstresiden er et produkt af hele tal, og da a" ! + er et heltal ifolge
induktionsantagelsen, mé ogsa a” !+ — 1. veere et helt tal. Hermed er pastan-

den bevist.

1

= .
an—l

1

an—1

171

Opgave 1.11. Vi beviser den mere generelle pastand g(n): I et firma med n €
N ansatte hvor der for hvert par af ansatte geelder at den ene overvager den
anden, findes en ansat P med den egenskab at enhver anden person enten
overvager P eller overvager en person der overvager P. Pastanden vises ved
induktion efter 7.

Induktionens start: Hvis der kun er n =1 ansat, er pastanden triviel.

Induktionsskridtet: Antag at g(n) er sand. Betragt et firma med n + 1 ansat-
te hvor der for hvert par af ansatte geelder at den ene overvager den anden.
Lad X veere en tilfeeldig ansat, og betragt de resterende n ansatte. Vi ved fra
induktionsantagelsen at da findes blandt de resterende n ansatte en ansat P
med den egenskab at enhver anden ansat fraregnet X enten overvager P el-
ler overvéger en person der overvager P. Hvis X overvager P eller en ansat
der overvager P, s& har P den enskede egenskab. Antag derfor at dette ikke
er tilfeeldet. Da méa P og alle ansatte der overvager P, altsa overvage X. Vi vil
vise at i denne situation har X den enskede egenskab. Betragt en ansat Y der
ikke overvager P. Da ved vi at Y overvager en ansat Z som overvager P, og at
denne ansatte Z derfor overvager X. Dermed har X den egenskab at enhver
anden person enten overvager X eller overvager en person der overvager X.
Dette fuldferer induktionen.

Opgave 2.1.1. Samtlige divisoreri60er1,2,3,4,5,6,10,12,15,20,30,60. Samt-
lige divisoreri98er 1,2,7,14,49,98.

Opgave 2.1.2.2) At a | b, betyder at der findes et helttal g s b = a-q. Dermed
erb-c=a-q-c=a-(q-c),ogdetviserata|b-c.

3)Ata | b og a | c, betyder at der findes hele tal ¢, og g, s b = a - q; og
c=a-q.Dermeder b+c =a(q, +qg,) og b—c = a(q, — g»), og det viser at
alb+coga|b—c.

Opgave 2.1.3. Antag at n og m er hele tal sd 2 | n og 6 | m. Da er n =2n’ og
m =6m’, og dette viser at m(m + n)=6m’(6m’ +2n’)=4(9m’ +3n’) altid er
delelig med 4. Ingen af de andre tal er altid delelig med 4: a) n+m er ikke altid
delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =12.b) nm—m, ¢c) m?*+n oge) n(m+1)
er ikke altid delelig med 4, fx ikke for n =2 og m =6.

Opgave 2.1.4. Antag at m og n er hele tal som opfylder at n + m = n?. Da er
m = n(n—1), hvilket viser at n | m. Man kan til gengeeld ikke slutte atb) m | n,
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c) n og m er ulige, eller d) n og m er lige, da fx n = 3 og m = 6 ikke opfylder
hverken b), c) eller d).

Opgave 2.1.5. ...,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97.

Opgave 2.1.6. 1001 =7-11-13. 11400 =23-3-52-19. Tallet 1024 = 2'° har kun
en enkelt primfaktor, nemlig 2. Primfaktorerne i 1001 er 7, 11 og 13.

Opgave 2.1.7. Da primfaktoroplesningen af 2008 er 2008 = 23 - 251, er eneste
mulighed for de fire tal 1,2,22,251. Dermed er deres sum 258.

Opgave 2.1.8. I primfaktoroplgsningen af 20! er potensen af 5 netop 5* mens
potensen af 2 er storre end 2*. Derfor ender 20! pa netop fire nuller.

Opgave 2.1.9. Tallet 4004 gdr ikke op i 238-65-1221 da 4 gdr op i 4004, men
ikke i 238-65-1221.

Opgave 2.1.10. Lad m veere et positivt heltal storre end 1 med primfaktor-

oplesning m = pla ! pza 2...p/", hvor p;’erne er forskellige primtal. Da er prim-

faktoroplesningen af m? = P12 “ p22 % pr2 %", Dette viser at alle primfaktorer

i et kvadrattal indgéar i en lige potens i primfaktoroplgsningen. Antag om-

vendt at n er et positivt heltal, hvor alle primfaktorer i z indgér i en lige po-
. . . 201 . 20, 2a, 2

tens i primfaktoroplgsningen. Daern=p; 'p, *---p; ', dvs. n = m~, hvor

m=p/'p,?---p,", og det viser at n er et kvadrattal.

Opgave 2.1.11. Lad n veere det mindste positive heltal sd +/n - 261 er et helt tal.
Dama n-261 = n-29-32 vaere et kvadrattal, og alts ma 29 vaere en primfaktor
i n da 29 skal indga i en lige potens i primfaktoroplesningen af 7 - 29 - 32. For
n=29er+/n-261=3-29, dvs. n =29 er det mindste positive heltal s& v7 - 261
er et helt tal.

Opgave 2.1.12. Antag at p er et primtal, og at p | ab. Hvis et af tallene a og
b er £1 eller 0, er udsagnet oplagt. Antag derfor at |a|,|b| > 1. Antag desuden
i forste omgang at a og b er positive. Primfaktoroplgsningen af ab er netop
primfaktoroplesningen af a gange primfaktoroplesningen af b da primfak-
toroplesningen er entydig. Da p indgar i primfaktoroplesningen af ab, ma p
derfor ogsé indgd i primfaktoroplgsningen af a eller primfaktoroplesningen
af b. Dermed ma p | a eller p | b. Beviset korer pd helt samme madde hvis et
eller begge af tallene a og b er negative.
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Udsagnet geelder ikke altid hvis p ikke er et primtal. Fx gdr 6 opi4-9, men
hverkeni 4 eller 9.

Opgave 2.1.13. Kun 10982-505 er delelig med 10 da det er det eneste af tallene
der indeholder 2 - 5 i sin primfaktoroplegsning. Kun 5025 - 2092 er delelig med
100 da det er det eneste af tallene der indeholder 2252 i sin primfaktoroplas-
ning.

Opgave 2.1.14. Blandt tre pa hinanden fglgende heltal findes altid mindst et
som er deleligt med 2, og et som er deleligt med 3. Dermed er produktet af
dem deleligt med 2-3 = 6. Blandt fem pa hinanden folgende heltal er der altid
mindst et der er deleligt med 3, mindst et der er deleligt med 4 = 22, og et der
er deleligt med 5. Dermed er produktet af dem deleligt med 3 - 22 -5 = 60.

Opgave 2.1.15. Da a + b =2002, er b =2002—a. Derforer ab = a(2002—a)=
2002a — a?. Hvis 2002 skal ga op i ab, skal 2002 derfor ogsa g op i a?. Vi
betragter nu primfaktoroplesningen af 2002, som er 2002 = 2-7-11-13. Dermed
skal hver af primfaktorerne 2, 7, 11 og 13 ga op i a?, og derfor ogsé i a ifolge
setning 2.1.5. Men hvis 2, 7, 11 og 13 garopia,saméa2-7-11-13 =2002 ogsa
ga op i a ifelge korollar 2.1.4. Men det er umuligt da 0 < a < 2002 fordi a og b
er positive heltal s& a + b =2002. Altsa kan 2002 aldriggad opiab.

Opgave 2.2.1. Ved at omskrive fas
53=x0—y?=(x>+y)x>—y).
Da 53 er et primtal, md x3+ y =53 og x3—y = 1. Dermed er x =3 og y =26
eneste lgsning.
Opgave 2.2.2. Tallet m® — m er deleligt med 6 for alle hele tal m da

mi—m=m(m?*—1)=m(m—1)(m+1)

viser at m3 — m er et produkt af tre p& hinanden folgende hele tal, og 2 og 3
hver iseer gar op i mindst et af de tre tal.

Opgave 2.2.3. Kald den ukendte katete a og hypotenusen c. Da er

22.9972 =1994% = c?—a’ =(c + a)(c —a).



Da ¢ + a og ¢ —a har samme paritet (dvs. de enten begge er lige eller ulige),
ma de begge veere lige. Vi har derfor

cta c—a
2 2

9972 =

’

hvor 997 er et primtal. Heraf ses at 3% = 9972 og 5% = 1. Dette giver ¢ =
1+997% = 994010.

Opgave 2.2.4. Omskriv sammenhangen mellem p, g og r til

p=r’—q*=(r+q)r—q).

For at vise at 6 gar op i pqr, viser vi at 2 og 3 hver iser gar op i mindst et af
tallene p, g og r, og dermed i deres produkt. Hvis hverken g eller r er lige, er
de begge ulige, og sd er r +¢ lige, og altsé p = (r+q)(r —q) lige. Altsd er mindst
etaftallene p, g og r deleligt med 2. Hvis hverken ¢ eller r er deleligmed 3, da
har de hver iseer rest 1 eller 2 ved division med 3. Hvis de har forskellig rest, er
r + q delelig med 3, og hvis de har samme rest, er r — g delelig med 3. I begge
tilfeelde er p delelig med 3. Dermed er mindst et af tallene p, g og r deleligt
med 3. Samlet giver dette at deres produkt pqr er deleligt med 6.

Opgave 2.2.5. Da
a’+b*>+9ab=(a—b)*+11ab,

er (a— b)? delelig med 11, og da 11 er et primtal, mé& a — b ogsé veere delelig
med 11. Altsé er a®>— b? =(a + b)(a — b) delelig med 11.

Opgave 2.2.6. Lad n = a®+ b? og m = ¢+ d?. Vi skal nu vise at produktet nm
ogsa er en sum af to kvadrattal, og det gor vi ved at omskrive vha. af kvadrat-
setninger.

nm=a*c*+a*d*+b*c*+ b*d*
=(ac+bdP?—2abcd+(ad—bc)*+2abcd
=(ac+bd)?+(ad—bc).

Opgave 2.2.7. For alle n > 1 viser omskrivningen

n*+4=(n*+2°—-2nP=n*+2n+2)(n*-2n+2).
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at n* + 4 ikke er et primtal. For n =1 er n*+4 =5 et primtal.

Opgave 2.2.8. Forst omskriver vi sdledes:

2xzy2 +16x% + y2 =448
2x%(y*+8)+ y* +8=456
2x?+1)(y*>+8)=23-3-19.

Da 2x2 +1 er ulige, mé 2x? + 1 vaere lig med 1,3, 19 eller 57. Af dette ser man
at x = 0,1,3. Ved at efterprove disse muligheder f&r man folgende lgsninger
(1,12) og (3,4).

Opgave2.2.9.Da x y+3y = y(x+3) og x2+2x = (x+3)(x—1)+3, kan ligningen
omskrives til

1994=(x+3)(x—1)—y(x+3)=(x+3)(x —1—y).

De eneste faktoriseringer af tallet 1994 er 1994 -1 0g 997-2, og da x +3 er den
storste af faktorerne, far vi derfor lgsningerne (x, y) =(1991,1989) og (x, y) =
(994,991).

Opgave 2.3.1. Det folger af korollar 2.1.4 at enhver positiv divisor i n er pa
formen

pflpfz...pfl'”,

hvor B; er et aftallene 0, 1,...,a;. Dermed har nialt (1+a;)(1+a)...(1+a,,)
forskellige positive divisorer ifalge multiplikationsprincippet.

Opgave 2.3.2. Antag at n = p;"' p,--- p,," har et ulige antal positive divisorer,
og altsd at (1 + a;)(1 + a,)---(1 + a,,) er ulige. Da er 1 + a; ulige og «; lige for
allei=1,2,..., m.Dette viser at n er et kvadrattal. Omvendt har alle kvadrattal
ogsa et ulige antal positive divisorer. De hele tal som har et ulige antal positive
divisorer, er derfor netop kvadrattallene.

Opgave 2.3.3. Hvis sandsynligheden er 1(1)—0 for at et tilfeeldigt valgt tal m blandt
tallene 1,2,3,...,499,500 gar op i n, ma n have preecis fem positive divisorer.
Et tal med primfaktoroplesning pf[1 pzm2 .. pl.ai har(1+a7)1+ay)...(1+ a;) di-
visorer, dvs. n = p* for et primtal p. Det storst mulige n» med den onskede
egenskab er derfor n =3* =81 da 5* > 500.
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Opgave 2.3.4. Tal med netop syv divisorer ma ifolge saetning 2.3.1 veere pa
formen p®, hvor p er et primtal. Et sddant tal er derfor altid et kubiktal da
p®=(p?)3, og produktet af sddanne tal er derfor ogsa et kubiktal.

Opgave 2.3.5. Da n skal veere delelig med 1001 =7-11-13, mé& bade 7, 11 og
13 indgd i primfaktoroplesningen af n. Seet
n=7%-11.13%.p,"..p%, a;>1, s>3
Antallet af divisorer i n er netop (a; + 1)(a, +2)---(a; + 1), og dermed er
(a;+ 1)y +1)---(as+1)=1001=7-11-13.
Af denne ligning ses at s <3, ogdermed at s =3 og n="7%-11%-13%. Nu er
(a;+1)(ay+1)(az+1)=7-11-13,

og dvs. at a;, a, og as er 6, 10 og 12 i en eller anden reekkefolge. De mulige
veerdier af n er altsq 7611101312, 76.1112.1310,710.116.1312 710.7712.136,
712.116.1310 0g 712.1110. 136,

Opgave 2.4.1. gcd(12,45) = 3, gcd(1000,1205) = 5, gcd(1024,12) = 4,
gcd(88,90) =2 og gcd(1002,1003) = 1.

Opgave 2.4.2. Hvis d er divisorin og n+1, mé d ogsa veere divisori(n+1)—1=
1, ogaltsa gcd(n, n+1)= 1. Hvis d er divisori n og n+2, ma d ogsa veere divisor
i2=(n+2)—n.Hvis n er lige, har vi derfor gcd(n, n +2) =2, og hvis n er ulige,
gced(n,n+2)=1.

Opgave 2.4.3. Da 754 = 2-338+78,338 =4-78+26 0g 78 =3-26+0, er
gcd(754,338) = 26.

Opgave 2.4.4. Da b og c ikke har nogen felles primfaktorer, mé de feelles di-
visorer i a og b veere de samme som de feelles divisoreri ac og b. Dermed er
gcd(a, b)=gcd(ac, b).

Opgave 2.4.5. Broken er uforkortelig nar storste feelles divisor for naevner og
teeller er 1. Ifplge seetning 2.4.1 er

ged(n® + 3n’+1,n+2n)= ged(n® + 3n?+1—n(n®+2n),n®+2n)

=gcd(n®+1,n° +2n)
=gcd(n®+1,n +2n—n(n*+1))=gcd(n®+1,n)
:gcd(n2 +1—n-n,n)=ged(l,n)=1.
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Opgave 2.4.6. Broken er uforkortelig ndr storste feelles divisor for naevner og
teeller er 1. Ifplge seetning 2.4.1 er

gcdim* +3m*—3m* +2m—2,m—1)=
gcd(m4 +3m3—3m?+2m—2—-3m*(m—-1)—2(m—1),m—1)=
ged(m*, m—1).

Da m og m—1 er indbyrdes primiske, m& m* og m — 1 ogsa veere indbyrdes
primiske, dvs. gcd(m*, m —1) = 1. Dermed er broken uforkortelig.

Opgave 2.4.7. At % er et helt tal, er ensbetydende med at 3n+2 garop i

3n%2+3n+9,dvs. at gcd(3n+2,3n?+3n+9)=3n+2. Ved at udnytte at 37 +2
og 3 er indbyrdes primiske far vi af seetning 2.4.1 og seetning 2.4.2 at

gcd(3n +2,3n2+3n+9)= gcd(3n +2,3n%+3n+9—n(3n+2))
=gcd(3n+2,n+9)
=gcd(3n+2,3(n+9))
=gcd(3n+2,3n+27)
=gcd(3n +2,25).

2
Altsa er 3253149 er et helt tal, netop nar 37 + 2 er divisor i 25, dvs. netop nar

3n + 2 er blandt tallene +1,+5,425. De eneste muligheder er derfor n = —9,
n=—logn=1.

Opgave 2.4.8. Forst regner vi pa gcd(a,,, a,,+1). Ved at udnytte at 2n+1 og 2 er
indbyrdes primiske far vi af seetning 2.4.1 og seetning 2.4.2 at

ged(a,,, a,.1) = ged(n? +500, n® +2n + 1+ 500)
=gcd(n® +500, 7% +2n + 1 + 500 —(n* +500))
=gcd(n? +500,2n + 1) = gcd(2(n? +500),2n + 1)
= gcd(2n2 +1000,2n+1)= gcd(2n2 +1000—n(2n+1),2n+1)
=gcd(1000—n,2n + 1) =gcd(2(1000— n),2n + 1)
=gcd(2000—2n,2n+1)=gcd(2000—2n+(2n+1),2n+1)
=gcd(2001,27 4 1).



Heraf ses at gcd(a,,a,1) altid er divisor i 2001 og dermed hgjst 2001. Da
gcd(ayooo, @1001) = 2001, er det den mindste veerdi for N.

Opgave 2.4.9. lcm(10,12) = 60, Icm(2-3%-78,22.33.73.11) = 22.3%.78 . 11,
lcm(13,17)=13-17 =221.

Opgave 2.4.10. Den storste potens af p; som gar opibédde a og b, er pl.m )

fori=1,2,...,n. Derfor mé deres storste feelles divisor veere

ged(a, b)= plrnin(alrﬁl) . Zmirl(azﬁz) . rrlnin(an,/}n).
Ifolge korollar 2.1.4 gér a op i et tal, netop nar p% gar op i tallet for i =
1,2,...,n. Tilsvarende for b. Badde a og b gar derfor op i et tal netop nar
pimax(a"’ﬁ 2 garopitalletfori=1,2,..., n. Derfor m& mindste feelles multiplum
veere

lem(a, b) = p"@ PV . prax@ala) .y maxan-fn)

n

Da a; - f; = min(a;, f;)- max(e;, B;) forallei =1,2,...,n, fas
a-b=gcd(a, b)-lem(a, b)

som onsket.

Opgave 2.4.11. Med brug af opgave 2.4.3 fas gcd(754,338) =26 =338—4-78 =
338—4(754—2-338)=—4-754+9-338.

Opgave 2.4.12. Tallene pé& formen s-35+¢-15, s, t €Z, er netop alle multipla
af gcd(35, 15) = 5. Vi viser forst at alle multipla af 5 kan skrives pa denne form:
Ifolge Bezouts identitet findes hele tal s” og ¢’ s& 5 = gcd(35,15) = s"-35+1-15.
(De kan ogs& nemt findes, fx 5=—2-35+5-15). Dermed kan alle multipla af 5
skrives pa formen s -35+ ¢ - 15, da

s5m=ms"-35+mt’-15.

Sé viser vi at ethvert tal pd denne form er et multiplum af 5: Da 5 gér op i bade
150g35 ma5ogsdagaopis-35+1t-15,s,t €Z.

Opgave 2.4.13. Vi viser forst at alle multipla af gcd(a, b) kan skrives pa formen
ax+by, x,y €Z, og der dermed findes x, y € Z der lgser ligningen, nar ¢ er
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et multiplum af gcd(a, b). Ifolge Bezouts identitet findes hele tal x’ og y’ sa
gcd(a, b)=x'a+y’b. Dermed er

mged(a,b)=mx’a+my’b,

som gnsket.

Nu vises omvendt at ¢ er et multiplum af gcd(a, b) hvis der findes x, y € Z
sdc=xa+yb.Dagcd(a, b)gar opibade a og b, ma det ogsd gd opiet c pa
formen ¢ = xa + by. Dermed er ¢ et multiplum af gcd(a, b).

Opgave 2.5.1. Antag forst at a og b har samme rest ved division med 7, dvs. at
a=q.n+rogb=qgyn+r,0<r<n.Dagarnopia—b =(q,n+r)—(qyn+r)=
(da—gp)n, og dermed er a = b (mod n).

Antag omvendt at a = b (mod n), dvs. at n | a—b. Lad a = g,n + r, og
b=qyn+r,, 0<r,, r,<n.Davedviatn garopia—b =(q,—q,)n+(r,—1p),
ogdermed ogsdir,—r,.Da—n<r,—r,<n,mar,—r,=0,ogaltsd r, =1,
som gnsket.

Opgave 2.5.2. At a =0 (mod n), betyder at n | a—0 = a, dvs. at n gar op i a.
Restklassen repreesenteret ved 0 er derfor netop alle multipla af 7.

Opgave 2.5.3. At a = b (mod 2) betyder at 2 | a— b, altsé at a og b har samme
paritet, dvs. at de enten begge er lige, eller begge er ulige.

Opgave 2.5.4. a) 182 =92 (mod 18)da 18| 182—92 =90.b) —43 =1 (mod 4) da
4|1—(—43)=44.¢) 111#13 (mod 11) da 114111 —13 =98.

Opgave 2.5.5.ii)) At a = b og c =d (mod n), betyderatn|a—b ogn|c—d.
Dermedman | (a—b)—(c—d)=(a—c)—(b—d), ogaltsd a—c = b—d (mod n).
iv) Ata=b (mod n), betyderat n|a—b. Dermed ma n | c(a—b)=ca—cbh,
ogaltsd c-a=c-b (mod n).

v) For at vise at @ = b (mod n) medforer at a* = b* (mod n), benyttes iii) k—1
gange.

Opgave 2.5.6. Ligningen x — 12 = 5 (mod 11) omskrives til x =5+ 12 =6
(mod 11). Det er altsd netop restklassen reprasenteret ved 6 modulo 11 der
lgser ligningen, og lgsningsmangden er derfor {...,—16,—5,6,17,28,...}.

Opgave 2.5.7. Viregner modulo 13 ved brug afregnereglerne fra seetning 2.5.1:

27108.172.514 =119 .42 .(52)7=1.3.(=1)’ =—3=10 (mod 13).
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Opgave 2.5.8. Sidste ciffer i et positivt heltal er netop resten ved division med
10, derfor regnes modulo 10:

20072007 = 72007 = (72)1008 .7 = (_1)1003. 7 = _7=3 (mod 10).

Altsa er 3 sidste ciffer i 20072%07,

Opgave 2.5.9. Lad p veere et primtal, og antag at a - b =0 (mod p). Dette be-
tyderat p | a- b, og altsa at p | a eller p | b, hvilket jo netop betyder at a =0
eller b =0 (mod p).

Opgave 2.5.10. a) Losningerne til x> = 4 (mod 5) er netop restklasserne re-
prasenteret ved 2 og 3 modulo 5. b) Ligningen x? = 2 (mod 5) har ingen los-
ninger. ¢) Losningerne til x?> = 1 (mod 8) er netop alle ulige tal. d) Losningerne
til x> =0 (mod 2) er netop alle lige tal.

Opgave 2.5.11. Ligningen x> =1 (mod p) omskrives til
0=x?—1=(x+1)(x—1) (mod p).

Ifelge nulreglen ved vi nu at x +1 =0 eller x —1 = 0 (mod p). Dermed er de

eneste lpsninger restklasserne 1 og —1 modulo p.

Opgave 2.5.12. ii) Vi viser at n = £(n) (mod 9), da dette viser det enskede:

n=a,10"m+a, 110" +...+ a;10+a,
=a, 1" +a,_1 1"+ +a,-1+a
=a,+a,_1+---+a;+ay=t(n) (mod9).

iii) Vi viser at n er kongruent med plus eller minus den alternerende tveersum
af n modulo 11, da det viser det pnskede.

n=a,10"+a, 10" +.--+a;10+a,
=ap (1" 4y ()" o tar (D +ag

=-1)"(a,,—am—q+-—=1)"a;+(=1)"a,) (mod11l).

Opgave 2.5.13. Et tal er deleligt med 18 netop hvis det er lige, og tvaersum-
men er delelig med 9. Et tal er deleligt med 22 netop hvis det er lige, og den
alternerende tveersum er delelig med 11.
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Opgave 2.6.1. De kvadratiske rester modulo 3 er 0 og 1. De kvadratiske rester
modulo 4 er 0 og 1. De kvadratiske rester modulo 5 er 0, 1 og 4.

Opgave 2.6.2. a) Vi regner modulo 4. Bemeerk forst at et lige tal i anden har
rest 0 ved division med 4, mens et ulige tal i anden har rest 1. Da der er to lige
og to ulige tal blandt fire p& hinanden folgende tal, s& er summen af kvadra-
terne af fire pa hinanden folgende tal kongruent med 2 modulo 4. Da 2 ikke
er kvadratisk rest modulo 4, kan denne sum ikke veere et kvadrattal.

b) Vi regner igen modulo 4. De der er 2 eller 3 lige tal og tilsvarende 3 eller 2
ulige tal blandt fem pa hinanden folgende tal, er summen af kvadraterne af
fem pd hinanden folgende tal kongruent med 2 eller 3 modulo 4. Da hverken
2 eller 3 er kvadratiske rester modulo 4, kan denne sum ikke vere kvadrattal.

¢) Viregner igen modulo 4. Da der er tre lige og tre ulige tal blandt seks pa hin-
anden folgende tal, er summen af kvadraterne af seks p& hinanden folgende
tal kongruent med 3 modulo 4, og da 3 ikke er kvadratisk rest modulo 4, kan
denne sum ikke veere et kvadrattal.

Opgave 2.6.3. Hvis vi betragter ligningen x2? + 10 = 5 modulo 4, far vi at
x%2+2=1 (mod 4). Altsa er x> =3 (mod 4), og da 3 ikke er kvadratisk rest mo-
dulo 4, har ligningen ingen lgsninger.

Opgave 2.6.4. Hvis vi betragter ligningen x> —3y? = 17 modulo 3, fir vi at
x% =2 (mod 3), og da 2 ikke er kvadratisk rest modulo 3, har ligningen ingen
lesninger.

Opgave 2.6.5. Produktet af to lige tal er altid deleligt med 4, dvs. produktet
af to lige tal lagt til 2006 har rest 2 modulo 4, men 2 er ikke kvadratisk rest
modulo 4. Hvis der findes fire tal med den enskede egenskab, ma tre af disse
derfor veere ulige. Blandt tre ulige tal findes to som har samme rest modulo
4. Produktet af disse to har rest 1 modulo 4, og dermed har produktet lagt til
2006 rest 3 modulo 4, men 3 er ikke kvadratisk rest modulo 4. Derfor findes
der ikke fire tal med den gnskede egenskab.

Opgave 2.6.6. Hvis x? + y? + z2 = 2x y z, skal enten et eller tre af tallene x, y
og z veare lige. Antag at kun et af tallene er lige, fx x = 2x,. Da vil y?+ z? =
4x,yz—4x; =0 (mod 4). Vived at et ulige tal i anden har rest 1 modulo 4, og
dermed har ligningen i dette tilfeelde ingen losninger. Altsa er alle tre tal lige.
Ved at saette x = 2x;, y = 2y, 08 z = 2z far vi x2 + y? + 22 = 4x, )1 2,. Ved



samme argumentation felger nu at x;, y;, z; er lige, og da dette kan gentages,
vil x, y, z veere delelige med 2" for alle n € N. Dermed er den eneste lgsning
x=y=z=0.

Opgave 2.6.7. Lad x,y €{1,2,3,...,p—1} og x # y. Antag at x> = y? (mod p),
hvilket betyderat p | x2—y?=(x—y)(x+y).Dax # y (mod p), gar p ikke op i
x—y,ogdermed gar p ifplge nulreglenopix+y.Dax,y €{l,2,...,p—1}, ma
X +y = p. Af dette folger at tallene 12,22,...,(2= )2 alle har forskellige rester
modulo p, mens x? = (p—x)? (mod p). Dvs. blandt tallene 12,22,...,(p—1)? er
der netop 2 forskellige kvadratiske rester. Ingen af resterne 12,22,..., (22
kan veere repraesentant for 0-restklassen ifelge nulreglen. Altsa er netop halv-
delen af tallene 1,2, ..., p — 1 kvadratiske rester modulo p.

Opgave 2.6.8. Hvis m =1, er der ingen lasning. Hvis m =2, er n = 1. Antag at
m > 2. Betragter vi ligningen 7" = 3 + 2" modulo 8, far vi (—1)" = 3 (mod 8)
hvilket er umuligt. Dermed er den eneste losning m =2 ogn =1.

Opgave 2.6.9. Af ligningen 6(x! +3) = y2 +5 ses at y? er ulige, og dermed at
y ogsa er ulige. Da alle kvadrater af ulige tal har rest 1 ved division med 8, er
y2 =1 (mod 8). For x > 4 er 6(x!+3)=6-3 =2 (mod 8), mens y2+5 =6 (mod 8).
Der er altsa ingen lgsninger nar x > 4. Nu er det let at tjekke mulighederne
x =1,2,3. Samtlige lesninger er dermed (x, y)=(2,5) og (x, y)=(3,7).

Opgave 2.6.10. Et tal er deleligt med 1599 = 39 - 41 netop hvis det er deleligt
med bade 39 og41. Viregner nu modulo henholdsvis 39 og41 for at undersoge
for hvilke 7 tallene 39 og 41 gdropi S =46" +34" —7" —5".

§=46"+34"-7"—-5"=7"+(-5)" 7" —5" =((—1)" —1))5" (mod 39),
dvs. at S er delelig med 39, netop nar n er lige.

S=46"+34"—-7"—-5"=5"+(-7)"—7"-5"=((—1)"—1))7" (mod 41),
dvs. at S er delelig med 41 netop nar n er lige. Samlet er S delelig med 1599

netop nar 7 er lige.

Opgave 2.6.11. Antag at n = d?+d3 +d3+d?. Hvis n er ulige, er alle divisorer i
n ulige. Altsé vil d?+d2 +d2 +d? =1+1+1+1=0 (mod 4), hvilket er umuligt.

Hvis n erlige, vil d, =1 og d, = 2, og dermed n = 1+0+d2 +d? #0 (mod 4),
dvs. at 4 ikke gér op i n. Samlet ser vi at d; = p, og at d, = 2p eller d, = g, hvor
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p og q er ulige primtal. Hvis d, = g, vil n = 1+22+ p?+g? =3 (mod 4), hvilket
er umuligt da n erlige. Dermed er n =1+4+ p?+4p? =5p2 +5=5(p?+1). Af
dette ses at 3 ikke gar op i n. Dermed er p =5, og dvs. at n =5(5%+1) = 130 er
det eneste tal der opfylder det enskede.

Opgave 2.6.12. Hvis vi betragter ligningen 19x —84 y? = 1984 modulo 7, skal
x opfylde at 5x% =3 (mod 7), dvs. at x3 =3-3 =2 (mod 7), men 2 er ikke kubisk
rest modulo 7. Dermed har ligningen ingen heltallige losninger. (Man finder
samtlige kubiske rester modulo 7 ved at se pa resterne af 03, 13,23,33,43,53,6%).

Opgave 2.6.13. For n = m =1 er k = 14. Antag at der findes et k < 14 med den
onskede egenskab.

Hyvis n er ulige, er k =19" —5™ =(—1)" —5=4 (mod 10). Sidste cifferi k er
derfor 4, dvs. k =4. Men 19" —5" =1—2™ (mod 3) har aldrig rest 1 modulo 3,
dvs. dette er ikke muligt.

Hvis n er lige, er k = 19" —5™ = (—1)" —5 = 6 (mod 10). Sidste ciffer i k er
derfor 6, dvs. k = 6. Men 19" —5™ = 3" —1 = 0 (mod 4), dvs. k = 6 er ikke
muligt.

Dermed er k = 14 det mindste k pa denne form.

Opgave 2.7.1. Resultatet folger af seetning 2.7.1.

Opgave 2.7.2. Lad d veere divisori n, og seet n = dn’. Ifplge seetning 2.7.1 i) er
a"—b" =@ — (b =(a% — bY@ +(a?)" " b +---+ (b)),
Altsé gar a® —b% opia”—b".
Opgave 2.7.3. Antag at a” —1 er et primtal. Vi udnytter at
a"—l=(a—1)(a" '+a"*+...+a+1),

til at indse at a = 2. Hvis n har en ikke-triviel divisor d, ved vi fra opgave 2.7.2
at a” — 1 er delelig med a? — 1, hvilket viser at a” — 1 ikke er et primtal da
1<a®—1<a"—1.Dermed ma n vere et primtal hvis a” —1 er et primtal.

Opgave 2.7.4. Da

n®+100 = n® +10%—900 = (n + 10)(n*>— 107 + 100)— 900,
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gdr n+10 op i n®+100 netop nar n+ 10 gar op i 900. Det storste n s& n°+100
er delelig med n + 10, er derfor n = 890.

Opgave 2.7.5. Summen af samtlige positive divisorer i n er lig med
L+ prtpf ot p A+ o+ pi ot py2) (L pr +pl o+ p)

da hver divisor netop svarer til et led ndr man ganger alle parenteserne sam-
men. Vha. omskrivningen i seetning 2.7.1 i) giver dette det enskede.

Opgave 2.7.6. Bemerk forst at hvis a + b er delelig med n, da er
b =—a (mod n) og dermed

a" ' —a"?b+---—ab"2+b" '=na"'=0 (mod n).

Altsdera”+b" =(a+b)a"'—a"?b+---—ab" 2+ b" ') delelig med n?
da begge parenteser er delelige med n. Dette medferer at

1"+2" 4+ +n" =
(1”+(n—1)")+(2"+(n—2)”)+~~+((n;1)n+(n;l)n)+(n")

er delelig med n?.

Opgave 2.7.7. Vi ved at v,(a —1) > 0. Dette betyder at a — 1 er delelig med p,
og altséd a =1 (mod p). Ifolge setning 2.7.1 er

a*—1=(a-1)@""'+a" %+ +1).
Nu underseger vi den sidste faktor modulo p:
a*'+a* 2+ +1=141+--+1=k#0 (mod p).
Da k ikke er delelig med p, er
k-1

vp(ak—l): vpla—1)+v,(a™ +ak_2+---+1): vpla—1),

som gnsket.
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Opgave 2.7.8. Forst faktoriseres 31024 —1 = 32" —1 vha. saetning 2.7.1.
32" _1=3-1)B+ 1B+ 1)EF +1)---(3% +1).
Da 3™ =1 (mod 4) for lige m, er alle parenteser paner (3 + 1) delelig med 2,
men ikke med 4. Dermed er 1,(3!0%* —1)=12.
Opgave 2.7.9. Antag at m er et ulige positivt tal som ikke er delelig med 5. Ved
at faktorisere far vi
a"=2"+3"=(2+3)2" ' —2"2.3+...—2.3" 23",
Dette viser at 5 gar op i a. Hvis n > 1, skal 5 ogsa gé op i
2m—1 _2"’1—2 _3+“__2.3m—2 +3m—1
Men da 2 =—3 (mod 5), er
am=l_pm=2.34..._p.gm 2 pgm-lzpm-lyom-ly ... 4om-l
=m2"!
Z0 (mod5),
Dermeder n=1.

Opgave 2.7.10. Lad d = gcd(a, b), ogseta=da’ ogb=db’.

Forst viser viat m%—1 gar op i ged(m®—1, m?—1): Vi ved fra opgave 2.7.2 at
m®—1 gar opibade m*—1og m? —1, og dermed ogsd i gcd(m*—1,mP —1).

Derefter viser vi at gcd(m® — 1,m? — 1) gar op i m? — 1. Sat
n=gedim?®—1,m?—1). Da er m® = 1 (mod n) og m? = 1 (mod n). Ifel-
ge Bezouts identitet findes hele tal s og t sid =sa+tb.Dad <aogd <b,
ma netop en af s og t vere positiv. Antag uden tab af generalitet at s er
positiv. Da er d — t b = sa og altsa

mé=m?-(m?) T =m = m® =(m** =1 (mod n).

Dermed mé n ga op i m¢ — 1, hvilket samlet viser at gcd(m® —1,m? —1) =
mgcd(a,b)_ 1.



Opgave 2.7.11. Lad n veere et positivt heltal, k € {1,2,3,4,5,6,7,8,9} og N,, «
tallet med 2" cifre som alle er k. Ved at faktorisere N, ;. vha. setning 2.7.1 fas

102" —1

T = k(10%° + 1)(10* +1)(10%" +1)---(10*" +1).

Nyp=k-

Hvis n; < n,, ma 10" +1géopi
102" —1=(10—1)(102" +1)(10% +1)(10% +1)---(102™" +1).

Dermed ma gcd(102" +1,10%” + 1) g& op i ged(10%” — 1,102 + 1) = 1. De n
faktorer 10 +1,i=0,1,2,...,n—1,1i faktoriseringen af N, ;. er derfor parvis
indbyrdes primiske, dvs. de mé& hver have en primfaktor der ikke er primfaktor
i de andre faktorer. Dette viser at N, ;. har mindst n forskellige primfaktorer.

Opgave 2.7.12. Vi bestemmer 997% modulo 10* vha. af binomialformlen:
703 703 _ [ 703 — 4
99" =(100—1)" = ) 100—1=70300—1=299 (mod 10%).

Dermed er de fire sidste cifre 0299.

Opgave 2.7.13. Vi regner modulo b* pa udtrykket (b? + a)? —a? og udnytter
undervejs binomialformlen:

b
(b?>+a)’ —a® E(l)b2ab_1 =b3a’! (mod b?).

Da a og b ikke har nogen fzlles primfaktorer og b > 1, er a?~! ikke delelig
med b. Dette viser at (b?+a)? —aP er delelig med b*, men ikke med b*, dvs.
atn=3.

Opgave 2.8.1. p(3)=2, p(4)=2, ¢(5)=4, ¢(6)=2, $(7) =6, H(8) =4, p(9) =6,
¢(10) =4, ¢p(11) = 10, ¢(12) =4, ¢p(13) = 12, ¢(14) =6, ¢(15) = 8, ¢(16) = 8,
$(17)=16, $(18)=6, Pp(19) = 18.

Opgave 2.8.2. a) Samtlige primiske restklasser modulo 15 er repreesenteret
ved 1,2,4,7,8,11,13, 14. Deres multiplikative inverse ses af folgende: 1-1 =1
(mod 15),2-8 =1 (mod 15), 4-4 =1 (mod 15), 7-13=1 (mod 15), 11-11 = 1
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(mod15),14-14=1(mod 15).b) 7x+19=36 = 7x =2 x=13-2=11
(mod 15). Lesningen er altsa restklassen 11 modulo 15.

Opgave 2.8.3. Det folger af seetning 2.5.3
Opgave 2.8.4. Det folger af seetning 2.8.3 0g 2.8.7.

Opgave 2.8.5. Ifolge setning 2.8.8 er ¢(120) = ¢(23-3-5)=22.2.4 =32 og
$(98)=(2-7%)=7-6=42.
Opgave 2.8.6. Lad n=p," p,*---p,", og antag at ¢(n)=8. Da er

a—1_a,—1

8=p" " p2 o ph g —(p—1)(pr 1.

Da p; —1 skal ga op i 8, ma primdivisorerne i n vaere blandt primtallene 2, 3
og 5. Dermed kan man nemt tjekke at de eneste muligheder er n = 2* = 16,
n=2%.3=24,22.5=20,n=3-5=150gn=2-3-5=30.

Lad nu m=p,"' p,?---p;", og antag at ¢(m)=14. Da er

a1—1__a,—1 .

14=p"" p2 - pa (g —D(p— 1) (p, —1).

Da p;—1 skal gd op i 14, ma primdivisorerne i m veaere blandt primtallene 2 og
3. Nar m ikke har andre primdivisorer end 2 og/eller 3, er 7 ikke en divisor i
¢(m), hvilket er en modstrid. Derfor findes ingen m sa ¢(m) = 14.

Opgave 2.8.7. Lad primfaktoroplosningen af n vaere n = p,"' -+ py,". Ifolge

seetning 2.8.8 er

P(n)=o(py "' p, P )
=p " (=) pat N (P —1)
= (e (o )P e = D p (1)

=n*"¢(n).

Opgave 2.8.8. Lad primfaktoroplgsningen af n veere pla ! pza 2...py". Vihar tid-
ligere set at summen af samtlige positive divisoreri n er

L+ p+pf 4+ pA+ o+ Py + -+ ) (A4 P+ pf -+ p)
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Desuden ved vi fra setning 2.8.7 at ¢(ab) = ¢(a)- ¢(b) for to indbyrdes pri-
miske hele tal a og b, og derfor ma

D ¢(d)

dln

ﬁ(l +p(p)+ P+ + p(p{))
i=1

i

Il
—

(1+(pi_1)+(pi_1)l9i +...+(pi_1)piai—1)

pi—1
Pi—l)

(1+(mi-1)

A

Il
_

a;

p, =n.

A

Il
_

Opgave 2.9.1. Hvis 7 er et primtal, geelder ifglge Wilsons satning at
(n—1)!=-1 (mod n),

dvs.atn garopi(n—1)+1.

Hvis n > 1 ikke er et primtal, findes et primtal p som gér op i n, hvor p < n.
Da p garopi(n—1), kan p og dermed heller ikke n gé op i (n—1)!+ 1. Altsa
er betingelsen kun opfyldt nar » er et primtal eller n = 1.

Opgave 2.9.2. Vi viser indirekte at svaret er nej. Antag at mengden
S={n,n+1,...,n+9}

kan deles i to disjunkte meaengder S; og S, s& produkterne 7; og 7, af hen-
holdsvis elementernei S; og S, er ens. Blandt ti p&4 hinanden folgende tal kan
hojst et veere deleligt med 11, men hvis et af tallene var deleligt med 11, ville
de to produkter ikke veare ens. Tallene i S repraesenterer saledes restklasserne
1,2,...,10 modulo 11. Ifplge Wilsons sztning geelder nu at

ﬂf =mm, =(11—1)'=—1 (mod 11).

Ved at tjekke kvadratet pa alle resterne modulo 11 ses at —1 ikke er kvadratisk
rest modulo 11, hvilket viser at det ikke er muligt. (Senere skal vi se at —1 ikke
er kvadratisk rest modulo nogen primtal pa formen 47 + 3).
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Opgave 2.9.3. Antag at p er et primtal pd formen p = 4n + 1. Ifolge Wilsons
seetning geelder

—1=(p—-1'=1-2--2n-2n+1)---(p—2)-(p—1)
=1-2---2n-(—2n)---(—2)-(-1)
=(=1"(2n))* =((2n))* (mod p).

Dvs. at ((2n)!)> =—1 (mod p), og altsa at —1 er kvadratisk rest modulo p.

Opgave 2.10.1. Hvis a ikke er primiskmed p, era =0 (mod p),ogdaera=0=
aP. Hvis a er primisk med p, siger Fermats lille seetning at a”~! =1 (mod p),
og dermed er a” = a (mod p).

Opgave 2.10.2. Bemerk forst at 2730 =2-3-5-7-13, og at p = 2,3,5,7,13
opfylder at p —1| 12. Ifplge Fermats lille seetning ved vi at
a’"'=1 (mod p)

hvis a er primisk med p. I dette tilfaelde vil yderligere a'® = a (mod p) da vi
ved at p—1|12. Hvis a ikke er primisk med p, vil a'®* =0 = a (mod p). Samlet
er a'® —a delelig med primtallene 2,3,5,7, 13 og dermed ogsé med 2730 som
er produktet af dem.

Opgave 2.10.3. Ifolge satning 2.8.3 er ¢(32) = ¢(2°%) =2% = 16. Da 17 er primisk
med 32, geelder ifolge Eulers seetning at 17'6 =1 (mod 32). Altsa er

171601 — 17.(1716)10 = 17.1190 =17 (mod 32).

Opgave 2.10.4. Antag uden tab af generalitetata > b.Daa = b (mod ¢(n)), er
a = q-¢(n)+b for et ikke-negativt heltal . Ifolge Eulers saetning er m?(" =1
(mod n), og dermed

m®=md P — (94 b =19. P = P (mod n).

Opgave 2.10.5. Bemeerk forst at x; + x, + - + x;. = 1492 = 1 (mod 7). Ifelge
korollar 2.10.3 er x” = x (mod 7) for alle hele tal x. Dermed er

x17+x27+~-+x,zEx1+x2+~-+xkEl (mod 7).



Altsa findes der ikke hele tal med sum 1492 s x| + x; +--- + x,Z = 70707, da
70707 =0 (mod 7).

Opgave 2.10.6. Da ¢(100) = ¢(22)- ¢(5%) = 40, og 3, 97 og 13 alle er primiske
med 100, kan vi reducere eksponenterne modulo 40.
3214, 7828 13521 — 314 (3128 13
=31.(-1)8.328.13
=(-1)%.3%.13
=3%2.13=17 (mod 100).

De to sidste cifre i 3214 -97828.1352! er derfor 17.

Opgave 2.10.7. Da ¢(10)=4 og gcd(10, 7) = 1, ensker vi at udregne eksponen-
ten modulo 4. Vi ved at 7* =(—1)* (mod 4) har rest 3 modulo 4 nér x er ulige,
dvs. at

7
77 =73=3 (mod 10).
~——
1000

Dermed er sidste ciffer 3.

Opgave 2.10.8. Da ¢(1000) = ¢(23)- ¢ (5%) = 22-52-4 = 400 og gcd(4007,1000) =
1, bestemmer vi forst 40034%°! (mod 400) sa vi kan udnytte Eulers satning
til at reducere eksponenten i 40074°%™" (mod 1000). Da gcd(4003,400) = 1,
¢(400) =160 0g 4001 =1 (mod 160), folger det af Eulers satning at

4003*' =3 (mod 400).
Ved at benytte Eulers seetning igen far vi

40074093 =73 =343 (mod 1000).

34001

De tre sidste cifre i 40074°93™"" er altsa 343.

22001

Opgave 2.10.9. For at bestemme de sidste tre cifre i N = 20032°°2™" gnsker
vi at udregne N modulo 1000, dvs. at vi er interesserede i at udregne ekspo-
nenten 20022%°! (mod ¢(1000)) da gcd(2003,1000) = 1. Lad r vere resten af

181

20022%°1 modulo ¢(100) = 400, dvs. at 0 < r < 400 og r = 20022001 = 22001
(mod 400). Problemet er nu at gcd(2,400) = 2, dvs. de er ikke indbyrdes primi-
ske, og vi udregner derfor i forste omgang r modulo 2* og modulo 52 hver for
sig. Da ¢(5%) =20, er

r=2*"=2 (mod5%) ogr=2*"=0 (mod2*).

Altsé er r = k-2* hvor 0 < k < 5% 0g 2*k =2 (mod 2°). Den inverse til 2 modulo
25 er 13, og derfor er

k=2-13*=13=22 (mod5?).

Derfor ma k = 22, og dermed r = 2% -22. Altsa er 20022001 = 24.22 = 352
(mod 400). Vi er nu klar til at udregne N modulo 1000.

N = 32002°%" _ 3352 _ 176 _ (10—1)'76

176\, (176
= . 10° — ; 10+1=241 (mod 1000).

De tre sidste cifre i N er dermed 241.

Opgave 2.10.10. Lad m vere et positivt heltal som hverken har 2 eller 5 som
primfaktor. Da det om lidt viser sig at der er nogle sarlige problemer omkring
primfaktoren 3, saetter vi m’ = 32m. Lad yderligere g € N. Fordi gcd(m’,10) =
1, ved vi fra Eulers sztning at

1099070 = (102" =1 (mod m").
Dermed géar m’ op i

107200 _1=32.1111111...111.
| —
q-p(m”)

Dam’=32m,garmopi
ng=1111111...111
—_——

q-¢(m’)
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foralle g € N. Der findes altsd uendeligt mange tal n, med den enskede egen-
skab.

Opgave 2.10.11. Hvis p ikke er et primtal, er vi feerdige. Antag derfor at p er et
primtal. Vi skal nu vise at g ikke er et primtal for at vise at mindst et af tallene
p og q ikke er primtal.

Afp=n+k"fasn=p—k" ogk™ —1=p—n—1, ogsamlet at

g=nk* 1+1=(p—k"kP " +1.
Fordi k er primisk med p, ved vi ifelge Fermats lille seetning at
g=p—kMkP"" ' +1=—kP'+1=—1+1=0 (mod p).
Da k,n > 2, kan man nemt vise ved induktion efter n at k" —1 > n. Altsa er

qg=nk*"'+1>n+k"" 1> n+ k"= p. Heraf folger at g ikke er et primtal.

Opgave 2.11.1. Da 2! = 2,22 = 4,23 = 8,2* = 7,25 = 5,26 = 1 (mod 9) er
ordg(2) =6.

Da 3! =3,32=1 (mod 8) er ordg(3) = 2.

Da7'=7,72=9,7=3,7* =1 (mod 10), er ord;((7) = 4.

Opgave 2.11.2. Lad m = ord, (a). Et positivt helt tal k kan skrives som g-m+r,
hvor 0 < r < m. Dermed er

af=a?™7" =(@™)9-a"=a” (mod n).

Bemerk at a” =1 (mod n) hvis og kun hvis r =0, da 0 < r < m, og m er det
mindste positive hele tal s& ™ = 1 (mod n). Altsd er a* = 1 (mod n) hvis og
kun hvis r =0, dvs. hvis og kun hvis ordenen m er divisori k.

Ifolge Eulers setning er a?") =1 (mod n), og dermed er ordenen m divisor i

¢(n).

Opgave 2.11.3. Hvis a” = 1 (mod 1) og a* =1 (mod n), sa ved vi fra setning
2.11.1 at ord,,(a) gar op i bdde m og k og dermed i gcd(m, k), Altsa er

a®dmk =1 (mod n).
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Opgave 2.11.4. Da g garop i 2P —1, er 2” = 1 (mod q). Ifelge szetning 2.11.1
er ord,(2) divisor i p, og da p er et primtal, md ord,(2) = p. Af Fermats lille
seetning folger at 297! =1 (mod q), og dermed at p gdropig—1.Dag—1er
lige, md g —1 =2pk for et positivt heltal k, dvs. at g =2pk + 1.

Opgave 2.11.5. Lad p vere en ulige primfaktori a®" +1.Da p > 2, er
n n n\2
a* =—1#1 (mod p) og a* = (az ) =1 (mod p).

Dette viser at ordenen d af a modulo p er divisor i 2", men ikke i 2", og
dermed at d =21, Altsd ma 2" gdopigp(p)=p—1.

Opgave 2.11.6. Antag at der findes et helt tal n storre end 1 sa 2" —1 er delelig
med 7, og lad p veere den mindste primfaktor i 7. Bemeerk at p er ulige da
p ogsé er divisor i 2" — 1. Lad desuden d = ord,(2). Nu ved vi at d > 1 og
yderligere at d er divisori ¢(p) = p—1 og dermed mindre end p. Menda 2" =1
(mod p), gér d ogsa op i n i modstrid med at p var den mindste primfaktor i
n.

Opgave 2.11.7. Lad d vere ordenen af g modulo p. Fordip | g" +1 og p > 2,
ma

g"=—1#1 (mod p)ogg*" =(—1)*=1 (mod p).

Dette viser at d er divisor i 2r, men ikke i r, og da r er et primtal, ma d =2
ellerd =2r.

Hvis d = 2r,davil 2r gdopi ¢(p)=p—1. Hvisd =2, er g*> = 1 (mod p),
dvs. at p girop i g>—1. Altsa gaelder enten at 2r | p—1ellerat p | g*>—1.

Opgave 2.11.8. Bemeerk forst at hverken 2 eller 5 gar op i (5P —27)(59 —24).
Dermed er p og g forskellige fra 2 og 5. Ifolge Fermats lille seetning er 57 =5
(mod p), og 2P =2 (mod p). Altsé er 5 —2P =5—2 = 3 (mod p). Tilsvarende
er 59 —29 = 3 (mod g). Dermed har vi at hvis p | 5 —2”, er p = 3, og hvis
q |59—219, er g =3. En mulig lesning er p =3, og g = 3.

Antagnu at p =3, mens g #3. Davil g |5°—23=125—8=117=32-13, dvs.
q = 13. Tilsvarende far vi hvis g =3 og p #3, at p = 13.

Antag til slut at hverken p eller g er 3. Dama p | 57 —29 og q | 5P — 2. An-
tag uden tab af generalitet at p > g s& gcd(p, g —1) = 1. Da 5” =27 (mod q),



er (5-271” = 1 (mod g). Dermed er ordenen af 5-2~! modulo g divisor i
gcd(p, g —1)=1, dvs. ordenen er 1. Men dette betyder at 5-27! = 1 (mod q),
ogdermed 5=5-2"1-2 =2 (mod g), hvilket betyder at g = 3 i modstrid med
antagelsen. Altsé er der ingen lesninger i dette tilfeelde.

Samtlige lesninger (p, q) er (3, 3), (3,13), (13, 3).

Opgave 2.11.9. Lad f, = 22" +1, og antag at f,, gar op i 3/»1/24+1=32""41.
Daer3% ' =—1 (mod k), mens

32" = (322”71 )2 =(-1*=1 (mod f,).

Alts er ord , (3) divisor i 22", men ikke i 22"~!. Dette viser at ordy, (3) = 22" =
fn— 1. Vi ved desuden ifolge Eulers satning at ordy, (3) = f,, — 1 skal gé op i
¢(fy), og dermed specielt at ord, (3) < ¢(f,). Men hvis f, ikke er et primtal,
saer ¢(f,) < f,—1. Altsd ma f,, veere et primtal.

Opgave 2.11.10. Ved at indseette ses at de eneste losninger for x =1 er (1, p),
hvor p er et primtal, og at eneste lgsning for x =2 eller p <3 er (2,2).
Antagnuat x, p >3, ogat x”~! gdropi(p—1)*+1.Da p erulige, er (p—1)*+1
ulige, og dermed er x ogsd ulige. Lad g veere den mindste primfaktor i x. Da
er g ogsa ulige, og gcd(x,qg—1)=1.
Daggéropi(p—1)*+1, ma

(p—1*=—-1 (modgq) og (p—1**=1 (mod q).

Lad d = ord,;(p—1). Ovenstdende viserat d > 1, ogatd garopigcd(2x,q—1)=
2,0galtsd d =2. Nu er

p—1#1 (modgq) og (p—1°=1 (mod q).

Da g er et primtal, viser dette ifplge setning 2.5.3 at p —1 = —1 (mod g), og
altsiat p =¢qg.Vived nu at p | x, x er ulige og x < 2p. Dermed er x = p, nar
x,p=3.

Ifolge antagelsen gér xP~! op i (p —1)* + 1, og derfor ma

pP |(p—1)"+1=p2-(p”‘2—(’f)p”‘3+---—( p2)+1).
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Parentesen pd hojresiden er ikke delelig med p da alle led pa ner det sidste
er delelige med p, og derfor ma p?~! | p? og dermed p < 3. Det er nemt at
tjekke at (3, 3) er en losning.

Samtlige lesninger er derfor (1, p), (2,2) 0g (3, 3), hvor p er et vilkarligt prim-
tal.

Opgave 2.12.1. Folgen er selvfplgelig ikke periodisk, men regner vi modulo 4,
er fplgen periodisk fra et vist trin. Her farvi 1,1,2,3,3,2,3,3,2,3,3,..., dvs. at
folgen er periodisk fra n = 3 med perioden 2, 3, 3. Da 2 og 3 ikke er kvadratiske
rester modulo 4, er a,, ikke et kvadrattal for noget n > 2.

Opgave 2.12.2. Lad k veere et fast helt tal, oglad a,, betegne resten ved division
af F, med k. Da der kun er k? par af restklasser modulo k, ma der findes to
ens par (a;,a;41) 0g (aj,aj41), 0 < i < j. Det er klart ud fra definitionen af
Fibonaccitallene at folgen ay, a;, a,, ... dermed er periodisk fra et vist trin. Da
a,_; kan bestemmes ud fra a,, og a,,; (a,_; = a,.1 —a, (mod k)), er folgen
desuden periodisk fra starten. Lad m veere leengden af perioden. Da har ay =0
og a,, samme rest modulo k, dvs. at F,, er delelig med k.

Opgave 2.12.3. Bemerk forst at hvis a,, er et kvadrattal, har a,, rest 0 eller 1
modulo 4.

Hvis ag har rest 2 eller 3 modulo 4, da har alle de resterende elementer i fgl-
gen skiftevis rest 2 og rest 3, og folgen indeholder derfor ingen kvadrattal. Hvis
ag har rest 0 modulo 4, da har alle de resterende elementer i folgen skiftevis
rest 2 og rest 3, og folgen kan derfor hejst have ay som kvadrattal. Hvis ay har
rest 1 modulo 4, da har a, rest 0, og derefter har alle de resterende elementer
rest 2 eller rest 3. Dette viser at det hojst er de to forste led i folgen der kan
veere kvadrattal.

Antag at folgen indeholder to kvadrattal a, og a,. Da er ay = s2, hvor s er
ulige, og a; = s'°+487=r%.Lad r = s°+r.Daer r? =(s°+r)? =s1942s5r +r2,
og dermed 2s°r + r? = 487. Hvis s = 1, er r(2 + r) = 487 hvilket er umuligt.
Hvis s =3, er 4867+ r? = 487, og dermed r = 1. Hvis s > 3, har ligningen ingen
lgsninger. Dermed er m = ay =9 den veerdi af m for hvilken folgen indeholder
flest kvadrattal.

Opgave 2.12.4.Lad A, ={a;, ay,...,a,}. Maengden A,, bestar af n forskellige
tal da de har forskellige rester modulo n. Bemerk desuden at hvis a;,a; € A,
damd k =|a;—a;|<n,forellersvil a;,a; € Ay og a; = a; (mod k).
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Vi har nu at forskellen mellem det storste og det mindste tal i A,, er min-
dre end n, og derfor md A,, indeholde n pa hinanden folgende tal. Da folgen
indeholder uendeligt mange béde positive og negative tal, md alle hele tal fo-
rekomme mindst en gang. Samlet giver dette at alle heltal netop optreeder en
gang i folgen.

Et eksempel pa en mulig folge: 0,—1,1,-2,2,....

Opgave 2.12.5. Vi betragter i stedet folgen y,, =2x, —1. Daer
Yn=22Xp 1 Xp o= Xp1—Xpo+1)—1=4X, 1X, 2—2X,_1—2X,5+1
=(2xp1—12xp2—1)=Yp1Yp2ndrn>1.
Bemerk at y; =3, J» =3, 0€ 13 = 1 J» = 3°),. Ved induktion ses let at y3,, =
325y, hvor s og t er positive heltal. Dermed er ys,, et kvadrattal for alle n > 1

preaecis ndr y; er et kvadrattal. Da y, = 2a — 1, f&s det onskede resultat netop
Y
nar a = M, m=1,2,3,....

Opgave 2.12.6. Vi betragter i stedet folgen y,, = x, — 1. Daer
Yn=%n—1=2(yp 1+ 1)—4yp2+1)+3—-1=2y, 1 —4y, >
for alle n > 2. Dette kan vi anvende endnu engang og fa

Yn= 2(2yn—2 _4yn—3) —4Yp 2 =—8y, 3.

Nu kan vi finde x59;; —1:

S =1L = T == === =270,
Altsa er k =2011.

Opgave 2.12.7. Antag at folgen er periodisk fra et vist trin. Betragt det stor-
ste hele tal m sd 2™ gér op i alle elementer i folgen. Seet by = 7. Folgen
by, b, ... opfylder samme rekursionsformel som a;, a,,... da 2015 er ulige,
og vi ved at folgen indeholder mindst ét ulige tal. Betragt nu felgen by, b, ...
modulo 2. Da 2015 er ulige, ma by,; = by + by_; (mod 2). Da vi yderligere
ved at der findes mindst ét ulige element i fplgen, m& den modulo 2 vare
...,1,1,0,1,1,0,1,1,0,.... Dette viser at periodeleengden for b, b,, ... modulo
2 er 3, og dermed at periodeleengden for a;, a,, ... er delelig med 3.
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Opgave 2.12.8. Bemerk forst at

A2000 = 201000 = 2° G500 > 2° G50 > 2" 15
>2%ay5>2%5>27a, > 2" =128.
Betragt folgen a; =1 og a,, = 2917%*-+% for n = p/" p,*--- p*. Denne folge
opfylder den onskede betingelse, og da 2000 = 2* - 53, er a,(yo = 128. Dermed
er 128 den mindst mulige vaerdi af a,g.

Opgave 2.13.1. Samtlige losninger er x =63+ k - 114, k € Z.

Opgave 2.13.2. Forst veelger vi n forskellige primtal p;, ps, ..., p,. lfolge den
kinesiske restklassesztning har folgende kongruenssystem en lgsning:

x+1 = 0 (mod pll)
x+2 = 0 (mod pzz)
x+n = 0 (modp)).

Hvis x er en lgsning, daer x +1,x+2,...,x +n n pd hinanden folgende hele
tal sa tal nummer i er delelig med en i’te potens af et helt tal storre end 1.

Opgave 2.13.3. Veelg nm forskellige primtal piy,..., Pip,Po1---» Pomsr - Pum-
Set q; = pj1pj2---Pjm for j =1,2,...n. Daer q,,q,...,q, indbyrdes primi-
ske. Den kinesiske restklasseseetning giver da at der findes et positivt heltal x
som er lgsning til kongruenssystemet

x+1=0 (modgq;), x+2=0 (modg,), ..., x+n=0 (modgq,).

De n pd hinanden folgende tal x+1, x+2,..., x+n er nu delelige med mindst
m forskellige primtal hver.

Opgave 2.13.4. Vi viser at folgen eksisterer ved at vise hvordan man konstru-
erer det naeste element ud fra de foregdende. Veelg farst a; fuldsteendigt frit.

Antag nu at a;, a, ..., a,, opfylder at summen af vilkarlige n pa hinanden
folgende elementer er delelig med n? for alle n < m. Vi ensker at konstruere
Ay, S Ay +ay+ ...+ a,, + a,,, er delelig med n?, dvs. s&

A1 =—(Apepiz+...+ay) (mod n?) t



forallen<m+1.

Lad py, ..., pr veere samtlige primtal mindre end eller lig med m + 1, og lad
a; veere det storste hele tal sd pl.a" < m+1.Lad yderligere a,,,, veere en lgsning
til folgende kongruenssystem:

— 2a
x = _(“m—p{’1+2+~-+am) (mod p; ™)
x = —(a,__ a4, +...+a,) (mod 20”“)

= m_pkk+2 m Py )

Vi gnsker nu at vise at a,,,; opfylder f for alle n < m + 1 da det giver det on-
skede.

Forst viser vi at a,,,; opfylder t for alle n = pl.ﬁi, i=12,...,k og B; =
1,...,a;—1.Vived at summen af

am_plfli+2, e Ay

er delelig med pl.2 * og dermed ogsa med pl.2 Pi_ Hvis vi grupperer elementer-
neip; P grupper med pl.ﬂ * pa hinanden folgende elementer i hver, ved vi

om samtlige grupper pa naer den sidste, at summen af elementerne i gruppen
er delelig med pl.2 bi pga. konstruktionen af a,, a,, . .., a,,.- Men da summen af

. . . 28 o

samtlige elementer i alle grupperne er delelig med p;™, ma summen af ele-
menterne i den sidste gruppe ogsa vaere det. Vi har hermed vist at T er opfyldet
forallen = piﬁ", i=12,...,kogp;=1,...,a;—1. Per konstruktion af a,,, ; ved
vi desuden at T er opfyldet for alle n = pl.a", i=1,2,...,k.

Nu ensker vi at vise at T er sand for alle n < m + 1. Da n er et produkt at
primtalspotenser piﬁ", i=1,2,...,kogfB;=1,...,a;, er det nok at vise at hvis 1
er sand for n = n; og n =n, med nyn, < m+1 og ged(n;, ny,)=1, daer ¥ ogsa
sand for n = n; n,. Antag at t er sand for n = n; og n = n, med nyny, < m+1og
gcd(n,, ny) = 1. Da summen af n; pa hinanden folgende elementer er delelig
med n?, ma summen af n = ny n, pé hinanden folgende elementer ogsa vere
delelig med n?. Tilsvarende geelder for n,. Da ged(ny, np) = 1 geelder altsé at
summen af 1, n, pa hinanden folgende elementer er delelig med n? = nn2
hvilket netop var hvad vi skulle vise.

Opgave 2.14.1. Af ligningen ses at 2bc +ac = ba.Da a er ulige, ma a | bc,
b|ac ogc|ab.Dermed findes positive heltal u, v og w,sdau=bc,bv=ac
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ogcw=ab.Afdettefairviab-ac =cw-bv, dvs. a’> = vw. Tilsvarende for b
og ¢, sa vi samlet har

2

a’=vw, b’=uw, c*=uv. t

Vi vil nu vise at gcd(u, v) = gcd(u, w) = 1. Lad p veere en primfaktori u. Af t
sesnu at p ogsa er primfaktori b og ¢, og dermed ikkeia da a, b og c ikke har
nogen felles divisorer. Da a® = vw, gér p heller ikke op i v og w. P4 denne
made ses at gcd(u, v) =ged(u, w)=1.

Vi har nu at ¢ = uv og gcd(u, v) = 1. Dermed mé u og v veere kvadrattal.
Tilsvarende ses at w er et kvadrattal. Da abc = uvw, ma abc vaere et kva-
drattal.

Opgave 2.14.2. Seet d = gcd(x, y), x =d-x; og y = d-y,. Ved at gange igennem
med x2- y2-1997 og dividere med d? fas

1997-13- 37 +1997-1999- x> = x7 - y7 - d* - z.

Dette viser at x? | 1997-13 og 32 | 1997-1999, og da 13, 1997 0og 1999 er primtal,
ma x; =y =1.Nuer

z-d*=1997-(13+1999)=1997-2012 =2%.503 - 1997.

Dette giver mulighederne d = 1 og d = 2, og altsé lgsningerne (x, y,z) =
(1,1,22-503-1997) og (x, ¥, 2) =(2,2,503 - 1997).
Opgave 2.14.3. Ved omrokering far vi

=4y’ +4y-3=02y+172—4=Q2y—1)2y +3).

Dagcd(2y —1,2y +3)=gcd(2y —1,4) =1, er bdde 2y — 1 og 2y + 3 kubiktal,
men der findes ikke to kubiktal hvis forskel er 4. Dermed har ligningen ingen
heltallige l@sninger.

Opgave 2.14.4. Hvis m" + 1 er et kvadrattal, findes et positivt heltal x sa
mt=x*—1=(x—1)(x+1).

Da m er ulige, er x lige, dvs. at gcd(x —1, x +1) = 1. Dermed findes to positive
heltal a og b séledesat x—1=a" ogx+1=5b".Mendaer2=(x+1)—(x—1)=
b"™ —a”, hvilket giver at n = 1.
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Tallet m" + 1 er dermed et kvadrattal, nr n =1 og m = (2k +1)>—1 for alle

k eN.
Opgave 2.14.5. Antag at der findes en lesning, og seet w = x +1. Da er

y'=(w-Nw(w+1)=ww?*—1).

Da ged(w, w? — 1) = 1, findes positive heltal a og b séledes at w = a” og
w?—1=b".Dermed er 1 = w? —(w?—1)=(a?)" — b", hvilket er en modstrid
dan>1.

Opgave 2.14.6. Ved at tjekke n = 1,2, 3,4, 5 indses at blandt disse opfylder kun
n =5 det enskede. Vi viser indirekte at der ikke er flere n der opfylder betin-
gelsen.

Antag at n>6, ogat m>=n2""1+1.Daer

(m+1)(m—1)=n2""1,

dvs.at2" 2| m+1eller 2”2 | m—1. Dermed er m >2"2—1, og

m?>(2"2%-1)?= —2 =212 D)+ 1>n2" T +1=m

da2"3—1> n nar n > 6. Men dette er en modstrid.

Opgave 2.14.7. Det er indlysende at der ikke er nogle lesninger for x < 0, og
for x =0 er der to lesninger (0, 2) og (0, —2).
Antag at x > 0. Hvis (x, y) er en lgsning, da er ogsa (x,—y) en lgsning, og
derfor kan vi antage at ogsa y > 0. Vi omskriver nu ligningen til
2" (1+2" ) =(y -1y +1),

hvilket viser et y er ulige. Da netop en af faktorerne y —1 og y + 1 er delelig
med 4, fir vi at x > 2, samt at en af faktorerne er delelig med 2*~!.
Set nu

y =2"""m+ ¢, hvor m er ulige og positiv, og € = 1.
Nér vi indseetter dette i ligningen, far vi

2°Q+2" =02 Tm+e)?—1=2"2m? + 2% me,
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eller &kvivalent

2)6—2

142 = m? + me.

Derfor er

1—em =2""2(m?-38).

Hvis € = 1, m& m? —8 <0, hvilket giver m = 1. Dermed er
1-1=2""%(1-8)
hvilket er umuligt.
Hvis e=—1, ma

1+ m=2""%(m?—8)>2(m?-8),

dvs. at 2m? —m — 17 < 0. Dette giver at m = 1 eller m = 3. Det er igen nemt
at se at m = 1 ikke er en lgsning. Hvis m = 3, far vi at x =4, dvs. at y =23, og
disse veerdier opfylder den oprindelige ligning.

Dermed er samtlige losninger (0, 2), (0,—2), (4,23) og (4,—23).

Opgave 2.14.8. Set m=dn+r,0<r < n, for et ikke-negativt heltal d. Da er
2M 41 =29 L1 =227 +1=192"+1=2"+1 (mod2"—1).
Da n > r, er der ingen positive heltal m, n > 2 som opfylder betingelserne.

Opgave 2.14.9. Antag modsat at det ikke er sandt, og lad s’ og ¢’ vaere de to
positive heltal med den mindste sum for hvilke det ikke er sandt. Bemaerk at
bade s’ og t’ ma vaere storre end 1, og at s’ # t’. Antag uden tab af generalitet
ats’>1t".Nuer

s'—1 =1l
1ged( 2 D 1))

’1 t'—1 t'—
=getl D =0 Z

s’—t/—l t’'—1

gea(| 3 (et S ),

i=0

1) x')



Dermed er t’ og s’ —t’ endnu et par af indbyrdes primiske positive heltal for
hvilke det ikke er sandt, nu med sum s’ i modstrid med minimaliteten af s+ ¢’.
Dette viser lemmaet.

Opgave 2.14.10. Forst viser vi forste del af seetningen:
a?+1 hvis bade n’ og m’ er ulige,

ged(a™+1,a" +1)=4 2 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er ulige,
1 hvis enten n’ eller m’ er lige, og a er lige.

Antag at bade n’ og m’ er ulige. Da er

a"+1=(a+1)(@!)" " =@ P +—a +1),

a"+1=(a® +1)(a®)" " — (a2 +-—a +1).
Ifplge lemma 2.14.2 ved vi nu at

Cd((a”l)”/+ 1 (a®)™ + 1)

ad+1 ' ad+1

=1,

ogaltsd at gcd(a” +1,a™ +1)=a® +1.
Antag nu at enten n’ eller m’ er lige, og lad det uden tab af generalitet veere
m’. Da
"=—1 (mod gcd(a” +1,a™ +1)) og
"=—1 (mod gcd(a” +1,a™ +1)),

er

’ ’

a®m =((a®)"y" =(=1)™ =1 (mod ged(a” +1,a™ +1)),
m = (@)™ =(=1)" =—1 (mod gcd(a +1,a™ +1)).

adn m

Dermed er gcd(a”+1,a™ +1)ligmed 1 eller 2, og det er nemt at se at gcd(a” +
1,a™+1)=1nér a er lige, og gcd(a” +1,a™ + 1)=2 nar a er ulige.

Nu viser vi det vi mangler af anden del af seetningen, nemlig at

ged(a™—1,a" +1)=a® +1 hvis m’ er lige.
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Antag at m’ er lige, og saet m’ = 2%y, hvor u er ulige. Da er

a™—1=(a%? -1

= (@ = 1) @™ + 1)@ P + 1) (a® P +1)---(@®)*""

+1)

ifolge saetning 2.7.1. Vi ved fra forste del af seetning 2.14.1 at nér j > 1 er
ged(a? +1,a%"? +1) ligmed 1 eller 2 afhaengig af om a er lige eller ulige, og
desuden at ged(a?” +1,a%* +1)=a® +1 da ged(n’, u) = 1 og bade n’ og u er
ulige. Den del af szetningen vi allerede har vist, giver at gcd(a%" +1,a%%—1) =
gcd((ad)”/ +1,(a?)*—1) er 1 eller 2 afheengig af om a er lige eller ulige. Da

a"+1=(a’+1)(a))" ' —(a))" P+ +1),
hvor sidste faktor er ulige uanset pariteten af a, kan vi samlet konkludere at
ged(@a™—1,a"+1)=a%+1.

Opgave 2.14.11. Det folger af seetning 2.14.1 at
ged(fy, fin) =ged(2®” +1,22" +1)=1

nar n # m.

Opgave 2.14.12. Det folger af seetning 2.14.1 at

gcd(f,, 2" —2) = ged(2?" +1,22" 1 —2) = ged(2?" +1,22° —1)=22"+1=f,.

Opgave 2.15.1. S&t v,(a) = k og v,(b) = m, og antag uden tab af generalitet
at k > m. Dermed er a = p*u og b = p™v, hvor u og v er hele tal som er
primiske med p. Da u og v er primiske med p, ved vi ogsa at gcd(u, v) og
lem(u, v) er primiske med p.
1) Daab=pmuy, er vp(ab)=k+m=vy(a)+ v,(b).
2) Da

ged(a, b)=ged(p*u, p™v)=p™-ged(u, v)
fordi k > m, er

Uy (gcd(a,b)): m =min(vp(a), vp(b)).
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3) Da
lem(a, b)=lem(p*u, p™v) = p* -lem(u, v)

fordi k > m, er
v, (Iem(a, b)) =k = max(vp(a), vp(b)).
4)Daa+b=p™(u+p=mv) er
vla+b)=m= min(vp(a), vp(b)).
5) Hvis vy,(a)> v,(b), dvs. k> m, er a+b = p™(u+ p*™v), hvor u+p*"v
ikke er delelig med p, og dermed er v,(a + b) = m = v,(b).

Opgave 2.15.2. Antag for modstrid at b ikke er en n’te potens af et heltal. Da
findes en primdivisor p i b sa n ikke gér op i v,(b). Dermed ved vi at v,(b) #
vy(a;) for ethvert ay, og ifelge seetning 2.15.1, 5), betyder det at

v,(b—a})=min(v,(b), v,(a)) < v,(b).

Hvis vi vaelger et k med v, (k) > v,(b), betyder det at k ikke gér op i b —a/,
hvilket er en modstrid. Dermed mé b = A” for et helt tal A.

Opgave 2.15.3. Vi skal bestemme alle n hvor v,(n!) > n — 1. Ifplge saetning
2.15.2 er det netop de n hvor

n—1<w(n!)=n—s(n),

dvs. alle n hvor 1 > s,(n). Dette er tilfeeldet netop nar n er en potens af 2, dvs.
2"l gdr op i n! netop nér n er en potens af 2.

Opgave 2.15.4. Forst viser vi 2). Lad p vere et primtal, og lad a og b veere to
hele tal som er primiske med p. Antag yderligere at p |a+ b , og at n er ulige.
Ifplge LTE (seetning 2.15.3), 1), er

vp(a”+b")=v, (a"—(=b)")= vy (a—(=b))+vy(n)=v,(a+b)+ v,(n).

Nu viser vi 3). Antag at a og b er ulige, og at n er ulige. Fra setning 2.15.1 ved
vi at

w(a"—b")=v(a—b)+wn(a" ' +a" ?b+--+b" )= wla—Db)
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daa™'+a"2b+---+b" ! erulige fordi a, b og n er ulige.

Nu viser vi 4) ved induktion efter v,(n). Antag forst at v,(n)= 1, dvs. at n =2n’,
hvor n’ er ulige. Ved at benytte LTE (seetning 2.15.3), 3), fas
v(a"—b")=v,((a®)" —(bA)" ) = vy(a*— b?)
=w(a—b)+v,(a+b)=1v,(a—b)+ wrn(a+b)+v,(n)—1.

Antagnu at4) er sand for positive hele tal » med v,(n) = N for et positivt heltal
N. Betragt n hvor v,(n)=N +1, og seet n=2N"1pn’/ Nuer

Uz(an _ bn) =1, ((aZ)ZNn/ _(bz)ZNn/)
w(a?—b%)+ wn(a’+ b2+ r2Vn)—1
wa—b)+wa+b)+1+N—1
=w(a—b)+v(a+b)+ 1n(n)—1,

da a?+ b? er delelig med 2, men ikke med 4. Hermed er induktionen fuldfort.

Opgave 2.15.5. Ved at saette a = —1 ses at n ma veere lige. Lad n = 2m for et
helt tal m. Ifolge LTE (seetning 2.15.3), 3), har vi

wa"—1)=w(a—1)+wla+1)+ v.(n)—1=v(a’—1)+ vo(m),

dvs. vi skal bestemme alle positive heltal n sd v,(a® — 1)+ v,(m) > 2017 for
alle ulige tal a. Nar a = 3, mé 1,(m) > 2014, og det er ogsd en tilstraekkelig
betingelse da v,(a*>—1) = 1,(a—1)+v,(a+1) > 3. Dermed er svaret alle positive
n med v,(n) > 2015, dvs. alle tal pa formen n =22°1%. n/, hvor n’ er et positivt
heltal.

Opgave 2.15.6. Antag at p er et primtal, p > 2025, og at v,(a + b) = 1 og
vp(a?"? + b?9%) > 1. Forst ser vi pa tilfeldet hvor a og b er primiske med
p. Ifolge ITE (seetning 2.15.3), 2), er

v,[,(a2025 + h2925) = vp(a+b)+v,(2025)=1,

hvilket er umuligt. Altsd ma p ga op i enten a eller b, og dermed i dem begge,
dvs. v,(a**?® 4+ b202%) > 2025.



Opgave 2.15.7. Tallet n ma veere ordenen af 2025 modulo 2'°°. Da
gcd(2025,2109) = 1, findes ordenen af 2025 modulo 2'°°, og den er divisor
i ¢(21900) = 2999 Altsd er n en potens af 2. Seet n = 2™. Ifolge LTE (seetning
2.15.3),4), er

1,(2025%" —1) = 1,(2025%" —12") = 1,(2025— 1) + 15(2025 + 1)+ 1,(2")— 1
= 1,(2024) + 1,(2026)+ m—1 = 1,(2%-253)+ 1 + m—1 =3+ m.

Det mindste positive heltal n sa 2!%%° gar op i 2025" —1 er altsd n =297,

Opgave 2.15.8. Det er oplagt at n = 1 er en lgsning. Antag derfor at n > 1, og
at n? garopi2" +1. Lad p veere den mindste primdivisor i n, og bemeerk at p
er ulige da p gérop i2” + 1. Vived at 2" =—1 (mod p), hvilket viser at 22" = 1
(mod p), og altsd at ord,,(2) er divisor i gcd(2n, p—1). Fordi p er mindste prim-
divisor i n, md ged(n, p —1) =1, dvs. ord,(2) < 2. Dermed er 22 =1 (mod p),
og vi kan slutte at p = 3. Seet 13(n) = k. AfLTE (seetning 2.15.3), 2), fas

2"+ 1)=2+1)+13(n)=1+k.

Da n? gérop i 2" +1, er 2k = v3(n?) < 1+ k, dvs. k = 1. Ved indsettelse ses
at n =3 er en lpsning. Seet nu n = 3n’, hvor n’ er et helt tal storre end 1 som
er primisk med 3. Lad g vaere mindste primdivisor i n’. Vi ved at g > 3, og at
237" = _1 (mod q), dvs. specielt at 82" =1 (mod q). Det betyder at ord,(8) er
divisor i gcd(2n’, g — 1), og da g er mindste primdivisor i n’, mé ord,(8) < 2.
Altsi ved viat g gdropi82—1=63,dvs. g =7.Men 2" +1=(23)" +1=2
(mod 7), hvilket er en modstrid. Dermed er n =1 og n = 3 de eneste lgsninger.

Opgave 2.15.9. I stedet for kun at vise at der findes et positivt heltal 7 med
preecis N = 2000 forskellige primdivisorer, sd n gér op i n?+1, viser vi folgende
mere generelle udsagn, som ogsa deekker N =2000: For ethvert positivt heltal
N findes et positivt ulige tal n med praecis N forskellige primdivisorer som
opfylder at n gar op i 2" + 1. Dette viser vi ved induktion efter N.

For N =1 har n = 3 den enskede egenskab. Lad nu n vere et positivt ulige
tal med preecis N forskellige primdivisorer som opfylder at n gér op i 2" + 1.
Lad yderligere p veere en fast primfaktor i 2" + 1. For ethvert positivt heltal k
gaelder ifplge LTE (seetning 2.15.3), 2), at U,,(Z””k +1) = vp(2" +1) + k, og for
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enhver primfaktor g i 2" + 1, g # p, folger det af LTE (seetning 2.15.3), 2), at
vq(Z"’”k +1)=v,(2" +1). Dermed ma L p*(2" +1)u hvor u er primisk
med 2" + 1. Hvis vi veelger k tilstreekkelig stor, m& u > 1, hvilket betyder at
27P" 41 har en primfaktor p, som ikke gér op i 2" + 1 og dermed heller ikke i
n.

Saet m = pynp*. Nuhar m i alt N + 1 forskellige ulige primfaktorer. For en-
hver primfaktor g 12" +1, dvs. specielt alle primfaktorer i n, giver LTE (sa&tning
2.15.3), 2), at

v (2" +1)=v,(2" +1)+ vq(pkpo) > vy(n)+ vq(Pkpo) = yy(m).
Og for p, giver LTE (seetning 2.15.3), 2), at
U™+ 1) = v, (2" + 1)+ 12 1= v, (m).

Dermed mé v,(2™ +1) = v,(m) for enhver primdivisor g i m, dvs. m méa gé op
i2™ + 1. Dette afslutter induktionen.

Opgave 2.16.1. Antag at a®> + b> = n, oglad n = p\p, ... p;. Daer a®> + b =0
(mod p;)forallei=1,2,...,s. Ifolge setning 2.16.1 mé p; gd op i bade a og b,
dvs. at n gar op i a og b hvilket er en modstrid.

Opgave 2.16.2. Antag at n? +3 = m3. Hvis man betragter ligningen modulo 8,
ser man ved at gennemga de mulige restklasser for 7 og m at n ma veere lige
samt at m har rest 3 modulo 4. Ifplge antagelsen er

n?+22=md+1=m+1)(m*>—m+1).

Desuden er m?—m+1=3?—3+1=3 (mod 4), dvs. at der findes en primfaktor
p i m*—m+1som har rest 3 modulo 4. Dermed er n2+22 =0 (mod p), og ifolge
seetning 2.16.1 ma p ga op i 2. Dette er en modstrid, og dermed er antagelsen
forkert.

Opgave 2.16.3. Fra korollar 2.16.2 ved vi at primtal pa formen p =4n + 3 ikke
kan skrives som sum af to kvadrattal. Vi mangler derfor blot at vise at primtal
pa formen p =4n + 1 altid kan skrives som sum af to kvadrattal.

Lad p = 4n + 1. Vi ved at der findes et helt tal z s& z? + 1 =0 (mod p). Da
ged(z, p) =1, findes ifolge Thues satning hele tal x og y, hvor 0 < x < ,/p og
0<y<,p,sa

zy=x (modp) eller zy=—x (mod p).
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Da z2+1=0 (mod p), ma (yz)*+ y?>=0 (mod p), og dermed
x>+ y%=0 (mod p).

Da0< x?+y?<2p, ma x?+y?=p.

Opgave 2.16.4. Bemaerk forst at alle kvadrattal kan skrives som sum af to kva-
drater da 0 er et kvadrattal. Hvis to tal kan skrives som sum af to kvadrattal,
da kan deres produkt ogsa ifelge opgave 2.2.6. Tallet 2, alle primtal pa formen
4m + 1 samt alle kvadrater kan skrives som sum af to kvadrater, og dermed
kan alle positive heltal, hvor primtal pa formen 47 + 3 indgér i en lige potens
i primfaktoroplesningen, ogsa skrives som sum af to kvadrater.

Antag at n = a®+ b?, og at primfaktoroplesningen for n indeholder et prim-
tal g pd formen 4n+3. Da g gar op i en sum af to kvadrater, vil g ifolge setning
2.16.1 g& op i béde a og b. Dermed vil g2 gé op i a® + b? = n. Vi reducerer nu
n,a? og b* med g ogfar a?+b? = n,. Hvis n, er delelig med g, kan vi gentage
proceduren en gang til og se at g2 vil g& op i n,. P4 denne made indses at g
indgar i primfaktoroplesningen for 7 i en lige potens.

Opgave 2.17.1. Blandt tre pa hinanden folgende ulige tal vil det ene veere de-
leligt med 3, og da de alle tre skal veere primtal, ma det ene primtal i et saet
trillingeprimtal veere 3. Dermed er der kun et set trillingeprimtal, og det er 3,
50g7.

Opgave 2.17.2. Forn =1 er (Z,f ) = 2 ikke er et kvadrattal. For n > 1 findes ifolge
Bertrands postulat et primtal p sa n < p <2n.Da

)

(211) _ 2n)(2n—1)2n—2)---(n+1)

n n!

ma p ga op netop én gang i teelleren, men ikke i naevneren. Binomialkoeffici-
enten (*") er derfor delelig med p, men ikke med p?, hvilket viser at (*/') ikke
kan veere et kvadrattal.

Opgave 2.17.3. Vi viser det ved steerk induktion efter n. Det er oplagt sandt for
n=1,2,3dal+2=3,3+4=70g5+6=11. Antag at N > 3, og at pastanden
er sand for alle n < N. Ifolge Bertrands postulat findes et primtal p, 2N < p <
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AN —2,dvs. p=2N+r,hvor 0 < r <2N —2. Desuden ma r vere ulige da p er
ulige. Dermed kan tallene 7,7 +1,...,2N parres sd parrenes sum er p:

2N+r+1 2N+r-—1
p=C2N)+(r)=CN—-1)+(r+1)=---= 2 + 2 5
Ifolge induktionsantagelsen ved vi yderligere at tallene 1,2,3, ..., r—1 kan par-
res sa parrenes sum er primtal. Dette afslutter induktionen.

Opgave 2.17.4. Primtal pa formen 4n + 3: Antag at der kun findes endeligt
mange primtal pa formen 4n + 3, og kald disse py, p», ..., p;, hvor p; = 3. Be-
tragt tallet

N =4p,psps--- pr +3.

Primtallet p; = 3 kan ikke veere divisor i N da det ikke gér op i 4p>psps -+ pr-
Primtallene p,, ps,..., p; kan heller ikke veere divisorer i N da de gar op i
4p,p3ps-- pr, men ikke i 3. Da N = 3 (mod 4), kan N ikke kun have primfak-
torer pa formen 4n + 1, og N har derfor en primfaktor pa formen g =4n + 3,
men dette er en modstrid.

Primtal pa formen 67 + 5: Bemzerk forst at alle primtal pa neer 2 og 3 er pa
formen 67 +1 eller 67 +5. Antag at der kun findes endeligt mange primtal pa
formen 67 + 5, og kald disse py, p», ..., pr, hvor p; =5. Betragt tallet

N =6p2pspy---pr +5.

Primtallet 5 kan ikke veere divisori IV, da 5 ikke gér op i 6p, p3py4 - - - p, . Primtal-
lene p», ps, . - ., p; kan heller ikke veere divisoreri N da de garopi6p,psps--- pr,
men ikke i 5. Da N =5 (mod 6), kan N ikke kun have primfaktorer pa formen
6n+1, og N har derfor en primfaktor pa formen g = 6n + 5, men dette er en
modstrid.

Primtal pa formen 2¥n+1, hvor k > 1: Antag at der kun findes endeligt mange
primtal pa formen 2% + 1, og kald disse p;, p, ..., p,. Betragt tallet

N=Cmpps--pf +1,

og lad g veere en primfaktori N. Set x =2p;p,--- p,. Da x2™ =—1 (mod q),
er x2" =1 (mod gq), og dermed md ord,(x) = 2k, Dette betyder at 2% gar op



i ¢(q) = g —1, og altsé er g pa formen 27 + 1. Dette er i modstrid med at
ingen af primtallene p;, ps, ..., p, gdrop i N. Altsé findes der uendeligt mange
primtal pa formen 2F 7 + 1.

Opgave 2.18.1. Da i = (p — i)? (mod p) og 12,22,...,(’77_1)2 er pT_l forskellige
kvadratiske rester (det sidste skyldes at a® = b? (mod p) medforer at p gér op
i(a+b)(a—Db)), er netop halvdelen af tallene 1, 2,3, ..., p—1 kvadratiske rester
modulo p. Dette giver det onskede.

Opgave 2.18.2. Hvis p =3 (mod 4), er

2”7_1(’77_1)!52-4-6---(;9—1)

p—3

=) (- )53
p—1

= (—l)pTH(T)! (mod p)

52.4.6...(

Ifelge Eulers kriterium gaelder nu at

2 p—1 p+1
—|=27 =(-1) ¢ dp).
(p) (1) (mod p)

Dermed er (%) =1nar p =7 (mod 8), og (%) =—1nar p =3 (mod 8).

Opgave 2.18.3. Antag at a er kvadratisk rest modulo b. Dafindeset x sd x> = a
(mod b), og dermed ogsa x> = a (mod pl.ai) forallei =1,2,...,n. Altsa er a
ogsa kvadratisk rest modulo piai forallei=1,2,...,n.

Antag omvendt at a er kvadratisk rest modulo piai forallei =1,2,...,n,
dvs. at der findes et x; sa xl.2 = a (mod pia") forallei =1,2,...,n. Ifolge den
kinesiske restklasseseetning findes en lgsning x til kongruenssystemet

x=x; (mod pl.ai), forallei=1,2,...n.

Dermed er x2 = x? = a (mod p;) for alle i = 1,2,...,n, og altsd x> = a

(mod b).
Opgave 2.18.4. Lad n = 2m + 1 og p en primdivisor i 2" — 1. Da er 2?"*! =

1 (mod p), og altsé 2 = ((2_1)”’)2 (mod p). Dette viser at 2 er kvadratisk rest
modulo p, og altsa at p =+£1 (mod 8) ifelge korollar 2.18.3.
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Opgave 2.18.5. Hvis p er primdivisor i x2 +2y?2, er x> +2y2 =0 (mod p). Da
vi ved at x og y er indbyrdes primiske, ma de begge vaere primiske med p,
og dermed har y en multiplikativ invers y~! modulo p. Altsd er (y ! x)?> = —2
(mod p), hvilket viser at —2 er kvadratisk rest modulo p. Ifelge korollar 2.18.2

IR

Derfor giver korollar 2.18.3 at p =1 eller p =3 modulo 8.

Opgave 2.18.6. Antag at p er et primtal, p =3 (mod 4), samt at2p+1 er divisor
iM, =2P—1.Da2P =1 (mod2p +1), og p er et primtal, er p ordenen af 2
modulo 2p+1. Ifplge Euler-Fermat er p da divisori ¢ (2p+1). Vi ved yderligere
at p(2p+1)<2p, dvs. p(2p +1) = p eller p(2p + 1) = 2p. Ifolge formlen for
Eulers phi-funktion, er ¢(n) kun et primtal hvis bade 7 og n —1 er primtal,
sd vi kan udelukke ¢(2p + 1) = p. Dermed ma ¢(2p + 1) = 2p, hvilket ifolge
formlen for Eulers phi-funktion giver at 2p + 1 er et primtal.

Antag omvendt at p er et primtal, p = 3 (mod 4) samt at g = 2p + 1 er et
primtal. Da g =7 (mod 8), kan vi ifelge Eulers kriterium og korollar 2.18.3 slut-
te at

q-1 2
272 =[—|=1 (mod g),
Lol

og altsa at primtallet g =2p + 1 garop i 2% —1=2r—1= M,,.

Opgave 2.18.7. For Sophie Germain-primtallene p = 23 og p = 83 viser kri-
teriet fra opgave 2.18.6 at 2p + 1 er divisor i M),, og dermed at M, ikke er et
primtal.

Opgave 2.18.8. Hvis p = £1 (mod 8), da er 2 kvadratisk rest modulo p ifelge
korollar 2.18.3. Dermed findes et x s& 2 = x? (mod p) og altsd 16 = 2* = x8
(mod p).

Hvis p =3 (mod 8), da er —2 kvadratisk rest modulo p ifelge korollar 2.18.3
ogkorollar 2.18.2. Dermed findes et x s4 —2 = x? (mod p) ogaltsd 16 = (—2)* =
x8 (mod p).
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Hvis p =5 (mod 8), da er p = 8n+5. Ifolge Fermats lille saetning er 2874 =1
(mod p), og dermed 16 =2* = ((2_1)")8 (mod p), hvor 27! er den multiplikati-
ve inverse til 2 modulo p.

Opgave 2.18.9. Antag at p er primfaktori f, =22" +1. Daer 22" =—1 (mod p)
0g 22" =1 (mod p). Dette viser at ordenen af 2 modulo p er divisor i 21,
men ikke i 2", dvs. ordenen er 2**!. Dermed er 2"*! divisor i p — 1, og altsa
p =1 (mod 2"™1). Specielt er p = 1 (mod 8), dvs. 2 er kvadratisk rest modulo
p. Ifplge Eulers kriterium har vi dermed at

1—(E)=2'721 (mod p)
= p = p'

Dette viser at 2", som er ordenen af 2 modulo p, gérop i pT_l, ogaltsd at 2”2
garopip—1.

Opgave 2.18.10. Antag at x og y er indbyrdes primiske, og at p er en primdi-
visori N =ax?+bxy+cy? hvor pikke gdropiabc.Da x og y er indbyrdes
primiske, gar p ikke op i nogen af dem da p gar op i begge to eller ingen af
dem fordi gcd(p,abc)=1.Sat D = b>—4ac.Daer

0=4aN =(2ax+by)*—Dy? (mod p).
Da p ikke gérop i y, har y en invers y ! modulo p. Dermed er
D=(y'(2ax+by)? (mod p),

og D er altsa kvadratisk rest modulo p.

Opgave 2.18.11. Ifglge den kvadratiske reciprocitetsseetning og korollar 2.18.2

B N
) - 22

Altsa er hverken 37 eller 143 kvadratiske rester modulo 2003.

Opgave 2.18.12. Den eneste primiske kvadratiske rest modulo 3 er 1, og de
primiske kvadratiske rester modulo 5 er 1 og 4. Ifelge den kvadratiske reci-
procitetsseetning har vi derfor at

1-1=1 hvis p=1 (mod 12)
—1:(—1)=1 hvisp=—1 (mod 12)
1-(-1)=—1 hvisp=5 (mod 12)
—1-1=-1 hvis p=—5 (mod 12)

S\ _(pP)_ 1 hvisp=+1 (mod5)
p) \5) | -1 hvisp=+2 (modS5)

Opgave 2.18.13. Antag at (x, y) opfylder ligningen. Da er 11x? =7 (mod 151),
hvilket er akvivalent med at (11x)?> = 7-11 (mod 151). Nu undersoger vi om
711 er kvadratisk rest modulo 151, som er et primtal. Ifolge den kvadratiske
reciprocitetsseetning og korollar 2.18.2 0g 2.18.3 er

70 (7 )(11)_(1s1)(1s1) _(4)(8)_, (2)(4)__,
151 ) \151)\151) \ 7 J\L1r ) \7)\1ir) ~ \ajlur)
Da 7-11 ikke er kvadratisk rest modulo 151, har vi opnaet en modstrid og der-

med vist at ligningen ikke har nogen l@sninger.

Opgave 2.18.14. Antag at a> —ab + b? = ¢?, og lad p veere en primdivisor i
c.Ifolge setning 2.18.5 er D =(—1)>—4-1-1 =—3 dermed kvadratisk rest mo-

dulo p. Altsé er
F-G))
1=[—|=|—|[=]
p P J\p

Ifolge korollar 2.18.3 og opgave 2.18.12 viser dette at p =1 (mod 6).

Opgave 2.18.15. Antag at p = 2" +1, n > 1, er et primtal. Da p er et
primtal, mé n vere lige, for hvis n er ulige, er p delelig med 3. Dermed er
p=4"+1=2 (mod 3) og altsa ikke kvadratisk rest modulo 3. Ifelge den kva-
dratiske reciprocitetssetning og Eulers kriterium er

_(PY_ (33 )25
_1_(3)_( y (P)_(P)_g b



Altsa gar p op i 3% 41

Opgave 2.18.16. Bemeerk forst at 2007 =32 - 223. Lad k veere et positivt heltal,
og antag at der findes et heltal a sa

k3+3k*a+3ka’=(k+a)P—a®>=0 (mod3?-223) ft

Hvis vi regner modulo 3, ses at k = 0 (mod 3). Seet k = 3m. Da er t ensbety-
dende med

3m@Bm?+3ma+a®)=0 (mod 3?-223)

Hvis 223 gar op i m, er ligningen sand for alle a. Antag derfor at 223 ikke gar
opim, oglad m~! veere den inverse til m modulo 223. Da er + ensbetydende
med at

3m?>+3ma+a’*=0 (mod 223)
34+3am™ +(@am™')?>=0 (mod 223)
3—220amt+(am™ ¥ =0 (mod 223)
(am™—110*—55=0 (mod 223)

Ifelge den kvadratiske reciprocitetsseetning er
55\ (5 \(11)_(223\( (223
223) \223)\223) \ 5 11
_(3)(3\__(1\__(2)_,
- )\l \3) \3)
Dermed findes altsa et helt tal x s x> =55 (mod 223). Naram ' —110= x

(mod 223), hvilket er ensbetydende med at a =(x+110)m (mod 223), er t op-
fyldt. Hvis 3 gar op i k, findes derfor et heltal a s& (k+a)®*—a® =0 (mod 2007).

Opgave 2.18.17. Antag at a er et positivt heltal som ikke er et kvadrattal, og
at a er kvadratisk rest modulo alle primtal. Lad m veaere det storste hele tal
sd m? gar op i a, og set a = m?b. Da er b kvadratfrit. Da a er kvadratisk
rest modulo alle primtal, er b pr. konstruktion ogsa kvadratisk rest modulo
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alle primtal. Antag forst at b = 2. Da er b ikke kvadratisk rest modulo p =5,
modstrid. Dermed er b > 2.

Hvis b er lige, saettes b = 2b’, og hvis b er ulige, settes b = b’. Bemaerk at
b’ ogsé er kvadratfri, og primfaktoroplesningen af b’ derfor kan skrives som

b'=pips-pn

hvor p;’erne er forskellige ulige primtal.
Lad c veere et helt tal sa (%) =—1. Vi gnsker at finde et primtal der opfylder

at
p=1 (mod8)
p=1 (modp;), i=1,...,n—1
p=c (mod py,).

Ifolge den kinesiske restklasseseetning udger samtlige lgsninger til kongru-
enssystemet netop en restklasse modulo 8b’. Da denne restklasse er primisk
med 8b’, findes ifalge Dirichlets seetning et primtal blandt reprasentanterne
for restklassen. Derfor et det muligt at veelge et primtal p der opfylder kon-
gruenssystemet. Da 2 er kvadratisk rest modulo p fordi p =1 (mod 8), er

()-()-06)-0G)- G G-

hvilket er en modstrid.

Opgave 2.18.18 For n =3 og n =4 ved vi at f, er et primtal, og vi kan derfor
antage at n > 5. Lad nu

ki k
fo=piipyteepln

veere primfaktoroplgsningen af f;,.

Vi ved fra opgave 2.18.9 at p; = 1 (mod 2"*?) for alle i = 1,2,..., m. Valg
X1, Xp,..., X, S& p; = 2" 2x; + 1. For at vise at der findes en primdivisor i f,
som er storre end 2"4(n + 2), mangler vi nu blot at vise at der findes et i sa

x; > 2%(n+2).
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Forst vurderer vi summen k; + k, +-+-+ k,, opad til. Da p; > 2"*? +1, er
22” 4L 1 2 (2n+2 L 1)k1+k2+"'+km 2 2(n+2)(k1+k2++km) o 1.

Altsa er

n

ky+ko+-+ky <

n+2’

Nu vurderer vi summen x; k; + x,k, + -+ x;,, k;,, nedad til. Ifelge binomial-
formlen er

piki =(2"2x;+ 1)k =2"2x,k;+1 (mod 22"4).
Da2">2n+4forn>5,er f, =1 (mod 22"*). Dermed er

0=(2""2x1ky +1)(2" 2 x0ky +1)--- (2" 2 X,y Ky + 1) — 1
= 2"+2x1 kl aF 2n+2ka2 SECE 2"+2xm km
=2"2(x kg + Xk + - Xpkyy)  (mod 22714
Dette viser at
0=x1ky + Xokp +--+ Xy ky,  (mod 2772,
Da alle x;’erne og k;’erne er positive, er
X Ky + Ko ko + oo X Koy = 272,

Seet x; = max(xy, X,,..., X, ). Daer

xi(kl 4P k2+"'+ km)Z 2n+2’

og dermed
2n+2 2n+2 )
X; > > =2(n+2
Tkttt k, 2 (n+2)

som gnsket.
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Opgave 3.1.1. Ligningen loses ved at omskrive til kvadrat:

(x—3*—9+8=0
o (x—3P%=1

& x—3==%1

x’—6x+8=0 <

&S x=2V x=A4.

Dermed har ligningen preecis to losninger x =2 og x =4.

Opgave 3.1.2. Ligningen lgses ved at omskrive til kvadrat:

5x°—6x+1=0 < 25x°—30x+5=0

& (5x—3)7=4
3+£2

S x=——
5
1

&S x=-Vx=1.
5

Dermed har ligningen preecis to lgsninger x = % og x=1.

Opgave 3.1.3. Ligningen lases ved at omskrive til kvadrat og bruge nulreglen:

. 1 1\? 1
a—a+-=0 & |a—z] =0 & a=-.
4 2 2
Dermed har ligningen preecis en lgsning a = %

Opgave 3.1.4. Ligningen loses ved at omskrive til kvadrat:

3x2+4x+2=0 & 9x’+12x+46=0 < (Bx+2P>?=-2.

Dermed har ligningen ingen lgsninger.
Opgave 3.1.5. Uligheden lases ved at omskrive til kvadrat:
+2x>3 & (x+1P>4

S x+1<—-2V2<x+1
& x<-3Viux.



Dermed er de x der opfylder uligheden, netop x < —3 eller 1 < x.

Opgave 3.1.6. Uligheden loses ved at omskrive til kvadrat:

3y°4+7y+2<0 & 9y°+21y4+6<0
7\? 49 25
< |3y+- | £—6+—=—
2 4 4
5 7 5
= —-<3y+-<-
2 272
1
& —2Z5y<—.
S

Dermed er de y der opfylder uligheden, netop —2< y < —%.

Opgave 3.1.7. Uligheden bevises ved at omskrive til kvadrat:

a’+1>2a < (a—1P>0.

Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle reelle tal a.

Opgave 3.1.8. Bemaerk at x er positiv, og vi derfor kan gange med x pa begge
sider af ulighedstegnet. Uligheden bevises derefter ved at omskrive til kvadrat:

1
x+—22 & x*-2x+120 & (x—17>0.
X

Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle positive reelle tal x.

Opgave 3.1.9. Uligheden bevises ved at omskrive til kvadrat:

a—+

zbzm o Wal+WhPz2vavh o (Wa—vbEzo.

Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle positive reelle tal a
ogb.

Opgave 3.1.10. Antag at x+y = 1, og at x og y begge er positive. Ved at udnytte
at(x+y)P?=x+yfordi x +y =1, fas:
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1 1 y+x
Xy
xX+y=4xy

>4

(x+yy=4xy
(x—y)*>0.

g t8 ¢

Da et kvadrat aldrig er negativt, er uligheden sand for alle positive reelle tal x
og y med sum 1.

Opgave 3.1.11. Uligheden bevises ved at omskrive til en sum af kvadrater:

x2+y2+z22xy+yz+zx 4
(X2 + Y+ 2+ 28+ (22 +x2) 2 2xy +2yz+2zx &
(x—yP+(y—2f+(z—x)>0.

Da et kvadrat aldrig er negativt, og summen af flere kvadrater dermed heller
ikke er negativ, er uligheden sand for alle reelle tal x, y og z.

Opgave 3.1.12. Uligheden bevises ved at omskrive til en sum af to kvadrater:
2 2 o 2 2 1
8x°+2y +y+§24x & 16x°—8x+1+4y +2y+120
1 2
YEN (4x—1)2+(2y+5) > 0.

Da et kvadrat aldrig er negativt, og summen af to kvadrater dermed heller ikke
er negativ, er uligheden sand for alle positive reelle tal x og y.

Opgave 3.1.13. Faktorisering:

2 o 1 (3. LY
9x“—3x+—-—=|3x .
4 2

Opgave 3.1.14. Faktorisering:

2n®+8m?+8nm=2(n+2m).
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Opgave 3.1.15. Faktorisering:

9a’—b%?+6a+2b=0Ba+b)3a—b)+2(3a+b)=Ba+b)3a—b +2).

Opgave 3.1.16. Faktorisering:

a’—b*>+6a+9=(a+3°—b*>=(a+b+3)a—b+3).

Opgave 3.1.17. Faktorisering:

a’+2b*+3ab+b—1=(a+b’—1+b*+ab+b
=(a+b+1)a+b—1)+bla+b+1)
=(a+b+1)a+2b—1).
Opgave 3.1.18. Faktorisering:

nt+4=m?+272—4an®=(n*+2n+2)(n*—2n+2).

Opgave 3.2.1. Betragt andengradsligningen ax?>+ bx + ¢ = 0, a # 0, med
diskriminant d = b?> —4ac. Vi omskriver forst ligningen:

ax’+bx+c=0 < 4a’x*+4abx+4ac=0
< (2ax+b)P=b*—4ac=d.

Dette er tilladt da a # 0. Nu inddeler vi i tre tilfeelde:

—b++vVd
Hvis d >0, er2ax + b =++/d, dvs. der er to lgsninger x = e
a
. . . —b
Hvis d =0, er 2ax + b =0, dvs. der er 'n lgsning x = P
a

Hvis d < 0, er der ingen lgsninger da et kvadrat aldrig er negativt. Dette viser
setningen.

Opgave 3.2.2. Ligningen omskrives ved at geette lgsningerne x =2 og x =4:

x2—6x+8=0 < (x—2)(x—4)=0.
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Opgave 3.2.3. Ligningen omskrives ved at geette losningerne x =—5 og x = 1:

2x2+8x—10=0 < 2x*>+4x—-5x)=0 < 2(x+5)(x—1)=0.

Opgave 3.2.4. Ligningen omskrives ved forst at seette —4 uden for en parentes
og derefter geette losningerne x =—1 og x =7.

—Ax%+24x+28=0 < —A4x’—6x—-7)=0 < —A(x—7)(x+1)=0.

Opgave 3.2.5. Ligningen er en skjult andengradsligning i x. Vi omskriver og
geetter losninger:

x*—8x*+7=0 o (x?)?—-8x%+7=0
e (x*—1(x*=7)=0.
Samtlige losninger er altsd x = +1 og x ==++/7.

Opgave 3.2.6. Ligningen er en skjult andengradsligning i u°. Vi omskriver til
kvadrat:

w)P—2u’+1=0
w—17=0

s u’=1.

u®+1=21° &
=
Eneste lgsning er derfor u =1.

Opgave 3.2.7. Ligningen er en skjult andengradsligning i +/x. Vi omskriver og
geetter losninger:

x—5/x+6=0 < (Vx)P—5/x+6=0
& (Vx-=3)vx—-2)=0.
Samtlige losninger er altsd x =22 =4 0og x =32=09.

Opgave 3.2.8. Ligningen er en skjult andengradsligning i a*. Vi omskriver og
geetter losninger:

16
a4:15+—4 o (a*)?—15a*—16=0
a

& (a*—16)(a*+1)=0.



Da a* ikke kan veere negativ, er samtlige losninger a = +2.
Opgave 3.2.9. Ligningen er en skjult andengradsligning i 2*. Vi omskriver til
kvadrat:
4¥—2.2°4+1=0 & (2%)P%-2-2"+1=0
& (28=1)2=0.

Altsd er 2* =1, og derfor er eneste losning x = 0.

Opgave 3.2.10. Kald hgjden pa et A4-ark for y og bredden for x. Da bliver
hojden pé et A5-ark x og bredden %. Da et A4-ark og et A5-ark er ligedannede,
er forholdet mellem hojde og bredde det samme:

- (2

Da x og y begge er positive, er forholdet mellem hojde og bredde < = v/2.

|AB| _

AP| o

Opgave 3.2.11. Lad P veere et punkt pd linjestykket AB s& 751 = pp)- Seet
|BP|=1 og|AP|= x. Da svarer betingelsen til
l+x x 1\2 5 1 /5
=2 o 0=x*-x+1 o (x——) =- & x=—x—.
X 1 2 4 2 2

Da linjestykkerne har positiv leengde, er x = ”Tﬁ Dette svarer netop til for-
|[AP| _ x _
holdet PEI=T=X

Opgave 3.3.1. Ved at bruge lige store koefficienters metode fés
Bx+4y)—2(x+2y)=—5—-2-1 & —Tx=—7 & x=1.
Nu findes y ved at indsette x =1 i forste ligning:
5:-1+2y=1 & 2y=—4 & y=-2

Dermed er den eneste mulige losning x =1 og y =—2, og ved indsattelse ses
at dette faktisk er en lgsning.
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Opgave 3.3.2. Ved at bruge lige store koefficienters metode fas

(3x+2y—5z)—3(x+4y—10z)=5—-3-0,
2x+y+7z)—2(x+4y—10z)=—6—2-0,

som reduceres til

—2y+5z=1,
—7y +27z =—6.

Ved endnu engang at bruge lige store koefficienters metode fas
=2y +52)—2(—7y+272)=7-1—-2-(—6) & —19z=19 & z=-1.

Ved indsettelse ses at ndr z =—1, er y =—3 og x = 2. Dette er eneste lasning.

Opgave 3.3.3. Ved at dividere nederste ligning med 2 og traekke de to ligninger
fra hinanden fas

2

(y+2x)—(y—x)=(x*-10)—(-10) & 3x=x> < 0=x(x—3)

dvs. x =0eller x =3. Hvis x =0, er y =—10, og hvis x =3, er y =—7. Samtlige
mulige losninger er derfor (x, y) = (0,—10) og (x, y) = (3,—7), og ved indseet-
telse ses at de faktisk er l@sninger.

Opgave 3.3.4. Ved at gange den nederste ligning med 3 og laegge de to lignin-
ger sammen fas

11 1
—=22 S x=-.
X 2
Ved indseettelse ses at y = % Eneste mulige losning er altsd (x, y) = (%, %), og

ved indseettelse ses at den faktisk loser ligningssystemet.

Opgave 3.3.5. Af sidste ligning ses at y = 0 ikke er en lesning. Antag derfor at
¥y #0, og omskriv til

12y 9
—4y,
ey TV =Y
12
Y| gy =20.
x2+y

Georg Mohr-Konkurrencen



Ved at treekke de to ligninger fra hinanden og omskrive fas y>—12y +20=0 og
altsd (y—2)(y—10)=0. Dermed er y =2 eller y =10. Hvis y =2, er x%<2|—2 +2=4,
dvs. % = x2+2, og altsd x = +2. Hvis y =10, er le_fl() +10=4, og altsa le_fl() =
—6 hvilket er umuligt. Eneste mulige lasninger er derfor (x, y) = (£2, 2), og ved

indseettelse tjekkes at de begge lgser ligningssystemet.

Opgave 3.3.6. Hvis x =0, er anden ligning opfyldt for alle y, hvor y # 0. Forste
ligning giver i dette tilfeelde y = 1. Dermed er (x, y) = (0, 1) eneste l@sning hvor
x =0. Antag derfor at x # 0, og divider anden ligning med x. Kvadrer desuden
forste ligning:

x2+y2+2xy=1,
1
=2.
x2+y?

Af den nederste ligning fas at x>+ y?2 = % Dette indseettes i den overste ligning,
og vi far % +2xy=1,0galtsd xy = %. Da vi yderligere ved at x + y = 1, giver
dette x(1—x) = }. Dermed er x?—x+7 =0, og altsa (x — %)2 = 0. I dette tilfeelde
erx=y= %, og ved indseettelse ses at dette er en lesning. Samtlige lesninger
er dermed (x, y)=(0,1) og(x, y)= (%, %)

Opgave 3.3.7. Bemeerk forst at ingen af de tre ubekendte kan vere 0. Ved at
udtrykke x ved y iforste ligning, z ved y i anden ligning og derefter indseette
dette i sidste ligning fas

3 , 1 1
—=12 & y'=- & y==—.
¥y 4 2

< | =

Eneste mulige losninger er derfor (x, y,z) = (6, %,2) og(x,y,z)= (—6,—%,—2),
og ved at indseette i ligningssystemet ses at de begge er lasninger.

Opgave 3.3.8. Ved at legge alle tre ligninger sammen og udnytte at
x=|x|+{x}fas

x+y+z=3,3.
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Ved at treekke de oprindelige ligninger fra fas

lz]+{y}=22
lyl+{x}=11
lx]+{z}=0.

Da 0 < {u} <1 og|u] altid er et helt tal, er x = 0,1, y = 1,2 og z = 2 eneste
mulige lgsning, og ved indsaettelse ses at det faktisk er en lgsning til lignings-
systemet.

Opgave 3.4.1. At differens, produkt og kvotient af to rationale tal igen er ratio-
nale tal, folger direkte af brokregneregler.

Opgave 3.4.2. At differensen, produktet og kvotienten af et rationalt tal { oget
irrationalt tal x er et irrationalt tal, ses ved at antage det modsatte og se at det
medfarer at x er rational. (Bemaerk at vi mht. produkt og kvotient skal antage
at a # 0 da vi i beviset gerne vil dividere med a).

At differensen, produktet og kvotienten af to irrationale tal bade kan veere ra-
tional og irrational ses af folgende eksempler:

Differens:
V2—V2=0 og VB—v2=2V2—vZ=V2.
Produkt:
V2-4/8=4 og V2-4/3=16.
Kvotient:
%:2 og %:ﬁ.

Her udnytter vi seetning 3.4.3, der giver at v/2, /8, v/3 og v/6 er irrationale tal.

Opgave 3.4.3. Det er oplagt at hvis n er en m’te potens af et positivt helt tal,
da er /7 et helt tal og altsa rational. Antag at n ikke er en m'te potens af et



positivt heltal. Vi viser indirekte at "i/7 er irrational ved at antage det modsat-
te og nd frem til en modstrid. Antag derfor at "y/n = 7 hvor a og b er hele tal.
Dermed er

b"n=a™

Betragt nu primfaktoroplesningen n = pla ! pza 2...p/". Fordi n ikke er en m’te
potens af et positivt heltal, er mindst en af eksponenterne, lad os sige a;, ikke
et multiplum af 72 da m’te potenser netop er de hele tal hvor alle eksponenter-
ne i primfaktoroplesningen er multipla af 7. Eksponenten til p; pa venstresi-
den b™n er derfor ikke et multiplum af m da alle eksponenter i primfaktor-
oplesningen af b er multipla af m. Eksponenten til p; pa hojresiden a™ er
derimod et multiplum af m. Dette er en modstrid da primfaktoroplesning er
entydig, og dermed er "}/ irrational.

Opgave 3.4.4. Lad a og b vere to forskellige reelle tal, og antag uden tab af
generalitet at a < b. Vi ved allerede at der ligger et rationalt tal g; mellem
a og b. Der ligger yderligere et rationalt tal g, mellem ¢; og b. Sddan kan vi
fortsaette og fa uendeligt mange rationale tal q;, ¢, ... mellem a og b.

Nu viser vi at der findes uendeligt mange irrationale tal mellem a og b. Lad ¢
og d veere to forskellige rationale tal mellem a og b med ¢ < d. Lad yderligere
n veere et helt tal sa % <d—c.Dafolgerdetat x; =c + }/—3 ligger mellem c og
d, og desuden ma x veere irrational ifolge setning 3.4.2 og seetning 3.4.3. Nu
har vi vist at der mellem to vilkarlige forskellige reelle tal findes et irrationalt
tal x;. Dermed findes der igen et irrationalt tal x, mellem x; og b. Sddan kan
vi fortseette og fa uendeligt mange irrationale tal x;, x,,... mellem a og b.

Opgave 3.4.5. Lad a og b vaere rationale tal. Antag at v/a++/'b er rational. Hvis
Va++vb=0,era=b=0,ogdermed er a og b begge rationale. Antag derfor
at a og b ikke begge er 0. Da er

a—>b
avb=

ogsa rational fordi kvotienten mellem to rationale tal er rational. Dermed er

Ja= w rational, og ogs& v'b = (v/a + v'b)— y/a rational. Helt
tilsvarende hvis +/a — +/'b er rational.

Opgave 3.4.6. Vi beviser at tallet 4/ 7' er rationalt netop hvis mn er et kvadrat-
tal. Antag at nm = a® hvor a er et ikke-negativt helt tal. Daer /2 = Z—i =4

n
hvilket viser at 4/ % er rational. Antag at 4/ %+ er rational, dvs. 4/ 2 = Z hvor ¢
og d er to ikke-negative heltal, og d # 0. Da er d’>nm = c?n?, hvilket betyder

at nm er et kvadrattal.

Opgave 3.4.7. Omskriv ligningen til v/a + v'b = +2014— /¢, og kvadrer:
a+b+2vab=2014+c—2v2014c

Dette viser at v/a b ++/2014c er rational, og dermed fra opgave 3.4.5at vab og
v2014c¢ begge er rationale. Da ab og 2014c er hele tal, ved vi fra seetning 3.4.3
at de begge er kvadrattal. Tallet 2014¢ =2-19-53 - ¢ er et kvadrattal netop nar
¢ =2014- n? hvor n er et ikke-negativt helt tal. Tilsvarende ses at a = 2014 - [?
og b = 2014 - m?, hvor [ og m er ikke-negative hele tal, da der er symmetri
mbht. a, b og c. Den oprindelige ligning kan altsd reduceres til [ + m +n =1,
og samtlige losninger er derfor (a, b, ¢) = (2014,0,0), (a, b, c) =(0,2014,0) og
(a,b,c)=(0,0,2014).

Opgave 3.5.1.

200

a) Zn2=12+22+32+---+2002.
n=1
20

b) Z(6+3n)=6+9+12+---+66.

n=0
105
k+1 6 7 8 106
c) Z—=—+—+—+---+—.
“ k 5 6 7 105
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1 1 1 1 1
d) Z = - + Hoeet :
4 5a(5a+5) 50-55 55-60 60-65 995-1000

Opgave 3.5.2.

400
a) 1+2+22+--~+24°°=Zz".
i=0
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101
1

i-(i+3)
2500

1 1 1 1
+ + — 44 =
4-7 101-104 =

1

1 1 1
_;1/21'—1+1/2i+1'

2 «/T+«/§+«/§+«/§+ * V4999 + /5001

Opgave 3.5.3. Summen af de forste n led i differensreekken a;, a,, as, ... med
differens d er
n
> a;=ay+(a;+d)+(ay+2d)+-+(ay +(n—1)d)
i=1
=na;+d(1+2+---+(n—1))

(n—1)n

=na+d

Summen af de 333 forste led i differensreekken 2,5, 8, ... er dermed

332-333

333-2+3- =333-2+333-3-166 =333 -500 = 166500.

Opgave 3.5.4. Summen af de forste n led i kvotientraekken a,, a,, as, ... med

kvotient g er

n
Zai:a1(1+q+q2+---+q”_l)

i=1

(q—l)(1+q+qz+ +q" )

qg—1
LA+ @+ a4+ -(+q+q’+-+q")
=a, oy
n
—1
:alq 0
qg—1
Summen af de 11 forste led i kvotientraekken 1,2,4,8, ... er ifelge formlen lig
med
211_1 1
1- =2 —1=2047.
2—1
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Opgave 3.5.5.

1000

%’ 1 _lz(i_ 1 ) 1(1_ 1) 1 1000 250
“i2k(2k+2) 24\2k 2k+2) 2\2 2002

22002 1001°

199 199

> 1 _12(1 1 )_1(1 1)_1 19 19
4 5a(5a+5) 54=\5a 5a+5) 5\50 1000/ 5 1000 5000

100 100

Z 1 ( 1 150 25
+(3k—1)( 3k+2) 3 &(3k—1

3302 151°

w2)m3le )
" 3k+2) 3\2 302

1000 1000

1000
3
Zn2+3n+2 Z(n+2(n+1 Z(n+1 n+2)
( 1) 500 250
=3|-————|=3- .
1002 1002~ 167
Opgave 3.5.6.
< 1 < 1
= a-ai Sla+i=1-d)-(a+i-d)

R 1 1
_E;(a1+(i—l)-d_al+i-d)
1(1 1
_E(a_l_a1+n-d)

- 1 Gmiaa)

B n
Cay(a;+n-d)



Opgave 3.5.7.

132

1
Z«/3k+1+\/3k+4

f V3k+4—3k+1
3k +4)—(3k+1)
132

:—Z(\/3k+4 V3k+1)

=_(+/3-1324+4—+3-1+1
= )

= £ (V200 V)=

Opgave 3.5.8.

000 1 W V2k+1—vV2k—1

kzzl: V2k—1+v2k+1 & (2k+1)—(2k—1)

5000

=—Z(\/2k+1—\/2k 1)

:5(«/10001—«&)

1
> -(100—1)>49.

Opgave 3.5.9. For at vi kan omskrive summen til en teleskopsum, bliver vi
nedt til at tilfoje alle de led vi mangler. Den sum vi skal vurdere storrelse af, er

1 1 1
VI+76  VII+V16 /a31+ 36
Hvis vi tilfgjer summen
1 1 1
Jox /T VIB+v2l | VaSo+ VAl

kan vi omskrive til en teleskopsum. I den sum vi tilfgjer, er hvert led mindre
end det tilsvarende i den oprindelige, dvs. den sum vi far bliver mindre end
det dobbelte af den oprindelige:
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43 87

1

1 1
>_
;«/10k+1+«/10k+6 e

— 5k +1+ 5k +6

Zd5k+6 vV5k+1

(5k +6)—

(5k+1)

=1—0;(\/5k+6—\/5k+1)

- L (vaa-v)
10

1
=—(21-1)=2
Tk )

Opgave 3.5.10. Vi omskriver til teleskopsum:

100 100
Zn!-n:Zn!((n+l)—l)
n=1 n=1
100
:Z((n +1)—n!)
n=1
=101!—1.

Opgave 3.5.11. Vi omskriver til teleskopsum:
i k _i(k+1)—l
=i(k+1) & (k+1)
_Z":(l 1 )
=\ k! (k+1)!

C(n+ 1)
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Opgave 3.5.12. Vi omskriver til teleskopsum:

n n 1
=Y —((k+12k*>—k*(k—1)
kZ ;4( )
_(n+17n?
=

Opgave 3.5.13. Vi omskriver til teleskopsum. Der geelder at
i k—vk2—1

_ ( k _\/(k+1)(k—1))
= Vklk—=1) = VEk(k—1) VEk(k—1)
$ ( vk «/k+1)
2

M=

VE—1 V&
1

~
Il

n

4_

S Sl
3

for alle hele tal n > 2.

Opgave 3.6.1. Vi omskriver rekursionsbetingelsen til a,, + 1 = (a, + 1)?, og
setter b, = a, +1.Daer by, = b2, dvs. at bygg; = blzwoo. Ud fra dette ses at

21000

a0 = boor—1=(a; +1)° —1>-1,

og at a,go1 kan veere et vilkarligt reelt tal ¢ > —1, da
1000
a=""Va+1-1

giver A1001 = A.

Opgave 3.6.2. Konstruer en ny folge by, b, bs, ... ved at sette b, = % Daer
by =1o0g

1
=2019+ — =2019+ b,

ap+1 ap

bn+1 =
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Dermed ses rekursivt at b,,,; =1+ n-2019. Nu er

1 1 1
= + +o 4
bib,  b,b; b2o19 b2020
1 1 1
= + 4ot -
1-(14+2019) (1+2019)(1+2-2019) (1+2018-2019)(1+2019-2019)
Da

1 1 1 1
(1+k-2019)(1+(k+1)-2019) 2019(1+k-2019_ 1+(k+1)-2019)’

teleskoperer S til

1 1
5=om5 (1 )
2019 1420192

Opgave 3.6.3. Med udgangspunkt i relationen b,, = (1 = L) b,_; dividerer vi

an
med b, b,,_; pa begge sider. Det giver

1 _(1 1) 1 1 1
bn—l ap bn bn anbn

hvilket kan omskrives til #,% = bl,, — bnl—l . Det ses altsa at vi har en teleskop-

sum, og derfor at

S 1 1 1 1 1
_albl

dhooc = ——
ap by axo19b2019  boorg by

Da breker og summer af rationale tal igen er rationale tal, ses at hvis by og
b,p19 begge er rationale tal, sa er S ogsa et rationalt tal. Altsa kan by og b9
ikke begge veere rationale tal.

Opgave 3.6.4. Konstruer en ny folge k;, k,, k3, ... ved at sette

a 1 a a
ky, = n+1=—(n{—nJ+n): —"J+1.
n n n L n

Daer

7 nk, n
K ={_"+ J+1={ J+1={ ko l+1<k,—1+1=k,,
T 1 n+1 n+1 "l " "



da k, er et helt tal. Folgen ki, k», ks, ... af positive hele tal er derfor aftagende
og begrenset nedadtil, og derfor ma den veere konstant fra et vist trin, dvs. der
findes et helt tal N og et helt positivt tal k s k; = k for allei > N. For j > N
geelder dermed

aj+1 —aj = ]k—(]—l)kZ k.
Hvis vi setter b; =ay4;, i =1,2,3,..., er by, by, bs, ... altsd en differenrakke.
Opgave 3.6.5. Bemaerk forst at

1 2xp0—Xp 2 1

Xn Xp—2Xp—1 Xp—1 Xp—2

Seetnu y, = x—ln Daer y, — Vu—1 = ¥n-1— Yn_2, dvs. at y1, J», ... er en differens-
raekke.

a) Hvis differensen er forskellig fra nul, ligger der kun et endeligt antal y;’er i
intervallet[—1; 1], og der kan derfor kun veere et endeligt antal x; er som er he-
le tal. Hvis der skal veere uendeligt mange x;’er som er hele tal, ma differensen
derfor veere 0, og det sker netop nar x; = x,. [ dette tilfeelde er folgen konstant.
De eneste muligheder for x; og x, er derfor x; = x, = n, hvor n € Z\{0}.

! 1
b) Veelg x; = n og x, = " T Daer y = - 0og 1, J»,- .- er en differens-

(n—1)+
raekke med differens

oLl 1 (-l 10
X X n! n n!

11
Da diff =
a dl erensenk 1 k(k+1)

ma4 alle de hele tal 1,2,3,..., n ligge i folgen.

er et multiplum af d for k=1,2,...,n—1,

Opgave 3.7.1. Da
fX)=Vx+vVx+2+vx+7

er en voksende funktion, er der maksimalt én lgsning til ligningen

5=Vx+vVx+2++vx+7.
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Det ses let at x =2 loser ligningen, og det er dermed ogsd eneste lgsning.

Opgave 3.7.2. Vi omskriver til en andengradsligning:

343 = g2
.9

9.3+ — = 82
3x

9-(3)>—82-3*+9 =
(9-3*—1)(3*—9) =

Ifelge nulreglen betyder det at

3*==- v 3*=09.

Da 3* er en voksende funktion, er de eneste lpsninger x = +2.
Opgave 3.7.3. Ligningen
8(4* +47%)—54(2* +27%)+101=0.

indeholder udtrykkene 4* +4~* og 2* +27*. For at omskrive ligningen laver
vi en omskrivning til kvadrat

4 4 = (28 4272 2.
Ligningen kan nu skrives som
8(2° +27%)2 —54(2* +27%)+85=0.
Dette er en andengradsligningi 2* +27%, og dermed er

54++/542—4-8-85 27+7

LR
2-8 8

Hvis e
28+ 27 =—,
4

far vi en andengradsligning

17
(zx)z—z-zxﬂ:o
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i2%, dvs. 2% =4 eller 2* = }.
Hvis
X —X 5
2°+2 " =—,
2
far vi pd samme made at 2* =2 eller 2* = %
Da 2* er en voksende funktion, er der hojst en lesning for hver af de fire lig-
ninger. Disse er x ==+1,42, og de er ogsa lesninger til den oprindelige ligning.

Opgave 3.7.4. Bemerk forst at x, y og z ikke kan veaere negative, og at hvis
en af de ubekendte er 0, s& er de andre to ogsd, og dette er en lgsning. Antag
derfor at x, y og z er positive reelle tal. Vi bemeerker nu at

4x°
—— <X
1+4x2

med lighedstegn netop nér x = %, da uligheden kan omskrives til 0 < (2x—1)>.
Her har vi brugt at x er positiv, da vi har divideret med x pa begge sider af
ulighedstegnet. Dermed er

422 4y? 4x?

X=——<z=———<y=——<x
1+422 1+4y2 =7 " 4x211

’

dvs.atx:y:z:%.Samletsesatx:y:z:Ong:y:z:%erdeeneste
lesninger.

Opgave 3.7.5. Lad x, y, z veere tre ikke-negative tal som opfylder ligningssy-
stemet

xz_y:(z—l)zy yz—z:(x—l)z, Zz—x:(y_l)Z.

Ved atleegge ligningerne sammen og reducere ses at x+y +z = 3. Vihar derfor
enten x = y = z = 1, som faktisk er en lgsning, eller ogsa at mindst en af de tre
variable er mindre end 1. Antag uden tab af generalitet at 0 < x < 1. Dermed
er

1>x*=(z—1+y>y>0.

Det medfarer yderligere at

1>y’=(x—172+z>z.

Nuer x + y+2z <1+1+1=3, hvilket er en modstrid. Altsa er eneste lgsning
(x,y,2)=(1,1,1).

Opgave 3.7.6. Ligningssystemet kan omskrives til
y+1=x(x+1), z+1=y(y+1), x+1=2z(z+1).
Ved multiplikation af de tre ligninger fas
xyz(x+D)(y+)(z+1)=(x+1)(y+1)(z+1).

Entener xyz=1,x=—1, y=—leller z=—1.

Antagforstatxyz=1,0ogatx#—1,y#—logz#—1.Entenerx=y=2z=1,
eller ogsa er den numeriske verdi af enten x, y eller z storre end 1. Antag
uden tab af generalitet at x har numerisk verdi er storre end 1.

Hvis x > 1,er y = x4+ x—1> x > 1, og af symmetrigrunde ogsa z > y og
x > z hvilket er umuligt.

Hvis x <—1, er

) ( 1)2 5.5
XxX=z"+z—-1=|z2+=-| ——=>—-.
2) 4~ 4

Da bade x og x + 1 er negative, og x > —3>, mé

Dermed er y = x(x +1)—1 < 0 og tilsvarende z = y(y + 1)—1 < 0, hvilket er
umuligtda xyz = 1.

Antagnuat x =—1.Daerogsd y =x?>+x—1=—logz=y?+y—1=—1.Det
samme sker hvis y =—1 eller z =—1.

Losningerne er derfor (1,1,1) og (—1,—1,—1).

Opgave 3.7.7. Da vi skal bestemme antallet af losninger til

5
0=x®—x"+2x%—2x%+3x*—3x3+4x®—4x+ 5



er det en god idé at fa bedre overblik over hvorndr hejresiden er positiv, og
hvornar den er negativ. Det er ofte nemmere at overskue nar vi har faktoriseret
sd meget som vi kan:

5

0=x®—x"+2x%—2x5+3x*—3x3+4x®—4x+ 5
5
=x(x—1D(x®+2x*+3x%+4)+ >

For x <0 og x > 1 fremgéar det af omskrivningen at hojresiden er positiv. For
O<x<ler

og
x8+2x*+3x2+4<1+2+3+4=10.

Samlet giver dette at

5 1 5
x8—x7+2x6—2x5+3x4—3x3+4x2—4x+5>—Z-10+5=0,

dvs. at ligningen ikke har nogen reelle lpsninger.

Opgave 3.7.8. Forst eliminerer vi x og z sd vifar en ligningi y og k. Da x +% =
k, er%=ﬁ, ogday+1i=k, erz:ﬁ Bemark at ky —1#00g k—y #0.
Ved at udnytte dette omformes ligningen z + % =k til

1 y
— - =k
k—y ky—1

Yderligere omskrivninger giver
ky—1+y(k—y)=k(k—y)ky—1).
Hvis k2 # 1, far vi en andengradsligning i y

y(1—k*)+y (kP —k)+1-k*=0.
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Af symmetrigrunde skal x og z opfylde preecis den samme andengradslig-
ning, og dermed ma mindst to af x, y og z veere ens, men dette giver ifolge
den oprindelige ligning at alle tre er ens. Altsa er k = +1. Begge disse vaerdier
af k er mulige: For x =2, y =—1og z = % er k = 1. Ved at @ndre fortegn ser
man at k =—1 ogsa er mulig.

Opgave 3.8.1. For y =—1 er
flx=1)=—f(x)+f(x)=0

for alle x € R. Altsd er f(x)=0 for alle x € R eneste mulige losning. Ved ind-

seettelse ses at f(x)=0 er en losning.

Opgave 3.8.2. Nar vi indseetter x = y = 0 i funktionalligningen, far vi at

f(0)? = f(0), dvs. at f(0)=0 eller f(0)=1. Nar vi indsatter y =0, far vi
f(x)f(0)—f(0)=x

for alle x, hvilket viser at f(0) # 0. Samlet er f(0) =1 og f(x)= x +1. Vi har
nu vist at hvis der findes en funktion som opfylder betingelsen, kan det kun
veere f(x) = x + 1. Det ses nemt ved indsettelse at denne funktion opfylder
den gnskede betingelse.

Opgave 3.8.3. Nér vi indseetter x =1, far vi
Fy+fw)=2f)

og nar vi indseetter y =1, far vi
flx+flx)=2xf(1).

Dermed er f(x)= x f(1) for alle x € R. Altsa er samtlige mulige l@sninger pa
formen f(x)= ax for en konstant a € R. Vi indsatter f(x)= ax i funktional-
ligningen for at undersege for hvilke a dette er enlgsning. Tallet a skal opfylde
at

a(xy+axy)=2xay << a’xy=axy

for alle reelle tal x og y. Altsd ma a =0 eller a = 1. Dermed er der to losninger,
nemlig f(x)= x for alle x €R og f(x)=0 for alle x eR.
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Opgave 3.8.4. Nar vi indseetter x =1 og x =0, far vi

ffW)=1"—1+1=1 og f(f(0)=0*-0+1=1.

Nu kan vi indsette x = f(1), og det giver
FAF—f@+1=£(f(F@))=FQ)

ogaltsa 0 = f(12—2f(1)+1= (f(1)—1)2, dvs. f(1) = 1. Nu kan vi finde f(0)
ved at indseette x = f(0):

FOP=fO)+1=f(f(f(0))=f1)=1.

Dette giver 0 = f(0)> — £(0) = £(0)(f(0)—1), og altsa f£(0) = 0 eller £(0) = 1.
Antag at f(0) =0.Daerl = f ( f (0)) = 0 hvilket er en modstrid. Dermed er
fO)=1.

Opgave 3.8.5. Antag at der findes et reelt tal a sa f(a) = —2. Ved at indsette
x =a fés

f=2)=f(f(a@)=af(a)+2a=a(-2)+2a=0.
Nu indszetter vi x =—2 og udnytter at f(—2)=0:
f0)=F(f(=2)=—2f(-2)+2(-2)=—4.
Ved at indszette forst x =0
f=4)=f(f(0)=0,
og derefter x =—4
f0)=f(f(—4)=—4f(—4)+2(-4) =8,

far vi en modstrid, da vi ikke bade kan have f(0) =—4 og f(0) = —8. Dermed
findes der ikke et a sé f(a)=—2.

Opgave 3.9.1. Vi viser ved induktion efter n at f(n) = n + 1 for alle positive
heltal n. Vived at f(1) =2, dvs. induktionsstarten er pa plads. Antag at f(n)=
n+1.Daer

fn+1)=f(f(n)=f(n)+1=n+1+1=n+2.
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Det fuldferer induktionen, og vi ved nu at f(n) = n + 1 er eneste mulige los-
ning. Ved indseettelse ses at den opfylder betingelserne.

Opgave 3.9.2. Forst viser vi ved induktion efter n at f(2n) =2n+2 for alle posi-
tiveheltaln.Forn=1er f(2-1)= f (f(l)) = f(1)+2 =4, dvs. induktionsstarten
er pa plads. Antag nu at f(2n)=2n+2. Daer

fem+1))=f@2n+2)=f(f2n))=f2n)+2=2n+2+2=2(n+1)+2.

Nu har vi fundet de mulige funktionsveerdier for alle lige tal 7.

For at bestemme funktionsveerdierne for de ulige tal paneer 1 viser vi at
f(2n+1)=2n+3 for alle positive heltal n ved induktion efter n. For n = 1
vedviat f(2-1+1)=f(3)=5=2-1+3. Antagat f(2n+1)=2n+3. Daer

fr+1)+1)=f2n+3)=f(fn+1)=f2n+1)+2=2(n+1)+1+2.

Nu har vi ogsa fundet de funktionsveerdierne for alle de ulige tal pédnzer 1. Der-
med er den eneste mulige lgsning at f(n)= n + 2 for alle positive heltal 7 > 1
og f(1)=2. Ved indsettelse ses at det er en lgsning.

Opgave 3.9.3. Ved at indsatte x = y = 0 ses at f(0)> = f(0), dvs. at f(0) =0
eller f(0)=1. Hvis f(0)=0, far vi ved at indseette y =0 at

f(x)=f(x=0)=f(x)f(0)=0

for alle x i modstrid med at f(2011) = 1. Dermed er f(0) = 1. Ved at indseette
x =y =nfarvinuat f(n)?> = f(0)= 1, dvs. f(n) = £1. Bemaerk at bare fordi
vi ved at alle funktionsveerdier er +1, s ved vi ikke om de alle er den samme
veerdi. Derfor har vi brug for yderligere undersogelser. Ved at indseette x =2n
og y = n ses at f(2n)f(n) = f(n) for alle n, og altsd f(n) =1 for alle lige n.
Antag at der findes et ulige n sa f(n)=—1. Daer f(2011)= f(2011+n)f(n)=
—1, da 2011 + n er lige, hvilket er en modstrid. Dermed er f(n) =1 for alle n
eneste mulige losning, og ved indseettelse ses at den opfylder betingelserne.

Opgave 3.9.4. For x =2o0g y =1er f(3)+ f(1)=12,forx =3 0gy =2 er
f(5)+ f(1)=28, ogfor x =4 og y =1 er f(5)+ f(3) = 36. Ved at lgse disse tre
ligninger med tre ubekendte fas f(1) =2, f(3) =10 og f(5) = 26. Pa tilsvarende
mdde kan man ved at indseette henholdsvis x =3 0gy =1, x =40g y =2



samt x =5 og y = 1 bestemme f(2)=5, f(4)=17 og f(6)=37. Vi viser nu ved
induktion efter n at f(n) = n?+ 1 for alle positive heltal . Vi ved allerede at
f(1)=2=12+1o0g f(2)=5=22+1. Antag at f(n) = n?+1 for alle positive
heltal n < N.Daer f(N+1)=—f(N—1)+2N?+2-12+2= (N + 17 +1.
Dermed er f(x)= x?+1 den eneste mulige losning, og ved indsattelse ses at
den opfylder betingelserne.

Opgave 3.9.5. Forst bemeaerkes at f(2) = 2f(1)+1 = 1, f(3) = 2f(1) = 0,
f(4)=2f(2)+1 = 3, osv. P4 denne made kan man rekursivt finde f(n) for
alle naturlige tal n. Der er altsa hojst en lgsning til funktionalligningen.

Lad n veere et positivt heltal, og skriv n pa formen n =2"+[,0< [ <2™. Vi
pastar at f(n) = 2! — np — 1. Det eftervises let at denne funktion opfylder
de tre betingelser, og da vi ved at der hgjst er én lgsning, ma dette veere den
eneste lgsning.

Opgave 3.10.1. Forst substitueres x med 3 — x:
f(x)+2f(3—x)=3—x
Vi kan nu gange den oprindelige ligning med 2 og treekke ovenstdende fra:

2f(3—x)+4f(x)—(f(x)+2f(3—x)):2x—(3—x)

hvilket giver f(x) = x —1 som eneste mulige losning. Ved indsettelse ses at
den opfylder betingelsen.

Opgave 3.10.2. Substituer forst x med ﬁ iden oprindelige ligning. Det giver:

(=l (5=

Substituer nu x med XT*I i den oprindelige ligningen. Det giver:

() =2

X X

Bemerk at de to ovenstdende ligninger sammen med den oprindelige udger
tre ligninger med de tre ubekendte f(x), f (ﬁ) og f (XT_l) For at lgse dem
treekker vi forst de to ovenstdende fra hinanden:

f(X)—f( 1 )zx—l_ 1

1—x X 1—x°
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Laegges denne ligning sammen med den oprindelige fas

x—1 1 1 1
2f(x)=x+

og altsa

Ved indsattelse ses at denne funktion er lgsning til ligningen.

Opgave 3.10.3. Af symmetrigrunde er

f(x)—lry=f(xy)f(%+%):f(y)+x foralle x,y €R,.

Dermeder f(x)—x = f(y)—y foralle x, y e R, hvilket viser at f er pa formen
f(x) = x + k. Vi undersoger nu for hvilke reelle tal k at f(x) = x + k er en
lgsning.

1 1
K)l—+—+k|= k+y,
(xy+ )(x+y+ ) x+k+y
som omskrives til

1 1
k(xy+—+—+k—1)=0.
Xy

Da denne ligning skal geelde for alle x og y, mé k =0, dvs. at den eneste las-
ninger f(x)=x.

Opgave 3.10.4. Ved at dividere med x?— y?, under antagelse af at x # £y, fis

flx+y) flx—=y)_ _ 2 9
P =y =dxy =(x+y) —(x=y).
Dermed er
flx+y) o _fx=y)
P —(x+y)y= =y (x —y) foralle x #+y.
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Dette viser at @ — x? er konstant, og altsd at f(x) = x3 + kx for alle x # 0.
Ved at indsaette x = y =1 i den oprindelige ligning fas f(0)=0. Dermed er de
mulige losninger f(x)= x3+ kx, hvor k er et reelt tal, og ved indsettelse ses
at disse er lgsninger for alle reelle tal k.

Opgave 3.10.5. Forst viser vi at f er injektiv. Antag at f(x)= f(y). Daer

3y—3x=f(2x+2y — f(x)) = f(y) = (2y +2x— f(y))~ f(x)=3x 3y,

og dermed x = y. Dette viser at f er injektiv. Nar x = y, fas

3x+ f (4x — f(x))=3x + f(x).

Da f er injektiv, er 4x — f(x) = x, og dermed f(x)=3x eneste mulige lasning.
Ved indseettelse ses at f(x) = 3x for alle x € R er en lgsning til funktionallig-
ningen.

Opgave 3.10.6. Bemeerk forst at funktionen er injektivda f(x)= f(y) medfe-
rer at

x=4f(f(x)-2f(x)=4f (f(1)—2f(y)=7y.
Vi skal dermed blot vise at f(0)=0. Ved at indseette x =0 fas

4f (£(0))=2£(0)+0=2£(0),

og altsa 2f ( f (0)) = f(0). Ved at indszette x = f(0) og udnytte det foregdende
fas

af (F(fO))=2f (£(0))+f(0)=f(0)+ F(0)=2/(0).
Samlet er f (f(f(0)))= f(f(0)), og da f er injektiv, er £(0)=0.

Opgave 3.10.7. For at vise at f er injektiv, antager vi at f(n) = f(m). Ved at
tage f pd begge sider opnas f(f(n)) = f(f(m)), og dermed ifplge betingel-
sen i opgaven at m = n. Funktionen f er altsd injektiv, og vi ved derfor at
f(n)= f(n+2)+2. Nu viser vi ved induktion efter n at f(n) = 1—n for alle
neN.Da f(0)=1, far vi yderligere at f(1)= f (f(O)) =0. Nu har vi som induk-
tionsstart at f(0) =1 og f(1) = 0. Antag at f(n) = 1 —n for alle ikke-negative
heltal mindre end N, hvor N > 2. Nu kan vi udnytte f(n)= f(n+2)+2 til at fa

f(N)=f(N—2)—2=1—(N—2)—2=1—N,

208

hvilket fuldferer induktionen. Nu har vi bestemt funktionsvardierne for alle
ikke-negative hele tal. Det er let at vise induktivt at det ogsa galder for de
negative heltal da f(n+2) = f(n)—2. Ved indsettelse ses at f(n)=1—n faktisk
er en lgsning.

Opgave 3.10.8. Set x =1. Da er
fFM+1)=y+fQ),

hvilket viser at f surjektiv da y + f(1) kan antage alle vaerdier. Derfor findes
et k e Rsa f(k)=—1.Nar y = k, fas f(0) = kx + f(x). Altsa er f en linezer
funktion f(x)=ax + b. Vi indseetter i den oprindelige ligning for at finde de
mulige veerdier af a og b:

fef)+x)=xy + f(x)
f(x(ay+b)+x):xy+ax+b
alaxy+bx+x)+b=xy+ax+b
(az—l)xy+abx:0
Da dette skal gaelde for alle veerdier af x og y, ma a® = 1 og b = 0. Samtlige
lesninger er derfor f(x)=x og f(x)=—x.

Opgave 3.10.9. Ved at indseette x = f(y) fas f(0)=1— f(y)—y for alle y, og
altsd f(y)=—y+1—f(0). Lesningerne skal derfor findes blandt f(x)=—x+a,
og ved indseettelse ses at kun f(x)=—x+ % er en lgsning.

Opgave 3.10.10. Antag at a er et reelt tal s& der findes et reelt tal b og en funk-
tion f : R — R som opfylder at f(b)=0 ogf(f(x)) =xf(x)+a, x eR. Ved at
indseette x = b fas

fO)=f(f(b))=bf(b)+a=a.

Nu indseettes x = 0:

fla)=f(f(0))=0-f(0)+a=a.

Ved at udnytte at f(a)=a og indseette x = a fas

a:f(f(a)):af(a)+a:a2+a,



dvs. a = 0. Den eneste mulige veerdi af a er altsa a = 0. Hvis a = 0, opfylder
b =0 o0g f(x)=0 for alle x € R det gnskede.

Opgave 3.10.11. Néar vi indsatter y =0, far vi

Fx)f0)=f(x)+3f(x)=4f(x)

for alle x, dvs. f(0)=4 eller f(x)=0 for alle x. Da

fXf(y)=flxy+x)=3f(x+y)=y,

kan f(x)ikke veere nul for alle x, dvs. f(0) = 4. Ved atindseette x = 0 og udnytte
at f(0) =4, farvi
4f(y)=4+3f(y)+v.

Altsa er f(y)= y +4 eneste mulige losning. Ved indszettelse ses at f(x)=x+4
opfylder betingelserne.

Opgave 3.10.12. Ved at indseette y = x fas

2xf(x)=2xf(x),

dvs. f(x) = f(x)? for alle x € R\{0}. Dermed er f(x) = 0 eller f(x) =1 for
x € R\{0}.
Antag at der findes et z #0sa f(z)=1. Ved at indsaette x = z fas

zf(y)+y=(E+y)f(y)

ogaltsa y = f(y)y foralle y, dvs. f(y)=1 for alle y # 0. De mulige losninger i
dette tilfeelde er derfor f(x)=1for x € R\{0} og f(0) = a, hvor a er et vilkarligt
reelt tal. Ved indseettelse ses at de alle er lgsninger.

Antag at der ikke findes et z #0sé f(z)=1.Daer f(x)=0 for alle x € R\{0}.
Hvis man indseetter funktioner af typen f(x)= 0 for alle x € R\{0} og f(0) = a,
hvor a er et vilkarligt reelt tal, ser man at a =0, dvs. f(x)=0 for alle x.

Opgave 3.10.13. Ved at kombinere f(1) + f(2) + -+ f(n) = n%f(n) og
f)+f@) 4+ f(n—1)=(n—12f(n—1)fas

_fW+f@+-+f(n=1) _ (n—=1Ff(n—1)

n2—1

_n—l !
=Dt nsl Y-

f(n)
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Dermed er

1n—-2 2

n
fln=2)=-= n(n+1)

n+1

fn)= 2 fln—1)= .

Dette giver at £(1995) = 1592995/ (1) = 5e5-
Opgave 3.10.14. Ved at indsette x =0, fas

O+ f(n)=y.

Dermed er f surjektiv, og det betyder at der findes et z sd f(z)=0. Indseet nu
xX=2z:

F(fEP+f)=2f(z)+y.

Dette viser at f ( f( y)) =y for alle y, og dermed at funktionen er injektiv. Ved
at indseette x = f(¢) og dermed ¢ =f(f(t)) = f(x) fas

f(EP+f)=f@0)+y.

Sammenholdt med f(f(z)2 +f(y)) =zf(z)+ y harviat

PP+ F)=f(x*+ £ ().

Da f erinjektiv, betyder detat f(x)?+f(y) = x>+f(y), ogdermed at f(x)=+x
foralle reelle tal x. Antag at der findes en lesning f hvor f(a)=a og f(b)=—b
for to reelle tal a og b forskellige fra 0. Ved at indsatte x = a og y = b fés
f(a®?—b)=a?+b, ogaltsd |a’>—b| = |a®+ b|, men det er ikke muligt da a og b
er forskellige fra 0. Dermed ved vi nu at der kun er to mulige losninger, nemlig
f(x)=x og f(x)=—x. Ved indseettelse ses at de begge er lasninger.

Opgave 3.10.15. Hvis m > 3, geelder at

f((m+17)=fem+1f(1) = fm)f(2)=f2m-1fG). )
Denne ligning viser at

f2m—1)f(3)
f(2)

f2m)f(2)

f2m)= O

og f(Cm+1)=
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dvs. hvis f(1), f(2) og f(3) er bestemt, kan alle andre funktionsverdier herefter
bestemmes induktivt.

Nu bestemmer vi f(1), f(2) og f(3), og det kraever ret mange overvejelser:
Ved at benytte (*) med m =1,2,3,4 fés

f@=fB)f1)=f)f2)=f(1)f(3)
fO)=fB)f1)=f4)f(2)=fB)f(3)
fae6)=f(0f1)=f(6)f(2)= fB)f(3).
f25)=fO)f(1)= f(8)f(2)= f(7)f(3).

Forst udtrykker vi f(4), f(5), f(6) og f(7) udelukkende ved f(1), f(2) og f(3)

f=se=r@r). f6)=L152 = rre)
FOUG)_ ge  piay o [OS@_ FRSGY
so =120 —rep, -T2 TE

Nu kan vi fa tre forskellige udtryk for f(9) hvor kun f(1), f(2) og f(3) indgar:

fDfB) _ fR)fBY
f) fay

fO)=£B%, fO)=fEfV)=fOfR)fQB) f(9)=

og dermed

f@)f@EY
fay

Af dette ses at f(1)3 = f(3)? og f(2) = f(1)%. Ved at udregne f 36 pa to mader
fas yderligere f(9)f(3)= f(7)f(5), og altsa f(1)f(2)f(3)> = . Sammen-
holdt med at f(2)= f(1)?, giver dette f(3)=1, og dermed ogsa f = f(2)=1.

Den eneste mulige losning er derfor f(7n)=1 for alle n, og ved indseettelse ses
at dette faktisk er en lgsning.

fB¥=fMf2)f3)=

Opgave 3.10.16. Vi ensker at vise at f(n) < n, for ndr f er injektiv, giver det
induktivt at f(n)=n da f :N— N. Vi viser dette indirekte.

Antag derfor at der findes et positivt helt tal m s& f(m) > m. Lad f*(n)

betegne f(f(...f(n)...)) hvor f er taget k gange. Da er

72m) < "  fim

f(m +f2(m

fim)< 5

< f(m)

Vi viser ved induktion efter k at f¥(m) < f(m). Vi har allerede induktionsstar-
ten. Antag at det er sandt for alle 2 < k < K. Da er

< Y m)+ X (m)

K+1
fFrm 5

< f(m).

Da der kun findes endeligt mange positive heltal som er mindre end f(m),
ma der findes to positive hele tal p og g, p < g, sa fP(m)= f9(m). Da f er
injektiv, giver dette at m = f97P(m), men det betyder at f(m) = f9""(m)
hvor g —p +1> 2, hvilket er en modstrid. Dermed er f(n) < n for alle n € N.
Som vi allerede konkluderede tidligere, betyder dette at f(n) = n er eneste
mulige losning da f skal veere injektiv. Ved at indsatte ses at denne funktion
faktisk er en lgsning.

Opgave 3.10.17. Ved at indseette x =1 og y =0 fas

1= f(1+0)> f(1)+ f(0) =1+ £(0)

og altsa f(0) =
Forst viser vi ved induktion efter n at f () < 7 for n > 1. For n = 1 er
2f(3)< f(1)=1, og dermed f (3) < 3. Antag at f (5-) < 5. Daer

Zf(znlﬂ)sf(zin) < zin

og dermed f (2,%) < 2,%, hvilket fuldferer induktionen.
Nu er vi klar til at v1se den egentlige uhghed For x €]0; 1] veelges et positivt
heltal n sa x [2" ; 2n 57— ]- Ved at indsaette y = — x fas

f(x)sf(znl_l)—f(znl_1 —x)s an_l =2.2in <2x.




Da f(0)=0o0g f(1)=1, har vi vist at f(x) <2x for alle x €[0;1].
Opgave 3.10.18. Ved at substituere x og y med henholdsvis % og % fas

1 1 1 1
£(5)-r(5)=#(5)rm-rer(3),
og ved addition af den oprindelige ligning fas
1 1

f+ (5 )=fw+1(5)
for alle x, y € R\{0}. Dermed er f(x)+f(%) = ¢ for en konstant c. Vi har nu

1 1

fo-F=100f (5 )1 (5 ) F= 10 (e=F)~ (e~ 1))

ogaltsa (c—1)f(x)=(c—1)f(y). Hvis ¢ #1,daer f(x)= f(y) for alle x og y,
og dermed er funktionen konstant, dvs. f(—1)= % Hvisc =1, er

2f1)= f-D+ £ ) =1

dvs. f(—1)= 3.
Opgave 3.11.1. Bevis for QA-uligheden for n =2:

2, 2
NAXy  ntx
2 =2

med lighedstegn netop nér x; = x,.

= 2(x12+x22)2x12+x22+2x1x2 & (n—x)>0,

Bevis for G H -uligheden for n = 2:

1 1

2
‘/xlxzzﬁ — %

11
>\ ——
w Tt X1 X2
Dette er AG-uligheden for a; = xil 0g a, = xiz, og den har vi allerede vist er

. . . a1 1 o
sand. Vi ved yderligere at der er lighedstegn netop nar +- = +-, dvs. netop nar
X1 = Xa.
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Opgave 3.11.2. Pointen er at AG-uligheden kan omskrives til G H—ulig-
heden.Lad x;, x5, ..., X, veere n positive reelle tal. Dermed er xi], xiz, ey xi,, ogsa
n positive reelle tal. Ifolge AG -uligheden gaelder at

1 1 1
x—l+x—2+"'+x—n>n 1

n T\ X X,

og dermed folger G H -uligheden

n
VX1Xp X, > .
=711 1
ot oty
Bemeerk at der geelder lighedstegn netop nar x; = x, =+ = x,,.

Opgave 3.11.3. Ifplge QA-uligheden er

\| @i+ttt a’+ b?+ c?
3 - 3 ’

Da begge sider af lighedstegnet er positive, kan vi kvadrere:

GE A [ e >(a2+b2+02)2

3 3

Fordi abc #0, og dermed a? + b? + c? #0, folger det at

a*+b*+ct _ a’+b*+c?

a?+b2+c2 3 ’
Opgave 3.11.4. Lad n vere et positivt heltal, og a og b positive reelle tal. Ulig-
heden

a+nb  .a
>
n+1

er blot AG-ulighedenmedde n+1tala, b, b,...,b.

abn

Opgave 3.11.5. Ifolge AG -uligheden er

ab+bc+ca

> 3\/abbccaz:(s\/albc)2
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for positive reelle tal a, b og c. Dette giver

ab+bc+ac s
fg abc.

Opgave 3.11.6. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Vi viser de to uligheder

1 1 1 2 2 2 S 9
c+a a+b+c

+ +
a b ¢ a+b b+c

en ad gangen. Ifolge AH -uligheden er

1 1 1 i+3 3+1
2

1,1

—qF= 2 2 2
+—+ S
a b c 2 2

2> aF .
a+b b+c c+a

AH -uligheden giver yderligere
2 2 2
arb t brc t ora
3

A%

hvilket viser at
2 4 2 + 2 S 9
a+b b+c c+a a+b+c’

Opgave 3.11.7. Lad a, b og c vere positive reelle tal. Betragt uligheden

Vabc+1< Y/ (a+1)(b+1)c+1).
Ved at oplofte begge sider af ulighedstegnet i tredje potens far man

2
abc+3Vabc+3Vabc +1<abc+ab+ac+bc+a+b+c+1.

Vi skal altsa vise at

2
3Vabc+3Vabc <ab+ac+bc+a+b+c.

Det folger ved at bruge AG -uligheden to gange:

ab+ac+bc>3%¥(ab)ac)bc)=3V ab02 og a+b+c>3Vabc.

Opgave 3.11.8. Lad a og b veere to positive reelle tal med sum 1. For at bevise

at
(erg) + (o) 2%
at—| +{b+—| ==,
a b 2

benytter vi forst QA-uligheden til at vurdere venstresiden. Der geelder at

1)? 12 1 1 1)
(a+—) +(b+—) 2—(a+b+—+—)
a b 2 a b

med lighedstegn netop nér a =b. Daa + b =1, giver AH -uligheden at

1 1

= P = 2

a b2 —
2 a+b

med lighedstegn netop nar a = b. Samlet er
1)? 1?1 1 1\ _1 , 25
(a—l——) +(b+—) 2—(a+b+—+—) >—(14+4)"=—
a b 2 a b 2 2

med lighedstegn netop nér a = b, hvilket vil sige nar a = b = 3.

2

Opgave 3.11.9. Lad a, b og c veere reelle tal der opfylder at ¢ > 0, a > ¢ og
b > c. Da begge sider af ulighedstegnet

Vab> Vela—c)++vcelb—c).

er positive, kan vi kvadrere og fa

ab>ca+cb—2c*>+2+/c2(a—c)b—-c).

Ved omrokering far man yderligere

(a—c)b—c)+c?
2
hvilket er sandt ifglge AG -uligheden.

>+ c2(a—c)b—c),

Opgave 3.11.10. Lad x, y, z veere positive reelle tal som opfylder at x y z = 32.
For at bestemme den mindst mulige veerdi af

x®+axy+4y*+22°



overvejer vi hvordan vi kan udnytte at x y z = 32. Da vi kender x y z, forseger
vi at vurdere udtrykket ved et udtryk af formen (x y z)". Derfor benytter vi AG -
uligheden to gange pa folgende méde

X2 +4axy+4y2+2z2>2,/x2-4y2 +4xy +22°
=4xy+4xy+22z°
>31/32x2y272

—341/323 =96.

Der er lighedstegn netop nar x? = 4y? og 4xy = 2z, dvs. nir x = z = 4 og
y=2.

Opgave 3.12.1. Ved at gange ud og reducere ses at uligheden er ensbetydende

med
n n
E Xy < E X;Z;.
i=1 i=1

Denne ulighed er omarrangeringsuligheden, dvs. uligheden folger direkte om
omarrangeringsuligheden.

Opgave 3.12.2. Da uligheden er symmetrisk i @, b og c, kan vi uden tab af
generalitet antage at a < b < c. Ved at bruge omarrangeringsuligheden flere
gange fas

a+bd+c® o 1 o |
=a - + o +C'
a3b3c3 b3c3 c3as3 a3b3
1 1 1 1 1
5. 5. 5. = 2-— 2._ 2._
=a a3c3 b3a3+c c3b3 a c3+b a3+c b3
1 1 1 1 1 1
>a’ —+b* —+ct—=—+—+—.
as b3 3 a b ¢

Opgave 3.12.3. Ifolge Cauchy-Schwarz med vektorerne

1 1 er
va 1/ ay bg " ay bn

n " at by
> (ai+ by S P
i=1 = aibi = Va;b

(a1 +by,a,+b,,...,a, + by,) og

213

Ifolge AG-uligheden er hvert led pa hojresiden storre end eller lig med 2, og
ved yderligere at kvadrere far man

(i(a,- + b,-)z) (i a.lb‘ ) > 4n?.

i=1

Opgave 3.12.4. Ifplge Cauchy-Schwarz med vektorerne (,/X7, /X2, . - -, /%) 08

1 1 1
\/x1+x2+---+xn\J—+—+---+—2n
X1 X2 Xn

Ved at kvadrere og omskrive fas AH -uligheden

x1+x2+~-~+x,,> n

n s

Opgave 3.12.5. Ifplge Cauchy-Schwarz med vektorerne (%,‘%,ﬁ) og
(vVc,va,vb)er

7\/_4‘71/_4'7\/—

Ved at kvadrere og dividere med a + b + ¢ fas

—+7+—\/a+b+c

a’? b? c?
a+b+c<—+—+—.
c a b
Opgave 3.12.6. Vi skal vise at der for vilkérlige n reelle tal x;, x,, ...
at

, X, gelder

S <Q X2+ X2 4.+ x5

)

n n
med lighedstegn netop hvis x; = x, =...= x,,.
Lad f(x)= x? veere defineret pa de reelle tal. Funktionen f : R — R er kon-

veks da f”(x)=2> 0. Ifelge Jensens ulighed er
f(x1+x2+...+xn) flx)+ flx)+...+ f(x,)
n n ’
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og dermed
(x1+x2+...+xn)2 - X2+ xi+. .+ x2
n n
med lighedstegn netop hvis x; = x, =... = x,,. Dette giver det gnskede.

Opgave 3.12.7. Funktionen f(x)= 3/x er konkavpa R, da f”(x)= —%x‘g <0
for x e R,. Ifplge Jensens ulighed med tallenea+1,b+1,c +1 er

wa+1+b+1+c+1> Vari+¥Vb+1+¥c+1
3 - 3 ’
hvilket viser det onskede.

Opgave 3.12.8. Funktionen f(x)= x* er konveks pa R, da f”(x)=12x? >0
for x e R,. Ifolge Jensens ulighed med tallene v/a, VD, v/¢ gelder derfor at

a2+b2+c2>(ﬁ+ﬁ+,/€)4
3 3

hvilket viser det onskede.

Opgave 3.12.9. Funktionen f(x) = (x + x~!)? er konveks pa R, da f”(x) =
2+6x~*>0for x €R,. Dermed giver Jensens ulighed at

( 1)2 ( 1)2 ( 1)2 (a+b+c 3 )2 (10)2 100
a+— |+ b+—|+c+—-] =3 + =3|—= | =—.
a b c 3 at+b+c 3 3

Opgave 3.12.10. Vi skal vise at der for vilkérlige 2n reelle tal x;, x,,..., x,, 0g
Y Yoo Vn g%lder at

\Ji(xi+y,-)2 S\Jixi2+\Jiyi2.
i=1 im1 im1

Da begge sider er ikke-negative, kan vi kvadrere:

n

n n n n n n
in2+2yi2+22x,~y,- Sin2+Zyi2+2 Jlez JZyiz.
in1 in1 = =] =1 1

i= i=1
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Ifelge Cauchy-Schwartz gaelder at

n n n
iny,- S\sziz \JZyiz.
i=1 i=1

i=1

Dette giver det onskede.

Opgave 3.12.11. Funktionen f(x)= —=

—— erkonveks i x €]0; 1] da

)= ——*

=——7>0
4(1—x)

NS,

for x €]0; 1[. Ifelge Jensens ulighed geelder dermed at
a, ay an __ _ f(al)+f(a2)+"'+f(an)>

- ot —— >
Vi—a, +l1—a, Vi1—a, n

n.f(a1+a2+---+an):n'f(l): n

n n n—1"

Opgave 3.12.12. Ifolge AG-uligheden er a®+ bc >2a+/'bc. Dermed er

2a 2b 2¢c 1 1 1
+ + < + + :
a2+bc b2+ca c2+ab” J/bc +Jca Jab

Ifolge omarrangeringsuligheden er

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

— =

vbvc Jecva vJavb~ Jeve Vbbb vJava a b
Da udtrykket er symmetrisk, kan vi antage at ¢ > b > a, og altsa ﬁ >4 > he-
Ved at benytte omarrangeringsuligheden endnu engang fas

1 1 1 b ¢ a ¢ b a

=dhedbs e <4

a b ¢ ab bc ac _ab ca bc

Dermed er det onskede vist.



Opgave 3.12.13. Ifolge Cauchy-Schwarz med vektorerne (v/x,./¥,+/z) og

«/x—1+\/y—1+«/z—1§\/x+y+z\ + +

1
=\/m\3 ——————
=yx+ty+z

daz+5+3=2

Opgave 3.12.14. Lad x4, x5, ..., X;; 0g V1, s, ---, ¥ Veere reelle tal. Hvis vi kan

vise at i ) . i
(zx,.yi) s(zx;)(zyf), )
i=1 1 i=1

i=
er sand, da md Cauchy-Schwarz ogsd vere sand. Omarrangeringsulighe-
den siger at hvis vi har reelle tal a;,a,,...,a,, og en permutation af dem

ay,a,...,a,, ,daer
m

m
Zaia; < Z az. (%)
i=1 i=1
Hvis vi betragter de n? reelle tal x; yjhvori, je{l,2,...,n}, daer hojresiden i
(*) netop > (x; yj)z, dvs. den svarer til hojresiden i (**), mens venstresiden i (*)
er > (x; ¥j)(x;y;) dvs. den svarer til venstresiden i (**), hvor permutationen er
den der bytter om pd x; y; og x; y;. Dermed har vi vist Cauchy-Schwarz.
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Opgave 4.1.1. Betragt en retvinklet trekant ABC, hvor vinkel C er ret, og lad
M veere midtpunktet af hypotenusen AB. Fra saetning 4.1.1 i) ved vi at trekant
AMC erligebenet med |[AM|=|CM|.

Antag forst at kateten AC er halvt s lang som hypotenusen. Da er |[AC| =
|AM|=|C M|. Det viser at trekant AMC er en ligesidet trekant, dvs. alle vinkler
er 60°. Altsé er ZABC =30°.

A

B C

Antag nu omvendt at ZABC =30°. Da er ZCAB =60°, og da trekant AM C
er ligebenet, md ZACM = ZCAM = 60°, dvs. trekant AM C er ligesidet. Det
medfoerer at |[AC| = |AM| = %IABI, og altsa at kateten AC er halvt sd lang som
hypotenusen AB.

Opgave 4.1.2. Da ZBCE =30°, er trekant C BE en 30%60290%trekant. Det be-
tyder ifplge setning 4.1.1 ii) at |BE| = %IBCl = |BD|. Da ZEBD = 60°, ma
trekant BE D veere ligesidet, dvs. alle vinkler er 60°.

A

45° , 30

Nu er

/ADE =/BDE—/ADB=60°—45°=15°,
/DAE =180°—/ZAEB—/BED—/ADE =180°—90°—60°—15° = 15°.
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Altsa er trekant AE D ligebenet med |AE| = |E D| = |E B|. Det giver yderligere
at trekant AE B er en ligebenet retvinklet trekant. Afslutningsvis er

/BAD =/BAE —/DAE =45°—15°=30°.
Opgave 4.1.3. Forleng siden AB, oglad D C

veere punktet pa forleengelsen sa K
er midtpunktet af AD som vist.

D A

B K
Nuer|BD|=|AK|—|BK|=|KB|+|PC|—|KB|=|PC|. Desuden er ZCBD =
180°—ZABC = ZAPC. Altsa er trekant AP C og trekant C BD kongruente da
de har to parvis lige lange sider med samme mellemliggende vinkel. Det be-
tyder at |AC| = |CD|. Derfor er trekant ACD en ligebenet trekant hvor K er
midtpunktet af grundlinjen, og det betyder at CK er hojde i trekanten. Altsé
er ZAKC ret.

Opgave 4.2.1. Da M N er midtpunktstransversal i trekant ABC, og PQ er
midtpunktstransversal i trekant C D A, er bAde M N og PQ parallelle med AC
og derfor ogsd med hinanden. P4 samme made ses at N P og M Q er parallelle.
Derfor er firkant M N PQ et parallelogram.

Opgave 4.2.2. Hopjden fra B ma dele trekant ABC i to retvinklede trekanter.
Lengden af hypotenusen i de to trekanter er a = ¢ = 5, og desuden deler
de en katete. Dermed er de kongruente. Det betyder at hojden fra B ogsa er
medianen fra B. Kald fodpunktet for medianen fra B pd AC for M,. Ifolge
Pythagoras’ seetning er | BM},| = 4. Da medianerne deler hinanden i forholdet
1:2,md BM=5%-4=%. B

Opgave 4.2.3. Lad ABC vere en trekant, tegn midtnormalerne pa AB og BC,
og kald deres skeeringspunkt for O.

C

Da midtnormalen pa AB er det geometriske sted for de punkter der har sam-
me afstand til A og B, og midtnormalen pa BC er det geometriske sted for de
punkter der har samme afstand til B og C, mé afstandene fra O til henholdsvis
A, B og C vere lige store. Punktet O er dermed centrum for den omskrevne
cirkel, og midtnormalen pa AC vil pa tilsvarende vis ga gennem O.

Opgave 4.2.4. Lad ABC vere en trekant, tegn vinkelhalveringslinjerne fra A
og B, og kald deres skeeringspunkt for /.

A B

Da vinkelhalveringslinjerne er det geometriske sted for de punkter der har
samme afstand til vinklens ben, ma afstandene fra I til alle tre sider veere lige
store. Punktet I er dermed centrum for den indskrevne cirkel, og vinkelhalve-
ringslinjen fra C vil pa tilsvarende vis ga gennem 1.

Opgave 4.2.5. Vinkelhalveringslinjen AV deler ifolge seetning 4.2.7 modstden-
de side i samme forhold som forholdet mellem de hosliggende sider:

icvl b 7

IBV| ¢ 6



B 174 C
Da vi yderligere ved at a =8, mé |C V| =8—|BV|, hvilket giver 6- (8 —|BV|) =
7-|BV|.Altsa er |[BV|= 1.
Opgave 4.2.6. Lad ABC vere en ligebenet trekant hvor |AB| = |BC|. Betragt
forst hejden fra B pd AC, og kald fodpunktet af hajden for D.
B

c——p A

Daer ABCD og ABAD begge retvinklede, hypotenuserne er lige lange, og de
deler kateten BD. Dermed er de kongruente. Det betyder at D er midtpunket
af AC, ogat ZABD = ZCBD. Dermed er linjen BD béde hejden, vinkelhal-
veringslinjen og medianen fra vinkel B samt midtnormalen pa AC.

Opgave 4.2.7. Kald centrum for den indskrevne cirkel for I.

C
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Arealet af trekant ABI er da %rc da r er hejden, og c er grundlinjen. Tilsva-
rende er arealet af trekant ACI og BCI henholdsvis $7b og 3ra. Da arealet
af trekant AB C netop er summen af arealerne af disse tre trekanter, er

1
Tzé(a+b+c)r=sr.

Opgave 4.2.8. Lad D vare fodpunktet for vinkelhalveringslinjen fra B.

C

Vi udnytter vinkelsummen i en trekant til at fa ZBD C = 180°— 3 —2y. Dermed
er
/DIC=180°—(180°—pB —2y)—y =P +7.

De andre vinkler findes p4 tilsvarende made.

Opgave 4.2.9. Lad M betegne medianernes skeaeringspunkt og M, betegne
fodpunktet for medianen pé siden a. C

M,

A B

Da3|MM,|=|AM,]|, er hgjden fra A i trekant ABC tre gange sa stor som hoj-
den fra M i trekant M BC. Dermed udger arealet af trekant M BC en tredje-
del af arealet af trekant AB C. Desuden har trekant M M, B og trekant M M, C
samme areal da de har samme hojde og lige store grundlinjer. Dermed deler
medianerne en trekant i seks sma trekanter med samme areal.
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Opgave 4.2.10. Kald fodpunktet af medianen m, pa a for M,. Tegn en linje
gennem B parallel med M, A, og lad A, veere skaeringspunktet mellem denne
linje og forleengelsen af siden AC.

A

B M, C

Trekanterne ACM, og A; CB er per konstruktion ensvinklede med forholdet
1:2, dvs. at |CA| = |AA;|. Linjen gennem C som halverer m,, halverer ogsa
A1 B da m, er midtpunktstransversal i trekant A; BC. Denne linje og AB er
derfor begge medianer i trekant A; BC, oglinjen deler dermed AB iforholdet
1:2.

Opgave 4.2.11. Forst viser vi at siderne i trekant A’B’C’ er parallelle med si-
derne i trekant ABC. Indtegn midtpunktstransversalen 7 gennem siderne
AB og AC.

Denne midtpunktstransversal gar gennem A’ og er parallel med BC. Punk-
terne B’ og C’ ligger per konstruktion lige langt fra linjen m og linjen BC, og
dermed er siden B’C’ parallel med BC. Tilsvarende gaelder for de andre to
sider i trekant A’B’C’. Vi har nu at siderne i trekant ABC og siderne i trekant
A’B’C’ er parallelle.

Da midtpunktstransversalen m deler siden AB p& midten, mé linjen B’C’
dele siden AB iforholdet1: 3, dvs. at [AB| = 4|A’ B’|. Dermed er forholdet mel-

lem siderne i trekant A’B’C’ og siderne i trekant ABC 1 : 4, dvs. at forholdet

2
mellem arealerne er () = 7. Arealet af trekant A’B’C’ er derfor 1.

Opgave 4.2.12. Lad A’, B’ og C’ veere den indskrevne cirkels roringspunkter
med henholdsvis a, b og c.

A C7 N \
\\ Az

Trekanterne TA’A;, IA’A,, I B’A og I C’ A er kongruente, da de alle er retvink-
lede, |A’I|=|B’I|=|C’I| og |IA|=|IA;|=|IA,|. Dermed er

|A) Ay| = A1 A'|+|A Ay = |B' Al + |AC.

P4 tilsvarende vis fas | B, B,| = |A’B| + |BC’| og |C,C,| = |B’C|+ |CA’|. Dette
giver det gnskede.

Opgave 4.2.13. Lad A, veere skaeringspunktet mellem I A; og BC.

Da A, er spejlingen af I i siden C B, star [ A, vinkelret pd BC og|[A;|=2|[A,|.
Dermed er trekant BA, I er retvinklet, og | B| = [IA;| = 2| A,|. Da hypotenu-
sen er dobbelt sé lang som kateten I A,, folger det af seetning 4.1.1 at ZI BA, =
30°. Fordi BI er vinkelhalveringslinje, kan vi nu konkludere at ZABC = 60°.



Opgave 4.3.1. Vinklen ZAP B er halvt sa stor som den tilsvarende centervinkel Opgave 4.3.4. Da BQ er diameter i den omskrevne cirkel, star Q C vinkelret
ZAOB, dvs. den er ret netop ndr ZAO B =180°, og dermed netop nér AB er en pa C B og er dermed parallel med AH da AH ogsé star vinkelret pa CB.
diameter.

\_/

Opgave 4.3.2. Tegn linjen BD. Seetningen om periferivinkler giver at ZAD B =

£LACB=30° 0g ZABD = ZACD =40°. Dermed er P4 samme made ses at QA er parallel med C H. Dermed er AQC H et paralle-

/BAD =180°—/ADB—/ABD =180°—30°—40° = 110°. logram.

Opgave 4.3.5. Vi skal vise at korde-tangentvinklen w er halvt sa stor som den
centervinkel v der speender over korden. Linjestykket fra centrum til tangen-
tens roringspunkt star vinkelret pa tangenten. Da trekant AOB er ligebenet
med |AO| =|BO| fordi de begge er radier i den omskrevne cirkel, er

180°—v v

w=90"—Z0AB=90°———=—.
2 2

Opgave 4.3.2 Opgave 4.3.3

/N
N

Opgave 4.3.3. Da vinkel ZABC er ret, ma AC veere diameter i cirklen ifolge A =
korollar 4.3.2. Det betyder at ZAE C =90° da den spaender over en diameter.

Ifelge setningen om periferivinkler er ZCED = ZBAC = 33° da de spaender

over samme buelangde fordi |BC|=|CD|. Samlet er Den omvendte setning om korde-tangent-vinkler: Ifolge det vi netop har vist,
danner tangenten gennem punktet A pa cirkelperiferien sammen med kor-
den AB en vinkel der er lige sa stor som den periferivinkel der spaender over
korden AB. Linjen gennem A, der ogséd danner denne vinkel med korden AB,
ma derfor veere sammenfaldende med tangenten, dvs. den tangerer cirklen.

/DEA=/DEC+/ZCEA=33°+90°=123".
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Opgave 4.3.6. Ifolge setning 4.3.3 om korde-tangentvinkler er AABD ~
AAC B. Dette giver
|AB| |AD]|

|AC| ~ |AB|’
dvs. |AB|> = |AC||AD| =12, og alts& |AB| = v/12.

Opgave 4.3.7. Da AI er vinkelhalveringslinje i trekant ABC, ma M veere midt-
punktet af cirkelbuen BC. Dermed er |BM|=|CM|. Lad som saedvanlig a,
og y veere de halve vinkler.

Vimangler atbevise at [I M| =|BM|. Ved at benytte seetningen 4.2.10 om vink-
lerved I fasat ZBIM = a+f3. Daperiferivinkler der spaeender over samme bue,
er lige store, fas

/MBI=/MBC+/CBI=/MAC+B=a+p.

Dermed er |IM|=|BM]|, og M er centrum for cirklen gennem B, C og I.

220

Opgave 4.3.8. Vi viser det i tilfeeldet hvor AB C er en spidsvinklet trekant. Lad
H’ vaere skeeringen mellem AH og den omskrevne cirkel til trekant ABC.

A

Daer /ZH'CB = ZH’AB = 90°— ZABC = ZHCB. Da H A star vinkelret pa
BC, folger det at H' er spejlingen af H i siden BC. Beviset foregar stort set pa
samme made hvis trekant ABC er stumpvinklet.

Opgave 4.3.9. Vinkel v: Betragt trekant AD P. Da vinkelsummen i en trekant
er 180°, er

AB+CD
v =180°—ZAPD = /PDA+/PAD = = ~~

A
P4
B

C

GVACU
(N

Vinkel w: Bemerk forst at ZPBD = 180°— /D BC = 180° — 2. Betragt nu
trekant P BD. Da vinkelsummen i en trekant er 180°, er

. . AB . CD\ CD-AB
w=180°~ZADB—/PBD =180°— —~—| 180° - - .

2 2



Opgave 4.4.1. Forst viser vi at iii) medferer i). Lad ABC D veere en firkant hvor
/ZCAD = /CBD. Tegn den omskrevne cirkel til trekant AC D, og lad B’ veere
skeeringspunktet mellem BD og den omskrevne cirkel. Da B’ ligger pa cirkel-
periferien, er ZCB’D = ZCAD = ZCBD. Trekanterne CD B og CD B’ er der-
med kongruente da de ogsé har vinklen ved D felles og siden CD. Dermed
er B=B’, og firkant ABCD er indskrivelig.A

Til slut viser vi at i) medferer iii). Lad omvendt ABC D vere en indskrivelig
firkant. Da geelder ifolge seetningen om periferivinkler at ZCAD = ZCBD.

Opgave 4.4.2. Vi ser forst pa tilfeeldet hvor trekant ABC er spidsvinklet. Fir-
kant ABH, H,, er indskrivelig ifelge seetningen om indskrivelige firkanter da
/AH,B=90°=/AH, B. Da ABH, H}, er indskrivelig, mé&

/CH,H, =180°—/BH,H, = ZCAB.

Dermed er ACAB ensvinklet med AC H, H;,. Beviset foregar stort set tilsva-
rende hvis trekanten er stumpvinklet.

Opgave 4.4.3. Da firkant AH;, H, B er indskrivelig, er ZAH, H, = ZABH,,. Til-
svarende er ZAH,H. = /ZACH,. Da AABH), og AAC H,. er retvinklede og har
vinkel A feelles, er de ensvinklede, og dermed er ZABH), = ZAC H,.. Samlet er
AH,, vinkelhalveringslinje i AH, H, H,,.
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Opgave 4.4.4. Kald hgjdernes skeringspunkt for H. Da firkant CK H L er ind-
skrivelig, ligger H pa den omskrevne cirkel til trekant C K L. Da hajderne skee-
rer hinanden i samme punkt, er linjen C H ogsé hajde i trekanten. Derfor er

/ZABL=90°—/BAC =ZHCA. =

Da M er midtpunktet af hypotenusen i den retvinklede trekant ALB, er
/ABL = /M LB. Dermed er vinklen mellem linjen M L og korden H L den
samme som periferivinklen ZH C L der spender over korden H L. Altsé er
M L tangent til cirklen ifolge den omvendte seetning om korde-tangentvinkler.
Helt tilsvarende vises at M K er tangent til cirklen.

Opgave 4.4.5.Da ZM HC = /M BC =90°, er firkant M H C B indskrivelig ifol-
ge setningen om indskrivelige firkanter.

A H —H+—— B

D C

Ved at bruge satningen om indskrivelige firkanter og saetningen om periferi-
vinkler fas

/BCH =180°-/BMH=/AMD=/BMC=/BHC,
hvilket viser at |[BC|=|BH|.
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Opgave 4.4.6. Betragt de omskrevne cirkler til AAB’C’ og ABC’A’, og kald
deres andet skaeringspunkt for P. Vi viser at firkant A’C B’P er indskrivelig da
det viser det gnskede. Seetningen om indskrivelige firkanter giver

/CB'P=180°—/ZAB’'P=/AC’'P=180°—/BC’'P=/BA'P =180°—/ZPA'C.

Dette viser at firkant A’C B’P er indskrivelig. c

Opgave 4.4.7. Da linjen DE er parallel med AB, giver seetningen om korde-
tangent-vinkler at
/LADE =/FAB=/ACE.

Det betyder ifolge seetningen om indskrivelige firkanter at firkant AECD er
indskrivelig, og dermed yderligere at ZD AE er ret. Da linjen fra centrum af
cirklen til reringspunktet for en tangent star vinkelret pa tangenten, betyder
det at centrum O for den omskrevne cirkel til trekant AB C ligger pélinjen AE.

C

Opgave 4.4.8. Vinkel AD B og vinkel AC B er rette da de speender over en dia-
meter i cirklen.

Firkanterne ADST og BCST er derfor indskrivelige da de har to modstaende
rette vinkler, og firkant ABC D er pr. konstruktion indskrivelig. Dermed er

LCTS=/LCBS=/ZCBD =/CAD =/SAD =/STD,

hvilket viser at linjen ST halverer vinkel ZC T D.

Opgave 4.4.9. Bemerk forst at ZCD A og ZC LA begge er rette da de speender
over diameteren i €. Altsd er firkant K DM L indskrivelig. Lad P veere skee-
ringspunktet mellem AC og M N.Da K er hojdernes skeringspunkt i trekant
AMC, méa ZAPN vere ret. Det betyder at APCM og ALCA er ensvinklede
da de deler vinkel C og begge har en ret vinkel. Dermed er ZLAC = ZCMP.




Vi ved yderligere pga. periferivinkler at /ZLAC = ZLBC, dvs.
LLBN =/LBC=/4LAC=/4ZCMP=/LMN,

hvilket ifolge seetningen om indskrivelige firkanter viser at firkant BN LM er
indskrivelig.

Opgave 4.4.10 Ifolge Ptolemeus’ seetning geelder at

IMA||BC|=|MBJ||AC|+|MC||ABI.

Da trekant ABC er ligesidet, fas [M A|=|M B|+|M C|.

Opgave 4.4.11 Bemeerk at AD er diameter i cirklen, og dermed at trekanterne
ACD og ABD er retvinklede.

Pythagoras’ satning giver dermed at |BD| = v/3 0g|C D| = v2. Ved at anvende
Ptolemeeus’ seetning far vi nu at

|AC|IBD|—|AB|ICD| _v6—+v2

|BC|=
|AD 2
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Opgave 4.4.12. Antag forst at P er et punkt pd den omskrevne cirkel til trekant
ABC, og antag uden tab af generalitet at P ligger pa buestykket B C sé projek-
tionen P, af P pélinjen AC ligger pa linjestykket AC, mens projektionen P; af
P palinjen AB ikke ligger pa linjestykket AB, men dets forleengelse.

Firkant P C P, P, er indskrivelig da begge diagonaler star vinkelret pa en side,
og dermed er ZCP,P, = ZCPP,. Firkant PP, BP; er indskrivelig da to mod-
stdende vinkler er rette, og dermed er ZBP, P; = ZBPP;. Firkant PP, AP; er
indskrivelig da to modstdende vinkler er rette. Da firkant ABP C pr. anta-
gelse er indskrivelig, er ZP;PP, = 180° —ZBAC = ZBPC. Af dette folger at
/BPP;=/CPDP, ogsamlet at ZCP, P, = /BP, P;, dvs. at punkterne P, P, og
Py ligger pa en ret linje.

Antag omvendt at de tre projektioner P;, P, og P; ligger pa en ret linje.
For nemheds skyld antager vi at vi har samme konfiguration som for, men
altsd hvor vi denne gang ved at P, P, og P; ligger pa linje. Firkanterne
PCP,P,,PP,BP; 0og AP;PP; er oplagt indskrivelige, og dermed er

:Zcplpz+(180°—ZP2AP3)—ZBP1P3: 1800—ZCAB

Det viser at P ligger pa den omskrevne cirkel til trekant ABC.

Georg Mohr-Konkurrencen



Opgave 4.4.13. Firkant C D HE er indskrivelig da den har to modstaende rette
vinkler. Dermed ligger D pa den omskrevne cirkel til trekant CH E, hvilket
betyder at Q, M og N ligger pa en linje ifolge seetning 4.4.5 om Simsonlinjen.

C 0 E A

Tilsvarende ligger D pa den omskrevne cirkel til trekant H F B hvilket betyder
at M, N og P ligger pa linje. Dette viser samlet at alle fire punkter P, Q, M og
N ligger pa en ret linje.

Opgave 4.5.1. Lad P vere et punkt inden i cirklen sa P # O, og lad [ veere en
linje gennem P som skeerer cirklen i punkterne A og B.

A
) )
B
Tegn linjen gennem P og O, og kald skeeringspunkterne med cirklen for M og

N. Trekanterne AAM P og AN BP er ensvinklede ifolge saetningen om peri-
ferivinkler. Altsé er

|AP||BP|=|MP|INP|=(r—|OP|)r+|PO|)=r*—|POJ* =—Pow(P, w).

Lad nu m veere endnu en linje gennem P som skerer cirklen i punkterne C
og D. Ifelge det vi netop har vist, ma ogsa |CP||DP| = —Pow(P, w), dvs. at
|AP||BP|=|CP||DP|.

Opgave 4.5.2. Antag at A og B ligger pa [ pa hver sin side af P, og at C og D
ligger pa m pa hver sin side af P. Antag yderligere at |PA||PB|=|PC||PD|.

Lad w veere cirklen gennem A, B og C, oglad D’ veere skaeringen (forskellig fra
C) mellem w oglinjen m. Da P ligger péd korden AB, ma P vere et indre punkt
i w. Dermed ligger P ogsa péa korden CD’, dvs. at D og D’ ligger pad samme
side af P pa linjen m. Ifelge seetningen om et punkts potens er |PA||PB| =
|[PC||PD’|. Dermed er |[PD|=|PD’| og altsd D = D’. De fire punkter A, B, C
og D ligger derfor pa samme cirkel.

Beviset fores stort set tilsvarende nar bdde A og B ligger pad samme side af
P, og C og D ligger pa samme side af P. I dette tilfeelde er P blot et punkt der
ligger uden for cirklen.

Opgave 4.5.3. Lad R veere skeeringspunktet mellem N M og PQ. Ifelge saet-
ningen om punkts potens er |[PR|>=|RN||RM|=|QR/?, ogaltsd |[PR|=|QR|.

M

PRQ

Dermed har AMRP og AMRQ samme areal da de har samme hgjde og
grundlinje, og ANPR og ANQR samme areal af samme arsag. Altsd har
AMN P og AM N Q ogsa samme areal.



Opgave 4.5.4. Lad D vere skaeringspunktet mellem de to cirkler. Vinklerne
ZADB og ZAD C er begge rette da de spaender over en diameter, og dermed
er D fodpunktet for hajden fra A pa siden BC.

S

Q

Hojdernes skeeringspunkt H ligger derfor pd AD, hvilket ifalge seetningen om
et punkt potens giver at

|HS||HT|=|HA||HD|=|HP|HQ|.

Dermed ligger P, Q, S og T pa en cirkel ifplge den omvendte satning om et
punkts potens.

Opgave 4.5.5. Lad P vere skeeringspunktet mellem linjerne LK og m. Da m
og n er parallelle, er ZCBT = ZKTP. Firkant BCLK er indskrivelig, dvs.
modstdende vinkler har sum 180°, og derfor far vi yderligere at ZTLP =
/ZCBT =/KTP.Dermed er ATPK ~ALPT. Dette giver at

|TP|>=|PK||PL|.

Dette kombineret med s@tningen om punkts potens viser at P’s potens i for-
hold til cirklen er

|AP|*=|PK||PL|=|TPJ*.

Altsé er P midtpunktet af AT .
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Opgave 4.5.6. Lad O veare centrum for halvcirklen, og lad R veere skeerings-
punktet mellem AO og N M. Punktet R er da midtpunktet af M N da figuren
er symmetrisk omkring linjen AO. Trekanterne AARN og AAN O er ensvink-
lede da de begge er retvinklede og desuden deler vinklen ved A. Altsa er
|AN|>=|AR||AO|.

A
P
B E 0 FC

Seetningen om et punkts potens giver nu at
|AP||AF|=|AN|?=|AR||AO|.

Af den omvendte setning om et punkt potens folger nu at firkant PFOR er
indskrivelig, og altsd at ZRPF erret. Vinkel ZE PF er ogsa ret da den spaeender
over en diameter, og derfor mé P, R og E ligge pa linje. Det betyder at linjen
PE deler linjestykket N M pa midten.
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Opgave 4.6.1. Radikalaksen for w; og w, er linjen M N. Kald den omskrevne
cirkel til rektanglet ABC D for w.

B A

Radikalaksen for w og w; er AC, og radikalaksen for w og w, er BD. Ifglge
setningen om radikalcentrum skeerer de tre radikalakser hinanden i et punkt,
eller ogsé er de alle tre parallelle. Det sidste er ikke muligt her da AC og BD
er diagonalerne i et rektangel. Dermed ligger skeeringspunktet mellem AC og
BD palinjen M N.

Opgave 4.6.2. Lad w; veere cirklen med centrum i D gennem B og C, w, veere
cirklen med centrum i E gennem A og C, og w3 cirklen med centrum i F gen-
nem A og B. Radikalaksen for w; og w, er linjen gennem deres feelles punkt C
som stér vinkelret pd linjen gennem deres centre, dvs. vinkelret pa linjen DE.
Tilsvarende er radikalaksen for w; og ws linjen gennem B vinkelret pa linjen
DF, og radikalaksen for w, og ws linjen gennem A vinkelret pd EF.

E__ RS

226

Ifelge seetningen om radikalcentrum skeerer de tre linjer hinanden i et punkt,
hvis de ikke alle er parallelle. Det sidste er ikke en mulighed da de tre linjer
star vinkelret pa hver sin side i trekant DEF.

Opgave 4.6.3. Lad T veere skeeringspunktet mellem PQ og RS, og lad w; og
w, veere to cirkler gennem henholdsvis P og Q samt R og S som tangerer
hinandeni I. Da T ligger pa radikalaksen for w og w;, samt pa radikalaksen
for w og w,, ma T veere radikalcentrum for de tre cirkler, hvilket betyder at
|TI| = +/|TP||TQ| uanset valget af w; og w,. Dvs. at L er en delmaengde af
cirklen med T som centrum og +/|T P||T Q| som radius.

Lad omvendt I veere et punkt pa denne cirkel som ikke ligger pa nogen af
linjerne SR og PQ og ikke péa cirklen PQRS. Da vil T vere radikalcentrum
for cirklen w samt de omskrevne cirkler til APQI og ARSI. Fordi |T1| =
Vv |TP||TQ|, m& de omskrevne cirkler til APQI og ARSI tangere hinanden
i I ifplge seetningen om et punkts potens. Dermed er L cirklen med centrum
i T ogradius y/|T P||TQ| fraregnet punkterne pé linjerne RS og PQ og punk-
terne pa cirklen PQRS. (Disse punkter opfylder oplagt ikke betingelsen).

Opgave 4.6.4. Kald cirklen gennem C, E, D, F for w, cirklen med centrum i
A og radius |AC| for w; og cirklen med centrum i B og radius | BF| for w,. Vi
onsker at vise at O og N ligger pa radikalaksen for w, og w, da dette viser at
ON star vinkelret p linjen AB.



Da AC er tangent til w og dermed star vinkelret pad C O, ma C O veere tangent
til w;. Tilsvarende er F O tangent til w,. Derfor er

P(0,w,)=|0CF*=|0F|*=P(0, wy),
dvs. at O ligger pa radikalaksen for w; og w,. Desuden er
P(N,w;)=—ICN|IND|=P(N,w)=—|EN||FN|=P(N, w,).

Dermed ligger ogsd N pa radikalaksen for w, og w,, og det onskede er vist.

Opgave 4.6.5. i) Kald centrene i cirklerne w;, w, 0g w3 for henholdsvis Oy,
0, og Os. Firkant EF G O er ifplge saetning 4.2.3 pr. konstruktion et paralle-
logram, diagonalerne skeerer dermed hinanden pa midten, og O; er derfor
deres skaeringspunkt. Linjen gennem O, O er derfor midtpunktstransversal i
trekant AF O, og altsa parallel med AF, og dermed ortogonal med M E. Punk-
tet E ligger pa w; da E er midtpunktet af korden AC i cirklen ¢, og vi dermed
ved at ZAE O = 90°. Radikalaksen for w; og ws er derfor M E da E ligger pa
begge cirkler, og M E stér vinkelret pé linjen gennem cirklernes centre. Tilsva-
rende ses at N G er radikalakse for w, og ws.

ii) Radikalaksen for w og w; er deres felles tangent i A, og dermed er radikal-
centrum for w, w, og w3 skeringen mellem denne tangent og radikalaksen

for w; og w3, dvs. punktet M. P4 tilsvarende vis ses at radikalcentrum for c,
w, 0g w3 er N.

iii) Afii) folger at M N er radikalakse for w og w3, og dermed star N M vinkelret
pa O0;s. Vi ved desuden at CD star vinkelret pd OOz, da O O3 halverer CD.
Dermed er M N parallel med CD.

Opgave 4.7.1. Der findes en multiplikation omkring A; med multiplikations-
faktor k; som forer w; i w, og tilsvarende en multiplikation omkring A, med
multiplikationsfaktor k, som forer w, i w.

Da w; og w, har samme radius, betyder det at k; = k,. Altsa vil en multiplika-
tion omkring M med multiplikationsfaktor ,Clkil afbilde B, i A; og B, i A, og
dermed B; B, i A; A,. De to linjer er derfor parallelle.
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Opgave 4.7.2. Der findes en multiplikation omkring A som afbilder w; i w,.

Ved denne multiplikation afbildes N i N’ og P i P’ som vist pa figuren.

Linjerne [/ og I’ er parallelle, og cirkelbuerne M N’ og Q P’ er derfor lige store.
Altsa er ZM AN = ZPAQ.

Opgave 4.7.3 Da medianerne deler hinanden i forholdet 1 : 2, vil en multi-
plikation i M med multiplikationsfaktor k = —% fore AiM,, BiM;, og C i
M..

Trekant ABC fores derfor i trekant M, M, M., og det vil sige at den ind-
skrevne cirkel for trekant ABC fores i Spieker-cirklen. Dermed fores I i S, og
punkterne I, M og S ligger pé linje med 2|M S|=|MI|.

Ved samme multiplikation fores hajderne i midtnormalerne. Dermed fores
H i O, og punkterne H, M og O ligger pa linje med 2|M O|=|M H|.

Opgave 4.7.4. Linjen gennem X; vinkelret pa a oglinjen gennem X vinkelret
pa a er parallelle, og da de begge star vinkelret pa korden X X i cirklen, ma
de have samme afstand til cirklens centrum.

X X .
Ved en multiplikation om cirklens centrum med multiplikationsfaktor —1 fo-
res linjen gennem X; vinkelret pa a derfor i linjen gennem X vinkelret pa a.
Tilsvarende fores linjen gennem Y; vinkelret pa b ilinjen gennem Y vinkelret
pa b, oglinjen gennem Z; vinkelret pa c ilinjen gennem Z vinkelret pa c. Da
de tre linjer fores i tre linjer som skeerer hinanden i et punkt, mé de tre linjer
ogsa selv skeerer hinanden i et punkt.

Opgave 4.7.5. Ifolge satning 4.3.5 ligger spejlingen af H i linjen AB pa den
omskrevne cirkel til trekant ABC.




Ved en multiplikation omkring H med multiplikationsfaktor 2 bliver H,, Hj,
og H, derfor afbildet i punkter pa den omskrevne cirkel. Punkterne N, N},
og N, bliver afbildet i henholdsvis A, B og C. Lad H/ vaere det punkt som H,
afbildes i pa den omskrevne cirkel. Punktet M, bliver afbildet i spejlingen af
H/ i midtnormalen til AB der gar gennem M, og dette punkt ligger ogsa pa
den omskrevne cirkel da den er symmetrisk om midtnormalen til AB. Altsa
afbildes M,, M}, og M. ogsé i den omskrevne cirkel ved en multiplikation i H
med multiplikationsfaktor 2.

De ni punkter H,, H,, H., M,, M}, M., N,, N, og N, bliver dermed alle
afbildet pa4 den omskrevne cirkel, og derfor ligger de alle pa samme cirkel.

Opgave 4.7.6. Der findes en multiplikation omkring A som afbilder w; i w,,
og multiplikationsfaktoren for denne afbildning kaldes k. Dermed er | X, 5| =
k|1 X Yl

Trekanterne X; BY; og Y, BX, er derfor ensvinklede med |BY,| = k - |BX;| og
|BX,| = k- |BY;|. En multiplikation omkring B med multiplikationsfaktoren
—k forer dermed X; i ¥, og Y} i X,, og altsa cirklen w; i den omskrevne cirkel
til BX, Y,. Dermed tangerer w; og den omskrevne cirkel til BX, Y, hinanden.

Opgave 4.7.7. 1) Bemeerk forst at den multiplikation om T der forer w i, forer
K iT.Detbetyder at tangenten til 2i M er parallel med AB, og dermed er M
midtpunktet afbuen AB og altsé superpunktet. Af samme &rsag svarer korden

TK iw tilkorden T M i, hvilket viserat /M BT =/TKA=/BKM.Dermed
er ATM B ~ ABMK da de deler vinkel i M. ii) Desuden ved vi at ZTCM =
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/LTLK,ogaltsdat LZTCI =4TCM = LT LK = £T LI, hvilket viser at firkant
CLIT erindskrivelig.

iii) For atviseat AMKI ~AMIT erdetnokatviseat ZI KM =ZT 1M datre-
kanterne deler vinklen ved M. Ved at udnytte at firkant CLIT er indskrivelig
far vi

LTIM =180°—ZCIT=180°—ZCLT =180°—ZLKT =ZIKM.

vi) At AMKI ~ AMIT, giver at [MK||MT| = |MI|?. Vi ved yderligere at
ATMB ~ ABMK, og dermed |[MK|[MT| = |MB|?, dvs. [MI| = |M B|. Des-
uden ved vi at superpunktet M er centrum for cirklen gennem A, B og cen-
trum for den indskrevne cirkel til trekant AB C, og at dette centrum ligger pa
vinkelhalveringslinjen CM til vinkel C. Dette viser at I er centrum for den
indskrevne cirkel.

Opgave 4.8.1. Lad 2a, 23 og 2y veere henholdsvis vinkel A, B og C. Trekant
AEF er ligebenet, og derfor er

180° —2a

LAFE = =B+7.
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Da O, B og O, C er de ydre vinkelhalveringslinjer til henholdsvis vinkel B og
C,er

/B0,C=180°-Z0,BC—£0,CB=180°—(a+y)—(a+B)=p +7.
Dette viser at firkant C J O, F er indskrivelig, ogdermed at /BJC =/Z0O,FC =
90°.

Opgave 4.8.2. Lad A;, B; og C; vare roringspunkterne for den indskrevne cir-
kel med henholdsvis BC, AC og AB, oglad A;, B, og C, veere roringspunkter-
ne mellem den ydre reringscirkel w, og henholdsvis BC, AC og BC.

Afstanden fra A til punkterne B, og C, er den samme da AB, og AC, er tan-
genter til w,. Dermed er

1
|AB;| = S{IAB,| +]AG)) = S(IAC| +|C By |+ |AB| +|AG])
(JAC|+|CAz|+|AB|+|BA;z|)=s.

N =N =

Potensen af A mht. w,, er |AB,|?. Altsé er potensen af A mht. w,, lig s2.

Desuden er |CA,|=s—|AC|=s—(|CB;|+|B;A|). Da s =|BA;|+|C B;|+|B; A,
er |BA;|=|CA,|. Altsa ligger A; og A, symmetrisk pa linjestykket BC omkring
dets midtpunkt.
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Opgave 4.8.3. Lad s veere den halve omkreds i trekant AB C. Fra seetning 4.8.2
ved vi at

|IDB|=s—|AB|og|DC|=s—|AC|.
Det tilsvarende gelder for trekant ABD og trekant ACD, dvs.
|AD|+|AB|—|BD| |AD|+2|AB|—s

|PD|=s—|BD|=

2 2
|AD|+|AC|—|CD| |AD|+2|AC|—s
QDI =s—|CD|= : =

Dermed er P = Q netop nar |[AB|=|AC|.

C

Opgave 4.8.4. Da trapezet ABC D er symmetrisk omkring midtnormalen til
CD, ligger roringspunktet mellem den indskrevne cirkel til trekant ACD og
CD symmetrisk i forhold til E pé linjestykket CD.

B A




Fra saetning 4.8.2 ved vi at E er roringspunket for den ydre reringscirkel til
trekant AC D til siden C D. Punktet F ma derfor veere centrum for denne ydre
roringscirkel da F bade ligger pd vinkelhalveringslinjen fra A i trekant ACD,
og EF stér vinkelret pd CD. Dette betyder at ZG CF er den ydre vinkelhal-
veringslinje til vinkel C i trekant ACD, og dermed at ZGCF = w. Da
firkant ACF G er indskrivelig, er

/AGF =/180°—/ACF =180°—ZACD —/GCF
180°—/ZACD
=180°—ZACD—(f)
180°—/ZACD
:( 2 )
=/GCF =/GAF.

Dette viser det onskede.

Opgave 4.8.5 Ifolge saetning 4.3.4 om superpunktet ligger punkterne B, C og
I pd en cirkel med M som centrum. Seet /ZBAC =2a, ZABC =23 0g ZACB =

277

Ved yderligere at benytte seetning 4.2.10 og huske at BO, er den ydre vinkel-
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halveringslinje til vinkel B fas

/10,B=180°—/0,BI—/0,IB
=180°—20,BC—/CBI—/0,IB
=180°—(a+7)—p —(a+p)
=y=/BCI

Dermed er firkant BI CO, indskrivelig, og B, I, C og O, ligger pé en cir-
kel med M som centrum. Trekanterne AACI og AAO,B er ensvinklede
da ZCAI = Z/0,AB og /BO,A = /BO,I = /BCI = LACI. Dermed er
|AI||AO,| = |AB||AC].

Opgave 4.8.6. Lad O, vaere centrum for den ydre rgringscirkel til siden BC.
Ifplge setning 4.8.3 om den ydre roringscirkel og superpunktet er D centrum
for cirklen gennem B, I C og O,, og |AI||AO,|=|AB||AC|. Trekanterne AABF
og AAEC er ensvinklede fordi ZBAF = ZC AE per konstruktion, og ZABF =
/AE C da de spaender over samme buestykke.

Dermeder |AF||AE|=|AB||AC|=|AI||AOQ,|, hvilket viser at AAO, F og AAET
er ensvinklede. Da D er midtpunktetaf/ O,, og G er midtpunktetaf FI,er DG
midtpunktstransversal i trekant AT O, F, dvs. ZADG = ZAO,F = ZAEI, hvil-
ket viser at ZAE I og ZAD G spaender over samme buestykke il’, og dermed at
DG og EI skeerer hinanden paT.
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Opgave 4.9.1. Kald fodpunkterne for hgjderne i trekant ABC for H,, H}, og

H,. 5
H,

A b H, C
Daer AAH,B og AAH, C er ensvinklede, er

|AHb| _ C

|AH.| b’

Det tilsvarende geelder for de andre sider. Derfor er

|AH,| |BH,| |CH,| abc _
|H,C| |H.Al |H,B|] abc

Ifolge Cevas setning gar hojderne dermed gennem samme punkt.

Opgave 4.9.2. Da PQ er paralleltransversal i trekant ABC, er % = % ifolge

seetningen om transversaler. Kald skeeringspunktet mellem AX og BC for M.

A

B M C

Ifelge Cevas satning er

CQl 4P| |BM] _
QA PB] IMC]

Da % : % =1, mé % =1, og AM deler dermed B C pa midten.
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Opgave 4.9.3. Da den indskrevne cirkel tangerer AB og AC, er afstanden fra A
til de to reringspunkter Y og Z den samme. Altsd er |AY | =|AZ|, og tilsvarende
|BX|=|BZ|og|CX|=|CY]|.

X C
Dermed er
|AZ| |BX| |CY]|
ZBl IxCl Tval
Ifolge Cevas setning betyder dette at AX, BY og CZ skerer hinanden i et
punkt.

Opgave 4.9.4. Kald roringscirklernes rgringspunkter med siderne BC, AC og
AB for henholdsvis A, B’ og C’ og den indskrevne cirkels roringspunkter med
siderne BC, AC og AB for henholdsvis A;, B; og C;. Fra seetning 4.8.2 om de
ydre rogringscirkler ved vi at

|ICB’| |BA'| |AC'| |ABy| |CA| |BG|
|B’A| |A’C| |C’B| |B,C| |A\B| |CAl

Cevas s@tning giver nu at de tre cevianer skeerer hinanden i et punkt.

Opgave 4.9.5. Trekant AP D og trekant AQ D er kongruente da de har en feelles
side AD, ZPAD = /QAD og ZAPD =90° = ZAQD, dvs. at |AP| = |AQ)|.

A




Trekant AH B og trekant DQB er ensvinklede da de begge har en ret vinkel Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pa linje.

: 1BQ| _ |BD| 1CP| _ |CD|
samt den felles vinkel B. Dermed er 155 = 57 Tilsvarende er jcg; = Ty Opgave4.10.1. Lad A’ C veere diameter i den omskrevne cirkel til trekant ABC.
Da AD er vinkelhalveringslinje, er % = %. Samlet er Daer

a
sinA=sinA’= —.
2R

|AP| |CH| |BQI _|CH| |BQ| _|AC| |BD| _
[PC| |HBI 1QAl  IPCI |HB| |CD| |AB|

Ifolge Cevas sa@tning skerer linjerne AH, BP og QC hinanden i et punkt.

Opgave 4.9.6 Kald centrene for de tre cirkler Oy, O, og O; og deres radier for

: . X Y
11, 1, og 13. Ensvinklede trekanter giver at IX—%I =2 % =2 og

1Z0s| _ 13
ZO| —

Tilsvarende ses at sin B = 5% og sin C = 5%, og dermed i alt

_a b ¢
" sinA sinB  sinC’

Ved at benytte formlen for arealet af en trekant T = %b c sin(A) fas yderligere

1
4RT =2-2R-T =2 - — -—bcsinA=abc.

Betragt trekanten O, O, O;. Punkterne X, Y og Z er punkter pa henholdsvis sinA
linjerne O, QZ, 0)} (33 og 0301'. Nu benytter vi Menelaos’ satning til at vise at Opgave 4.10.2. Bemaerk forst at
X, Y og Z ligger pé linje. Hvis vi regner med fortegn, er

1 1 1 _a+b+c

10:X] '10:Y] |0:Z] =(_ﬁ)(_2)(_5)=_1_ ab Tac "bec  abc
IXOs| 1YOs] |Z0] ) 3 n

Dermed ligger de tre punkter X, Y og Z pa linje.

Kald arealet af trekanten for T. Daera+b +c =2 ogabc =4RT.Vihar nu

a+b+c_ 2T 1

Opgave 4.9.7 Kald centrene for de tre cirkler O;, O, og O; og deres radier for = = .
abc r-4RT 2rR

I, I> 0g 3. Som i opgave 4.9.6 ses at I))ggj =2 % =7 og Iégﬂ = 2. Betragt
trekanten O, O, 0. Punkterne X, Y og Z er punkter pd henholdsvis linjerne som gnsket.
0,0,, 0,05 0g O3 0;. Nu benytter vi Menelaos’ seetning til at vise at X, Y og Z

ligger pa linje. Hvis vi regner med fortegn, er

Opgave 4.10.3. Kald centrum for den indskrevne cirkel for I, og reringspunk-
tet mellem den indskrevne cirkel oglinjen AB for B’. Betragt den ydre rorings-
|0, X| |0,Y| |05Z] ( n\[(n\(1)_ cirkel til siden a, kald centrum for O,, ogkald reringspunktet mellem den ydre
X0, Y0 1zo U n )\ )\n)~ -1 roringscirkel og linjen AB for B”.

pJ\13/)\n
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Trekanterne AB’I og AB” O, er oplagt ensvinklede. Desuden ved vi fra set-
ning 4.8.2 at |[AB’| = s —a og |AB”| = s. Dette giver =% = %, og altsa

T=sr=r,(s—a).

Nu har vi
T=rs=r(s—a)=r,(s—b)=r.(s—c).

Fra Herons formel fas yderligere at
T?=s(s—a)(s—Db)(s—c).
Dette giver samlet

2 T_4 _ rsry(s—a)ry(s—b)r.(s—c)
T2 s(s—a)s—b)s—c)

=TTaTple.

Opgave 4.10.4. Kald trekanten AB C og de tre hojder for h,, h;, og h. sd h, =

12, hj, = 15 og h, = 20. Af ensvinklede trekanter folger at § = Z—Z, og altsd

h . h
b=gra= ta. Tilsvarende ¢ = ¢ = 2a. Dermed er trekantens halve omkreds
c

1 1 4 3 6
s=—(a+b+c)==(a+-a+-a)=-a.
2 2 5 5 5

Arealet T af trekant ABC er derfor

1
T=-ah,=6a.
2

234

Vi ved yderligere ifolge Herons formel at

T=\/s(s—a)(s—b)(s—c)=\Jga-éaéa-ga 6 22

Altséd er a =25 0g T = 150.

Opgave 4.10.5. Lad n > 3, og lad n — 1, n og n + 1 veere sideleengderne i en
trekant. Den halve omkreds er da 2. Ifalge Herons formel er arealet

| A T R

For n =4 er T = 6, s& vi har mindst en trekant der opfylder betingelserne.
Vi viser nu at vi ud fra en trekant der opfylder betingelserne, kan konstrue-
re endnu en trekant med den gnskede egenskab og storre sideleengde. Dette
giver nemlig at der findes uendeligt mange. Lad n vere et lige tal, n > 4, og
antag at %(n2—4) er et kvadrattal. Betragt trekanten med sideleengderne m—1,
m og m+ 1 hvor m = n>—2. Daer m > n, m er lige, og

Z(m2—4): %(m—Z)(m +2)= ?I(nz—4)n2.

Dermed er
T m,|3 (m2—4)
= — —(m<s—
"2 \4
et helt tal. Der findes altsa uendeligt mange trekanter med de onskede egen-

skaber.

Opgave 4.11.1. Betragt diameteren i @ hvis forleengelse gér gennem O. Den-
ne diameter vil af symmetrigrunde afbildes i diameteren til &/, og da linjer
gennem O afbildes pa sig selv, folger det at centrum for @, centrum for &’ og
punktet O ligger pé linje.

Opgave 4.11.2. Kald reringspunkterne mellem den ydre reringscirkel og
linjerne AC og BC for henholdsvis M og N. Det er velkendt fra afsnittet om
ydre roringscirkler at |C M| =|C N| = s. Punkterne M og N fikseres derfor ved
inversionen, dvs. at den ydre roringscirkel afbildes i en cirkel gennem M og N



som tangerer billederne af linjerne AC og BC. Da AC og BC afbildes pa sig

selv, ma ogsa cirklen afbildes pa sig selv.

Opgave 4.11.3. Kald centrum for den indskrevne cirkel for I. Firkant AM IN
er indskriveligda ZAM I =Z/ZANT =90°.

N

B C

Cirklen AM N afbildes derfor i en linje gennem M og N da disse to punk-
ter ligger pé inversionscirklen. Billedet af A er altséd skaeringspunktet mellem
linjestykket N M og linjen AI. Dette skeeringspunkt er netop midtpunktet af
M N, da AI er vinkelhalveringslinje til vinkel ZN AM og |AM|=|AN]|.

Opgave 4.11.4.

Ved inversion i en cirkel med centrum C og radius s afbildes den ydre ro-
ringscirkel pa sig selv ifolge opgave 4.11.2. Vi skal altsa vise at billedet af den
omskrevne cirkel til trekant C PQ tangerer den ydre roringscirkel. Da P og Q
afbildes pa sig selv, vil den omskrevne cirkel til trekant C PQ afbildes i linjen
PQ, som tangerer roringscirklen.

Opgave 4.11.5. Ved inversion i en cirkel med centrum i A afbildes w; og w; i
to parallelle linjer, og w3 0g w, afbildesi to cirkler der tangerer hinanden samt
henholdsvis billedet af w, og w;.

D/

N~

B/
Ved at regne pa vinklerne ses let at B, C’ og D’ ligger pa linje. Hvis denne linje

gar gennem A, vil A, B, C og D ligge pa linje, og hvis linjen ikke gar gennem
A, Vil A, B, C og D ligge pé en cirkel.

Opgave 4.11.6. Ved inversion i punktet O afbildes cirklerne Iy, I'z 0g I ilinjer
séledes at A’B’C’ er en trekant, og A’X’, B’Y’ og C’Z’ er cevianer i trekanten
som gar gennem samme punkt O.

/

C
Y »
X’ BY/
/\
B A
A/

Z B’ VA

X

Ved at udnytte at |[AY| = WIA’ Y’| osv. ses at ligningen vi skal vise, i det
inverterede tilfeelde er sekvivalent med

|A/Y/||B/Z,||C/X/| B

\&zZIB'X|IC' Y|

Dette er sandt ifolge Cevas setning.
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Opgave 4.11.7. Invertér i en cirkel med centrum i A og radius r. Linjerne AB,
AP og AC afbildes pa sig selv, cirklen gennem A, B, C;, P afbildes pa en linje
gennem B’, C{ og P’, cirklen gennem A, B;, C, P afbildes i en linje gennem

B/, C’ og P’, og cirklen gennem AB; P, C, afbildes i en linje gennem B, C| og

p/.
B 1 /
‘ B
‘ Pl/

B
Da B; og C; er midtpunkt pa henholdsvis AB og AC, er B’ og C’ midtpunkt
pé henholdsvis linjestykkerne AB; og AC;. Dermed er AB; C| en trekant med
B{C’ og B’C{ som medianer. Da linjen gennem A, P’ og P/ gar gennem skae-
ringspunktet mellem B/ C’ og B’C], er AP/ ogs& median i trekant AB|C/. Da
medianerne skeerer hinanden i forholdet 1 : 2, far vi

2 2

.
=3——-=3|AP,|.
ap] ~ apy =4

2|AP|=2

Opgave 4.11.8. Da P er det centrale punkt, inverterer vi i en cirkel med cen-
trum i P og radius r. Dermed er a} og a; to parallelle linjer, og a;, og a, er to
parallelle linjer. Firkant A’B’C’D’ er derfor et parallelogram.
Nu omformer vi p& begge sider af af den identitet vi skal vise, til det inver-
terede tilfeelde:
ABI[BC| _ patesipaned  |A'B/||B'C'|PDP

|AD||DC|_ r2|A’D’| _r2|D’C’| _|A’D’||D’C’||PB’|2’
[PA’||PD’| [PD/|[PC’]

og
4
|PB? _ mpE _|PD'P
IPDP - 5 IPB/P

Identiteten som vi skal vise, reduceres dermed til

|A/B/||B/C/| B
|A’D’||D’C’| B

)

hvilket er sandt da A’B’C’D’ er et parallelogram.

Opgave 4.11.9. Bemaerk forst at firkanterne APOS, BQOP, CROQ og DSOR
er indskrivelige, og kald deres omskrevne cirkler for henholdsvis a4, ag, a¢
og ap. Da AO og CO er diameter i henholdsvis a4 og ac, tangerer a4 og a¢
begge linjen BD i O. Tilsvarende tangerer ¢ g og ¢ linjen AC i O.

S’ A P’
D'} °
R B C’Q’

Inverterien cirkel med centrumi O. Da afbildes a4 og @ ito linjer som er pa-
rallelle med D B, og a g og ap itolinjer parallelle med AC. Skeeringspunkterne
mellem de fire cirkler er netop P, Q, R og S, dvs. at P’Q’R’S’ er et rektangel og
dermed indskrivelig. Punkterne P, Q, R og S ligger derfor ogsd pé en cirkel.

Opgave 4.11.10. Inverter i en cirkel med centrum i A da a og a, derved af-
bildes i to parallelle linjer som alle billederne af cirklerne i folgen tangerer.
Roringspunkternes billeder P/, P,, P;,... ligger derfor pa en ret linje, dvs. at
P, P, P;,... ligger pa en cirkel gennem A.



Opgave 4.11.11. Inverter i en cirkel med centrum i C. Da afbildes linjen PQ
pé sig sely, cirklen f i en linje parallel med P’Q’, halvcirklen « i en halvcirkel
som tangerer 8’ og har P’Q’ som diameter, oglinjen 7 i en cirkel som tangerer
P’ oghar C B’ som diameter.

P/ C O/ B/

Da linjen gennem P’, C, Q’ og B’ er parallel med linjen 8/, ma de to cirkler o’
og 1’ have samme radius. Derfor er

/PAC=/A'P'C=/A'B’'C=/BAC,

dvs. at AC er vinkelhalveringslinje i trekant PAC.

Opgave 5.1.1. De 8 x 8 midterste perler kan valges pa 55 méader da vi for
hver af de 64 perler har fem valgmuligheder. Derudover kan farven pa kanten
vaelges pa fem mader. Der er altsd samlet 5% forskellige kombinationer.

Opgave 5.1.2. Det forste ciffer ma hverken veere 0 eller 7, derfor er der otte
valgmuligheder for det forste ciffer. For hvert af de naeste seks cifre er der ni
valgmuligheder. Derfor er der 8-9° syvcifrede tal som ikke indeholder cifferet
7.

Opgave 5.1.3. Det forste ciffer kan veelges pa ni mader. Hvert af de folgende
cifre kan veelges pa ni méder da de ikke ma veere identiske med det foregden-
de. Dermed er der 9 ticifrede tal som ikke indeholder to ens nabocifre.

Opgave 5.1.4. Et tal er deleligt med 9 netop hvis tveersummen er det. For hvert
af de forste fem cifre er der ni valgmuligheder. Hvis tallet skal veere deleligt
med 9, er det sidste ciffer derimod entydigt fastlagt ud fra summen af de fem
foregdende. Dermed er der i alt 9° sekscifrede tal som er delelige med 9 og ikke
indeholder cifferet 0.
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Opgave 5.1.5. Da det er meget nemmere at teelle de tal som ikke indeholder
to ens nabocifre, gor vi i stedet det. Der er 48 ottecifrede tal som kun bestar af
cifrene 1, 2, 3 og 4. Hvis vi teeller antallet af disse som ikke indeholder to ens
nabocifre, s& har vi fire muligheder for at velge det forste ciffer, og derefter
tre muligheder for hvert af de naste. Dette giver 4-37. Der er altsé 4% —4-37
ottecifrede tal som indeholder to ens nabocifre og kun bestar af cifrene 1, 2, 3
og4.

Opgave 5.1.6. Kald delmaengden som indeholder 1, for A, delmaengden som
indeholder 2, for B og den sidste for C. Der er nu to muligheder for at placere
tallet 3 da ingen maengde mé indeholde to pd hinanden folgende tal. Da dette
gaelder for alle de resterende tal, er der altsé 21902 = 298 forskellige méder at
fordele tallene pa. I en enkelt af disse kombinationer bliver maengden C dog
tom, dvs. resultatet er 298 —1.

Opgave 5.1.7. For at teelle p4 hvor mange méder man kan fordele de 20 kugler
i de fire forskellige skale s der findes en skél som indeholder to kugler hvis
numre har en differens pa 1 eller 2, teeller viistedet antallet af mader at fordele
de 20 kugler i de fire forskellige skale, og treekker antallet af kombinationer fra
hvor der ikke findes en skal som indeholder to kugler hvis numre har en diffe-
rens pd 1 eller 2. Der er i alt 42° méder at fordele de 20 kugler pa da vi for hver
kugle har fire valgmuligheder. Hvis vi teeller antallet af disse kombinationer
som ikke indeholder to kugler hvis numre har en differens pé 1 eller 2, s& har
vi fire valgmuligheder for kugle nummer 1. Derefter er der tre valgmuligheder
for kugle nummer 2 da den ikke ma komme i samme skal som kugle nummer
1. For hver af de efterfolgende kugler er der netop to mulige skdle hvori de kan
placeres, da de ikke ma kommer i samme skal som nogen af de to foregdende
kugler. Dette giver 4-3-2'% kombinationer. Der er altsa 420—4.3.218 = 220(220_3)
mader at placere de 20 kugler s& der findes en skél der indeholder to kugler
hvis numre har en differens pa 1 eller 2.

Opgave 5.1.8. Et firecifret tal der opfylder det onskede, kan ikke indeholde
cifferet 0, dvs. det bestar af netop fire af cifrene 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, og det er
entydigt bestemt ud fra valget af disse fire cifre. Dermed er der i alt (Z) =126.

Opgave 5.1.9. Udvalgets medlemmer kan veelges pa (255) mader, og derudover

er der fem méder at veelge udvalgets forperson pa. Samlet er der derfor 5- (255)
muligheder for at nedsette udvalget.
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Opgave 5.1.10. Man kan veelge de to pars talveerdier pa (123) = 78 mader og
talveerdierne for de sidste to kort pa (121) = 55 mdader. Nar talveerdierne er be-
stemt, kan de to par hver velges pa (3) = 6 mader og de to andre kort pa hver

(1)=4 mader. Der er altsa i alt (123)(121)(3)2(‘11)2 =78-55-62-42 =2.471.040 mader.

Opgave 5.1.11. Der eri alt (542) = 270725 kombinationer af fire kort fra et al-
mindeligt seet spillekort med 52 kort, og alle disse er lige sandsynlige. Antallet
af disse som indeholder fire forskellige talveerdier, bestemmes: Der skal veel-
ges fire blandt de 13 talveerdier, og for hver af disse skal der veelges kulor. Der-
med er der (143)44 = 183040 kombinationer med fire kort som ikke indeholder
et par. Sandsynligheden for at de fire trukne kort indeholder fire forskellige

: 183040 _ 2816
talveerdier, er derfor 55-5= = 7752 -

Opgave 5.1.12. Vibetegner vejkrydsene (a, b) s Jonatan star ved (0, 0) og skal
til (4, 6), og det speerrede vejkryds betegnes (2, 3). Jonatan skal ga fire gange op
og seks gange til hgjre. Hvis man ser bort fra at det midterste vejkryds er speer-
ret, kan dette gores pé (140) mader. Nu treekker vi antallet af ruter gennem (2, 3)
fra dette antal. Man kan komme fra (0, 0) til (2,3) pa (g) madder, og tilsvarende
fra (2,3) til (4,6) pa (g) mader. Dermed er det samlede antal ruter Jonatan kan

veelge imellem, (140) = (2)2 =210—100=110.

Opgave 5.1.13. Der er i alt (130) = 120 forskellige kombinationer af tre bolde.
Ud af disse er der ifplge multiplikationsprincippet netop 5-3-2 = 30 med en
bold af hver farve. Dermed er sandsynligheden =% = 7.

Opgave 5.1.14. Hvilke af de k sojler blandt de n der skal indeholde et tarn, kan
veelges pa (;) mader. Tilsvarende kan man pa (') vaelge hvilke k blandt de m
reekker der skal indeholde et tdrn. Nar man placerer et tarn i den forste af de
valgte sojler, skal man velge et felt blandt felterne i de k udvalgte raekker. Nar
man derefter placerer et tdrn i den naeste valgte sgjle, skal man veelge et felt
blandt felterne pa de k — 1 resterende raekker der stadig mangler et tarn, osv.
Dermed kan de k tarne placeres pa (' )(})k! mader.

Opgave 5.1.15. i) For hvert par af hjorner er der en diagonal, pa neer hvis hjor-
nerne er nabohjorner. Da der er n par af nabohjerner, er der i alt (g) —n dia-
gonaler.
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ii) Hvert skeeringspunkt mellem to diagonaler kan pa entydig méade repree-
senteres ved de fire hjorner som de to diagonaler forbinder. Dermed er der
() skeeringspunkter mellem diagonaler.

iii) Vi tilfojer diagonalerne en efter en for at teelle hvor mange dele der kom-
mer i alt. Til at starte med er der én del. For hver gang man tegner en ny diago-
nal, opstér der en del mere samt en del mere for hvert skeringspunkt denne
diagonal danner med en anden diagonal. Der er ('21 )— n diagonaler og (Z) skee-
ringspunkter mellem diagonaler, dvs. at polygonen delesi 1 +(Z)— n+ (Z ) dele.

iv) Antallet af trekanter der har alle tre hjerner i polygonens hjorner, er (;l) Nu
teeller vi trekanter der har netop ét hjorne som ikke er et af polygonens hjor-
ner, men et skeeringspunkt mellem to diagonaler. For hver skeering mellem to
diagonaler opstér der netop fire sddanne trekanter, dvs. der er 4(2’).
Trekanter som har et af polygonens hjerner samt to skaeringer mellem dia-
gonaler som hjorner, opstar ved at man veelger fem punkter, veelger et af punk-
terne som hjorne og tegner diagonalerne mellem de fem punkter, og der op-
star kun én sddan trekant p4 denne méde, dvs. at der er 5('51 ) saddanne trekanter.

K H A

Trekanter med to hjorner
tilfeelles med polygonen

Trekanter med ét hjorne
tilfeelles med polygonen

Trekanter som ikke har hjgrner
tilfeelles med polygonen

Trekanter hvis hjerner kun bestdr af skeeringer mellem diagonaler, opstar
ved at man veelger seks punkter og tegner tre diagonaler mellem dem péa en
sddan mdde at de alle skeerer hinanden, og dette kan gores pa netop én made,
dvs. der er (g) af slagsen. I alt er der

(5)+a()+o()+(6)



Opgave 5.1.16. Med 7n betegnes det samlede antal sokker, med r antallet af
rode sokker. Da sandsynligheden for at traekke to sokker af samme farve er %,
er sandsynligheden for at traekke to sokker af forskellig farve ogsé % Man kan
traekke to sokker af forskellig farve pa r(n —r) mader, og der er i alt (;’ ) mader

at treekke to sokker pa. Altsa er
rln—r) 1
O
Denne relation mellem 7 og r er ensbetydende med at
ar?—4nr+m%—n)=0,

som videre giver

n+tJn
r= .
2

Den storst mulige verdi for r er derfor givet ved

_ rlo:lZQ/no
= > ,

r

hvor ng er det storst mulige kvadrattal mindre end eller lig med 1993. Ved ud-
regning ses at 442 < 1993 < 452, Altsa er ny = 442, og dermed fas r = 442+44 =

990.

Opgave 5.1.17. Man skal ga langs ni sider i enhedskuberne, tre i hver af de tre
retninger. Dvs. man kan velge mellem (32’3) = 1680 forskellige ruter.

Opgave 5.1.18. Der er (3,2,3) forskellige mader de tre personer kan traekke kug-
lerne pa. De far alle en ulige sum netop hvis to af dem treekker to kugler med
lige numre. Der er (g) muligheder for at veelge de to personer der skal traeekke
netop to kugler med lige numre. Derefter kan de fire kugler med lige numre
fordeles blandt de to personer pa (3) mader. Kuglerne med ulige numre kan
nu fordeles pa (1,‘;3,3) madder sd alle har netop tre kugler. Sandsynligheden for
at de alle far en ulige sum, er derfor

@)(3)(3?1) 3

(35) 14
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Opgave 5.1.19. Antal méder hvorpa man kan vaelge m hold med n deltagere

pa hver ud af nm personer, er ifolge saetning 5.1.4 (mzmm)(%fﬂ;, hvor m! i

navneren skyldes at de m hold ikke nummereres. Tilsvarende kan man veelge

n hold med m deltagere pa hver pa % mader. Altsa er

(nm) (nm)t  ((n m)!)?
(n)ymm! (mhnn!  (n)m+1(m!)n+1

et helt tal for alle positive hele tal 7 og m, hvilket viser det enskede.

Opgave 5.2.1. Der er (120) = 199 = 45 par af venner, og da der sendes 50 jule-

kort, ma der veere mindst ét par af venner der har udvekslet to julekort ifolge
skuffeprincippet. Da ingen sender to julekort til samme ven, ma de to have
sendt julekort til hinanden.

Opgave 5.2.2. Kvadratet deles op i ni kvadrater med sideleengde % og diago-

nalleengde dermed @ < 1. Ifelge skuffeprincippet ma der veere to punkter
som ligger i samme kvadrat, og afstanden mellem disse to punkter er mindre
end 1.

Opgave 5.2.3. Antag at der ikke findes to af de n + 2 tal som har en differens
der er delelig med 27n. Da har de n + 2 tal alle forskellige rester ved division
med 2n. De mulige rester ved division med 2n er 0,1,2,...,2n—1. PAnzer 0 og
n kan de parres sa hver par har sum 27, pa denne made:

(1,2n—1),(2,2n—2),...,(n—1,n+1).

Nu har vi n—1 par af rester og yderligere to rester. Da der er n + 2 forskellige
rester ved division med 27 blandt de n + 2 tal, ma der ifplge skuffeprincippet
findes et par af rester (i,2n — i) hvor begge rester findes blandt de n + 2 tal.
Altsa findes der to tal blandt de n + 2 tal hvis sum er delelig med 2n.

Opgave 5.2.4. Der er 100 forskellige placeringer af bordet, hvor der er en forret
pa hver plads. Lad hver placering repraesentere en skuffe, sa vi har 100 skuffer.
Hver forret star rigtigt i netop én placering, dvs. der er 100 forretter som vi
hver laegger i den skuffe der repraesenterer den placering hvor forretten er pa
den rigtige plads. Da der i udgangsplaceringen ikke er en eneste forret der
star rigtigt, er mindst én af skufferne tom. Altsa findes der en skuffe med to
forretter, dvs. mindst én placering hvor mindst to forretter er placeret rigtigt.
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Opgave 5.2.5. Inddel kvadratet i 50 rektangler med sideleengder 1 og %. Ifol-
ge skuffeprincippet findes et rektangel med mindst tre rode punkter. Disse
tre rede punkter udger en trekant hvis areal hojst er halvdelen af rektanglets
areal, dvs. hojst ﬁ.

Opgave 5.2.6. Betragt alle gitterpunkterne (x, y)med 1<x<n+1logl<y<
n™1 +1, hvor x og y er hele tal. Hver reekke kan farves pa n""! forskellige
mader. Ifplge skuffeprincippet findes derfor mindst to raekker der er farvet pa
samme madde. Da der er n farver og n + 1 punkter i hver raekke, findes igen
ifplge skuffeprincippet mindst to punkter i samme raeekke med samme farve.
I de to raekker der er farvet identisk, findes derfor to punkter af samme farve i
den ene raekke, og sammen med de to tilsvarende punkter i den anden raekke
udger de hjornerne i et rektangel.

Opgave 5.2.7. Antag at der ikke findes tre drager som tilsammen har alle nog-

lerne. For hver trio af drager er der s& mindst én negle de ikke har, og de negler

de ikke har, ma hver af de andre drager have, da fire vilkarlige drager har samt-

lige negler. Dvs. for hver trio af drager findes en unik neggle som de ikke har,
7 . : . .

ogdader er (3) =35 trioer af drager, ma der veere mindst 35 forskellige nogler,

men dette er en modstrid da der kun er 3-10 =30 nagler.

Opgave 5.2.8. Lad A veere en mengde med 23 elementer blandt tallene fra 1 til
1000. Da er summen af elementerne i A mindre end 23-1000 = 23000. Nu laver
vi 23000 skuffer nummereret 1,2, ...,23000, og hver ikke-tom delmaengde af A
puttes ned i den skuffe hvis nummer er summen af elementerne i delmaeng-
den. Der er 223 — 1 forskellige ikke-tomme delmangder af A, og da dette tal
er langt storre end 23000, findes mindst én skuffe med to delmaengder som vi
kalder B og C. Da mengderne er forskellige, og elementerne i dem har sam-
me sum, er B; = B\C og C; = C\B to disjunkte ikke-tomme delmzngder af
A, og summen af elementerne i B; er lig summen af elementerne i C;.

Opgave 5.2.9. For et reelt tal x betegner {x} brokdelen af x, dvs. x minus det
storste hele tal som ikke er storre end x. Fx er {2,34} = 0,34 og {—2,91} = 0,09.
Vi inddeler nu tallinjen fra 0 til 1 i » intervaller af leengde %

I
i

0

| |
o
ol

== 1

S
S|+
S|
S|
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Lad nu M;, i = 1,2,...,n, vere den delmeangde af {a,2aq,...,(n —1)a} som
indeholder netop de elementer hvis brokdel ligger i det i’te interval pa vo-
res tallinje, dvs. i [% ; %] Hvis M, eller M, ikke er tom, har vi et tal med den
onskede egenskab. Antag at M; og M, er tomme. Da md en af mengderne
M,,...,M,_, indeholde to elementer, lad os sige ba og ca, hvor b < c. Da
afstanden mellem {ba} og {ca} er mindre end %, ma (¢ — b)a tilhore enten

M, eller M,,, hvilket er en modstrid.

Opgave 5.2.10. Cirklen med radius 2 kan daekkes af syv cirkler med radius 1
som vist pa figuren. (Overvej hvordan de skal konstrueres.)

Ifelge skuffeprincippet findes derfor en cirkel med radius 1 som indeholder
mindst tre punkter.

Opgave 5.3.1. i), ii) og iii) folger direkte af formlen for (Z)
vi) Benyt binomialformlen med x =1 og y =—1:

oG} )

v) Ved at benytte i) og seetning 5.3.4 fas

L2n+1) ((2n+1 2n+1 T 2n+1) ,
2 = + = =22+,
SR )X )
vi) Ved at anvende b) og saetning 5.3.4 fas
~ (n) & (n—1 “(n—-1

— — _ n—1
282 )

k=1 k=1



vii) Da (¥) = u(,f W ma p gaopi(?)fori=1,2,...,p—1dap er en faktor i
teelleren, men ikke i neevneren, og da p er et primtal.

Opgave 5.4.1. Forst leegges en kugle i hver boks, og derefter fordeles de re-
sterende n — m kugler frit i de m bokse. Det kan gores pa (""" = (2~})
mader.

Opgave 5.4.2. I eksempel 5.4.1 sa vi at der var 1001 muligheder hvis der ikke
var begreensninger. Fra dette traekker vi antal muligheder hvor vi veelger syv
eller flere af de tre slags der kun var seks af, eller otte eller flere af de to slags
der kun var syv af. Vi kan velge syv eller flere af en bestemt slags ved forst
at veelge syv af slagsen og derefter vealge tre poser frit blandt alle fem slags.
Dette kan gores pa (3+5 1) = ( ) = 35 mdder. Vi kan velge otte eller flere af en
bestemt slags ved forst at veelge otte af slagsen og derefter velge to poser frit
blandt alle fem slags. Dette kan gores pa (2+5 1) = ( ) = 15 mader. I alt er der
altsd 1001 —3-35—2- 15 =866 kombinationsmuligheder.

Opgave 5.4.3. Hvis vileegger de ti 2-kroner pa raekke, er der 11 positioner hvor
vi ma leegge en 5-krone (en for, ni mellemrum, en efter), og vi skal leegge en
5-krone pa netop seks af disse pladser. Dermed er der ( ) 462 muligheder.

Opgave 5.4.4. Ifplge setning 5.4.2 kan man veelge 11 ikke-negative heltal
X1, X2,..., X1 s& deres sum er 100, pa (110) mader. Det svarer til at veelge 10
ikke- negatlve heltal xi, x,, ..., X190 hvis sum hejst er 100, dvs. dette kan ogsa
gores pa( 0) mader.

Opgave 5.4.5. Hvis alle skal have mindst fire guldstykker, er der 26 guldstykker
tilbage til at fordele frit blandt de seks pirater, og det kan geres pa (26+6 1) = (351)
madder. For at f4 det onskede antal skal vi for hver pirat treekke de kombina-
tioner fra hvor hun har faet mere end 25 guldstykker. Hvis vi forst giver fem
pirater fire guldstykker hver og den sidste 26, er der fire guldstykker tilbage
til at fordele frit blandt de seks pirater. Det kan gores pa (4+6 = (9) mader.

Dermed er der samlet (3 )—6-(3) = 169.911—6- 126 = 169.155 kombinationer.

Opgave 5.4.6. Nar vi skal teelle hvor mange 12-cifrede tal der opfylder noget
bestemt, overvejer vi som seedvanligt om det i stedet er nemmere at teelle hvor
mange af tallene der ikke opfylder det. Det er det i dette tilfeelde, og derfor
viser vi i stedet at sandsynligheden for at traekke et tal der ikke indeholder to
1-taller i treek, er %. Der er (5}4%3) tal i maengden. Nu teeller vi hvor mange af
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disse der ikke indeholder to 1-taller i traek. De syv cifre der ikke er 1-taller, kan
stilles pa raekke pa (;) mader da der blandt disse er fire 2-taller og tre 3-taller.
Nu skal vi placere de fem 1-taller s& der ikke er to ved siden af hinanden. Det
svarer netop til at veelge fem af de otte mellemrum mellem de andre syv cifre
(der er ogsa et "mellemrum"” for og efter), dvs. det kan gores pa (5) mader.
Sandsynligheden er derfor

(G)G) _ it _ 780 _ 7:654 _ 7

(51423)_#2!'5, 3M20 12-11-10-9 99

Opgave 5.4.7. Binere tal har altid 1 som forste ciffer. Vi tilfojer nu et 0 til sidst
pa samtlige binzere tal med n cifre da det ikke eendrer antallet af blokke af
formen 01. Vi teeller altsd nu antallet af binaere tal med n + 1 cifre hvis sidste
ciffer er 0, og som har netop m blokke af formen 01. Da disse tal starter med
1, slutter pa 0 og indeholder netop m skift fra 0 til 1, ma de indeholde m + 1
skift fra 1 til 0. Der er altsd i alt 2m + 1 skift fra 0 til 1 eller 1 til 0. Da der er
n+1 cifre, er der n mellemrum hvor disse 2m +1 skift skal ske. Dermed er der
(,,,,) binzere tal af denne type.

Opgave 5.4.8. Vi teller alle de kombinationer der ikke indeholder to nabotal.
Forestil dig 36 bolde pa en lang raekke som repraesenterer de 36 tal. Vi skal
nu veelge syv bolde hvoraf der ikke mé veere to ved siden af hinanden. Dem
farver vi sorte. Dette svarer i virkeligheden til at indszette syv sorte skillevaegge
i mellemrummene mellem de 29 ikke-valgte bolde eller foran den forste eller
efter den sidste ikke-valgte bold, altsa at indseette syv sorte skilleveegge pa 30
pladser. Dette kan gores pa ( ) 2.035.800 mdder, og dette er mindre end 3 1
af 8.347.680.

Opgave 5.4.9. Hvis syv ens ringe skulle fordeles p& fem pinde, kunne det
gores pa (t°,") = () méder. Vi betragter nu hver af disse muligheder se-
parat. De syv placeringer af ringene nummereres 1,2,3,4,5,6 og 7. Da de ti
ringe har forskellig farve, skal vi beslutte hvilken ring der skal i forste po-
sition, anden position osv. til og med syvende position, dvs. der er 139 ma-
der at fordele farverne péa. Ifelge multiplikationsprincippet er der derfor i alt

(141)- = 180 — 199.584.000 slutkonfigurationer.
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Opgave 5.5.1. Identiteten vises ved at teelle pa to mader.

Metode 1: Man kan udtage k elementer blandt 7 + m elementer pa (’H,;m)

mader.

Metode 2: Nar man skal udtage k elementer ud af n + m, kan man udtage i
elementer blandt de forste n elementer og derefter k — i blandt de sidste m,
og det skal man gare for hvert i =0,1,..., k. Dette kan gares pa Zf:o (DG

1
mader. Dermed er
m+n)\ k n m
k) ~\if\k—i)
i=0

Opgave 5.5.2. i) Antal méder at veelge et udvalg med en forperson og en refe-
rent ud af n personer teelles pa to méader (forperson og referent ma gerne veare
samme person):

Metode 1: Hvis forperson og referent er to forskellige personer, er der
n(n —1)mader at veelge dem pa. Derefter skal man for hver af de n—2 resteren-
debeslutte om de er med i udvalget eller ej. Dette kan gares paialt n(n—1)2"—2
mader. Hvis forperson og referent er samme person, er der n2"~! méder, dvs.
samlet er der n(n—1)2"2+n2""! = n(n+1)2"2 méader at nedsztte udvalget
pa.

Metode 2: Der er (Z) mader at nedseette et udvalg med k medlemmer p4, og
for hver af disse er der k? méder at veelge forpersonen og referenten pé. Dette
giver samlet > _, k%(})-

ii) Antal mdder at veelge et udvalg med en forperson, en referent og en kasserer
ud af n personer teelles pa to mader (forperson, referent og kasserer ma gerne
vare samime person):

Metode 1: Hvis forperson, referent og kasserer er tre forskellige personer, er
der n(n—1)(n—2)2"""3 mader at nedsatte udvalget pa. Hvis forperson, refe-
rent og kasserer samlet er to personer, er der 3n(n — 1)2"~2 mader, da vi kan
veelge hvilke af de to poster der skal dekkes af samme person, pa tre mader,
og vi derefter har n valgmuligheder for denne position og n —1 for den tred-
je. Herefter skal vi igen for hver af de resterende personer beslutte om de er
med i udvalget eller ej. Hvis forperson, referent og kasserer alle tre er samme
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person, er der n2"~! mader. Samlet er der

nn—1)(n—22"3+3n(n—1)2" 2 +n2" ' =
((n3 —3n%+2n)+(6n*—61)+ (4n))2"_3 =n?(n+3)2"3
mader at nedsztte udvalget pa.
Metode 2: Der er (Z) mader at nedsette et udvalg med k medlemmer p4, og

for hver af disse er der k® mader at vaelge forperson, referent og kasserer pa.
Dette giver samlet >, _ k(7).

Opgave 5.5.3. Ane skal fra ga tre gange mod ost og n + 1 gange mod nord for
at na floden i det enskede kryds, dvs. for at komme fra (0, 0) til (3, n + 1) via
vejkrydset (3, n). Det sidste stykke skal hun gd mod nord, da hun ellers har
néet floden i et tidligere kryds, derfor skal hun via (3, ). Hun skal altsé i lebet
af de forste n 4+ 3 gange hun slar plat eller krone, sla tre plat og n krone, mens
hun den sidste gang skal sla krone. Sandsynligheden for at hun ger dette, er

n+3 1
3 )2n+3+1°
Ane nar med sandsynlighed 1 frem til floden pa et tidspunkt. Sandsynlighe-
den for at hun néar floden i krydset (k,n+1), k=0,1,2,...,n, er

n+k 1
k |2n+tk+1’

Da der er symmetri, er sandsynligheden for at na floden i krydset (n+1, k) den
samme. Dermed er

n n
n+k 1 n+k) 1
=23 (" =2
Opgave 5.5.4. For at vise at

n+1\ "&' (n—k
(r+1)_ Z k(r—l)

k=1




teeller vi pa en interessant méde hvor mange méader man kan veelge r +1 ud
af n+ 1 elementer pa: Vi teeller nemlig antallet af delmeengder med r + 1 ele-
menter af mengden {1,2,...,n+1} hvor k + 1 er det nastmindste element.
Hvis k +1 er det neestmindste element, kan det mindste element veelges pa k
méder, og de r — 1 storste elementer pa ("= = ("5 mader. De mulige

veerdier af k er k=1,2,---,n—r + 1. Dette viser det onskede.

Opgave 5.5.5. Nar man veelger r talud afde n tal 1,2,3,..., n, kan det mindste
tal k vaere k=1,2,3,...,n—r + 1. Der findes ('Z:]f) delmengder hvor mindste
elementet er k, dvs. at

n—r+l ;.(n—k

o k(G —
()
Ved at udnytte opgave 5.5.4 fas

F( )= _n+1
PO T T

Opgave 5.5.6. Antal méder at veelge x, y og z pdsa x,y,z € {1,2,...,
z> x og z >y, telles pa to mader:

Metode 1: For z = k + 1 er der k? muligheder for x og y. Samlet kan man
altsé veelge x, y og z pa 12 +22+---+ n? mader.

Metode 2: Hvis x og y er forskellige, svarer det til at veelge tre talud af n +1,
saette det storste tal lig z og saette de to sidste tal lig henholdsvis x og y. Dette
kan gores pa 2(";1) madder. Hvis x = y svarer det til at veelge to tal blandt de
n+1 og satte z lig det storste og x og y lig det mindste. Samlet er der derfor
2("+("$') kombinationer.

n+1},

Opgave 5.5.7. Vi teeller antallet NV af tripler (dommer, dommer, deltager) for
hvilke de to dommere er forskellige og har givet deltageren samme bedeom-
melse. Der er i alt b b(b-1) par af dommere, og hvert par har hejst bedemt k
deltagere ens, s& N < k 2 LU

Nu ser vi pa en bestemt deltager X og teeller hvor mange par af dommere

der har bedomt X ens. Hvis x dommere har ladet X bestd, er der =5— par af
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dommere der har ladet X besta, og %3_"_1) par af dommere der har dum-

pet X. Dermed er der i alt X&=UHb=x)(b—
X ens. Nu vurderer vi denne storrelse:

x-1) par af dommere som bedemmer

x(x—1)+(b—x)b—x—1) 2x*—2bx+b*—b
2 B 2
bV b*> b_Db® b

:(X_E) TTT271 2

_(b—17 1

T4 4
Tallet 21 er et helt tal da b er ulige, s& antallet af par af dommere der be-
c;@m;ner X ens, er mindst £71° " Dermed er N > 2-1F samlet giver dette at
“Z 7

Opgave 5.6.1. Ved at anvende eksempel 5.6.1 og setning 5.3.5 vii) fas

()= ) (2] +C)
= 3 +---+ +
p 0 1 p—1 p
=140+--+0+1
=2 (mod p?).

Opgave 5.6.2. Ved at benytte setning 5.3.5 ii) og Vandermonde-identiteten
5.5.1 fas

0 I 9 () ey

Opgave 5.6.3. Antallet af mader forst at veelge k ud af n og derefter m af disse
k er det samme som forst at veelge m ud af n og derefter veelge k — m af de
resterende n — m. Derfor er

)=o)
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Ved at omskrive og benytte saetning 5.3.5 iv) fas
< n\( k < n\(n—m
—1 k+m — -1 k+m
R e
=m k=m
=2 ) S ™) =0
= 2, w =

Opgave 5.6.4. Vi viser pastanden ved induktion efter 7n: Det er nemt at se at
udsagnet er sandt for n = 1. Antag at pastanden er sand foret n = N, N > 1.
Ifolge seetning 5.3 er () = (") + (7)), og ifelge seetning 5.3.5 ii) er ~ (") =
(7)) Dermed er

N+1 (—l)k_l (N+1)_N+1 (—l)k_l(N) N+1 (_l)k_l( N )
2 & )7 kK \k +kz kK \k—1

k=1

k=1
N+1
1 1 ((N+1 w1 N +1
=) -+ + 1
e (Y ()
k=0
_ 1+ 1 _N+11
k:lk N+1 k:lk

hvor vi i sidste skridt har brugt seetning 5.3.5 iv).

Opgave 5.7.1. Det er nemt at se at ag = 1, a; =2, a, =4 og a, = 7. Nar vi tegner
linje nummer 7, sa skeerer den de n — 1 andre linjer, og disse n — 1 skeerings-
punkter deler linjen i 7 linjestykker der hver gennemskeerer et omrade og de-
ler deti to. Der kommer altsé n flere omrader end for. Dermed er a,, = a,_1+n

0g

ap=a, 1+n=a, ,+(n—-1)+n=---=a;+24+34+---4+n
n(n+1) n®+n+2

=1+(1+24+---+n)=1+
2 2

Opgave 5.7.2. Vi lgser problemet rekursivt ved forst at betragte et 2 x 1-breet,
og derefter udvide med 2 felter ad gangen. Lad a,, veere antallet af mdder man
kan farve nogle af felterne pd et 2 x n-breet sorte nér to felter med en feelles
kant ikke begge ma veere sorte, og lad b,, veere antallet af disse hvor begge
de to sidst tilfgjede felter er hvide, og c,, veere antallet af disse hvor netop ét
af de to sidst tilfojede felter er sort. Som start har vi b; =1, ¢; =2 og a; =
by + ¢; = 3. Vi opstiller nu rekursionsformler for b, og c,. Der er nemt at se
at b, = b,,_; + ¢,_;, da man altid kan tilfgje to hvide felter. Desuden er c¢,, =
2b,_1+ c,_1, da man kan tilfgje to nye felter hvor det ene er sort, pa to mader,
hvis de to foregdende begge er hvide, mens man kun har én mulighed, hvis et
af de to foregédende felter er sorte. Dermed er

ap="by+¢,=3by_1+2¢,1=2(by_1 + )+ (bpo+cp2)=2a,_1+a,.

Vi kan nu simpelthen rekursivt beregne ag ved forst at bemaerke at a, =7.

n|1(2|3 ]| 4|35 6 7 8
a, |3 |7 |17 |41 |99 | 239 | 577 | 1393

Vi kan altsé farve nogle af felterne pd et 2 x 8-breet sorte sa to felter med en
feelles kant, ikke begge ma veere sorte, pa 1393 mader.

Opgave 5.7.3. Lad a,, veere antallet af mader Georg kan bygge et 1 x 1 x n-tarn
pa. Det er trivielt at ay =1 og a; = 1. Da der er en slags 1 x 1 x 1-klods og seks
slags 1 x 1 x 2-klodser, ma

a,=a,_1+6a, .
Da losningerne til x?—x—6=0err, =—20g r, =3, sd er
a,=A-2)"+B-3"

en lgsning til rekursionen nér A og B opfylder at A+ B=a,=10g—2A+3B =
a, = 1. Dette giver A=% og B =2, dvs.

3 1
a,=—- (_2)’1 o g .37 = g (3n+1 _(_2)n+1).

ol N

Opgave 5.7.4. Bemerk forst at a; = 1 og a, = 3. Hvis vi teeller a,, for n > 3, s
ser vi at antallet der slutter med en 1 x 2-brik i den sidste sojle, mé veere lig



med a,_; fordi resten af breettet kan udfyldes pa a,,_; méder. Hvis vi teeller
antallet der slutter med to 1 x 2-brikker vandret i de to sidste sgjler, s ma der
tilsvarende vere a,,_, af disse, mens antallet der slutter med en 2 x 2-brik i de
sidste to sgjler, ogsa er a,,_,. Dermed er

ap,=0a,_1+2a, .

For at finde en lukket formel for a,, bestemmer vi losningerne til x?>—x—2=0,
som er r; =—1 og 1, =2. Dermed er

a,=A-(-1)"+B-2"

lpsning til rekursionsligningen hvis konstanterne A og B veelges sa de opfylder
at a; =1 og a, = 3. Vi skal altsd bestemme A og B sa

l=a,=—A+2B og 3=a,=A+4B,

og det giver A= % og B = % Dermed er
1 2 1
ap==(1)"+=-2"=—(-1)"+2"*").
n=3C0 +3 3(( ) )

Opgave 5.7.5. Fra opgave 5.7.2 ved vi at
ap=2ap_1+an—

og ay=1o0ga; =3.Losningerne til x2—2x—1=0err,=1++v20gr,=1—+2.
Ifplge seetning 5.7.1 er

a,=Al++v2)"+B(1—v2)",

hvor 1 = ay = A+ B og 3 = a; = (A+ B)+ v2(A— B). Ved at kombinere de to
ligninger fis A = %(1 ++/2)ogB= %(1 —+/2), dvs.

an=(+ VD™ +0-v2)™).

Opgave 5.7.6. Lad S, veere maengden af de n-cifrede tal der kun indeholder
cifrene 1,2, 3,4, 5, og hvor to pa hinanden folgende cifre altid har differens +1.
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Lad A,, veere antallet af tal i S,, som slutter pa 1 eller 5, lad B,, veere antallet af
tal fra S,, som slutter pa 2 eller 4, oglad C,, veere antallet af tal fra S,, som slutter
pa 3. Vi har A; =2, B; =2 og C; = 1. Vi beskriver nu A,,, B, og C, rekursivt.
DeternemtatseatA,, =B, 1, B,=A4,,_1+2C,_, og C, = B,,_; for n > 1. For
n>2er

B,=A, 1+2C, 1=B, »,+2B, ,=3B, .

Da B, = A; +2C,; =4, folger det nu at
By, =3""'B,=3""1.4 og B,,,1=3"B, =3"-2.
Dermed er

1S3, = Ao+ Cop + By =2By,_; +3" 1.a=2.3""1.24 3" 1.4 =3"" 1.8
135411 = Asps1 + Cons1 + Bopp1 =2Bo, +3":2=2.3"1.443".2=3""1.14.

Opgave 5.7.7. Kald antallet af farvelagte reekker af stole af leengde k som star-
ter med en gron stol, for gi, og antallet af farvelagte reekker af stole som starter
med en rod stol, for ;.. Af symmetrigrunde er ry = g for alle k. Hvis en raekke
starter med en gron stol, sa kan nzste stol enten veere rod eller gron. Hvis den
er rod, sa kan resten af reekken farveleegges pa r._; mader. Hvis den er gron,
sd ma den tredje stol ogsa veere gron, og derefter kan resten af reekken farves
pa gr_» mader. Dermed er

8k = Tk—11 8k—2 = 8k—1 T 8k—2-

Det er desuden nemt at se at g; = 1 og g, = 1. Altsé er g; lig det n’te Fibo-
naccital Fy. Det betyder at antallet af mader vi kan farveleegge alle 16 stole, er
r16+g16=2-1716=2- 1974.

Opgave 5.7.8. Bemeerk forst at C; =4 og C, = 15. Vi kan nu lave en rekursions-
ligning for C,. Antallet af mader hvor de to sidste felter ikke begge er rade, er
3C,_1,da C,_; angiver antallet af mader man kan farve den forste 2 x (n—1)-
del af breettet, mens 3 angiver at man kan farve de sidste to felter pa 3 méader,
sé de ikke begge er rode. Her tilfgjes oplagt ikke farvninger med rode 2 x 2-
kvadrater. Antallet af mader hvor de to sidste felter begge er rode, er 3C,,_,,
da C,,_, angiver antallet af mader at farve den forste 2 x (n —2)-del af breettet,
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mens 3 angiver at man kan farve de naestsidste to felter pa 3 mader sa de ikke
begge er rode, hvilket er nodvendigt for at farve de to sidste rode. Dermed er

Mn =3Mn_1 +3Ml’l—2'

Vi viser nu ved induktion efter n at k, = [%J for ulige n, mens k, > % for lige
n. Vived at k; = 0 og k, = 1. Antag nu at det er sandt for alle k,, n < N. For
lige n =N med n =2m ma

Com =3(Com1 + Com—2)=33""" - u+3""-v)=3"(u+),
ogaltséd k,, > 5. For ulige n =N med n =2m +1 ma
Com+1 =3(Com + Com—1)=33" - u+3"""-v)=3"Bu+v),

hvor v ikke er deleligmed 3, dvs. k,,,,; = m. Dette afslutter induktionen. Der-
med er k2019 =1009.

Opgave 5.7.9. Bemaerk forst at A(n, 1) = n. Desuden ma
Aln,k)=An—1,k)+An—2,k—1)

for k > 1 da man kan tage alle k-delmangder af S,,_; som opfylder det gnske-
de, og derefter tage alle k—1-delmengder af S,,_, ogtilfeje nn. Ved at undersoge
sma eksempler far man en idé om at A(n, k) = (” +,£_k). Dette vises induktivt ef-
ter k. Vi har allerede vist formlen for alle n for k = 1. Antag at den er sand for
alle n for k—1. For n < 2k —1 er ("“L,i_k) = 0, hvilket passer med at der ikke
findes k-delmengder der opfylder det enskede, nér n <2k—1. For n =2k—1
er (" +,£_k) = (],z) = 1, hvilket passer med at der netop er én k-delmangde der
opfylder det onskede, ndr n = 2k — 1. Antag nu at formlen er sand for alle

1< n < N for dette k. Da giver seetning 5.3.1 at
N—k N—k N+1—k
A(N,k):A(N—l,k)+A(N—2,k—1):( k )+(k—1):( ) )

som onsket. Dette afslutter induktionen.

Opgave 5.7.10. Alma kan velge r bokse pa (’Z) mader og r lag pa ('rl) mader, og
hun kan derefter seette de r bokse og r 1dg sammen i par pa r! mader. Altsa er
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Aln, 1) = (’:)2 - r! ifelge multiplikationsprincippet. Specielt er A(n,1) = n? og
A(2,2)=2.
Nu ser vi pa Berthas bokse og lag. Boksen b; kan parres med 2i —1 lag, dvs.

n

B(n,l):Z(Zi—l):ZZi—n:(n+l)n—n:nz.
i=1

i=1
Desuden er B(2,2)=2. Nu beskriver vi B(n, r) rekursivt:

B(n,r)=B(n—1,r)+B(n—1,r—1)(2n—1)—(r —1))
=B(n—1,r)+B(n—1,r—1)2n—r).

Denne formel f&s ved at forst at teelle pd hvor mange méder de r par kan veel-
ges hvis boksen b,, ikke er med i nogen af de r par, og det er netop B(n—1, r).
Derefter teeller vi pd hvor mange méder de r par kan veelges hvis boksen b,, er
med: Forst veelges r —1 par hvor den ikke er med. Derefter skal vi veelge et lag
til den. Boksen b,, kan parres med alle 2n —1 1ag, men r —1 af dem er allerede
taget. Det giver B(n—1,r —1)(2n—1)—(r —1)).

For at vise at A(n, r) = B(n, r), viser vi at de opfylder samme rekursionslig-
ning. Vi har vist at A(n,1) = B(n, 1) for alle n, og at A(2,2) = B(2,2). Hvis blot
vi kan vise at A(n,r) = A(n—1,r)+ A(n—1,r —1)(2n — r), er vi feerdige. Det
kan nemt vises ved at seette den lukkede formel for A(#, r) ind og tjekke at det
passer, men man kan faktisk ogsé argumentere uden brug af formlen:

Hyvis vi skal teelle antal mader Alma kan veelge r par afbokse oglag, sa teller
viforst alle dem hvor boksen b oglaget ! ikke er med. Dem er der A(n—1, r) af.
Derefter teeller vi alle dem hvor boksen b er med: Der er n muligheder for at
veelge et 1ag til den, og derefter kan de r —1 sidste par veelges pa A(n—1,r—1)
mader, dvs. ialt A(n—1,r —1)- n. Nu teeller vi alle dem hvor boksen b ikke er
med, men hvor laget / er med: Forst valges r — 1 par der ikke indeholder b
og [, og det kan gores pd A(n—1,r —1) mader. Nu skal vi veelge en boks til /.
Der er r — 1 som er optaget, og vi ma desuden ikke velge b, dvs. derer n—r
muligheder. Der er altsa A(n—1, r—1)(n—r) mader at veelge de r par sddan at
b ikke er med, og [ er med. Samlet fas A(n, r)= A(n—1, r)+A(n—1,r—1)(2n—r)
som gnsket.

Opgave 5.8.1. Lad A; veere den delmangde af M = {1,2,...,1000} som inde-
holder alle tal fra M hvor i gar op, i = 3,5,7. Antal tal S i M som hverken er



delelige med 3, 5 eller 7, er da

S=|M|—|A3UAs U A]|
= 1000 (|Ag|+|As| +|A7] ~ 143 N As|— |43 N A7l —|As N A7l + |45 N A5 N Al

—1000— (333 +200+142—66—47—28+ 9) = 457.

Opgave 5.8.2. Kald maengden af telefonnumre som opfylder at c¢;c,c3 =
C4C5Cq, for A, maengden af telefonnumre som opfylder at c; ¢, c3 = ¢5¢g¢5, for
B, og maengden af telefonnumre som opfylder at c;c,c3 = cgc;c5, for C. Et
telefonnummer tilhorer AN B netop hvis ¢, = ¢; = ¢5 = ¢, = ¢g = c3 = ¢7, et
telefonnummer tilherer B N C netop hvis ¢s = ¢; = ¢g = ¢, = ¢; = ¢35 = ¢g, €t
telefonnummer tilhgrer AN C netop hvis ¢, = ¢; = cg = ¢3 = ¢3 08 ¢5 = ¢, = ¢7,
og et telefonnummer tilhgrer AN BN C netop hvis alle cifre er identiske. Ifolge
PIE er

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—]ANC|—|BNC|+|ANBNC]|
=10°+10°+10°—10°—10*—10°+10
=300.000—300+ 10
=299.710.

Telefonselskabet har derfor 299.710 numre.

Opgave 5.8.3. Kald de fire kulorer 1,2,3,4, og lad A; veere maengden af kom-
binationer af syv kort blandt de 52 sa den i’te kuler ikke er repraesenteret. Der
er i alt (%*) mader at veelge de syv kort pa. Antallet T af mider at traekke syv
kort sa der er mindst et kort af hver kuler, er dermed ifolge PIE

52
T:(7 )—|A1 UA2 UA3 UA4|

52

1<i<4  1<i<j<4 1<i<j<k<4
52 39 26 13 0

= —4 +6 —4 +1- .
7 7 7 7 7
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Opgave 5.8.4. Der er i alt 8! mader at stille de otte personer op pa en raekke.
Nummerér de fire par 1,2,3,4, og lad A; vere maengden af raekkefplger hvor
par nummer i star ved siden af hinanden. Da er |A;| =2-7!, da der 7! mader at
stille parret og de seks andre i reekkefolge, og man desuden ved hver kombina-
tion skal veelge i hvilken reekkefolge de to personer i parret skal std. Desuden
er|A;NA;|l= 22.6!, i # j, osv. efter samme princip. Dermed er antallet af méa-
der T hvorpa de otte personer kan stilles pa en raekke sa ingen af de fire par
star ved siden af hinanden

T:8!—( Z |A,~|—Z]A,-0Aj|+ Z |A,-nAijk|—|A1nAzmA3nA4|)

1<i<4 1<i<j<4 1<i<j<k<4
=8!—(4-2-71—6-2%-61+4-2%51—2%.41)
=13.824.

Opgave 5.8.5. Lad S veere mengden af tripler af delmengder (A, B, C) hvor
A, B og C er delmeengder af meengden M s&d AN BN C = 0. Vi beregner forst
antallet af elementer i S. Ved at tegne et Venn-diagram kan man se at hvert
af de n elementer skal ligge i netop én af folgende syv disjunkte maengder:
M\(AUBUC), A\(BUC), B\(AUC), C\(AUB),(ANB)\C, (ANC)\B og(BNC)\A.

C

M\(AuUBUC)

Dvs. der er 7" tripler af delmangder (A, B, C) hvor AN BN C = (. Herfra skal
vi traekke alle dem hvor enten AN B, ANC eller BN C er tom. Lad X C S
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veere maengden af tripler (A, B,C) hvor ANB =0, Y C S vaere maengden af
tripler (A, B,C) hvor AN C =0, og Z C S veere mangden af tripler (A, B, C)
hvor BN C =. Vi onsker at beregne | XU Y UZ|,da|S|—|XUY UZ| er det antal
vi seger. Ifolge PIE er

IXUYUZ|=|X|+|Y]|+|Z|=1XNY|=|XNZ|—|YNZ|+|XNY NZ|

Elementerne i X er dem hvor ingen af de n elementer tilhgrer (AN B)\C, men
netop én af de gvrige seks disjunkte maengder ovenfor, dvs. at | X| = 6". Tilsva-
rendeer|Y|=|Z|=6".Elementernei XNY erdem hvor ingen af de n elemen-
ter tilhorer (AN B)\C eller (AN C)\ B, men netop én af de avrige fem disjunkte
mangder ovenfor, dvs. at | X N Y| =5". Tilsvarende er | XNZ|=|Y NZ|=5".
Elementerne i X N Y N Z er dem hvor hvert af de n elementer tilhorer netop
én af folgende fire disjunkte maengder: M\(AUBUC), A\(BUC), B\(AUC) og
C\(AUB),dvs.at|XNnYNZ|=4".1alterder

IS|—|XuYuZzZ|=7"-3-6"+3-5"—4"
kombinationer.
Opgave 5.8.6. Betragt maengden
S={(x1, x%3,..., x,)lx; €{1,2,3,...,n + k}}.

Lad A;, i =1,2,...,n, vere delmangden af S som indeholder de elementer
hvor i ikke er repraesenteret blandt x;, x,, ..., x,,. Antallet af elementeri S som
ikke liggeri Aj UA, U---UA,, er n!, da disse elementer netop er dem hvor
X1, Xo,..., X, er samtlige tal 1,2,..., n i en eller anden reekkefolge. Dermed er

n!'=|S|—|A;UA,U---UA,|.

Ifolge PIE er

n!zISI—(ilAiI—ZlAiﬂAJ-H > lAinA;N A
i=1

i<j i<j<k

—---(—1)"+1|Alﬂ---ﬂAn|).
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Antal elementeri S er (n + k)". Antallet af elementer i feellesmaengden af r af
delmengderne A;, A,,..., A, er (n+k—r)" da xy, X, ..., X, skal veelges blandt
n+ k—r tal. Desuden er der (") mader at vaelge de r delmangder pa. Dette
giver netop

n!=Z(—1)i(’:)(n+k—i)”
i=0

Opgave 5.8.7.Lad Ay, k=1,2,---, n, veere maengden af permutationer o hvor
derfindesetisao(i)=kogo(i+1)=k+nellero(i)=k+nogo(i+1)==k.
Lad A veere maengden af permutationer med egenskaben P. Da er

A:A1UA2UUAn
PIE giver dermed at
n
A= D 1A= D AN A+ D 14N A N A= (=1)" A1 NN 4,
i=1 i<j i<j<k

Hvis vi blot ser pd de forste to led pd hejresiden, er et element fra A som ligger
i m af delmzengderne A, A,, ..., A,, talt med

(m) m(m—1)
m— =m————<1
2 2

gange, dvs. at
n
A= 4= 4N 4.
i=1 i<j

Desuden er |[Ax| =(2n—1)2(2n—2)! =2(2n—1)! og |Ax NA;| = (2n—2)!22. Det
sidste ses pa folgende made. Vi skal veelge to elementer i, j € {1,2,---,2n—1}
sd i ogi+1 afbildesi k og k+n, og j og j+1 afbildes i / og [ + n. Dette kan
gores pa

2n—1)2n—2)—2(2n—2)=(2n—3)(2n—2)



mader da vi ikke mé veelge i og j som to pd hinanden folgende tal. Desuden
skal vi veelge om i skal afbildes i k eller k + n, og om j skal afbildes i / eller
n + 1. Dette kan gores pa 22 méader. For de resterende 21 —4 elementer er der
(2n —4)! muligheder. Dermed er

|Al> (T)Z(Zn—l)!—(Z)(Zn—Z)!Zz Con?2n—2)> @ _ |Szn|'

Opgave6.1.1. Til at starte med er der 192& =996 sedler med et ulige tali hatten.

Vi viser at pariteten af antallet af sedler med et ulige tal er invariant. Hvis vi
treekker to ulige tal, leegger vi et lige tal retur, dvs. antallet af sedler med et
ulige tal reduceres med 2. Hvis vi trakker to lige tal, laegger vi et lige tal retur,
og antallet af sedler med et ulige tal er uendret. Det er ogsa tilfeeldet hvis vi
traekker et lige og et ulige tal, for sa laegger vi et ulige tal retur. Da der er et lige
antal sedler med ulige tal til at starte med, bliver der ved med at vere et lige
antal, og nér der kun er én seddel tilbage, ma den derfor indeholde et lige tal.

Opgave 6.1.2. Antag at det er muligt. Da linjen gar gennem linjestykket P; P;
ligger P; og P;,; pa hver sin side af linjen. Dermed ligger alle punkter med
ulige nummer pa samme side af linjen, dvs. dette er en invariant. Men dette
er i modstrid med at linjen skeerer linjestykket P; Pyg;3. Altsa er det ikke muligt.

Opgave 6.1.3. I hvert treek @endres pariteten af antallet af bolde af hver farve.
Derfor er pariteten af antallet af rode bolde hele tiden modsat pariteten af
antallet af gule bolde og pariteten af antallet af bla bolde. Nar der kun er én
farve tilbage, er der nul bolde af to af farverne, og det mé derfor veere de gule
og bla bolde da deres antal har samme paritet. Det er derfor altid rode bolde
der er tilbage, nar der kun er bolde af én farve.

Opgave 6.1.4. Da 7 er ulige, kan der ikke veere lige mange ulige og lige tal
blandt a,, a,, as, a4, as, ag 0g a,. Alle tallene kan derfor ikke have en partner
af modsat paritet. Derfor er mindst en af faktorerne i produktet lige, hvlket
betyder at produktet (a; — b;)(a, — b,)-- - (a; — b;) ogsa mé veere lige.

Opgave 6.1.5. Felterne nummereres fortlobende 1,2,3,...,99, sa spiller num-
mer 1 starter pa felt nummer 50, spiller nummer 2 pa felt nummer 1 og spiller
nummer 3 pa felt nummer 99. Lad a veere pariteten af forskellen mellem det
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felt spiller nummer 1 star pd, og det felt spiller nummer 2 star p4, lad b veere
pariteten af forskellen mellem det felt spiller nummer 1 og spiller nummer 3
star pa, og lad ¢ veere pariteten af forskellen mellem det felt spiller nummer
2 og spiller nummer 3 star pé. Til at starte med er (a, b, c) = (u, u, ), hvor u
star for ulige og [ for lige. Nar spiller 1 har trukket, er (a, b, c) = (1, [, ). Situ-
ationen nar det er spiller nummer 2 der skal trekke, er invariant, da a, b og
c skifter paritet to gange hver i lobet af en hel runde. Dermed er situationen
altid (I, /, 1) nar spiller nummer to traekker, og det er derfor umuligt for spiller
2 atlande pa samme felt som spiller nummer 1 eller 3.

Opgave 6.1.6. Lad S,, veere antallet af talpar hvor det mindste star for det stor-
ste i reekken efter det n’te traek. Der eri alt (120) =199 — 45 talpar, og til at starte
med star det mindste for det storste i alle par. Derfor er S, = 45. Efter m traek
star det mindste tal i hvert par efter det storste i parret, dvs. S,,, = 0. I hvert
treek laves der kun om pé raekkefolgen af netop ét par, dvs. S @ndres med %1
i hvert treek. Derfor har S,, og n modsat paritet, dvs. at m ulige.

Opgave 6.2.1. Nej. Bemark forst at hver gang to kamaleoner mades, bliver
der en feerre af to af farverne og to mere af den tredje, dvs. forskellen i antal-
let af fx gronne og rode kameeleoner vil endre sig med 0 eller 3 og altsa veere
konstant modulo 3. Hvis alle kamaleoner pa gen skal have samme farve, vil
der ikke veere nogen kameleoner af to af farverne, dvs. forskellen mellem an-
tallet af kameaeleoner af disse to farver er 0. Forskellen mellem antallet af en
farve kamaleoner og en anden kan aldrig blive 0 da den fra starten ikke er 0
modulo 3, og den ikke @ndres modulo 3. Dermed kan det ikke ende med at
der kun er én farve kameeleoner tilbage.

Opgave 6.2.2. Tallet 666 er deleligt med 9, og dermed er summen af dets cifre
det ogsa. Resten modulo 9 af de arstal hvor dyret vagner, er derfor invariant
da alle disse arstal er kongruente med 0 modulo 9. Derfor vagner dyret ikke i
2000013.

Opgave 6.2.3. Svaret er nej. For at vise dette vil vi gerne konstruere en inva-
riant, og derfor er det vigtigt at overveje hvad der sker. Hvert minut er der to
muligheder. Enten kommer der en person ind, eller ogsa kommer der to ud.
Forskellen mellem antal personer i rummet i de to muligheder er 3, dvs. det
ser ud til at vi kan konstruere en invariant modulo 3. Lad os kalde antal perso-
ner i rummet efter n minutter for A,,. Hvis der hele tiden kommer en person
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ind i rummet, er der hele tiden lige sd mange personer til stede i rummet som
antal minutter der er giet, dvs. A,, = n. Hvis der i m af de n tilfeelde i stedet er
forsvundet to personer fra rummet, sé er der for hver gang blevet 3 feerre end
i det tilfeelde hvor A,, = n, dvs. i dette tilfeelde er A,, = n —3m. Dette viser at
A,,—n =0 modulo 3.

Hvis vi ser pa om det er muligt at der efter 2025 minutter kan vaere 1000
personer i rummet, sé er svaret nej da 2025 — 1000 = 1025 ikke er kongruent
med 0 modulo 3.

Opgave 6.2.4. Nummerér sojler og reekker saledes at malet er at na fra (0, 0) til
(19,0).

Hvis r =25, kan man rykke a felter lodret og b felter vandret hvis a®+ b? =
2s. Dette betyder at a og b altid har samme paritet, hvilket viser at mélet ikke
kan nés.

Hvis r = 3s, skal a? + b? = 3s. Hvis man regner modulo 3, ses at da mé a
og b begge veere delelige med 3 da de kvadratiske rester modulo 3 er 0 og 1.
Dermed kan malet ikke nés.

Opgave 6.2.5. Tallet 2}2‘{1(1%,- + §;) er invariant modulo 4: Hvis vi i celle (k, j)

endrer et 1 til et —1 eller omvendt, vil Ry og S; begge @&ndre sig med +2, dvs.

SR, +S;) @endres med —4, 0 eller 4.

Hvis der star 1 i hver celle, er Z}g‘il(Ri +S;) = 2002 = 2 (mod 4), dvs. der

geelder altid at Z;g?l(}?,- +S;) =2 (mod 4). Dermed er Z;g(il(R,- + S;) forskellig
fra 0.

Opgave 6.2.6. Forskellen pa de to koordinater i punktet (7,29) er delelig med
11. Vi pastar at det er en invariant der geelder alle de punkter som kan tilfojes
til S. Hvis vi tilfejer et punkt efter regel i) ud fra et punkt hvor forskellen pa de
to koordinater er delelig med 11, da vil det nye punkt oplagt ogsa opfylde det-
te. Hvis vi tilfgjer et punkt efter regel ii) ud fra et punkt hvor koordinatforskel-
len er delelig med 11, da vil forskellen mellem koordinaterne i det nye punkt
veere halvt sé stor, og dermed stadig delelig med 11. Hvis vi benytter regel iii)
og tilfejer (x, z) ud fra (x, y) og (y, z) hvis koordinatforskel er delelig med 11,
da vil det nye punkt ogsa have denne egenskab da x —z = (x — y) + (y — 2).
Punktet (3,2013) kan derfor aldrig komme til at ligge i S da 2013 —3 = 2010
ikke er delelig med 11.

250

Opgave 6.3.1. Farv braettet som vist pa figuren. Da der er 25 gra felter og 24
hvide, og en brik flytter til et felt af modsat farve, kan det ikke lade sig gore at
der pa hvert felt star netop én brik efter at alle brikker er flyttet.

Opgave 6.3.2 Nej. Ved den almindelige skakbraetsfarvning ser vi at der er 30
hvide felter og 30 sorte felter. De skal deekkes af 15 brikker som hver deekker tre
sorte og en hvid eller en sort og tre hvide. De 15 brikker deekker derfor altid et
ulige antal sorte felter og et ulige antal hvide felter, og de kan altsa ikke deekke
breettet med 30 hvide felter og 30 sorte felter.

Opgave 6.3.3. Farv breettet som vist pd figuren.

Da der er 28 gra felter og 21 hvide, og hver brik flytter til et felt af modsat farve,
kan det ikke lade sig gore at der pé hvert felt star netop én brik efter at alle
brikker er flyttet.

Opgave 6.3.4. Nej. Farv diagonalerne pé skift i tre farver s& det felt der er fjer-
netligger i en diagonal afleengde 1. Nu er der henholdsvis 1+4+7+6+3 =21,
2+5+8+5+2=220g3+6+7+4 =20 felter af hver af de tre farver. Da en
1 x 3-brik deekker et felt af hver farve, er det ikke muligt at deekke breettet af
denne type brikker.

Opgave 6.3.5 Nej. Farv felterne i reekke 1, 5, 9 og 13 rode, felterne i reekke 2, 6
og 10 gule, felterne i reekke 3, 7 og 11 blé og felterne i reekke 4, 8 og 12 gron-
ne. En brik deekker enten fire felter med forskellige farver eller fire felter med



samme farve, dvs. differensen mellem antallet af felter der er malet rode, og
antal felter der er malet gule, skal veere delelig med 4 hvis braettes skal kunne
daekkes. Men der er 52 rade felter og 39 gule.

Alternativt kan man bruge folgende farveleegning: I reekker med lige numre
farves de to forste felter hvide, de to naeste sorte osv.  reekker med ulige numre
modsat farveleegning.

Opgave 6.3.6. Farv felterne som vist pa figuren. Da der er 15 grd felter og 10
hvide felter, og lopperne efter et ulige antal flpjt er pé et felt af modsat far-
ve, kan der hojst veere 10 lopper pa de gra felter efter fem flojt. Der er derfor

mindst fem tomme felter.

Det er muligt at opna netop fem tomme felter: Lad hvert hvide felt danne
par med det gra felt umiddelbart til venstre for feltet. Da har alle pa neer de
fem gré felter langs den hojre kant af breettet en makker. Hvis lopperne der er
pa et felt som har en makker, hele tiden hopper frem og tilbage mellem disse
to felter, da er der altid en loppe pé disse felter. Efter fem flojt er det derfor kun
de fem felter langs braettets hojre kant som er tomme.

Opgave 6.3.7. Farv breettet i fire farver som vist pa figuren.

1{3|/1[3|1]|3
2(4|12(4|2|4
1/3|1]3|1]3
2142|424
1/3|1]3|1]3
21412141214

Daderer 117 > 29-4 markerede felter, ma der veere mindst 30 markerede felter
af samme farve. Disse felter opfylder det gnskede.

251

Opgave 6.3.8. Farv breettet som vist pd figuren. Da hver brik hejst dakker ét
grat felt, skal der bruges mindst 16 brikker til at deekke breettet. Da der er 49
felter, ses let at eneste mulighed er at bruge 15 brikker af type a og kun en af
type b.

Opgave 6.3.9. For hver kant med tallet a i den ene ende og b i den anden
ende, a < b, betragtes kanten s den er vandret med a til venstre og b til hojre,
og der sattes en prik lige over kanten. Hver trekant indeholder nu en eller to
prikker, og hvis den indeholder to prikker, er den rod, og hvis den indeholder
en prik, er den bla.

Hvis vi betragter de 12 ydre kanter, kan de 12 tilherende prikker ikke alle ligge
uden for sekskanten eller alle ligge inden i sekskanten, da der nedvendigvis
er et mindste tal tilknyttet de 12 hjorner, og de to tilhererende kanter derfor
har én prik inde i sekskanten og én prik uden for sekskanten. Da der er 30
indre kanter, indeholder sekskanten derfor mindst 31 prikker og maksimalt
41 prikker. Da der er 24 trekanter i alt, ma der derfor veere mindst syv trekanter
med to prikker, dvs. mindst syv rede trekanter, og mindst syv trekanter med
én prik, dvs. mindst syv bla trekanter.

Opgave 6.4.1. Nummerér de vandrette lagikuben 1,2,3,...,2n. Alle sorte en-
hedskuber far nu tildelt det nummer lag de tilherer, som vaegt, mens de hvide
far tildelt dette nummer med modsat fortegn. Alle klodser der ligger vandret,
bestér af to enhedskuber med sum nul, mens de lodrette klodser der ligger
med den sorte del opad, bestar af to enhedskuber med sum -1, og dem der
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ligger med den hvide ende opad, bestér af to med sum 1. Da summen af veeg-
tene af samtlige enhedskuber er nul, ligger halvdelen af de lodrette klodser
med den sorte ende opad og halvdelen med den hvide ende opad.

Opgave 6.4.2. Nej. Lad a, b, c og d betegne antal sten ved henholdsvis 4, B,
C og D. Vi onsker at tildele stenene ved hvert hjorne en veaegt sd summen af
vaegtene er invariant modulo et eller andet helt tal. Hvis man fjerner n sten fra
et hjorne, leegger man 27 sten ved et nabohjorne. Dermed endres forskellen
af sten ved de to hjgerner med 3n, dvs. I = a—b +c—d @ndres med +3n. Altsd
er I =a—b+ c—d invariant modulo 3. Til at startemeder [ =a—b+c—d =
0 =0 (mod 3). Det er derfor umuligt at opna a = 2012, b = 2011, ¢ = 2011 og
d =2010dadette giver | =a—b+c—d =2#0 (mod 3).

Opgave 6.4.3. Vi gnsker at finde veegte v, 1, 13, Uy, Us, U5 sddan at hvis
X1, X, X3, X4, X5, Xg €r seks pa hinanden folgende led i folgen, da er I =
Z?zl v; x; konstant modulo et helt tal nn. Det er oplagt at veelge n = 10. Betragt
I=2x+4x,+6x3+8x,+10x5+2xs (mod 10). Tallet I er invariant modulo 10
da

2.7C2 +4X3 +6.7C4 +8X5 aF 10x6 +2(x1 + X + X3+ X4+ X5+ xG)
—(2x;+4x)+6x3+8x,+10x5+2x5)=10x5=0 (mod 10).

Da2-0+4-1+6-0+8-1+10-0+2-1#2-1+4-0+6-14+8-0+10-1+2-0 modulo
10,vil0,1,0,1,0,1 aldrig optreede i folgen.

Opgave 6.4.4. Vi onsker at give hvert felt en veegt sddan at den veegtede sum af
felterne oges med samme tal uanset hvilket felt Georg veelger. For at bestem-
me vegtene opstiller vi nogle ligninger, og for ikke at fa alt for mange ligninger
giver vi felter der ligger symmetrisk samme vagt. Veegtene kaldes henholdsvis
a,b,c,d,e,f (sefigur).

O [|R[HID|O

QIT| 0T
S|

S|
QIS0
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Vi onsker altsa at veelge vegtene s

a+2b=a+b+c+d=2b+c+e=
2b+d+2e=c+2d+e+f=4e+f.

Ved at lgse ligningssystemet er det ikke sveert at né frem tilata =8, b =7,
c=5,d=2,e=3o0g f =10 er en mulig losning, og her oges den vaegtede
sum med 22 hver gang Georg velger et felt. Til at starte med er den vaegtede
sum 0, og da summen er invariant modulo 22, vil den vaegtede sum veere et
multiplum af 22 uanset hvilke felter Georg veelger og hvor mange gange. I den
situation hvor der stér 2012 i alle felter, er den veegtede sum

2012(4a+8b+4c+4d+4e+f)=2012-138=23-3-23-503.

Da denne sum ikke er delelig med 22, kan Georg aldrig opna denne situation.

Opgave 6.4.5. Nummerér sojler og reekker som vist pa figuren, og kald feltet i
sojle i og reekke j for (i, j).

S = DN W s O

o0
o0
012 3 45

En brik pa feltet (i, j) tilleegges nu veerdien ﬁ, for pa denne made forbliver

1 1

den samlede veerdi af brikkerne pa breettet konstant da 2,%] = SR T 5

a) Til at starte med er verdien af de fire brikker 1 +2- 1 + = 3. Hvis der stod
en brik pa hvert felt pa hele breettet, ville den samlede veerdi af de uendeligt
mange brikker vaere

1 1 1

24144 —F—+--=4,

2 4 8
da veerdien af alle brikker i forste sojle er 2, veerdien af brikkerne i nzeste sojle
halvt sa stor osv. Hvis der ikke er nogen brikker pa det gra omréde, kan brikker-
nes samlede veerdi derfor hojst vaere 4— 3 = £, dvs. det er ikke muligt at opna



at der ikke er brikker pa det grd omrade nar man starter med de fire brikker
pa figuren.

b) Hvis man starter med kun en enkelt brik i nederste venstre hjorne, s& har
brikkerne pa breettet hele tiden en samlet veerdi pa 1. Antag at det er muligt
at tomme det grd omrade for brikker. Efter hvert traek vil der hele tiden veere
netop én brik i den yderste venstre sojle og én brik i den nederste raekke. Hvis
disse to brikker ikke skal veere p& det grd omréde, er deres veerdi hojst %-{-% = %.
Det betyder at brikkerne der stér pa resten af braettet, har en samlet veerdi pa
mindst 1— = 3. Hvis der stod en brik pa hvert eneste felt pa resten af breettet
fraregnet det grd omréde, vill de have en samlet vaerdi pa

1 3

Aelim] ===

4 4
men dette er umuligt da der efter et endeligt antal traek ikke kan veere uende-
ligt mange brikker. Hvis der kun stér en enkelt brik i nederste venstre hjorne,
er det derfor heller ikke muligt at temme det gra omrade for brikker.

Opgave 6.4.6. Nej. Kald lzengden af de to kateter for p og g. Hver gang man er-
statter en trekant med to nye, bliver de to nye ensvinklede med den oprindeli-
ge, og hypotenusen bliver henholdsvis p og g af den oprindelige hypotenuse.
Alle de trekanter man kan opn4, er derfor ensvinklede, og deres hypotenuse
er p"q™ for to ikke negative heltal n og m. Vi tillegger nu en trekant med
hypotenuse p" g™ vaegten 2,1% Pa den méde er den samlede veegt af trekan-
terne konstant da en trekant vil erstattes af to trekanter med halvt s& stor veegt
som den selv har. Til at starte med er den samlede vaegt af trekanterne 4, og
det vil den altsa fortseette med at veere uanset hvordan man treekker. Hvis vi
ser pa veegten af alle de uendeligt mange mulige trekanter man kan opn4, talt
netop én gang hver, er den ogsd 4: Veegten af dem med hypotenuse p" g™ for
et fast n er nemlig Zin + 2,,% + 2,% P 000 = 2,1%1, og altsé er den samlede vaegt
2+1+3+7+g+ =4 Daviefter et endeligt antal treek kun har endeligt
mange trekanter med samlet veegt 4, ma der derfor altid veere mindst to kon-
gruente iblandt dem.

Opgave 6.5.1. Ja. Betragt forst summen S af tallene i den forste sojle. Hvis der
er 1-taller i samtlige felter i farste sojle, veelger vi forste sojle og traekker 1 fra
samtlige tal i spjlen. P4 denne méde opnadr vi at der stér 0 i hvert felt i forste
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sgjle. Hvis der er et eller flere 1-taller i forste sojle (men ikke 1-taller i alle fel-
ter i sgjlen), veelges de raekker der har et 1-tal i forste sojle én efter én séledes
at alle tallene i disse raekker fordobles. Derefter veelges den forste sojle s& der
treekkes 1 fra hvert tal i sgjlen. P4 denne made reduceres S, og alle tal i soj-
len forbliver positive. Hvis der ikke er nogen 1-taller i forste sojle, sa veelges
sojlen sé der treekkes 1 fra hvert tal i sgjlen. P4 denne méde reduceres S ogsa
samtidig med at alle tal i sojlen forbliver positive. Ved at fortseette p4 denne
made reduceres S hele tiden, og da S er et helt ikke-negativt heltal, ma vi til
slut ende med at der er nuller i hvert felt i sojlen. Leeg meerke til at der stadig
star positive tal i alle andre sojler.

Nu fortseetter vi p4 denne made med neeste sojle. Dette pavirker ikke den
forste spjle da den kun indeholder nuller. Ved at fortsaette pa denne made kan
vi opna at der til slut stér 0 i alle felter.

Opgave 6.5.2. For at finde en monovariant underseger vi forst hvad der sker
nar vi bytter om pa to tal. Hvis tallene a, b, ¢, d star ved fire pa hinanden fol-
gende kanter og(a—d)(b—c)<0,erab+cd < ac+ bd. Nar vi har byttet om
pa b og c, er summen af produkterne af alle par af tal der star ved to nabokan-
ter, dermed vokset. Lad derfor S vaere summen af alle produkter af to tal der
star ved to nabokanter pd et bestemt tidspunkt. Som vi lige har set, vokser S
hver gang vi bytter om pd to tal, og S er derfor en monovariant. Da det altid er
de samme n tal der star langs de n kanter, er der kun et endeligt antal mulig-
heder for S, og nér S vokser hver gang vi bytter om p4 to tal pa to nabokanter,
kan vi ikke fortseette med dette i det uendelige.

Opgave 6.5.3. Ja. Da der kun er endeligt mange raekkefolger for de n kort, vil
kortene pad et tidspunkt ligge i en reekkefolge som de ogsé tidligere har ligget i.
Reekkefolgen af kortene er altsa periodisk fra et vist trin. Betragt alle de tal der
har veeret pa det gverste kort i denne periode, og lad m veere det storste. Efter
at kortet m har ligget overst, vil det ligge p& plads nummer m. Da m er den
storste veerdi pa det overste kort i perioden, kan m ikke @ndre plads mere.
Altsd ma m =1 da vi ved at perioden gentager sig, og altsa at m igen vil veere
overste kort.

Opgave 6.5.4. Tegn n rette linjestykker der parvis forbinder de n rede punkter
med de n bla punkter pa en vilkarlig made. Hvis der findes to linjestykker der
skerer hinanden, da danner de fire involverede punkter en konveks firkant
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RR BB sé linjestykkerne er diagonalerne i denne firkant, og R og B betegner
henholdsvis rode og bla punkter. Nu erstatter vi de to diagonaler med de to
sider R B og R B. Ifplge trekantsuligheden bliver den samlede leengde af de n
linjestykker mindre ved denne operation, dvs. summen af leengderne af de n
linjestykker er vores monovariant S. Da der kun er endeligt mange mulighe-
der for at tegne de n linjestykker, kan S kun antage et endeligt antal forskellige
veerdier. Dermed kan vi ikke blive ved med at udfere operationen, hvilket be-
tyder at vi pa et tidspunkt vil opna at de n linjestykker ikke skeerer hinanden.

Opgave 6.5.5. Hvis der i reekke n, n > 1, star et m, ma der veere mindst m
steder i reekken hvor der stér m, da der i den foregaende raekke var netop m
forekomster af et bestemt tal. Hvis vi ser pa tallene i hver af de 2013 sojler, s&
mad tallene i hver sajle, hvis vi ser bort fra tallet i den forste raekke, veere en ikke
aftagende folge af positive heltal. Desuden er denne folge begraenset opadtil
da hvert tal hojst er 2013. Derfor ma folgen veere konstant fra et vist trin, og
pa et tidspunkt vil der altsa komme to identiske raekker efter hinanden.

Opgave 6.5.6 Vi viser at det altid er muligt for Gandalf at komme fra verden
nummer 7, 1 > 1, til en verden med et mindre nummer. Dette viser nemlig at
Gandalf fra en vilkarlig verden n, n > 1, kan komme til verden nummer 1, og
da man derfor ogsa kan komme fra verden nummer 1 til en vilkarlig verden n,
kan han bevaege sig fra en vilkarlig verden til en vilkarlig anden verden.

Hvis n = 3k +1, kan Gandalf komme til verden nummer k, hvor k < 3k+1=
n.

Hvis n =3k + 2, kan Gandalf beveege sig sdledes 3k +2 — 6k +4 — 2k +1,
hvor2k+1<3k+2=n.

Hvis n = 3k, kan Gandalf bevaege sig saledes 3k — 9k +1 — 18k +2 —
36k+4—12k+1—4k — 2k, hvor 2k <3k =n.

Opgave 6.5.7. Bemeerk forst at hvis to nabohjerner pa et tidspunkt ikke begge
er tomme, da vil det fortseette pd den méde: Nar et hjorne bliver tomt, sker
det ved at det afgiver en fro til hvert af de to nabohjorner. To nabohjerner kan
derfor ikke blive tomme samtidigt.

Hvis der pé et tidspunkt opstér en situation hvor der ikke findes to nabo-
hjerner uden freer, da er der froer ved mindst 501 af hjernerne, og vi er feer-
dige.
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Antag derfor at der findes to nabohjerner der bliver ved med at vaere tom-
me uanset hvor lang tid der gar. Nu nummererer vi hjernerne 1,2,3,...,1001 i
reekkefolge séledes at de to tomme hjorner er henholdsvis nummer 1 og num-
mer 1001. Til et givent tidspunkt har en frg samme nummer som det hjorne
den er ved. Lad S veere summen af kvadraterne pa frenummeret for hver fro.
Da (n—1)*+(n+1)?> =2n?+2 > n? vokser S med 2 hvert minut sa leenge der
stadig findes et hjorne med mindst to froer. Bemeerk at dette kun holder fordi
vi ved at der aldrig hopper freer mellem hjerne 1 og hjerne 1001. Da S er be-
grenset opadtil, ma der derfor til sidst opsta en situation hvor der hojst er en
fre ved hvert hjorne og dermed freer ved mindst 501 hjorner.

Opgave 6.6.1. Vi ser forst pa tilfeeldet hvor n er delelig med tre. Knapperne
inddeles i tre grupper séledes at hver gruppe indeholder hver tredje knap hele
vejen rundt. Antal knapper der lyser i de tre grupper, kaldes henholdsvis a, b
og ¢, og vi antager at a = 1 og b = ¢ = 0 i startsituationen. Vi bemaerker at
hvis vi trykker pa en knap fra en gruppe, sé @ndres a, b og ¢ med %1, dvs. at
a — b ikke @ndrer paritet. Pariteten af a — b er altsa en invariant. Fra starten
era—b =1, dvs. at vi aldrig kan opné a = b = 0 som gnsket.

Nu ser vi pa tilfzeldet hvor n ikke er delelig med tre. Knapperne nummereres
fortlobende 1,2,...,n, s& det er knap nummer 1 der lyser fra starten. Ved at
trykke pé knap 1,2,...,n — 2 i nevnte reekkefplge opnar vi en situation hvor
alle knapper pa neer nummer 7 —2 lyser. Hvis n har rest 1 ved division med 3,
da kan vi slukke dem alle i grupper af tre, for hvis man trykker p4 den midterste
af tre lysende lamper, sa slukkes de alle. Hvis n har rest 2 ved division med 3,
da trykker vi forst pa knap n —1 og opnér en situation hver alle knapper pa
naer nummer n—1 og n lyser. Disse kan vi slukke pd samme mdade som for, da
antallet er deleligt med tre, og de sidder pa reekke.

Opgave 6.6.2. Nummerér personerne ved bordet 1,2,3,...,1994 i denne raek-
kefolge, sa det er person nummer 1 der til at starte med har 1994 kort. Et korts
veerdi er pa et givent tidspunkt nummeret pa den person der holder det. Den
samlede veerdi af kortene kaldes S, og S er invariant modulo 1994 (overvej).

Til at starte med er S = 1994 = 0 (mod 1994). Spillet kan kun slutte hvis hver
person har netop ét kort. Hvis alle personer har netop ét kort, er verdien af
kortene 199‘2& =997 #0 (mod 1994), dvs. spillet slutter aldrig.



Opgave 6.6.3. Bemerk forst at produktet a;a,as--- a, er invariant da a;a; =
ged(aj, ag)lem(aj, ai). Antag at processen kan fortsatte i det uendelige, oglad
a,, vere det tal med det storste nummer som bliver ved med at eendre sig. Fra
et vist trin vil ay, k > m, dermed ikke s&endre sig mere. Fra et vist trin geelder
derfor at hver gang m indgér i det par af numre (j, m) der bliver valgt, er m
den storste, og det betyder at a,,, erstattes med lcm(a,,,a;). Da a; ikke géar
op i ay, vil lem(a,,,a;) > a,,. Dermed vil a,, fra et vist trin vokse hver gang
m er blandt de to numre der velges, hvilket er i modstrid med at produktet
a,ayas -+ a, er invariant.

Opgave 6.6.4. Lad R(P) veere antallet af forskellige reelle radder i P hvis P har
grad 3, og antallet af forskellige redder plus 1 hvis P har grad mindre end 3.
Da &ndres R ikke ved operationerne (i) og (ii):

Hvis xy # 0 er rod i polynomiet

Q(x)=dx3+cx2+bx+a=x3( (%)3+b(%)2+c(i)+d),

daer xio rod i polynomiet P(x)=ax3+bx*+cx+d.

Hvis x =0 errod i Q eller P, og dette polynomium har grad 3, da har det
andet polynomium ikke grad 3 og en rod mindre. Hvis x =0 errodiQ eller P,
og dette polynomium ikke har grad 3, da er x =0 ogsé rod i det andet polyno-
mium, dvs. de har samme antal forskellige redder. Dermed er R invariant ved
operation (i).

Tallet R er oplagt invariant under operation (ii) da redderne her blot trans-
lateres, og graden ikke andres.

Invarianten R for de to polynomier er R(P;)=3 og R(P)=2da

P(x)=x3+x*>—2x = x(x+2)(x—1) og B(x)= x3—-3x—2=(x+12(x—2),

dvs. det er umuligt at komme fra P, til P.

Opgave 6.6.5. Kald de 31 kort ky, ky, .. ., k31, og laeg kortene ved hjornerne i en
reguleer 31-polygon C;C,...C3; sa k; ligger ved C; osv. Afstanden fra kortet
ved C; til kortet ved C;, ; defineres til j. Alle indeks og afstande regnes modulo
31. Ved operation (i) flyttes alle kort netop én plads mod venstre. Ved opera-
tion (ii) flyttes kortene ved C;, G, ..., C3; henholdsvis 1,2,...,15,16,...,30,0
pladser mod hojre.
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Ved operation (i) eendres afstanden fra k; til k;; ikke, og ved operation (ii)
@ndres den til det dobbelte. Efter et antal operationer er afstanden fra k; til
ki, altsd den samme for alle i, dvs. kender vi placeringen af k; og k,, da ken-
der vi placeringen af resten af kortene. Fra starten er afstanden fra k; til k&,
ligmed 1. Efter 0,1,2,3,4,5,6,... gange operation (ii) er afstanden fra k; til k&,
henholdsvis 1,2,4,8,16,1,2,4,8,16,1, 2, ..., dvs. vikan opnd netop fem forskel-
lige afstande fra k; til k,. Desuden kan vi vha. et passende antal af operation
(i) opna at k; ligger pa en vilkarlig af de 31 pladser. Dermed kan man opnéa
31-5 =155 forskellige reekkefolger af de 31 kort.

Opgave 6.6.6. Lag et koordinatsystem sa rektanglets nederste ventre hjorne
eri(0,0), og sa koordinatsystemets akser er parallelle med rektanglets sider.
Nummerér de mindre rektanglerne 1,2,3,...,m, oglad a; veere antallet hjor-
ner i rektangel nummer i hvor begge koordinater er hele tal. Lad tilsvarende
a veere antallet af hjorner i det store rektangel hvor begge koordinater er he-
le tal. Da alle de mindre rektangler har mindst én side af heltallig leengde, vil
a; vere0, 2 eller 4 for alle i = 1,2,3,..., m. Et hjorne i et rektangel er hjorne i
enten to eller fire rektangler (her teelles det store rektangel ogsa med). Derfor
era+a,+a,+as+---+a, lige, og dermed ma a ogsa vere lige. Da a er li-
ge, og rektanglets ene hjorne er (0,0), ma mindst én af rektanglets sider have
heltallig lzengde.

Opgave 6.6.7. Det er muligt at ende med netop én brik netop nér n ikke er et
multiplum af 3. Forst viser vi at det ikke er muligt for # = 3m. Farv diagona-
lerne pé braettet pé skift i tre forskellige farver. Til at starte med star de 9m?
brikker pa 3m? felter af hver farve. I hvert traek vil der komme en brik mere
pa en af farverne, og en brik mindre pa felter af hver af de to andre farver. Dif-
ferensen mellem antal brikker pa felter af to forskellige farver er derfor altid
lige. Dermed kan man ikke ende med én brik pa breettet.

Nu viser vi at det kan lade sig gore nar n ikke er et multiplum af 3. Her skal
vi ikke udnytte nogen farvning, men blot finde en procedure der virker. Det
ses nemt at det kan lade sig gore for n = 2. Bemeerk nu at hvis man har fire
brikker placeret som pa figuren, kan man fjerne de tre pa raekke. Dette trick
kan bruges til at reducere n =4 til tilfeeldet n = 2.
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Hvis n =2 (mod 3), kan man fjerne baner pa tre reekker brikker langs kan-
terne ved hjeelp af tricket pa figuren og dermed reducere til tilfeeldet n = 2.
Hvis n =1 (mod 3), n > 1, kan man pa tilsvarende made reducere til tilfeeldet
n=4.

Opgave 7.1.1. Forst bemeaerker vi at spillet ender med en vinder efter et ende-
ligt antal treek, at A og B skiftes til at treekke, og at der gaelder samme regler
for hvordan A og B maé traekke. Pastand: Tabermangden bestar af alle positi-
ve multipla af 3, og vindermaengden af alle positive heltal som ikke er et mul-
tiplum af 3. Argument: Hvis A traekker fra en situation fra V, dvs. antallet af
sten ikke er et multiplum af 3, da kan A ved at fjerne 1 eller 2 sten efterlade et
multiplum af 3 sten til modstanderen. Hvis A derimod treekker fra en situa-
tion fra T, dvs. nar der ligger et multiplum af 3 sten pa bordet, da vil A aldrig
efterlade et multiplum af 3 sten fordi 342%, k =0,1,2,..., dvs. at spiller A her
efterlader en situation fra V. Dermed har A en vindende strategi nar n ikke er
et multiplum af 3.

Opgave 7.1.2. Forst bemeerker vi at spillet ender med en vinder efter et ende-
ligt antal treek, at A og B skiftes til at treekke, og at der geelder samme regler
for hvordan A og B ma trakke. Pastand: Tabermangden er samtlige positive
multipla af 6. Detindser vi p& folgende mdde: Det mindste tali tabermangden
ma4d veere n = 6 da det er det mindste tal som ikke er en primtalspotens. Ved
at overveje tallene 7,8,9,10, 11,12 far man hurtigt en idé om at tabermaeng-
den er alle multipla af 6. Da ingen primtalspotenser er et multiplum af 6, vil
man fra en udgangsposition med et multiplum af 6 sten pé& bordet altid efter
endt treek ende med et antal sten som ikke er et multiplum af 6. Desuden kan
man fra enhver udgangsposition der ikke er delelig med 6, efter endt traek en-
de med et multiplum af 6 sten pa bordet da man kan fjerne 1, 2, 3, 4 eller 5
sten. Dermed bestar tabermeengden af samtlige multipla af 6.

Opgave 7.1.3. Forst bemeerker vi at spillet slutter efter et endeligt antal trek.
For n =1, 2,3 kan Albert ikke klippe til at starte med, og han har derfor tabt.
For n = 4,5,6,7 kan Albert klippe snoren i tre stykker s& det leengste stykke
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er 2 eller 3 langt, og dermed vinder han. For n = 8,9 kan Albert kun klippe
sa det leengste stykke er 4, 5, 6 eller 7 langt, og han overlader dermed en vin-
dende situation til Benny. Ved at fortseette pd samme made kan man se at
tabermangden bestar af alle positive hele tal pa formen 3% og 3 —1, hvor k
er et ikke-negativt heltal, og vindermangden bestér af de resterende positive
heltal. Dette beviser vi ved at vise at for hvert element i vindermangden er det
muligt at klippe sé leengden af den leengste snor er et element i tabermaeng-
den, mens man for ethvert element i tabermangden ender med atlaengden af
den leengste snor er et element i vindermaengden uanset hvordan man klip-
per, hvis det altsa er muligt at klippe. Lad n veere et element i tabermaengden.
Hvis n = 3% eller n = 3¥ — 1, vil den laengste snor nar man har klippet, have
lengde mindst 37! + 1 og laengde hojst 3¥ —2, dvs. uanset hvordan man klip-
per, efterlader man en situation fra vindermaengden. Hvis n derimod ligger i
vindermangden, og n = 3F + m, 0 < m < 2-3% —1, kan man klippe s leeng-
den af den leengste snor er 3k hvis m > 1, og 3k_1, hvism =1, og dermed
efterlade en snor hvis leengde er et element i tabermangden. Vi har nu bevist
at Albert netop har en vindende strategi for alle veerdier af n som ikke er pa
formen 3 eller 3% —1.

Opgave 7.1.4. Kald de to spillere for A og B sadan at A starter. Forst bemaerker
vi at spillet ender med en vinder efter et endeligt antal traek, at A og B skiftes
til at treekke, og at der geelder samme regler for hvordan A og B ma traekke.
Pastand: Tabermaengden bestar af alle spilpositioner med henholdsvis a, a, a
og b, hvor b > a, teendstikker i de fire bunker. Vindermangden bestar af alle
de resterende positioner. Argument: Fra et udgangspunkti V kan man nemlig
i et treek komme til en spilposition fra T: Velg nemlig to bunker som ikke
indeholder feerrest teendstikker, og fjern teendstikker fra disse sa de har samme
antal teendstikker som den bunke med feerrest. Laeg meerke til at der findes to
bunker som ikke indeholder samme antal som den med feerrest teendstikker,
da vi ikke er i en situation fra T. Fra et udgangspunkti T, dvs. fra en position
med a,a,a og b, b > a, tendstikker i de fire bunker, kan man efter endt traek
aldrig ende i en tilsvarende (overvej), man ender derfor altid med en position
fra V, eller ogsa kan man slet ikke treekke. Dermed har den spiller som starter,
en vindende strategi.



Opgave 7.2.1. Georg har en vindende strategi for ulige 7. I forste traek skal Ge-
org fjerne en hel bunke. Derefter er der et lige antal bunker med lige mange
menter i hver. Hver gang Georgs mor fjerner x meonter fra en bunke med y
monter, skal Georg gore det samme. P4 den mdde vil der efter Georgs tur altid
veere et lige antal bunker der kan seettes sammen i par sa to bunker der danner
par, indeholder lige mange monter. Derfor kan Georg altid udfere det beskrev-
ne treek, og Georgs mor kan aldrig vinde. Da der er endeligt mange meonter, vil
spillet slutte efter et endeligt antal treek, og derfor vil Georg til sidst vinde. Hvis
n er lige, kan Georgs mor vinde ved at folge samme strategi.

Opgave 7.2.2. Det har spiller B. Kortene parres to og to sa tallene pa to kort i
hvert par har sum 666. Dette giver en entydig parring af de 124 kort, og yderli-
gere er differensen af tallene pa to parrede kort aldrig 1, 10 eller 100 (overvej).
Dermed kan spiller B ved i hvert treek at veelge makkerne til de to kort A netop
har trukket, sorge for at der altid er en situation hvor alle kort pa bordet har
en makker, nar det er A’s tur til at treekke. Bemeerk at dette traek er lovligt da
to kort har samme differens som differensen af deres makkere. Dette sikrer B
mulighed for at traekke hver eneste gang A har trukket, og det er dermed A der
forst havner i en situation hvor det er umuligt at traekke. Altsa vinder B ved at
folge denne strategi.

Opgave 7.2.3. Alma har en vindende strategi for samtlige veerdier af nn. Hvis n
er ulige, farveleegger Alma et 1001 x 1001-kvadrat i midten af breettet i forste
treek. Nu har hun delt breettet i to symmetriske halvdele, og hun kan nu hver
gang kopiere Berthas treek symmetrisk pa den modsatte side. Hvis 7 er lige,
starter hun blot med at farveleegge et 1000 x 1000-kvadrat i midten med en
raekke af sma kvadrater forneden. Brettet er endnu engang delt i to symme-
triske halvdele hvor man ikke kan tegne et kvadrat der lapper ind over begge,
og hun kan nu igen fglge samme strategi som for.

Opgave 7.2.4. Anne har en vindende strategi. I forste traek veelger Anne at er-
statte 102°%7 med 22%°7 og 5297, P4 den made opnér hun to tal med helt de
samme egenskaber ndr vi ser pa divisorer, da de begge er pa formen p2°%7,
hvor p er et primtal. Herefter kan hun kopiere Berits treek pé folgende méde:
Lad p og g veere primtallene 2 og 5 i en eller anden raekkefolge. Efter forste
treek efterlader Anne en situation hvor der star preecis de samme potenser af

p og g pa tavlen. Hvis Berit vaelger et tal p¥, ma hun erstatte det med prim-
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talspotenserne p” og p*~™ for et heltal m som opfylder at 1 < m < k. Nu
vaelger Anne tilsvarende g og erstatter det med g™ og g*~™. Hvis Berit veel-
ger at slette et eller begge af to ens tal p”, vaelger Anne at slette det ene eller
begge af tallene g”. Pa denne made efterlader hun altid en situation til Berit
hvor der stér preecis de samme potenser af p og g pa tavlen. Hun kan deref-
ter altid kopiere Berits treek som beskrevet. Da spillet stopper efter et endeligt
antal treek, mé& Anne vinde hvis hun folger denne strategi.

Opgave 7.3.1. Spiller A har en vindende strategi. Forst bemeerker vi at spillet
ikke nadvendigvis ender efter et endeligt antal treek, dvs. nér vi skal bevise at
A har en vindende strategi, skal vi alts& ogsa vise at spillet faktisk ender hvis
A folger denne strategi.

Forstlaegger A en montiskalen og efterlader 2013 monter til B. Det interes-
sante i denne sammenheng er at 2013 er et multiplum af 3. Herefter folger A
folgende strategi: Hvis B laegger én mont i skalen, sa tager A fire, og hvis B ta-
ger fire monter, s leegger A én mont i skdlen. Med denne strategi efterlader A
i hver runde tre monter feerre i skdlen end hun gjorde i forrige runde. Dermed
efterlader hun altid et antal menter der er et multiplum af 3.

Vi mangler at vise at det er muligt altid at folge denne strategi, og at den fo-
rer til sejr. Det er muligt at folge denne strategi, for hvis A skal tage fire menter,
betyder det at B netop har lagt en ment i en skal der ikke var tom, dvs. ska-
len indeholder mindst 3+ 1 =4 menter nar A skal traeekke. Desuden efterlader
B altid et antal monter der ikke er et multiplum af 3, dvs. B tager aldrig den
sidste mont. Da der efter hvert af A’s traek bliver feerre monter i skélen, ender
spillet med en vinder, og denne vinder ma derfor veere A.

Opgave 7.3.2. Den spiller som starter, har en vindende strategi. Kald de to
spillere for A og B sddan at A starter. Spiller A parrer alle konfigurationer af
de n lamper séddan at et par bestar af to konfigurationer der kun afviger pa
lampen leengst til venstre. Spiller A trykker nu pa kontakten laengst til venstre
i hvert eneste treek, for p4 den made sorger A for at konfigurationer i samme
par altid forekommer netop for og efter hendes tur. Dette er altid etlovligt traek
fordi B aldrig kan trykke pa knappen til venstre da det jo ville give situationen
lige inden, og derfor trykker pa en anden knap og skaber en konfiguration i et
nyt par. Dermed kan A altid treekke, og B taber.
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Opgave 7.3.3. Vi kalder de to spillere for A og B, hvor A starter. Spiller B kan
vinde ved at folge denne strategi: Lad r veere antal treek hvor man maé fjerne
seks teendstikker. Til at starte med er r = 10, men dette antal falder i lobet af
spillet for hver gang en spiller tager seks teendstikker. Bemeerk forst at 1000 =
6-15547-10. Sa leenge der er flere end 7- r teendstikker ndr A skal traekke, s&
gor B folgende: Hvis A traekker x, x € {1,2,3,4,5}, teendstikker, sa traekker B
6— x teendstikker. Hvis A treekker seks tendstikker, sé traekker B en teendstik.
Pa den méade efterlader B altid 6- n + 7 - r teendstikker til A, hvor n og r er
ikke-negative heltal.

Hvis r = 0 for der opstar en situation med 7 - r teendstikker pa bordet, s&
efterlader B herefter altid et antal teendstikker der er et multiplum af 6 til A,
og det betyder at A ikke kan vinde. Dermed vinder B.

Hvis der inden r = 0 opstar en situation hvor der er 7 - r teendstikker pa
bordet nar A skal traekke, sd folger B herefter folgende strategi: Hvis A traekker
x, x €{1,2,3,4,5, 6}, teendstikker, sa treekker B 7— x. Efter r runder vinder B.
Bemerk at denne strategi ikke kreever flere end hojst r exceptionelle trek.
Dermed har B en vindende strategi.

Opgave 7.3.4. Ingen af de to spillere har en vindende strategi. Inddel breettet
i vandrette 2 x 1-brikker sa brikkerne i hver raekke ligger forskudt i forhold til
hinanden.

Spiller B kan forhindre spiller A i at vinde ved hele tiden at markere det an-
det felt i den brik som spiller A netop har markeret i. Da alle 2 x 2 kvadrater
indeholder en hel brik, kan A aldrig f& udfyldt et helt kvadrat.

Pa helt tilsvarende méde kan spiller A forhindre spiller B i at vinde: Hvis
spiller B har sat en bolle i samme brik som A har markeret i, markerer A ef-
terfolgende et vilkarligt felt. Hvis spiller B har sat en bolle i en brik A ikke har
markeret i, sa seetter A krydsidet andet felti denne brik. PA denne made sikrer
A sig at B aldrig far udfyldt begge felter i en brik.
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Ingen af de to spillere har derfor en vindende strategi. Dermed kan spillet
fortseette i det uendelige uden at nogen af de to spillere kan vinde.

Opgave 7.4.1. Vi viser indirekte at spiller A har en vindende strategi. Antag at
B har en vindende strategi. Forst fjerner A én teendstik og efterlader altsé 299
teendstikker til B. Spiller B har pr. antagelse en vindende strategi og fjerner
nu x tendstikker som led i strategien. Pga. af reglerne mé x € {1,2,3,...,149}.
Nar A skal treekke i en situation med 299 — x, ved vi at A ikke kan vinde hvis B
spiller optimalt. I stedet for at tage én teendstik til at starte med kan A fjerne
x +1 teendstikker, da 1 < 1+ x < 3°. Nu efterlader A en situation med 299 — x
teendstikker til B, og fra analysen af vores forste scenarie ved vi at B ikke kan
vinde hvis A spiller optimalt. Men dette er i modstrid med vores oprindelige
antagelse. Da spillet slutter efter et endeligt antal traek, og spillet ikke kan ende
uafgjort, md A have en vindende strategi.

Opgave 7.4.2. Spiller A har en vindende strategi, og dette viser vi indirekte.
Antag at spiller B har en vindende strategi. Forst fjerner spiller A tallet 1, og
derefter fjerner spiller B tallet m og dets divisorer. Da spiller B folger sin vin-
dende strategi, efterlader hun en tabende situation til A, og denne situation
betegnes S. Men hvis spiller A starter med at fjerne m og alle dets divisorer, da
efterlader A situationen S til B og har dermed en vindende strategi, hvilket er
en modstrid. Dermed kan spiller B ikke have en vindende strategi, og da spil-
let ender med en vinder efter et endeligt antal treek, ma A have en vindende
strategi.

Opgave 7.4.3. Vi skal med andre ord vise at tabermangden er uendelig, og
dette viser vi indirekte ved at antage at tabermengden er endelig. Lad a vere
det storste tal i tabermeangden. Betragt nu udgangspositionen med a?+a + 1
sten. Da(a+1)? > a®+a+1, kan forste spiller hojst fjerne a? sten og derfor ikke
ende i tabermangden da der er flere end a sten tilbage ligegyldigt hvordan
hun treekker. Dette er en modstrid, og tabermzngden er alts& uendelig.

Opgave 8.1.1. Summen af valenserne for samtlige knuder i grafen ma veere to
gange antallet af kanter, dvs. den er lige. Dermed er der et lige antal knuder
med ulige valens.

Opgave 8.1.2. Betragt personerne som knuder i en graf, og lad to knuder vee-
re forbundet med en kant hvis personerne er venner. Hver knude har valens



mellem 0 og n — 1. Hvis en knude har valens 0, sa vil den maksimale valens
veere mindre end n — 1. Dermed findes ikke bédde en knude med valens 0 og
en med valens n — 1, dvs. blandt de n knuder findes ifelge skuffeprincippet
to med samme valens. Altsa findes to personer til festen med samme antal
venner.

Opgave 8.1.3. Betragt grafen med 27 knuder hvor hver knude repraesenterer
en person, og hvor to knuder er forbundet med en kant hvis de er venner.
Beviset fores indirekte. Antag modsat at hvert par af knuder har et ulige antal
feelles naboknuder. Betragt en knude v. Lad A veere maengden af naboknuder
v, 0og B veere maengden af knuder som ikke er nabo til v, og som ikke er v. Vi
ved at |A| = d(v) er lige, og da der er 2n knuder, ma | B| veere ulige. Betragt en
knude w € B. Ifolge antagelsen ved vi at antallet af feelles naboknuder for v
og w er ulige, dvs. w har et ulige antal naboknuder i A. Da d(w) er lige, ma w
ogsd have et ulige antal naboknuderi B. Hver knude i B har altsd et ulige antal
naboknuder i B, men dette er umuligt da B indeholder et ulige antal knuder.
Dermed findes to knuder som har et lige antal feelles naboknuder, og dermed
to personer som har et lige antal feelles venner.

Opgave 8.1.4. Lad eleverne pé de tre skoler veere knuder i en graf sddan at A
er delmangden af knuder der repraesenterer elever pa skole A osv., og forbind
to elever med kanter hvis de kender hinanden. Vi viser pastanden indirekte.
Antag at ingen af de tre pastande er sande.

Lad a € Avere en knude med et maksimalt antal kanter til knuderi B. Ifplge
antagelsen er ingen knude fra A forbundet til alle knuder i B, dvs. der findes
en knude b € B som ikke er nabo til a. Ifelge antagelsen er der heller ingen
knuderi B der er naboer til alle knuder i C, dvs. der findes en knude ¢ € C som
ikke er nabo til b. P4 samme maéde ses at der findes knude i a’ € A som ikke
er nabo til c. Hvis vi betragter de to valg af tre knuder {a, b, c} og {a’, b, c}, s&
ved vi at der er to naboknuder i hver af de to mangder, dvs. at a og c er naboer
og a’ og b er naboer. Da a ikke er nabo til b og var valgt blandt knuderne i A
som havde et maksimalt antal kanter til knuder i B, ma der findes et b’ € B
som er nabo til a, men ikke til a’. Nu ved vi at a er nabo til b’ og ¢, mens a’
hverken er nabo til b’ eller c. Det betyder at hvis b’ og ¢ er naboer, sa findes
der ikke to ikke-naboer blandt {a, b’, ¢}, og hvis de ikke er naboer, sé findes
der ikke to naboer blandt {a’, b’, c}. Dermed er antagelsen forkert, og vi har
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vist at mindst et af de tre udsagn ma veere sande.

Opgave 8.1.5. Lad vy, 1vs,...,v;, V;41 veere en stii G af maksimal leengde. An-
tag at [ < min(26, n — 1). Da stien har maksimal l&engde, mé bade v; og v, ;
udelukkende vaere naboer med knuder som allerede er en del af stien. Ba-
de v; og v;,; er naboer med mindst 6 andre knuder. Lad V; veere maeng-
den af de knuder som v; er nabo til, og lad V, veere maengden af de knuder
v; hvor v;,; € V4. Da er V, en delmaengde med mindst 6 knuder af maeng-
den {v;, 1,,...v;}, og da v;,; er nabo til mindst 6 knuder blandt {v;, v, ... v;},
og |l < 26, ma v;,; veere nabo til en knude fra V,. Kald denne knude v;.
Vi ved per konstruktion at v;,; € Vj, dvs. at v; er nabo til v;,;. Dermed er
V1, Usyeeey Uiy Ui, Ul V1, - -+, Vig1, ) en kreds afleengde [ +1. Dal < n—1 fin-
des knuder i grafen som ikke er en del af denne kreds, og mindst én af disse er
nabo til en knude fra kredsen da grafen er sammenhaengende. Dermed dan-
ner denne knude sammen med alle knuderne fra kredsen en sti afleengde [ +1,
hvilket er i modstrid med at den maksimale leengde af en sti var /. Altsé findes
en sti af leengde mindst min(20, n —1).

Opgave 8.1.6. Betragt grafen hvor hver by er repraesenteret ved en knude, og
hvor kanten mellem to byer er rod hvis der gar en busrute mellem dem, og bla
hvis der er en togrute mellem dem.

Antag for modstrid at det ikke er muligt at inddele som gnsket, og lad B
og T vere to disjunkte maengder af knuder sddan at knuderne fra B kan
nummereres by, b, ..., b, sé der findes en rod kant mellem b; og b;,; for alle
i=1,2,...,n—1, knuderne fra T kan nummereres t;, t,, ..., t,, sa der findes en
bld kant mellem knuderne t; og ¢, foralle j =1,2,...,m—1, og sa der yderli-
gere gelder at antallet af knuder som ikke ligger i de to mangder, er minimalt.

Lad g veere en knude som hverken eri B eller T. Det er oplagt at B og T er
ikke-tomme, for hvis en af dem var tom, kunne man placere g i denne mang-
de. Hvis der er en rod kant mellem g og b, sa kan g placeres i B med num-
meret n + 1, hvilket er en modstrid. Altsa er der en bla kant mellem g og b,,.
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Tilsvarende ma der veere en rod kant mellem g og t,,,. Betragt nu kanten mel-
lem b, og t,,, og antag uden tab af generalitet at den er rod. Nu kan ¢,,, flyttes
fra T til B samtidig med at g indlemmes i B sadan at t,, bliver til b,,,; og g
til b,,,, s& det onskede stadig er opfyldt, hvilket er i strid med minimaliteten.
Altsa er det muligt at inddele landet som @nsket.

Opgave 8.2.1. ii) Da ethvert tree med mindst to knuder indeholder mindst ét
blad, kan man hele tiden fjerne et blad med tilherende kant indtil der kun er
en knude tilbage. Ved at tilfpje bladene i omvendt reekkefolge konstrueres det
oprindelige tree.

iii) Veelg en knude, og konstruér en delgraf ved hele tiden at vaelge en nabo
som endnu ikke er valgt, til en af de allerede valgte knuder og tilfoje kanten
mellem dem. P4 den mdde far vi tilfgjet alle knuder da grafen er sammen-
haengende, og den delgraf vi ender med, kan ikke indeholde en kreds pga.
konstruktionen. Den er derfor et tree.

Opgave 8.2.2. Vi viser forst at i) og ii) er eekvivalente. i) = ii): Antag at en sam-
menhaengende graf med n knuder er et tree, dvs. at den ikke indeholder en
kreds. Da et tree kan konstrueres ved at starte med en knude og derefter tilfaje
et blad med tilhorende kant et ad gangen ifolge seetning 8.2.1, ma grafen in-
deholde pracis n—1 kanter. ii) = i): Antag omvendt at en sammenhangende
graf med n knuder indeholder netop 7 — 1 kanter. Da indeholder den ifslge
seetning 8.2.1 et udspaendende tree, og da dette tree har n — 1 kanter, ma det
veere identisk med grafen. Dermed er grafen et tree.

Nu mangler vi kun at vise at i) og iv) er &kvivalente. i) = iv): Antag at en graf
ikke indeholder en kreds. Hvis man fjerner en kant mellem to knuder, kan
disse to knuder ikke leengere veere forbundet med en sti, da grafen ellers ville
indeholde en kreds, og dermed er den usammenhgangende. iv) = i): Hvis en
sammenhangende graf omvendt opfylder at hvis man fjerner en kant, da bli-
ver den usammenhangende, kan den ikke indeholde en kreds, da man kan
fjerne en kant fra en kreds uden at grafen bliver usammenhangende.

Opgave 8.3.1. Lad kanterne i K;; veere farvet rode, gronne og blé. Vi ensker
at vise at der findes en delgraf K3 hvor alle kanter har samme farve. Velg en
tilfeeldig knude v. Da v er forbundet til 16 knuder, findes mindst seks knuder
som er forbundet til v med samme farve kant, lad os sige rod. Hvis to af disse
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knuder er forbundet med en red kant, har vi en delgraf K3 hvor alle kanter
er rode. Antag derfor at der ikke er to knuder blandt de seks som er forbundet
med en rod kant. Da udger de seks knuder og de tilhgrende kanter en komplet
delgraf Kg hvor kanterne er malet enten gronne eller bld, og da R(3,3) = 6,
findes en delgraf K3 af denne graf hvor alle kanter har samme farve.

Opgave 8.3.2. Nej. Da R(3,3) = 6 findes tre knuder v}, v,, v3 som er forbundet
med kanter af samme farve, lad os sige rod. Hvis blot en af knuderne v, vs, vg
er forbundet med rode kanter til to af knuderne vy, v,, 5, har vi en ensfarvet
kreds af leengde fire. Antag derfor at de hojst er forbundet til en af knuderne
V1, U, 13 med én rod kant. Hvis to af knuderne vy, vs, v begge er forbundet til
de samme to knuder blandt v;, v,, v3 med blé kanter, er der ogsé en ensfarvet
kreds af leengde fire. Vi antager derfor yderligere at det er der ikke, hvilket be-
tyder at hver afknuderne vy, vs, g er forbundet med en rod kant til netop én af
knuderne v, 1, 13, og at det for to af dem ikke er den samme. Vi kan dermed
uden tab af generalitet antage at v; vy, v, U5 0g U3V €1 rode.

Men dette betyder at der kommer en rod kreds afleengde fire hvis to af knuder-
ne vy, Us, Ug er forbundet med en rod kant. Antag derfor at de alle er forbundet
af bla kanter. I dette tilfeelde er der en bla kreds v, vy, v4 Vs, Us Ug, Ug 1. Der vil
dermed altid veere en ensfarvet kreds af lzengde fire.

Opgave 8.3.3. Hvis vi identificerer personerne med knuder og forbinder hvert
par afknuder med en rod kant hvis de tilherende personer er venner, og en bla
kant hvis de ikke er venner, sa svarer opgaven til at vise at R(3,4) = 9. Betragt
den komplette graf Kg med knuderne vy, v5,... vg.
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Farv alle kanter mellem to knuder hvor forskellen mellem deres indices er 1,
4 eller 7, bl4, og farv alle andre kanter rode. Da findes hverken en delgraf K3
hvor alle kanter er bl, eller en delgraf K, hvor alle kanter er rede (overvej).
Dermed er R(3,4) > 8.

Lad alle kanter i Ky veere farvet enten rode eller bla. Vi ensker at vise at da
findes enten en delgraf K3 hvor alle kanter er rade, eller en delgraf K, hvor
alle kanter er bla. Hvis der findes en knude hvorfra der udgér mindst fire ro-
de kanter, da er enten to blandt disse forbundet med en red kant, eller ogsa
er alle disse fire knuder parvis forbundet med bld kanter, hvilket giver en rod
delgraf K3 eller en bla delgraf K. Antag derfor at alle knuder hojst er forbun-
det med tre rade kanter. Alle knuder kan ikke veere forbundet med netop tre
rode kanter da der er et ulige antal knuder. Dermed findes en knude v som er
forbundet med mindst seks bla kanter, men da R(3,3) =6, ved vi at der blandt
disse knuder findes tre som er forbundet med kanter af samme farve, og der-
med udger de enten en rod Kj eller sammen med v en bla K. Dermed har vi
vist at R(3,4)=09.

Opgave 8.3.4. Hvis vi identificerer spillerne med knuder og forbinder hvert
par af knuder med en red kant hvis de tilhgrende spillere har spillet mod
hinanden, og en bld kant hvis de ikke har, da svarer opgaven til at vise at
R(4,4)=18.

Vi viser forst at R(4,4) > 17. Betragt den komplette graf K;; med knuderne
v, U, ..., U17. En kant mellem to knuder hvor forskellen i deres indices er 1, 2,
4, 8,9, 13, 15 eller 16, farves rode. En kant mellem to knuder hvor forskellen
i deres indices er 3, 5, 6, 7, 10, 11, 12 eller 14, farves bla. Denne graf indehol-
der ingen delgraf K, hvor alle kanter har samme farve: Placér de 17 knuder i
en cirkel. Hvis fire knuder skal udgere en rod K3, skal de fire afstande mellem
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knuderne rundt i cirklen veere fire tal blandt 1, 2, 4, 8, 9, 13, 15, 16. Eneste mu-
lighederer 1,1,2,13, eller 1,4, 4, 8 eller 2,4,4,9. Ligegyldig hvilken reekkefolge
disse afstande placeres i, vil der vaere to modstaende knuder som ikke er for-
bundet af en rod kant. Pa tilsvarende made udelukkes at der findes en bla K,
ved denne farvning. Altsé er R(4,4) > 17.

Derefter viser vi at R(4,4) < 18. Betragt den komplette graf K;g hvor kanter-
ne er malet rode eller bla. Lad v veere en vilkarlig knude. Da v er forbundet
med 17 kanter, er mindst ni af disse af samme farve, lad os sige rede. Disse ni
knuder og de tilhgrende kanter udger en komplet delgraf Ky, ogda R(3,4)=9,
ved vi at denne graf enten indeholder en komplet delgraf K, hvor alle kanter
er bla, eller en komplet delgraf K3 hvor alle kanter er rede, og denne delgraf
udger sammen med v fire knuder der alle er forbundet parvis med rode kan-
ter. Dermed er R(4,4) < 18, og altsa samlet R(4,4) =18.

Opgave 8.3.5. Antag at R(m; —1, my) og R(m;, my—1) er lige. Vi viser indirekte
at i dette tilfeelde geelder der skarpt ulighedstegn. Antag at

N = R(my, my) = R(m; —1, my)+ R(my, my —1).

Dafindes en to-farvning (red og bld) af kanterne i Ky _; sé den ikke indeholder
enrod K, -delgraf eller en bld K;,,, -delgraf. Lad v veere en knude i denne graf.
Lad d,(v) betegne antallet af rede nabokanter til v, og d;(v) betegne antallet
af bla nabokanter til v. Da ma d,(v) < R(m; —1, m,) og d,(v) < R(my, my—1),
for ellers findes der, som vi sd i beviset, en rod K, -delgraf eller en bla K, -
delgraf, og da

d.(v)+dp(v)=R(m; —1,my)+ R(m;, my—1)—2,

ma d,(v)=R(m;—1, m,)—10g dy(v)= R(m,;, my—1)—1. Dette gelder for alle
knuder i grafen, men dette er umuligt da der er et ulige antal knuder i grafen,
og R(my —1, m,)—1 er ulige. Dermed er uligheden i dette tilfeelde skarp.

Opgave 8.3.6. Nej. Stort set pd samme méde som i eksempel 8.3.2 antager vi at
alle tallene 1,2, ...,1978 er farvet med seks forskellige farver, og farver kanter i
Kig79 efter folgende princip: Kanten v; v; farves samme farve som tallet |i — j|.
Hvis der findes tre knuder v;, v; og v, i < j < k, sd kanterne mellem dem har
samme farve, da findes tre tal k — j, j —i og k—i i samme farve sa det tredje
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er summen af de to forste. Vi skal derfor blot vise at Rg(3) = R(3,3,3,3,3,3) <
1979.

Ifplge seetning 8.3.2 er R(3,3,3) = 17. Dermed ma R(3,3,3,3) < 4-16+2 =66,
for hvis kanterne i Kgg er malet i fire forskellige farver, findes for en vilkarlig
knude v mindst 17 kanter i samme farve som udgar fra v til 17 knuder, hvor
enten to er forbundet med en kant af denne farve, eller alle er forbundet med
kanter i de tre andre farver, og i begge tilfeelde findes en ensfarvet delgraf K3.
Pa samme made indses at R(3,3,3,3,3) <5:65+2 =327 og R(3,3,3,3,3,3) <
6-326+2=1958 < 1979, hvilket viser det onskede.

Opgave 8.4.1. Betragt en kantmaksimal inddeling i » delmangder. Vi viser
pastanden indirekte, dvs. vi antager at der i denne inddeling findes en knude
som har a naboer i sin egen delmangde og b naboer i en anden mangde,
hvor a > b. Ved at flytte knuden til den anden delmangde bliver der a—b > 0
flere kanter mellem delmangderne i modstrid med at inddelingen var kant-
maksimal. Altsd opfylder en kantmaksimal inddeling i » delmzngder det on-
skede.

Opgave 8.4.2. Betragt en kantmaksimal inddeling af knudemengden i to dis-
junkte delmangder. Da ved vi fra eksempel 8.4.2 at hver knude ikke er forbun-
det med flere knuder i sin egen delmzngde end i den anden, og da dens va-
lens hajst er tre, er den hejst forbundet med én knude i sin egen delmangde.
Hvis vi farver knuderne i den ene delmaengde rode og knuderne i den anden
delmaengde bla, opfylder farvningen derfor betingelserne.

Opgave 8.4.3. Den maksimale veerdi af m er 2n —1.

Forst viser vi at m < 2n: Betragt K,,, ;. Her er A =2n, og hvis vi farver knu-
demengdeni n farver, sa findes der ifalge skuffeprincippet mindst tre knuder
af samme farve. Delgrafen induceret af alle knuder af denne farve vil derfor
indeholde mindst tre knuder der alle er forbundet. Dermed er m < 2n.

Derefter viser vi at m > 2n — 1: Lad G vere en graf hvor A(G) = 2n —1.
Lad W}, V,,..., V,, veere en kantmaksimal inddeling af knudemangden i z dis-
junkte delmeengder, og farv alle knuder i V; farve nummer i. Da ved vi ifglge
opgave 8.4.1 at hver knude har mindst lige s mange naboer i hver af de andre
delmaengder som i sin egen, og dermed er den nabo til hgjst én knude i sin
egen delmangde, hvilket giver det gnskede.
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Opgave 8.4.4. Vi oversatter problemstillingen til en graf pa4 den oplagte ma-
de. Den kantmaksimale ikke-sammenhaengende graf med 2004 knuder ma
have to sammenhangskomponenter som begge er komplette delgrafer. Det
er nemt at se at den kantmaksimale graf netop bestar af en komplet delgraf
med 2003 knuder samt en delgraf med en knude. Dermed er den minimale

veerdi af N lig med (20203) + 1.

Opgave 8.5.1. Det er oplagt at en graf ikke kan veere en Euler-graf hvis den in-
deholder en knude med ulige valens. Antag nu at samtlige knuder i en graf har
lige valens. Vi begynder i knuden v; og laver en tilfeeldig tur indtil vi for eller
siden enderi v;. Da alle knuder har lige valens, ma vi nedvendigvis ende i knu-
den v;. Hvis turen indeholder samtlige kanter, har vi en lukket Euler-tur. Hvis
ikke, ma der fordi grafen er sammenhangende, findes en ikke passeret kant
som stoder op til en knude v, som er indeholdt i turen. Med udgangspunkt i
v, laver vi nu en tilfeeldig tur indtil vi for eller siden ender i v,. Denne nye tur
seettes ind i den gamle sé vi har en lukket tur. Da der kun er endelig mange
kanter, kan vi fortsaette pa den made til vi har en lukket tur der indeholder
samtlige kanter. Sidste del vises pa tilsvarende vis.

Opgave 8.5.2. Lad de 2”~! binaere strenge af l&ngde n — 1 reprasentere 2!
knuder i en orienteret graf. Lav en kant fra knuden A til knuden B hvis de
sidste n —2 cifre i A er lig med de forste n —2 i B. P4 denne méde gér der to
kanter ud fra hver knude, og der kommer to kanter ind til hver knude. De to
knuder med en bineer streng som udelukkende bestar af samme ciffer, er for-
bundet med en kant til sig selv. Dermed findes der ifolge seetning 8.5.1 en luk-
ket Euler-tur i grafen. Nu starter vi i en vilkarlig knude og folger Euler-turen.
For hver knude vi kommer til, skriver vi sidste ciffer i dens binare streng ned.
P4 denne mdde konstruerer vi en binzer streng med 2" cifre da der er 2" kan-
ter i vores Euler-tur. Nu placerer vi cifrene i denne streng fortlobende langs
hjernerne i vores 2" -kant. P4 denne made findes en vilkarlig binaer streng af
leengde n langs vores 2"-kant pga. konstruktionen (overvej), og de er derfor
alle forskellige.

Opgave 8.6.1. Hvis en graf er todelt, ma to naboknuder ligge i hver sin del, og
dermed méa hver anden knude pa en kreds ligge i den ene del, hvilket betyder
at alle kredse i en todelt graf mé have lige leengde.

Antag at en graf ikke har kredse af ulige leengde. Veelg en knude v, og farv



den rod. Farv derefter dens naboer gronne, deres naboer rade, osv. indtil alle
knuder i sammenhaengskomponenten som indeholder v, er farvede. Antag at
der under farvningen er en knude w der bade skal farves rod og gran. Dette
betyder at der bade er en vej fra v til w af lige leengde og en af ulige leengde,
og disse to ma tilsammen indeholde en kreds af ulige leengde hvilket er en
modstrid. Dermed er farvningsproceduren entydig, og denne farvning giver
en todeling af sammenhangskomponenten. P4 denne made kan alle sam-
menhaengskomponenter todeles, og dermed er grafen todelt.

Opgave 8.6.2. Lad 20 knuder reprasentere de 20 hold, og forbind to knuder
med en rod kant hvis de tilherende hold har spillet mod hinanden forste dag,
og en bla kant hvis de har spillet mod hinanden anden dag. Alle knuder har
valens to da hver knude er forbundet med netop én bla og én rod kant, og der-
for ma hver sammenhangskomponent vaere en kreds af lige leengde (skiftevis
rode og bla kanter). Fra hver sammenhangskomponent velges hver anden
knude i kredsen s& man far en todeling af grafen, og pd denne made far man
ti knuder hvor ingen er forbundet med hinanden.

Opgave 8.6.3. Det er oplagt at den r-delte graf med flest kanter skal findes
blandt de komplette r-delte grafer. Antag at G er en komplet r-delt graf, samt
at der findes to knudedelmangder V; og V; sd |V;| > |V;| + 2. Ved at flytte
en knude fra V; til V; fjerner vi |V;| kanter og far |V;| — 1 nye kanter, og da
|Vi|—1>1V;|, kan G ikke veere kantmaksimal. Da der er et endeligt antal knu-
der og dermed et endeligt antal af mader at fordele dem i r disjunkte ikke-
tomme delmeangder, ma der findes en graf som er kantmaksimal, og det mé
netop vere T'(n).

Opgave 8.6.4. Hvis vi oversetter situationen til en graf, skal vi finde det mak-
simale antal kanter for en graf G med 1000 knuder hvor G ikke indeholder Kj
som delgraf. Fra Turans satning ved vi at T2(1000) er kantmaksimal blandt
alle grafer med 1000 knuder som ikke indeholder K3 som delgraf, og 7%(1000)
har 5002 = 250000 kanter, dvs. der er maksimalt 250000 flyruter.

Opgave 8.6.5. Lad G veere en graf med ni knuder vy, v5,..., vy sddan at hvis
man velger fem vilkarlige knuder, da indeholder G mindst to kanter mellem
nogle af disse fem knuder. Betragt grafen G som bestar af de samme knuder
som G, men hvor to knuder er naboer i G netop hvis de ikke er det i G. Hvis G
indeholder K, som delgraf med knuderne vy, v, v3, v;, da ma vs, v, . . ., Ug hver
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veere naboer i G til mindst to knuder blandt vy, v», v3, 14, 0g dermed indehol-
der G mindst 10 kanter. Hvis G ikke indeholder K, som delgraf, kan den ifplge
Turans satning ikke have flere kanter end T3(9), og dermed kan G ikke have
feerre kanter end T3(9) som har ni kanter. Da T3(9) opfylder at hvis man veel-
ger fem vilkérlige knuder, da indeholder den mindst to kanter mellem nogle
af disse fem knuder, er ni et egentligt minimum.

Opgave 8.7.1. Hvis k(X)—k(Y) =0, er vi feerdige. Antag derfor at k(X)—k(Y)=
—1,o0glad k(X)=1 og k(Y)= [+ 1. Hvis der findes en deltager fra W ilokale
Y som ikke tilhorer hver eneste klike af starrelse [ + 1 i lokale Y, kan vi flytte
denne til lokale X og opna k(X)=[+1 = k(Y) som gnsket. Antag derfor at alle
2n—I deltagere fra W som erilokale Y, er medlem af alle klikeri Y af storrelse
[ +1. Hver (I +1)-klike fra lokale Y indeholder dermed preecis [ +1—(2n—1)=
2(I—n)+1>1 deltagere som ikke eri W. Dermed kan vi veelge en (/ +1)-klike
fra Y og flytte en deltager fra denne, som ikke er i W, til X. Vi fortseetter pa
denne made til der ikke er flere (/+1)-klikeri Y. Vipastdrnuat k(x) =1 = k(Y).
Antag nemlig modsat at der findes en (/ 4+ 1)-klike i X. Medlemmerne i denne
klike ma pga. konstruktionen veere venner med alle 2n—[ deltagere fra W som
eriY, ogdermed findes der blandt alle deltagerne en klike pa 2n+1 deltagere,
hvilket er i modstrid med at den storste klike havde 27 medlemmer. Dermed
er k(X)= k(Y) efter denne konstruktion.

Opgave 8.7.2. Vi viser ved induktion at grafen uden orientering er sammen-
haengende, ved at vise at der findes en sti mellem knude nummer k og knu-
de nummer 1 for alle k =1,2,..., m. Det er oplagt at der findes en sti mellem
knude nummer 2 og knude nummer 1 da kant nummer 2 forbinder de to knu-
der. Antag at knuderne 2,3, ..., k er forbundet med en sti til knude nummer
1. Dermed mé ogsd knude nummer k + 1 veere forbundet med en sti til knude
nummer 1, da den er forbundet med en kant til en knude med lavere nummer,
og dette fuldferer induktionen.

Da grafen uden orientering er ssmmenhangende, og der for hver knude er
lige s& mange kanter der udgér fra knuden, som kanter der ender i knuden,
ved vi at der findes en lukket Euler-tur, og grafen dermed er en Euler-graf.

Betragt en Euler-tur i grafen. Vi konstruerer nu permutationen xi, x,, ..., X,
ved at lade x; veere nummeret pa den i’te kant i denne Euler-tur. Kanten num-
mereret x; ender i knuden nummereret j, og kanten nummereret x;,; udgar
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fra knuden nummereret j, og dermed ved vi fra konstruktionen af grafen at
x; = j (mod m) og x;,, =2j eller x;;; =2j—1.Dvs.2x; =2j (mod 2m = n)
og dermed x;,; =2x; —1 (mod n) eller x;,; =2x; (mod n) som gnsket.

Opgave 8.8.1. Identificer hver plads med en knude, og antag det er muligt at
omrokere eleverne som beskrevet. Hvis en elev flytter fra en plads til en an-
den, lader vi en kant forbinde de to knuder som reprasenterer pladserne, og
desuden farver vi kanten red hvis flytningen foregar inden for samme raekke.
Dermed opnar vi en graf hvor hver sammenhaengskomponent er en kreds,
og hver kreds har lige leengde da den bestar af et lige antal rode kanter og et
lige antal ufarvede kanter. Dette er i modstrid med at grafen har 49 knuder.
Dermed er en sddan omrokering umulig.

Opgave 8.8.2. Betragt festdeltagerne som knuder, og forbind to knuder med
hinanden hvis deltagerne er venner. Veelg forst en knude v;. Da findes en knu-
de v, som er forbundet med v;. Der findes yderligere en knude v3 som er for-
bundet med bade v; og v»,. P4 denne méde kan vi fortseette indtil vi har n + 1
knuder som alle er forbundet med hinanden, dvs. grafen indeholder en kom-
plet K, -delgraf. Veelg nu de n knuder som ikke indgar i delgrafen K, ;. Da
findes en knude fra K,,;; som er forbundet med alle disse n knuder, og der-
med er denne knude forbundet med samtlige knuder i grafen.

Opgave 8.8.3. Vi konstruerer en orienteret graf ved at identificere spionerne
med knuder oglader der veere en kant fra v til w hvis v overvéger w. Nar man
udtager ti tilfeeldige knuder, skal der for hver knude udga mindst én kant til
en af de ni andre knuder samt ende mindst én kant som udgér fra en af de
ni andre knuder. Derfor udgar der mindst syv kanter fra hver knude, og der
ender mindst syv kanter i hver knude. Der findes altsé for hver knude hajst én
anden knude som knuden ikke er nabo til.

Antagnu at en gruppe pa 11 knuder ikke kan nummereres som omtalt. An-
tag yderligere at der findes mindst én knude blandt de 11 som er nabo til
alle de ti andre knuder, og lad v veere en sddan. Nummerér de ti resterende
U1, Us, ..., U1 sa der gar en kant fra v til v,, en kant fra v, til 3, ..., og en kant
fra vyq til v;. Vi er sikre pé at der findes mindst én af de ti hvorfra der gar en
kant til v, lad os sige v,. Hvis der gar en kant fra v til v,, vil vy, v, v, ..., v} give
den gnskede raekkefolge, sa det er umuligt, og der gar dermed en kant fra v,
til v. P4 denne made ses at der gar en kant fra alle ti til v, hvilket er en mod-
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strid. Dermed ma enhver af de 11 knuder have praecis én blandt de andre ti
som de ikke er nabo til, men dette kan ikke lade sig gore da 11 er ulige. Vores
startantagelse om at en gruppe pa 11 tilfeeldige knuder ikke kan nummereres
som onsket, er altsa forkert.

Opgave 8.8.4. Den grundleggende idé er at udnytte at to pa hinanden fol-
gende tal er indbyrdes primiske. Velg en tilfeeldig knude v, og veelg en tur fra
v med maksimal leengde. Kald knuden hvor turen ender, for w (knuden kan
veere identisk med v). Nummerér turens kanter fortloabende. Alle de passerede
knuder opfylder nu betingelsen da to af deres kanter er nummererede med to
péhinanden folgende tal. Knuden v har en kant med tallet 1, og knuden w har
enten kun én nabokant, eller ogsd har den to nabokanter der er nummererede
med to pd hinanden folgende tal (eller ogsé er den lig v), sa de opfylder begge
betingelsen. Velg nu en ny knude som allerede har en nummereret kant, og
folg samme procedure som for. Da grafen er sammenhangende, kan man pa
denne made nummerere samtlige kanter s grafen opfylder betingelserne.

Opgave 8.8.5. Opfat personerne i gruppen som knuder i en graf, oglad to knu-
der veere forbundet hvis de er venner. Vi viser nu at nar alle personerne har
holdt en fest, s& er hver eneste sammenhangskomponent blevet en komplet
graf. Dette viser nemlig det enskede.

Lad G’ vaere en sammenheengskomponent inden festerne starter, oglad G”
vaere den sammenhangskomponent som indeholder G’, efter alle festerne.
Antag at der er to knuder v og w som ikke er naboer i G”. Da G’ er sammen-
heengende, findes en sti mellem v og w i G’. Lad nu v, vy, v5, ..., Uy, w véere en
kortest mulig sti fra v til w i G’. Nar v; holder en fest, vil de to naboer i stien
blive venner, og der opstar en ny sti som er en kant kortere end den gamle. Nar
U1, Uy, ..., Us alle har holdt fest (i en eller anden raekkefolge), er stien mellem
v og w reduceret fra at veere en sti af leengde s + 1 til en sti af leengde 1, og v
og w er dermed naboer i G” hvilket er i modstrid med antagelsen. Dette viser
det onskede.

Opgave 8.8.6. Forst viser vi at der findes en farvning af 32 af kanterne sa der
ikke findes en bla eller rod K3-delgraf. Lad fire af knuderne v, v», v3, v, dan-
ne en kreds hvor kanterne er rode, mens v; v3 og v, v, ikke er farvede, og fire
andre knuder w;, w,, ws, w, danne en kreds hvor kanterne er bla, mens w; w;
0g w,, wy ikke er farvede. Kanten mellem v; og w; farves rod hvis i og j har



samme paritet, og ellers bla. Den sidste knude kaldes x. Kanten fra x til v;,
i =1,2,3,4, farves bla, og kanten fra x til w;, i = 1,2,3,4, farves rod. Denne
graf har 32 farvede kanter, men ingen delgraf K3 med kanter i samme farve.
(Overve;j.)

Uy 3

V) &

Vimangler at vise at for n = 33 kan vi altid finde en ensfarvet delgraf K3. Der
er tre kanter som ikke er farvede. Veaelg en naboknude til hver af disse kanter.
De resterende seks (eller flere) knuder udger nu sammen med de tilharende
kanter en komplet graf hvor alle kanter er bl eller rade, og da R(3,3) = 6,
findes en delgraf K3 hvor alle kanter har samme farve.

Opgave 8.8.7. Det er muligt at ende med 7 kanter, men ikke med feerre. Forst
viser vi at det er muligt med n, og det gor vi ved at se pa en graf med n knuder
og n kanter og derfra udfere processen bagleens til vi ender med K,,. Lad G
veere en graf med knuderne vy, 15, ..., v, s to knuder med to pa hinanden
folgende indeks er forbundet med en kant, og v; og v; yderligere er forbundet
med en kant. Denne graf har n kanter. Knuden v, er forbundet med en sti
af leengde tre til knuderne v;, v», 13 og kan derfor forbindes med disse nar
man udferer det tilladte treek bagleens. Dermed opnés at knuderne vy, v», v3, v,
udger en komplet graf med fire knuder. Tilsvarende er v5 nu forbundet med
en sti af leengde tre til knuderne v, v, v3, v, 0g der kan derfor tilfojes en kant
mellem v5 og disse knuder sa de tilsammen udger en komplet graf med fem
knuder. Ved at fortsaette pa denne made ender vi med K,.

Nu viser vi at det er umuligt at ende med n —1 eller feerre kanter. Ved den
beskrevne proces bliver grafen ved med at veere sammenhangende, dvs. man
ikke kan ende med feerre end n — 1 kanter. Hvis man ender med en graf med
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n—1kanter, er den et tree og dermed todelt. Hvis man herfra udferer processen
baglens, bliver den graf man féar, ved med at veere todelt da fire er lige, og
man kan derfor ikke ende med K, som ikke er todelt. Dermed er det umuligt
at ende med en graf med ferre end n kanter, dvs. n kanter er det minimale
antal.

Opgave 8.8.8. Betragt personerne i gruppen som knuder i en graf, og forbind
to knuder med en kant hvis de udveksler postkort. Da alle knuder har valens
tre, ved vi at grafen indeholder en kreds. Veelg en kreds af minimal laengde.

Antag at den minimale kreds har leengde tre, og kald kredsen for vy, v, vs.
Vi underseger nu om der findes en knude v, som er forbundet til to af de tre
knuder. Hvis der ikke gor, kan man lade den ene gruppe vere vy, v,, V3 0g den
anden gruppe resten. Hvis der gor, og v, er nabo til lad os sige v, og v,, un-
dersoger vi om der findes endnu en knude v5 som er forbundet til to knuder
blandt v, v, v3, v,. Hvis der ikke gor, kan vi inddele i to grupper ved at lade
U1, Uy, U3, Uy veere den ene gruppe. Hvis der gor, ma vs nodvendigvis veere for-
bundet til v3 og vy, da alle knuder har valens tre, og nu er vy, v,, 3, V4, naboer
til tre indenfor gruppen v;, v», v3, 4, U5, s& denne gruppe kan fungere som den
ene gruppe da ingen uden for gruppen kan vere naboer til to fra gruppen.
(Bemeerk at der er knuder ud over de navnte, da n > 6.)

Antag at den minimale kreds har lengde fire, og kald kredsen for
V1, U5, 13, Uy. Vi underspger nu om der findes en knude v5 som er nabo til to
knuder fra kredsen. Hvis der ikke gor, kan vy, v, 13, v, udgere den ene gruppe.
Hvis der gor, ma vs veere nabo til to knuder som ikke er naboer, fx v; og v3, da
der ellers findes en kreds af leengde tre. Hvis der ikke findes en knude som er
nabo til to af knuderne vy, v, 13, V4, U5, kan disse fem knuder danne den ene
gruppe. Hvis der findes en sddan knude vg, ma den veere forbundet til to af
knuderne v,, v4, 5, lad 0s uden tab af generalitet sige v, og v,. Hvis der ikke
findes en knude som er forbundet til to af knuderne vy, v»,..., U5, danner dis-
se en gruppe. Hvis der gor, ma denne knude v, veere forbundet til v5 og v5 da
det er de eneste som ikke allerede er forbundet til tre andre knuder. Knuderne
U1, Uy, ..., Uz danner nu en gruppe, da ingen knude uden for denne gruppe kan
veere forbundet til to knuder fra gruppen fordi alle p& neer v, allerede er for-
bundet til tre knuder. (Bemeerk at der er knuder ud over de nzevnte, da n > 6,
og der umuligt kan veere syv knuder i alt nar hver er forbundet til preecis tre
andre.)
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Hvis den minimale kreds er leengere end fire, da findes ingen knude uden
for kredsen som er forbundet til to knuder fra kredsen, da kredsen ellers ikke er
minimal. Dermed kan knuderne i denne kreds danne en gruppe sa det enske-
de er opfyldt. Der ma desuden veere knuder som ikke er indeholdt i kredsen,
da hver knude har tre naboer, og kredsen har minimal leengde.

Opgave 9.1.1. For P(x)=x3—x?—2x+a er P(-2)=—8+a, P(0)=a, P(1)=
—2+a og P(2) = a. Hvis vi veelger a = 1, er P(—2) < 0, P(0) > 0, P(1) < 0
og P(2) > 0. Der er altsa en reel rod i hvert af intervallerne ] —2;0[, ]0;1[ og
11;3[ ifolge mellemveerdiseetningen. Da P er et tredjegradspolynomium, har
P hojst tre forskellige radder, dvs. P har netop tre forskellige rodder.

Opgave 9.1.2. Polynomiet P(x) = x(x—2)(x—4)(x—6)+(x—1)(x—3)(x—5)(x—7)
har fire reelle rodder da P(0) > 0, P(1) < 0, P(3) > 0, P(5) < 0 og P(7) > 0,
dvs. der er en reel rod i hvert af intervallerne ]0; 1[, ]1;3[, 13;5[ og 15; 7[ ifelge
mellemveerdisetningen.

Opgave 9.1.3. Polynomiet
P(x)=x(x—2)(x—4)---(x—2n)+(x—1)(x —3)(x —5)---(x —(2n + 1))

har n + 1 reelle redder da P(0), P(1), P(3), ..., P(2n—1) og P(2n + 1) har al-
ternerende fortegn, dvs. der er en reel rod i hvert af intervallerne ]0;1[ og
Im—1,m+1[ for m = 2,4,...,2n ifolge mellemveerdiseetningen. Polynomiet
P kan ikke have flere reelle redder da et polynomium af grad 7 + 1 maksimalt
har n + 1 redder, altsa har P precis n + 1 rodder.

Opgave 9.1.4. Lad h(x)= f(f(x))—x. Viskal vise at der findes et tal a sd h(a) =
0 og f(a)# a. Der gelder:

h(1)= f(f)—1=f(-1)—1=3-1=2>0
08

h(2)=f(f(2)—2=f(0)—2=0—2=—2<0.

Da h(1) og h(2) har forskelligt fortegn, og & er kontinuert, folger det af mel-
lemveerdiseetningen at der findes et tal @ mellem 1 og 2 sa h(a)=0. Da grafen
for f er en parabel der vender grenene opad, og f(1)=—1 <0 og f(2)=0, ved
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vi at f(x) < O for alle x mellem 1 og 2; specielt f(a) < 0 < a. Dermed er det
onskede vist.

Opgave 9.1.5. Bemeaerk at

P(x)= x3(1+2-§—3(%)2—5(%)3),

dvs. Q(x)=1+2x—3x?—5x% har redderne %, ; og 1.

Opgave 9.1.6. Da x = 0 ikke er lgsning til ligningen, kan vi dividere begge sider
med x? og omskrive til en andengradsligning i x + %

> 5 1 1) 1
X“+5x—4+—-—+—=0|x+—| +5|{x+—|—6=0.
x  x2 x x
Rodderneipolynomiet Q(y)= y?+5y—6er y =—60g y = 1. Dermed er x+% =
—6V x + 1 = 1. Disse to ligninger omskrives til x> +6x+1=0V x?>—x+1=0.
Af forste ligning fds x =—3+2+/2, mens den sidste ikke har nogen lgsninger.

Opgave 9.2.1.

a) P(x)=x*—2x2+3x—-2=(x—1)(x3+ x2—x+2).

b) P(x)=3x*+8x3+12x%2+9x+4=(x?>+x +1)(3x%+5x +4).
OPx)=x"—1=(x—1)(x"1+x"2+---+x+1).

d) P(x)=nx""'—(n+1)x"+1=(x—1)(nx*—x"1—x"2—...—x—1).
Opgave 9.2.2. Vived at x'190—2x51 +1=(x%2—1)Q(x)+ax +b. Ved at indsatte

henholdsvis x =1 0og x =—1 fdirman a+ b =0 og —a + b = 4, dvs. resten er
—2x+2.

Opgave 9.2.3. Antag at der findes et forstegradspolynomium Q med reelle ko-
efficienter sa P(x)= Q(x)-D(x) for et polynomium D med reelle koefficienter.
Forstegradspolynomiet Q har en reel rod, og den er ogsé rod i P. Men det er
en modstrid, for P(x)= x?+2 > 0 for alle reelle tal x. Dermed er P ikke deleligt
med et forstegradspolynomium med reelle koefficienter.

Opgave 9.2.4. Seet P(x) = ax*+ b x>+ 1. Antag at (x —1)? gér op P. Da findes
et polynomium Q med heltallige koefficienter sa

P(x)=(x—1/Q(x).



Altsd er x =1rodiP. Det betyderat0=P(1)=a+b+1ogaltsd b =—a—1.
Ved division ses at P(x)=ax*+bx3+1=(x—1)(ax3—x>—x—1). Dermed er
(x—1)Q(x)=ax®—x?>—x—1.Altsder x =1 ogsdrodiax®—x>—x—1, dvs.
at a —3 =0. Dette giver samlet a =3 og b =—4.

Opgave 9.2.5. Vi udnytter at
(x0+ xg + xg + xg + xé’)(xo— 1)= xg—xo =P(x9)+9x5—9=9(xp—1).
Da xo # 1, ma xo+ X5 + x5 + Xy + X3 =9.
Opgave 9.2.6. Bemeerk forst at
P(x)=(x+1)°—12(x*+2x+1)=(x+ 1/ ((x +1)*—12)
= (x + 1)* (x(x> +4x* +6x +4)—11).
Da xo #—1errodiP, er xo(x5+4xZ+6x0+4)—11 =0, dvs. Xo(x; +4x5+6x0+4) =
11.

Opgave 9.3.1. Bemaerk forst at xy = —a errod i P(x) = x>"*! + a?**1, Dermed
gar x +a opi P. Ved division ses at

2_2n—2 2n

P(x)=(x+a)x*"—ax*"'+a’x ce—a? x4 a?n).

Opgave 9.3.2. Kald redderne i P for 2a og 3a. Da er
P(x)=m(x—2a)(x —3a)=mx*—5max+6ma®.

Altsa er 5ma = 10 og 6ma? = 3. Ved at lose ligningssystemet fas a = }l 0g
m =8.

Opgave 9.3.3. Da ry, 1, og 13 er rodder i P, er
P(x)=x3+5x—20x+14= x3—(r1 +1+ rg)x2+(rl T+ 113+ Tr)X—1Thi;.

Dermed er r; + 1, + 13 =—5, 0g P(—5)=—5%+5%+20-5+14=114.

Opgave 9.3.4. Kald de heltallige rodder for x, x, og x3. Da er x; x,x3 = 2",
X1Xp + X1 X3 + X X3 = a 0g x; + Xp + x3 = 1. Af sidste ligning ses at en eller tre
af rodderne skal veere ulige, og da x; x, x3 = 2", kan vi uden tab af generalitet
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antage at x; = £1. Hvis x; = 1, skal x, + x3 = 0 og x, x3 = 2" hvilket er umuligt.
Altsé er x; =—1 0g X, x3 =—2", X, + X3 =2 0g —2 + X, X3 = a. Heraf ses at x, og
x3 er henholdsvis 4 og -2, dvs. a =—10 og n =3.

Opgave 9.3.5. Oplysningerne giver at a =—(x; + x»), bc = X1 X5, b =—(x, + x3)
0g ac = X, x3, og vi skal vise at ¢ =—(x; + x3) og ab = x; x3. Afligningerne ses
ata—b =x3—x;0gcla—b)=x(x3—x1).Daac#bc,farviat c = x,,a = x3
og b = x;. Ved at kombinere dette ses at c = —(x; + x3). Det betyder at x; og x3
er rodderi R.

Opgave 9.3.6. Polynomiet Q(x) = x*+x3—1garopi P(x)= x"+x""'—1 netop
hvis Q(x) gar op i P(x)—Q(x) = x" + x" 1 —x*— x3 = x3(x — I)(x"* —1).
Polynomiet Q har en reel rod mellem 0 og 1 da Q(0) = —1 og Q(1) = 1, men
denne rod er ikke rod i P(x)—Q(x). Dermed gar Q ikke op i P for noget n.

Opgave 9.3.7. Vived at e = P(0) = P(1) = P(2) = P(3). Dermed har
Q(x)=P(x)—e= x*+bxP+cx?+dx
rodderne 0, 1, 2 og 3, dvs.
Qx)=x(x—1)(x—2)(x—3)=x*—6x>+11x*—6x.

Her af ses at b =—6.

Opgave 9.3.8. Da P(k)— % =0fork=0,1,2,...,n, vil n+ 1'te grads polyno-

miet Q(x)= P(x)(x +1)— x have redderne 0,1,2,...,n. Dermed er
Qx)=a(x—0)(x—1)(x—2)...(x —n).

(_ n+1

DaQ(—1)=1,maa= ) og dermed

(n+1)1
n+)+n+l1 (1)"*'4+n+1 1  forulige n
P(n+1):Q( ) _=D ) lig
n+2 n+2 w1 forligen

Opgave 9.3.9. Ved at indseette x = 0 i (x —2010)P(x + 67) = xP(x), ses at
—2010P(67) = 0, dvs. P(67) = 0. For alle hele tal n, hvor 1 < n < 30 og
P(67n) =0, folger det ved at indsaette x = 67n at

(67n—2010)P(67(n+1))=0.
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Fordi 67n < 2010 for n < 30, betyder det at P(67(n + 1)) = 0. Dermed er
P(67n)=0forallen=1,2,3,...,30. Vi har altsa

P(x)=(x—67)(x—2-67)---(x—30-67)Q(x)

for et polynomium Q.
Ved at indsette dette i den oprindelige ligning fas

(x—2010)x(x —67)---(x —29-67)Q(x +67)
=x(x—67)(x—2:67)---(x—30-67)Q(x),
hvilket viser at Q(x) = Q(x +67) for alle x #0,67,2-67,...,30-67. Det betyder

at Q er konstant. Altsa erP(x) = k(x—67)(x —2-67)---(x —30-67) for k € R, og
alle disse polynomier opfylder betingelsen.

Opgave 9.3.10. Lad 1y, 1, 13 veere de tre forskellige reelle rodder i p. Bemaerk
desuden at

(0)=(x+2) +2016+ > > 2016+ >
q 2 i n
Vi ved yderligere at

p(q(x)=(g(x)— r)(g(x)— r)(g(x)—r;)>0

da p(q(x)) ikke har nogen reelle rodder og positiv hgjestegradskoefficient. Da
q antager alle veerdier storre end eller lig med 2016+ f‘;, ma ry, 1, 13 < 2016+ %.
Dermed er

p(2017)= (2017 — 11)(2017 — 15)(2017 — 15) > (4—1)3 =—.

Opgave 9.4.1. St forst x =0 ind i ligningen
(x—26)P(x+13)= xP(x).

Da er 26P(13) =0, dvs. x = 13 errod i P. Ved at indsatte x = 13 i ligningen
fads —13P(26) = 13P(13) = 0. Dermed er x = 26 ogsad en rod i P. Ifglge saetnin-
gen om rodder og faktorisering 9.4.1 findes et polynomium Q med heltallige
koefficienter sa

P(x)=(x—13)(x —26)Q(x).

268

Den oprindelige ligning kan dermed omskrives til
(x—26)x(x—13)Q(x +13)= x(x —13)(x —26)Q(x)

for alle x € Q. Dermed er Q(x + 13) = Q(x) for alle x € R\{0, 13,26}, hvilket
viser at Q er konstant. Altsd er de eneste polynomier P der opfylder det on-
skede,

P(x)=k(x—13)(x —26),

hvor k € Z.
Opgave 9.4.2. Valg 33 forskellige heltallige rodder i p(x)g(x)—2015, og kald
dem ay, ay,...,as3. Vived at

pla;)g(a;)=2015=5-13-31

forallei=1,2,...,33. Altsd er bade p(a;) og g(a;) heltallige divisorer i 2015 for
alle i = 1,2,...,33. Da der er 2 - 23 = 16 forskellige heltallige divisorer i 2015,
mé der ifolge skuffeprincippet findes mindst tre forskellige roedder a;, ay, a,

sd p(a;) = plax) = pla;) og q(a;) = q(ax) = q(a;) hvilket viser at p og g har
grad mindst 3 da de ikke er konstante.

Opgave 9.4.3. Da a og a + 1997 er heltallige redder i P, er
P(x)=(x—a)x—a—1997)R(x),

hvor R er et polynomium med heltallige koefficienter. For et vilkarligt helt tal
b har de hele tal b —a og b —a —1997 forskellig paritet, og derfor ma

P(b)=(b—a)b—a—1997)R(b)

veere lige. Fordi Q(1998) = 2000, ma konstantleddet i Q veere lige. Dermed er
Q(P(b)) lige for alle hele tal b.

Opgave 9.4.4. Lad x;, Xy, ..., X1900 Ve®re rodderne i p(x)—m. Da er
p(x)—m=(x—x1)(x — Xxz)- - (x — X1000)4 (%)

for et polynomium g med heltallige koefficienter. Lad n veere rod i p(x)—1.
Daer

m=1—(n—x;)(n—x):-(n— x1900)g(n).



Da m > 1, betyder det at (n — x1)(1n — X5)--- (1 — X1000)g (1) < 0. Udtrykket
(n—x1)(n—x5)---(n— Xx1000) bestar af 1000 forskellige heltallige faktorer som
ikke er 0, og derfor er

|(n—x1)(n = Xp) -+ (n— x,)| = (500!)°

Detbetyder at m > (500!)>+1. Det er faktisk muligt at realisere dette minimum.
Seet m = (500!)? + 1 og

p(x)=m —((x —500)(x —499)--(x —1))((x + 1)(x +2)-+-(x +500)).

Da opfylder p det enskede.

Opgave 9.4.5.Daa # b,vil b —a | P(b)—P(a)=3—1=2. Antag at P(c) = 2.
Davilc—a|P(c)—P(a)=10gb—c|P(b)—P(c)=1.Vivedaltsdat c =a=+1,
c=bxlsamtata=b=2eller a =b=x1.Derfindes hojst ét tal ¢ der opfylder
dette.

Opgave 9.4.6. Vived at 2n = n—(—n) | P(n)—P(—n), dvs. at P(n)—P(—n) > 2n.
Dermed er P(n)—2n > P(—n), og vi ved yderligere at P(n) < n. Samlet giver
dette P(—n)< P(n)—2n<n—2n=—n.

Opgave 9.4.7. Antag at der findes tre forskellige hele tal a, b og c s& P(a)= b,
P(b)=c og P(c)=a. Lad fx uden tab af generalitet a — ¢ veere den numerisk
storste differens mellem de tre tal, dvs. at |a—c|> |b—a|. Viharnu at a — ¢
garop i P(a)— P(c)= b — a, hvilket er en modstrid.

Opgave 9.4.8. Bemeerk forst at (P(x))?=1<(P(x)—1)(P(x)+1)=0. Antag at
P(a)=10g P(b)=—1fortoheletal a ogb.Davila—b | P(a)—P(b)=2, dvs.
atb=axtlVvb=a=2.

Antag nu at m er den mindste heltallige l@sning til (P(x)—1)(P(x)+1)=0, og
antag fx at P(m)—1=0. Da findes hojst to heltallige lasninger til P(x)+1=0,
nemlig m +1 og m +2. Polynomiet P(x)—1 er af n’te grad og har derfor hgjst
n rodder. Dermed har (P(x)—1)(P(x)+ 1) =0 hojst n + 2 heltallige losninger,
dvs. k<n+2.

Opgave 9.5.1. Lad P(x)=a,x" +a,_1x""' +...+ a, x + a, veere et lige poly-
nomium, dvs. at P(x)= P(—x). Dermed er

0=P(x)—P(—x)=2(azms1 x*™ M + ay,_1 x*™ 1+ .y x),
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hvor m er det storste hele tal s n > 2m + 1. Da det eneste polynomium der
er nul for alle x € R, ifolge seetning 9.5.1 er nulpolynomiet, bestar P(x) kun af
led af lige potens af x.

At et ulige polynomium kun indeholder led af ulige potens af x, vises pa til-
svarende made ved at betragte P(x)+ P(—x).

Opgave 9.5.2. Lad P(x)= x"+ a,_; x" +---+ ay veere et normeret polyno-
mium af ulige grad. Seet M = max{1,|a,_1|,|a,_»l,...,|ap|}. Som i beviset for
seetning 9.5.1 ses at P(2M ) > 0. Desuden er
(—2M)" <—(2" ' +2" 24+ 1) M"
<—(MeM)" ' +M@2M)"?+--+ M(2M)+ M)
—(lan—1l=2M|" " +|@p | |-2M " + -+ |ay| [=2M]| + | ag|)
<—|an1(=2M)" + a5 (—2M)" P 4+ 4y (—2M) + ag|.

IA

Dermed er P(—2M)=—(2M)"*+a,,_(—2M)" '+ a,,_,(—2M)"* 2 +...4+a, <0.
Ifplge mellemveerdisaetningen findes dermed et ¢ € R s P(c) = 0. Altsa har
alle reelle normerede polynomier af ulige grad en reel rod.

Betragt nu et polynomium Q af ulige grad n og hoejestegradskoefficient b,,.
Da har Q samme rodder som binQ, og da binQ har en reel rod fordi det er et
normeret polynomium af ulige grad, har Q en reel rod.

Opgave 9.6.1. Antag at % errodi P, ogat % er uforkortelig. Da er

q"P (S) =a,p" +a, 1 p" g+ +agqg" =0,

og derfor mad g gd opia,p” ogdermedi a,, og desuden mé p ga op i ayq”
og dermed i ay.

Opgave 9.6.2. Polynomiet P(x)= x®+3x*+6x3+9x +3 er irreducibelti Q[ x]
ifolge Eisensteins irreducibilitetskriterium, hvor man benytter p = 3.

Opgave 9.6.3. Polynomiet P(x) = x” + p?x?+ px + p—1 er irreducibelt i Q[ x]
for alle ulige primtal p, netop hvis

P(x+1)= (x” +( P

l)xp‘l +o+ (rl))x + 1)+p2 (x*+2x +1)+(px+p)+p—1
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er irreducibelt. Da (’Z ) er delelig med p foralle i =1,2,...,p—1, nar p er et
primtal, er alle koefficienterne pé& neer hojestegradskoefficienten til P(x + 1)
delelige med p. Desuden er konstantleddet p? +2p ikke delelig med p?, nér p
er et ulige primtal. Dermed er P(x + 1), og altsa ogsa P(x), irreducibelti Q[x]
ifplge Eisensteins irreducibilitetskriterium.

Opgave 9.6.4. Antag at P(x) = Q(x)R(x), hvor Q og R er polynomier med hel-
tallige koefficienter. Da er Q(x;) =—R(x;)==%1forallei =1,2,...,n. Dermed
er Q(x)+ R(x) et polynomium med 7 forskellige rodder x, x5, ..., x,, dvs. en-
ten har Q(x)+ R(x) grad mindst 7, eller ogsa er det nulpolynomiet. Antag at
Q(x)+ R(x) er nulpolynomiet. Da er P(x)=—Q(x)? i modstrid med at koeffi-
cienten til hojestegradsleddet i P er 1. Dermed har Q(x) + R(x) grad mindst
n, dvs. et af dem har grad mindst n. Da P(x)= Q(x)R(x) er et polynomium af
grad n, folger at enten Q eller R har grad n. Altsa er P irreducibelt i Z[x] og
ifolge Gauss’ lemma ogsa i Q[x].

Opgave 9.6.5. Ifplge Eisensteins udvidede irreducibilitetskriterium med p =3
og k = n—2 har P en irreducibel faktori Z[ x] af grad mindst n—1. Dvs. hvis P
er reducibelt, mé& det have enrod. Enrodi P er et helt tal som gar op i3, og det
ses derfor nemt at P ikke har nogen heltallig rod. Dermed er P irreducibelt i
Z[x].

Opgave 9.7.1. Nar x =—1 er dobbeltrod i P(x)=ax" +nx"2+ b, n ulige, er
0=P(-1)=—a—n+bog0=P'(—1)=an+n(n—2),dvs.a=2—n og b =2.

Opgave 9.7.2. Polynomiet Q(x) = P(x)— P(—x) har grad hojst 5 samt fem for-
skellige rodder —b, —a, 0, a og b. Desuden er Q’(0) = 0, hvilket viser at 0 er
dobbeltrod. Dermed mé Q(x) veere nulpolynomiet, dvs. at P(x) = P(—x) for
alle x.

Opgave 9.7.3. For P/(x) = 3x% +2ax + b vil diskriminanten vere positiv da
b <0, dvs. P’(x) har to forskellige reelle rodder x; og x,. Da P(x) er et tred-
jegradspolynomium, vil det have tre forskellige reelle redder netop hvis P(x;)
og P(x,) har forskellige fortegn, dvs. netop hvis P(x;)P(x,) < 0. Ved at udnytte
at ab = 9c, fir man ved division af P(x) med P’(x) at resten er x (5b —5a?).
Da

P(x)= P’(x)%x +x (%b - gaz)
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ogx1x2:§<0, er

2.2 ,)
P(xl)P(xz)lexz(gb—ga ) <0.

Opgave 9.7.4.Lad P(x)=ax*+bx3+cx*+dx +e.Ifolgei) er b =d =0, og
ifolge iii) er e = 1. Yderligere giver ii) at @ > 0, dvs. P(x)=ax*+ cx?+1, hvor
a>0.

Da P(x) har to lokale minima, ma P’(x)=4ax®+2cx =2x(2ax?+ c) have
tre forskellige reelle rodder, og da a > 0, giver dette at ¢ < 0. Rodderne i P’(x)
er x =0 og x = £4/—c/(2a), dvs. P har lokalt minimum i x = +4/—c/(2a).
Ifplge iv) betyder det at 24/—c/(2a) = 2 og dermed ¢ = —2a. Endelig giver ii)
atP(x)=ax*—2ax*+1=a(x>-1?+1—a>0,dvs.at0< a <1.Det er nemt
at tjekke at alle sidanne polynomier opfylder de fire betingelser.
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