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Funktionalligninger
- lesningsstrategier og opgaver

En funktionalligning er en ligning hvor den ubekendte er en funktion. Man
lgser en funktionalligning ved at bestemme samtlige funktioner der loser lig-
ningen.

I det folgende betegner N de positive hele tal, N, de ikke-negative hele tal, Z
de hele tal og R de reelle tal.

Funktionalligninger, marts 2023, Kirsten Rosenkilde.



1 Introduktion til lesning af funktionalligninger

For at give et billede af hvordan man kan bestemme lgsningerne til en funk-

tionalligning, ser vi pé et eksempel.

r

Eksempel
Vi ensker at bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

fx+yfx)=flxf(y)—

for alle x, y eR.

x+f(y+f(x))

For atfa information om de funktioner der er losning til ligningen, prover
vi at indsette forskellige veerdier af x og y.
Forst indseetter vi x = y =0:

f0)=f(0)+ f(f(0))
0= f(f(0)).

Vi kan alts& konkludere at f(f(0))=0.
Séindseetter vi x = y = 1:

FA+fQ)=f(fA)=1+f(1+f(1)
1= f(f(1)).

Altsd er f(f(1))=1. Pa den made fortseetter vi med at samle oplysninger
om f og kombinerer dem ogsa med tidligere oplysninger.
Hvis vi indseetter x =1 og y =0, far vi

F)=FFO)—1+ f(f(1)
f(1)=0—1+1=0.

Altséder f(1)=0.Da f(f(1))=1 og f(1) =0, kan vi yderligere konkludere
at f(0) = 1. Nu har vi fundet to funktionsveerdier.
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Da vi ikke kun vil finde én funktionsveerdi ad gangen, indseetter vi nu
kun en veerdi for en af de to variable, for pd den méde at na frem til noget
mere generelt.

Setx=1:
FA+yf)=f(fy)-1+f(y—fQ)
0=f(fy)—-1+f(y)
—f)=ffy)).
Altsaer f(f(x))=1— f(x)for alle x eR.
Nu seetter vi y =0:
fx)=fxf(O)—x+ f(f(x))
fx)=f(x)—x+ f(f(x)
x = f(f(x)).

Nu ved vi altsa yderligere at f(f(x)) = x foralle x € R. Sammenholdt med
at f(f(x))=1—f(x)fas at f(x)=1—x for alle x eR.

Det vi nu har vist, er at hvis der er en lgsning, s er den f(x) =1—x
Der er altsad hojst en lgsning til funktionalligningen. For at tjekke om
f(x) = 1— x faktisk lgser ligningen, indseetter vi forst funktionsudtryk-
ket pa venstresiden:

fx+yf(x)=f(x+yQ—=x))=1-x—y+xy.

Derefter pa hojesiden:

Ff)—x+fly+fx)=Fflx(A—-y)—x+f(y+1—x)
=(l—x+xy)—x+(1—y—1+x)
=l-x—y+xy.

Dette viser at f(x) =1— x loser ligningen, og vi ved at det er eneste los-
ning.
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Nogle funktionalligninger har flere losninger, fx uendeligt mange, mens andre
ikke har lgsninger.

Opgave 1.1. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

flx+y)=yfx)+f(x)

for alle x,y eR.
Opgave 1.2. Vis at der ikke findes nogen funktioner f : R — R som opfylder at

FUf(x)=xf(x)+2x

for alle x € R, hvor der findes et reelt tal a med f(a)=—2.
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2 Funktioner defineret pa de hele tal

Nu ser vi pa funktionalligninger med funktioner der er defineret pa de hele
tal Z eller pa en delmeengde af Z. Nar funktionerne er defineret pd de hele tal,
har man ofte mulighed for at bruge induktion hvilket vi skal se neermere pa.

Eksempel
Hyvis vi skal bestemme samtlige funktioner f : Z — Z som opfylder at

flx+y)+flx—y)=2f(x)+2f(y)

for alle x, y € Z, er det en god idé forst at prove sig lidt frem ved at ind-
saette forskellige veerdier for x og y som vi gjorde for.
Forst indseetter vi x = y =0 i funktionalligningen og far

F0)+ f(0)=2f(0)+2f(0).

Altsa er f(0)=0.
Herefter prover vi at indseette x = y =1 og far

F@)+ f0)=2f(1)+2f(1),

dvs. f(2) = 4f(1). Hvis man fortsat prover sig lidt frem med at indszette
sma veerdier af x og y, ser man hurtigt at f(3)=9f(1), f(4)=16f(1) og
F5)=257(1).

Det ligner et menster hvor f(n) = n? f(1) for alle positive heltal n. Vi
prover ved induktion at teste om denne formodning er rigtig.

Sat f(1) = a. Pastanden om at f(n) = n?a for alle positive heltal n er
sand for n =1 og n = 2. Antag at pastanden er sand for alle n < N. Ved at
indsette x =N og y =1 fés

fIN+1)=2f(N)+2f(1)— f(N—1)=@2N?*+2—(N —1)*)a =(N +1)°a,

hvilket fuldferer induktionsskridtet.
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Vi har nu vist at f(n) = n?a for alle n €N, dvs. vi har fundet funktions-
veerdierne for alle de positive tal udtrykt ved f(1). Nu mangler vi kun at
finde funktionsveerdierne af alle de negative tal.

Ofte kan man finde funktionsveerdierne for alle de negative tal, nér
man kender de postive. Nar man ser pa funktionalligningen, er det ik-
ke sveert at se at man ved at sette x = 0 far f(y) = f(—y). Altsa ma
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Samlet giver det at f(n+1)= f(n)+1 for alle n > 1. Funktionsveerdierne
vokser altsd med 1 nér n vokser med 1, dvs. at f(n)=n—1+ f(1) for alle
n € N. Vi tjekker nu for hvilke veerdier af f(1) at dette er en lgsning ved at
indseette i den oprindelige ligning:

nt+1=f(f(n)=fn=1+f(1))=n—1+f1)=1+f(1),

f(n)=n?a for alle n € Z.

Det vi har vist indtil nu, er kun at hvis der er lgsninger til funktional-
ligningen, da er de pé formen f(n)= n?a for alle n € Z. Nu tester vi om
disse funktioner rent faktisk er losninger ved at indseette:

og altsa 3 = 2f(1). Dette er umuligt da f(1) € N. Der er derfor ingen los-
ninger til ligningen.

Opgave 2.1. Bestem samtlige funktioner f : N — N som opfylder
a) f(1)=2
b) f(f(x))= f(x)+1foralle x eN.

flx+y)+flx—y)=(x+yla+(x—ylFa=2x*a+2y*a og
2f(x)+2f(y)=2x*a+2y%a.
Alts er alle funktioner f(n) = n?a lesninger til ligningen. Vi skal blot

kraeve at a er et helt tal da funktionsveerdierne skal veere hele tal.
Denne funktionalligning havde altsa uendeligt mange lgsninger.

Opgave 2.2. Bestem samtlige funktioner f : N — N som opfylder

a) f(1)=2og f(3)=5.
b) f(f(x))= f(x)+2foralle x eN.

Opgave 2.3. Bestem samtlige funktioner f : Z — Z som opfylder

~ a) f(2011)=1
Eksempel b) f(x)f(y)=f(y—x)foralle x,y €Z.
I dette eksempel skal vi se pa en funktionalligning hvor der viser sig ikke

at veere nogen lgsninger. Vi onsker at bestemme samtlige funktioner f :
N — N som opfylder

Opgave 2.4. Bestem samtlige funktioner f : N — N som opfylder
f(f(n)=n+1 flx+y)+ flx—y)=2x*+2y*+2,

foralle n € N. foralle x, y e Nhvor x > y.

For at udnytte at funktionalligningen indeholder f(f(n)), er det ofte
en god idé at sette n = f(n). Det giver nemlig:

FUF(f(m)) = f(n)+1.

Opgave2.5. Bestem samtlige funktioner f : Z — Z som opfylder at f(0) =1 og
ff(m)=f(f(n+2)+2)=n,

foralleneZ.

Det ser umiddelbart mere grimt ud, men det smarte er at f(f(f(n))) ogsa
fremkommer hvis vi tager f pa begge sider i den oprindelige ligning:

FUFf(m) = fln+1).

Opgave 2.6. Bestem samtlige funktioner f : N — N; som opfylder
a) f(1)=0
b) f(2x)=2f(x)+1 for alle x eN.
o f(2x+1)=2f(x)foralle x eN.
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3 Funktioner defineret pa de reelle tal

I forrige afsnit sa vi pa funktionalligninger hvor funktionerne var defineret pa
de hele tal, og det gav mulighed for induktion. Nu udvider vi og ser pa funk-
tionalligninger med funktioner defineret pé de reelle tal eller en delmangde
af de reelle tal. Denne delmengde kan selvislgelig godt bare indeholde hele
tal.

Det er stadig en god idé at starte med at seette forskellige veerdier af de va-
riable ind, ligesom nér vi sa pa funktionalligninger med funktioner defineret
pé de hele tal, men vi skal ogsé se pé flere andre lgsningsstrategier

Substitution
Nar man skal bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

f(x)+xf(1—x)=x2+1 for alle x € R,
er det interessant at man ved at erstatte x med 1—x far endnu en ligning
f(l—x)+(1—x)f(x)=(1—x)2+1:x2—2x+2

hvor funktionsveerdierne f(x) og f(1 — x) indgér. Hvis vi ganger denne
ligning med x og treekker den fra den oprindelige ligning, far vi

f(x)—xQ—x)f(x)=—x3+3x2—2x+1
og altsa at

—x3+3x2-2x+1
XxX)= for alle x e R,
F(x) x2—x+1

som eneste mulige lgsning. (Bemark at x> — x + 1 > 0 for alle x). Ved
indseettelse ses at denne funktion opfylder betingelserne.
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Opgave 3.2. Bestem samtlige funktioner f : R\{0,1} — R som opfylder at

f(x)+f(ﬁ)=x for alle x €R.

Symmetri
I nogle funktionalligninger er det interessant at se om der er en form for
symmetri. Hvis man fx skal bestemme samtlige funktioner f : R — R som
opfylder at

flx+y)—f(y)=x*+2xy forallex,y€R,

er det vigtigt at leegge meerke til at f(x + y) er symmetrisk i x og y, og
dermed x?+2xy + f(y)=y?+2xy + f(x) ogaltsé f(x)—x%= f(y)— y?
for alle x, y € R. Dette viser nemlig at f(x)— x? er konstant for alle x, og
derfor at losningerne skal findes blandt funktionerne f(x)= x%+a. Ved

Opgave 3.1. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

4f(3—x)+3f(x):x2 for alle x e R.

indseattelse ses at f(x)= x2 + a laser ligningen for alle reelle tal a.

Opgave 3.3. Bestem samtlige funktioner f : R, — R, som opfylder at
flx )f(l+l)—f(x)+ for alle x, y €R
YIS v y Y Ry

Opgave 3.4. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

x—yY)f(x+y)—(x+y)f(x—y)=4xy(x*—y?) foralle x,y €R.

Nu skal vi se neermere pé& funktionsegenskaberne injektiv, surjektiv og
bijektiv.
Injektiv En funktion f : A — B er injektiv hvis f(x)= f(y) medforer at

x =y foralle x, y € A.

Sujektiv En funktion f : A — B er surjektivhvis der for hvert y € B findes
etxeAsa f(x)=y.
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Bijektiv En funktion kaldes bijektiv hvis den bade er injektiv og surjek-
tiv.

Néar man leser funktionalligninger, kan det veere en god idé at overveje
om en lesning er injektiv, surjektiv eller bijektiv. Hvis man fx ved at funk-
tionsveerdierne af to udtryk er identiske, da ma udtrykkene ogsa veere
identiske hvis funktionen er injektiv. Andre gange har man brug for at
vide at der findes et x med en bestemt funktionsveerdi, fordi det fx kan
veere interessant at indseette sddan en veerdi. Nu skal vi se pa et eksempel
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Opgave 3.8. Bestem alle funktioner f :R — R sd

f(xf(y)+x)=xy+f(x) forallex,yeR.

Et par definitioner inden der kommer flere opgaver:

Voksende funktion En funktion f er voksende i et interval I hvis der for
alle x;, x, €I, x; < x, geelder at f(x;) < f(x).

hvor man kan udnytte injektivitet. . . o .
. J Aftagende funktion En funktion f er aftagende i et interval I hvis der

for alle x;, x, € I, x1 < X, geelder at f(x;)> f(x5).

Injektivt Svagt voksende funktion En funktion f er svagt voksende i et interval I
Hvis vi skal bestemme samtlige funktioner f : R — R som opfylder at hvis der for alle x;, x, € I, x; < x,, geelder at f(x;) < f(x5).

Svagt aftagende funktion En funktion f er svagt aftagende i et interval

I hvis der for alle x1, x, € I, x1 < x,, geelder at f(x;) > f(x5).
kan man ret hurtigt se at en losning ma veere injektiv: Hvis f(x) = f(y), - /

erx—y=flxy—f(x)-f(y)=flyx—f(y)—f(x)=y—x, ogdermed
2x =2y og altsd x = y. For at kunne udnytte injektivitetsegenskaben,
vil vi gerne have to funktionsveerdier som er identiske. Ved at satte x =
y, farvi f(x?— f(x)) = f(x), og dermed x> — f(x) = x. Dvs. den eneste
mulige lgsning er f(x) = x?— x. Ved indsattelse ses at denne funktion
ikke loser ligningen, der er altsd ingen lgsninger.

fxy—f(x))=x—y+f(y) forallex,yeR,

Opgave 3.5. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

3x+fx+2y—f(x))=3y+f(y) forallex,y€R,

Opgave 3.6. En funktion f : R — R opfylder at 4f(f(x)) = 2f(x)+ x for alle
reelle tal x. Vis at f(x) =0 netop nér x =0.

Opgave 3.7. Bestem alle injektive funktioner f : N — N sd

f(f(n) < %f(n) for alle n € N.
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4 Blandede opgaver

Opgave 4.1. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder at

fx—f(y)=1—x—y forallex,yecR.

Opgave 4.2. Bestem alle reelle tal a for hvilke der findes en et reelt tal @ og en
funktion f : R — R som opfylder at

fl@)=0 og f(f(x))=xf(x)+a
for alle x e R.

Opgave 4.3. Bestem samtlige funktioner f : R, — R som opfylder at

2/ W=y foralle x,y eR,.

Opgave 4.4. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder

fX)f(y)=f(xy+x)+3f(x+y)+y forallex,yeR.

Opgave 4.5. Bestem samtlige funktioner f : R — R som opfylder

xfW)+yfx)=(x+y)f(x)f(y) forallex,yeR.

Opgave 4.6. Bestem samtlige funktioner f : N — N som opfylder
flm+n)f(m—n)= f(m?),
for alle m,n € N hvor m > n.

Opgave 4.7. Bestem alle funktioner f : N — N som opfylder at
) flab)=f(a)f(b)
ii) mindst to af tallene f(a), f(b) og f(a + b) er ens

for alle positive hele tal a og b. (EGMO 2022)
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Opgave 4.8. En funktion f : N — N er svagt voksende og opfylder f(mn) =
f(m)f(n) for alle positive hele tal m og n som er indbyrdes primiske. Vis at

f®)f(13)=(f(10))%.

Opgave 4.9. Lad f :N — N veere en voksende funktion som opfylder at f(2)=
a>2ogf(nm)= f(n)f(m)foralle n, m € N. Bestem den mindst mulige veerdi
afa.

Opgave4.10. Lad F veere en svagt voksende reel funktion defineret for alle x,
0 < x <1, som opfylder folgende:

D F(§)=",
ii) F(1—x)=1—F(x).

Bestem F(%) og F(%).

Opgave 4.11. Lad f veere en funktion defineret pa de positive hele tal som
opfylder at f(1) = 1995 og f(1)+ f(2)+---+ f(n) = n?f(n) for alle hele tal
n> 1. Bestem f(1995).

Opgave4.12. Denreelle funktion f er defineret pa intervallet [0; 1] og opfylder
at

a) f(x)=0foralle x €[0;1],
b) f(1)=1,
¢ flx+y)= f(x)+ f(y)foralle x, y €[0;1].

Vis at f(x) < 2x for alle x €[0;1].

Opgave 4.13. En funktion f :R\{0} — R opfylder folgende:
a) f(x)—f(y)=fx)f(1/y)—f(1/x)f(y)foralle x,y € R\{0}.
b) Der findes mindst et x € R\{0} s f(x)=1.

Bestem f(—1).
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5 Lesninger

Opgave 1.1 For y =—1ler

fx=1)==f(x)+ f(x)=

for alle x e R. Altsd er f(x) =0 for alle x € R eneste mulige lasning. Ved ind-
seettelse ses at f(x)=0 er en lesning.

Opgave 1.2 For x =a er
f(=2)=f(fla))=af(a)+2a=a(-2)+2a=0.
Nu seettes x =—2:

FO)=f(f(=2)==2f(-2)+2(-2)=—4.

Dermed fas nar x =0

f=4)=f(f0)=0,

og yderligere nar x =—4

FO)=f(f(=4)=—4f(-4)+2(-4)=-8,

hvilket er i modstrid med at f(0) = —4. Der er alts& ingen funktioner der op-
fylder det gnskede.

Opgave 2.1 Vi viser at f(n) = n + 1 for alle positive heltal n ved induktion
efter n. Vived at f(1) = 2. Antag at f(n)=n+1.Daer f(n+1) = f(f(n)) =
f(n)+1=n+1+1=n+2.Dermed er f(n)=n+ 1 eneste mulige lgsning, og
ved indseettelse ses at den opfylder betingelserne.

Opgave 2.2 Forst viser vi ved induktion efter n at f(2n) = 2n+2 for alle positive
heltal n. Forn=1er f(2-1)= f(f(1)) = f(1)+2=4. Antagnu at f(2n)=2n+2.
Daer f2(n+1))=f(2n+2)=f(f2Cn))=f(2n)+2=2n+2+2=2(n+1)+2.
Derefter viser viat f(2n+1) =2n+3 for alle postive heltal n ved induktion efter
n.Forn=1vedviat f(2:-1+1)= f(3)=5=2-1+3.Antagat f(2n+1)=2n+3.
Daer f2(n+1)+1)=f(2n+3)=f(f2Cn+1)=f2n+1)+2=2(n+1)+1+2.
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Dermed er den eneste mulige losning at f(n) = n + 2 for alle positive heltal
n>1og f(1)=2. Ved indseettelse ses at det er en losning.

Opgave 2.3 Bemark forst at f(0)* = f(0), dvs. at f(0) = 0 eller f(0) = 1. Hvis
f(0)=0,er f(x)=f(x—0)= f(x)f(0)=0foralle x imodstrid med at f(2011) =
1. Dermed er f(0)=1.Nuer f(n)’> = f(0)=1, og f(2n)f(n)= f(n) for alle n,
ogaltsa f(n)=1eller f(n)=—1 for ulige n, og f(n)=1forlige n. Antag at der
findes et ulige n sa f(n)=—1. Daer f(2011) = (2011 + n)f(n) = —1 hvilket
er en modstrid. Dermed er f(n) =1 for alle n eneste mulige losning, og ved
indsettelse ses at den opfylder betingelserne.

Opgave2.4For x=2o0gy=1er f(3)+ f(1)=12,forx =3 0g y =2er f(5)+
f(1)=28,0gfor x =4 0g y =1er f(5)+ f(3) = 36. Ved at lose disse tre ligninger
med tre ubekendte fas f(1) =2, f(3) = 10 og f(5) = 26. P4 tilsvarende méde
kan man bestemme f(2)=5, f(4) =17 og f(6) =37. Vi viser nu ved induktion
efter n at f(n) = n?+1 for alle naturlige tal n. Vived allerede at f(1)=2=12+1
og f(2)=5=22+1. Antag at f(n)= n?+1 for alle positive heltal n < N. Da er
f(N+1)=—f(N—-1)+2(N)?>+2(1)>*+2 =(N+1)*+1.Dermeder f(x) = x2+1den
eneste mulige losning, og ved indseettelse ses at den opfylder betingelserne.

Opgave 2.5 Vi gnsker at vise at f(n) = f(m) medforer at n = m. En funktion
med denne egenskab kaldes injektiv, og det smarte ved at vise at f er injektiv,
er at

f(f(n)=f(f(n+2)+2)
sa medforer at
f(n)=f(n+2)+2.

For at vise at f er injektiv, antager vi at f(n) = f(m). Ved at tage f pa begge
sider opnés f(f(n))= f(f(m)), og dermed ifolge betingelseniopgaven m = n.
Funktionen f er altsa injektiv, ogvived derforatat f(n) = f(n+2)+2. Desuden
er f(1) = f(f(0)) = 0. Dette sammenholdt med f(n +2) = f(n)—2 giver ved
induktion f(n)=1—n

Opgave 2.6 Forst bemeaerkes at f(2) =2f(1)+1=1, f(3)=2f(1)=0, f(4) =
2f(2)+1=3, osv. Pa denne made kan man rekursivt finde f(n) for alle natur-
lige tal n. Der er altsé hojst en losning til funktionalligningen.
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Pastand: Lad n veere et naturligt tal, og skriv n pa formen n=2"+1,0<1 <
2™ Daer f(n)=2""—n—1. Det eftervises let at denne funktion opfylder de
tre betingelser.

Opgave 3.1 Forst erstattes x med 3— x:
4f(x)+3fB—x)=x>+9—6x.
Dermed er
7f(x)=4(4f(x)+3f(3—x))—3(4f(3—x)+3f(x)) = x> —24x + 36,

2
og altsé f(x) = w eneste mulige losning. Ved indseettelse ses at den

opfylder betingelsen.
Opgave 3.2 Substituer forst x med ﬁ iligningen:

f( 1 )+f(x—1): 1

1—x X 1—x°

Substituer nu x med %! i ligningen:

x—1
X

x—1

=)+ )=

Bemeerk at de to ovenstaende ligninger sammen med den oprindelige udgoer

tre ligninger med de tre ubekendte f(x), f (ﬁ) og f (XT_I) For at lose dem,
treekker vi forst de to ovenstdende fra hinanden:

1 x—1 1
f(x)_f(l—x)_ x  1—-x
Laegges denne ligning sammen med den oprindelige fas
—1 1 1 1
2f(x):x+x - =x+1+—— ,
X 1—x x 1—=x

og altsa

f(x):%(x+1+§—1_lx).
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Ved indsettelse ses at denne funktion er losning til ligningen.

Opgave 3.3 Af symmetrigrunde er

1 1
f(xJ’)f(;"';)Zf(x)+y:f(y)+x foralle x,y €R,,

og dermed f(x)—x = f(y)—y, ogaltsd f(x) = x + k. Vi undersoger nu for
hvilke reelle tal k at f(x)= x + k er en lgsning.

1 1
+hk)\—+—+k)=x+y+k,
(ey+) . J=x+y
som omskrives til
k(x +l+l+k—1)—0
y PR =0

Da denne ligning skal geelde for alle x og y, mé k =0, dvs. at den eneste los-
ninger f(x)=x.

Opgave 3.4 Ved at dividre med x2 — y? under antagelse af at x # £y fés

f(x+y)—f(x_y):4xy=(x+y)2—(x—y)2.

x+y xX—y
Dermed er
flx+y) , flx—=y) 9
. (x+y) —y (x—y) foralle x #+y

Dette viser at @ — x? er konstant for alle x # 0, og altsé at f(x) = x3+ kx
for alle x # 0. Ved at indsaette x = y = 1 i den oprindelige ligning, fas f(0)=0.
Dermed er de mulige lasninger f(x) = x3 + kx, hvor k er et reelt tal, og ved
indsettelse ses at disse er lasninger for alle reelle tal k.

Opgave 3.5 Forst viser vi at f er injektiv. Antag at f(x)= f(y). Daer

3y=3x=f2x+2y—f(x)—f(y)=fR2y+2x—f(y))—f(x)=3x-3y,
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og dermed x = y. Dette viser at f er injektiv. Nar x = y fas

3x+ fAx—f(x))=3x+ f(x)

Da f erinjektiv, er 4x — f(x) = x, og dermed f(x) = 3x eneste mulige losning.
Ved indseettelse ses at f(x) = 3x for alle x € R er en lgsning til funktionallig-
ningen.

Opgave 3.6 Bemark forst at funktionen er injektivda f(x) = f(y) medforer at
x=4f(f(x)—2f(x)=4f(f(y))—2f(y)=y. Viskal dermed blot vise at f(0) =
0. Ved at indseette x = 0 fas 4f(f(0)) = 2f(0)+ 0 = 2f(0), og altsa 2 f(f(0)) =
f(0), og ved at indseette x = f(0) og udnytte det foregédende fas 4 f(f(f(0))) =
2f(f(0)+ f(0)= f(0)+ f(0)=2f(0). Samlet er f(f(f(0)))=f(f(0)), ogda f er
injektiv, er f(0)=0.

Opgave 3.7 Vignsker atvise at f(n) < n, fornar f erinjektiv, giver detat f(n) =
n da f :N— N (overvej). Vi viser dette indirekte.

Antag derfor at der findes et m s& f(m) > m. Lad f¥(n) betegne
f(f(...f(n)...)) hvor f er taget k gange. Da er

m+ f(m)
2

Fomy < LT gy

fAm)< < f(m)

Vi viser ved induktion efter k at f¥(m) < f(m). Antag at det er sandt for alle
2<k<K.Daer

A m)+ fX(m)
2

[ (m)< < f(m).

Da der kun findes endeligt mange positive heltal som er mindre end f(m), ma
der findes to positive hele tal p og g, p < g, sa fP(m)= f9(m). Da f erinjektiv,
giver dette at m = f97P(m), men det betyder at f(m)= f9P"(m) hvor g —
p +1 > 2, hvilket er en modstrid. Dermed er f(n) < n for alle n € N. Som vi
allerede konkluderede tidligere, betyder dette at f(n) = n er eneste mulige
losning da f skal veere injektiv. Denne funktion opfylder ogsé uligheden.

Opgave 3.8 Seet x = 1. Daer f(f(y)+1)= y+f(1), hvilket viser at f er surjektiv.
Derfor findes et k € R sd f(k)=—1.Nar y =k fas f(0)=kx + f(x). Altsd er f
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en lineger funktion f(x)=ax + b. Viindseetter i den oprindelige ligning for at
finde de mulige veerdier af a og b:

flxfly
f(x(ay+b)+X)—
alaxy+bx+x)+b=xy+ax+b

=xy+flx
xy+ax+b

(az—l)xy+abx=0

Da dette skal geelde for alle veerdier af x og y, ma a® = 1 og b = 0. Samtlige
lesninger er derfor f(x)= x og f(x)=—x.

Opgave 4.1 Ved at indszette x = f(y)i f(x— f(y)=1—x—y, fas f(0)=1—
f(y)—y foralle y, ogaltséd f(y)=—y+1—f(0). Lasningerne skal derfor findes
blandt f(x)=—x+a, ogved indsettelse ses atkun f(x)= —x+% erenlesning.

Opgave 4.2 Antag at a er et reelt tal sa der findes et reelt tal a og en funktion
f : R — R som opfylder at f(a¢) = 0 og f(f(x) = xf(x)+a, x € R. Ved at
indseette x = a fas

fO)=f(fla))=

af(a)+a=a.
Nu sattes x =0:

fla)=f(f(0)=0-f(0)+a=a.

Dette giver nu med x =a at

a=f(f(a))=af(a)+a:a2+a,

ogaltsd ata =0.
Hvis a =0 opfylder @ =0 og f(x)=0 for alle x € R det onskede.

Opgave 4.3 Da begge sider er positive, kan vi tage logarltmen Dermed fas
JACIEACH konstant

Inx — Iny
for alle x # 1. Desuden er f(1) =
er derfor funktioner af typen f(x)
lesninger for alle reelle tal c.

under forudsaetning af at x og y ikke er 1. Dermed er 1

= ln(l)m = 0. De eneste muhge lesninger

= ¢ -lnx. Ved indseettelse ses at disse er
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Opgave 4.4 Nar vi indseetter y =0, far vi f(x)f(0) = f(x)+3f(x)=4f(x) for
alle x, dvs. f(0)=4eller f(x)=0foralle x. Da f(x)f(y)—f(xy +x)—3f(x+
y) =1y, kan f(x) ikke veere nul for alle x, dvs. f(0) = 4. Ved at indseette x =0
og udnytte at f(0) =4, farvi4f(y)=4+3f(y)+ y, ogaltsd f(y) =y +4 for
alle y som eneste mulige lesning. Ved indseettelse ses at f(x)= x +4 opfylder
betingelserne.

Opgave 4.5 Set y = x. Daer 2xf(x) = 2xf(x)?, dvs. f(x) = f(x
x € R\{0}. Dermed er f(x)=0eller f(x)=1 for x e R\{0}.

Antag at der findes et x #0sd f(x)=1.Daer xf(y)+y =(x+y)f(y), og
altsa y = f(y)y for alle y, og f(y) =1 for alle y # 0. Funktionen f(x)=1 for
x #00g f(0)=a, hvor a er et vilkarligt reelt tal, er en losning. (Tjek selv).

Antag at der ikke findes et x # 0sa f(x)= 1. Daer f(x) =0 for alle x # 0.
Hvis man tjekker funktioner af typen f(x)= 0 for alle x # 0 og f(0) = a, hvor
a er et vilkérligt reelt tal, ser man at den eneste af denne type lesninger er den
hvor a =0, dvs. f(x)=0 for alle x.

) for alle

Opgave 4.6 Bemaerk forst at f(4) = f(2%) = f(3)f(1) og f(9) = f(3?) =
fA)f(2)=f(5)f(1). Hvis m > 3, geelder desuden at

fm+17)= fem+1)f(1)= fm)f(2)= f(2m—1)f(3).
Hvis f(1), f(2) og f(3) er bestem, kan alle andre funktionsveerdier altsa her-
efter bestemmes induktivt. Vi har f(5) = f = f(2)f(3), f(6) = 3) =
F@P, f(7) = LOLE) = [CULE og f(g) = f(l f = F(DF2)f(3). Nu kan vi

udregne f(25) pa tre forskellige méder, hvilket viser at f(9)f(1) = f(7)f(3) =
f(6)f(4), og dermed f(1)?f(2)f(3) = %fl@s = f(1)f(3)%. Af dette ses at
f(2) = f(1)? og f(1) = f(3)?. Ved at udregne f(36) pa to mader fas yderli-
gere £(9)f(3)= f(7)f(5), ogaltsi f(1)f(2) f(3)2—m Sammenholdt med
at f(2)= f(1)?, giver dette f(3)= 1, og dermed ogsa f(1)= f(2)= 1. Den ene-

ste mulige lesning er derfor f(n)=1 for alle n, og ved indsattelse ses at dette
faktisk er en losning.

Opgave 4.7 Samtlige losninger er f(n) = m""", hvor m €N, p er et primtal,
og v,(n) er eksponenten for p i primfaktoroplesningen af n.
Forst viser vi at alle disse funktioner opfylder betingelserne. Antag at f(n) =
% Vihar f(a)= m%»“ og f(b)= m"), og da vp(a-b)=v,(a)+ v,(b),
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ma f(a-b)= f(a)- f(b). Dermed opfylder f betingelse i). Hvis v,(a) # v,(b),
sa vil den storste potens af p der gar op i a + b vaere p™n% (@ v 0] qys,
vp(a+b)=min(v,(a), v,(b)). Dermed vil f(a+b)= f(a)eller f(a+b)= f(b).
Hvis v,(a)=v,(b), daer f(a)= f(b). Dermed opfylder f betingelse ii).

Viviser nu atder ikke findes ande l@sninger. Antag at f opfylder betingelserne.
Da f(1)- f(1)= f(1), og veerdimeaengden er de positive hele tal, er f(1)=1. Ved
at benytte i) induktiovt fas

ar

F(pipse - p2 )= (P ) £(ps2) - £(pe) = £() £ ()" £(pe) " )

Lad S vaere maengden af alle primtal p hvor f(p)# 1. Hvis S er tom, da giver
*) at f(n)=1 for alle positive heltal n. Hvis S kun indeholder et primtal p, da
folger det af *) at f(n)= f(p%"™)= f(p)""". I begge tilfzelde er f pa formen
f(n)=m"", hvor m €N, og p er et primtal.

Antag for modstrid at S indeholder mindst to primtal, oglad p < g veere de
to mindste. Da g —p er indbyrdes primisk med bade p og g, og alle dets prim-
divisorer dermed er mindre end g, da folger det at f(g — p) = 1. Af betingelse
ii) far vi dermed at f(p)= f(q). Lad t > 2 vaere det mindste hele tal sa p’ > g,
oglad p* =aq+b,0<b<q.Daqg>p'!, fasat p > a. Dermed er f(a)=1.
Det viser ogsa at aq ikke er deleligmed p, og dermed at b heller ikke er delelig
med p, dvs. f(b)=1.Nuer

flag)=f@)f(@)=f@=f(p), f(b)=1, flag+b)=f(p")=[f(p) > f(p)

hvilket er i modstrid med ii). Altsd har S hejst et element, og det enskede er
vist.

Opgave 4.8 Da f er svagt voksende, og f(n)f(m)= f(nm)nar (n,m)=1, er
FA3)f(7)=f(91) = f(90)= f(9)f(10).

Tilsvarende er

F®)f(9)=f(72)= f(70)= f(7)f(10).
Ved at kobinere dette fas
FOFA3)FB)f(9)= f(Df9)f(107 & f(8)f(13)> f(10)%.
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Opgave 4.9 Da f(n) = n? opfylder betingelserne, er f(2) = 4 en mulig veerdi
for a. Hvis 4 ikke er den mindst mulige veerdi af a, ma a = 3 da a > 2. Antag
derfor at a =3. Daer

FB) = £(3Y)=f(81)> f(64)= f(2°) = f(2)° =30 =277 > 25% = 5,

0g
F3) = f(3%)=f(6561) < f(8192) = f(2") = f(2)"°
—3l3_ 38 35 <38.98 _ g8
Ialter5 < f(3) < 6 hvilket er umuligt. Den mindste veerdi af a er derfor 4.

Opgave 4.10 Ifolge i) er F(0) = %F(O), altsa F(0) = 0. Af dette ogii) ses at F(1)=
F(1—0)=1—F(0)=1. Desuden giver i) at F(%) = @ = %, og ii) yderligere at
F(%) =1— F(% =1.Da F er en svagt voksende funktion, ma F(x)= % for alle
* E[%’é]' 173
Nu kan vi udregne F(yg95):
173 1 519 1 _,1557 1 436
Fl— |=-F|——|=-F|——|=-|1-F|—
(1993) 2 (1993) 4 (1993) 4( (1993))
1 1_,1308 1 1 3
=—(1—-F(—=—))]=-(1—-=]==.
4( 2 (1993)) 4( 4) 16

Desuden er

ogaltsd F({5)=1.
Opgave 4.11 Ved at kombinere f(1)+ f(2)+---+ f(n)=n?f(n) og f(1)+ f(2)+

4+ f(n—=1)=(n—1*f(n—1)fas
_fW+f@++f(n=1) _ (n=1Pf(n-1) _ n-1
Jim= n2—1 BECESCES) B TS A
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Dermed er
—1 —1n-2
f(n)=Z—+1f(n—1):Z+ln f(n—2)=--= +1)f(
og f(1995) = mf(1 ﬁ_

Opgave 4.12 Bemaerk at 1 = f(14+0) > f( 1)+f(0 =1+ f(0), ogaltséf(O)zo.
Forst viser vi ved induktion efter n at f(zn < 2,1 Forn =1er2f( ) < f(l) =
1, og dermed f( < 1 . Antag at f(zn < 2,, Da er 2f(2,,+1) < f(zn < 2,,, og
dermed f(z,%)s ST -

For x €]0;1] veelges n =0, 1,2,... séledes at x € [2%; 2,%_1]: Dermed er ifolge

C)
1 1 1
f(x)sf(Zn—l)_f(Zn—l _x) < 2n—1 S 2X.
Da yderligere f(0) =0 geelder for alle x €[0;1] at f(x) <2x.

Opgave4.131ligningen f(x)—f(y)= f(x)f(1/y)—f(/x)f(y)erstattes x og y
med henholdsvis 1/x og 1/ y hvilket samlet giver f(x)+f(1/x)= f(y)+f(1/y)
for alle x og y forskellige fra 0, dvs. at f(x)+ f(1/x) = c for en konstant c.
Dermed kan f(x)—f(y)=f(x)f(1/y)—f(1/x)f(y) omskrives til (c —1)f(x)=
(c—1)f(y).Hvisc #1,daer f(x)=f(y)foralle x, y, og dermed er funktionen
konstant, dvs. f(—1) = 1 ifalge b). Hvis ¢ = 1, er 2f(—1) = f(=1)+ f(&) =1,
dvs. f(1)= %

Funktionalligninger, marts 2023, Kirsten Rosenkilde.



	Introduktion til løsning af funktionalligninger
	Funktioner defineret på de hele tal
	Funktioner defineret på de reelle tal
	Blandede opgaver
	Løsninger

