Studiekreds i Kombinatorik

- som optakt til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen

Georg Mohr-Konkurrencen

r

Vearktojskasse

¢ Veer systematisk!
* Indfer passende variable.
¢ Del opilige og ulige.

¢ Vindende strategi.

Eksempel. Indfer passende variable og veer systematisk!
Cifrene fra 1 til 9 er placeret i figuren med ét ciffer ‘ ‘
i hvert kvadrat. Summen af tre tal placeret i samme
vandrette eller lodrette linje er 13. Vis at det eneste X
tal der kan st pa den markerede plads, er 4.

(Georg Mohr-Konkurrencen 2004)

Lesning Idéen er her at laegge meerke til at hvis vi leegger cifrene i hver
af de to lodrette sojler og cifrene i hver af de to vandrette sgjler sammen,
s er der tre cifre der indgér to gange, nemlig dem der bade er i en raekke
ogensojle. De tre cifre kalder vi a, b og c. Hvis cifrene fra 1 til 9 er placeret
sd hver sojle- og reekkesum er 13, s ma summen af cifrene i hver af de to
sojler og summen af cifrene i hver af de to reekker tilsammen vaere 4-13 =
52.1 denne sum indgar alle cifrene fra 1 til 9 en gang, og cifrene vi kalder
a, b og c endnu engang. Altsd er 14+-2+3+4+5+6+74+84+9+a+b+c =52,
dvs.a+b+c=7.

De eneste tre cifre med sum 7 er cifrene 1, 2 og 4. Derfor ma a, b og ¢
veere 1, 2 og 4. Hvis 1 eller 2 er placeret pa det markerede felt, vil cifrene
1 og 2 indga i samme raekke eller samme sgjle, dvs. de skal sammen med
endnu et ciffer have sum 13, men det er umuligt. Altsd méa der sta 4 i det
markerede felt.

Her indferte vi tre variable a, b og c. Ofte er det nok med én, og det er
generelt godt at ngjes med s fa som muligt.

Eksempel. Lige og ulige

Georg har syv helt ens almindelige terninger. (Husk at 1 og 6 star overfor
hinanden, 2 og 5 stér over for hinanden og 3 og 4 stér over for hinanden).
Er det muligt for Georg at stable disse terninger til et tdrn, s summen af
de syv tal pa den ene side af tdrnet er den samme som summen pa hver
af de andre tre sider?

Losning Istedet for at prove at undersoge alle mulige kombinationer af
hvordan man kan bygge et tirn af syv terninger, ngjes vi med at fokusere
péa om tallene er lige eller ulige.

For at argumentere for at Georg ikke kan bygge et sddant tarn, be-
meerker vi at summen af tallene pa to modstaende sider er 7. Det be-
tyder at summen af tallene pa to modstdende sider af tarnet tilsammen
er 7-7 =49. Da dette er et ulige tal, kan summen af tallene pa de to si-
der ikke veere den samme. Dermed er det umuligt for Georg at bygge det
onskede tarn.

Blot at se pa lige og ulige kan veere et virkelig steerkt veerktgj.

Eksempel. Vindende strategi
Alma og Bertha spiller folgende spil. Pa et bord ligger 100 runde, 200 tre-
kantede og 200 firkantede brikker. I hvert traek skal en spiller fjerne to
brikker, men det mé ikke veere en trekant og en firkant. Alma starter, og
man taber hvis man ikke kan trakke, eller der ikke er flere brikker tilba-
ge nar man skal treekke. Hvilken spiller kan leegge en strategi der sikrer
hende sejren?

(Georg Mohr-Konkurrencen 2016)
Loesning Iopgaver hvor man skal undersege hvilken af de to spillere der
har en vindende strategi skal man: finde strategien, vise at spilleren altid
kan folge strategien, og at strategien forer til sejr.

Bertha kan sikre sig sejren uanset hvordan Alma spiller. Berthas vinden-
de strategi er at sprge for at der hver gang hun har trukket, er et lige antal
af hver af de tre slags brikker.
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Forst viser vi at det er muligt for Bertha at folge denne strategi. Til at
starte med er der et lige antal af hver af de tre slags brikker. Hvis Alma
tager to forskellige slags brikker, sa tager Bertha de samme slags brikker
som Alma. Dette er muligt da der var et lige antal af hver inden Alma
trak, og Alma kun har trukket en af hver. Hvis Alma tager to ens brikker,
tager Bertha ogsa to ens brikker (men ikke nedvendigvis samme slags
som Alma). Dette er muligt sa leenge der er brikker tilbage, da der efter
at Alma har trukket to ens, stadig ma veere et lige antal af hver slags. Pa
denne made sikrer Bertha at der er et lige antal af hver af de tre slags
brikker nar hun har trukket, og hvis hun fortseetter med at folge denne
strategi, vil det gaelde efter hvert eneste af hendes traek. Bertha kan altsa
folge denne strategi s& leenge der er brikker tilbage nér hun skal treekke.

Nu viser vi at strategien forer til sejr. Bemeerk at antallet af brikker til at
begynde med er et multiplum af 4. Nar Bertha skal traekke, vil der derfor
altid veere mindst to brikker tilbage, og derfor kan Bertha altid traekke.
Altsé taber Alma nar Bertha folger denne strategi.

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgaver

Opgave 1 Danmark har spillet en fodboldlandskamp mod Georgien. Kam-
pen sluttede 5-5, og mellem forste og sidste mal har kampen pa intet tids-
punkt staet lige. Intet land har scoret tre mal i treek, og Danmark scorede det
sjette mal. Kan man ud fra disse oplysninger afgore hvilket land der scorede
det femte mal?

(Georg Mohr-Konkurrencen 2008)

Opgave 2 Georg skriver tallene fra 1 til 15 pa hvert sit stykke papir. Han for-
seger at leegge papirerne i to bunker sa ingen af bunkerne indeholder to tal
hvis sum er et kvadrattal. Bevis at det ikke kan lade sig gore. (Kvadrattallene
ertallene 0=02%,1=12,4=22,9=32 osv.).

(Georg Mohr-Konkurrencen 2011)

Opgave 3 Figuren viser 9 cirkler forbundet med 12
streger. Georg skal farve hver cirkel enten red eller
bld. Han far et point for hver streg som forbinder to
cirkler af forskellig farve.

Hvor mange point kan han haejst f&?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2020)

Opgave 4 Figuren viser en spilleplade med 16 felter. Til at starte med stér to
biler pa hver sit felt. To spillere A og B skiftes til at traekke, og A starter. [ hvert
treek veelger en spiller én af bilerne og flytter den ét eller flere felter til hojre.
Dog ma den bagerste bil aldrig overhale den forreste eller nd op pa siden af
den. Den forste spiller som ikke kan treekke, har tabt.

(o (o

a) Bevis at A kan vinde uanset hvordan B traekker, hvis de to biler starter som
vist pa figuren.

b) Bestem samtlige startpositioner for de to biler hvor B kan vinde uanset
hvordan A traekker.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2013)
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Opgave 5 Pi en tavle star skrevet 2018 1-taller adskilt af mellemrum. Georg
og hans mor spiller et spil hvor de skiftes til at skrive enten + eller - i et af
mellemrummene imellem 1-tallerne. Georg starter, og spillet slutter nar al-
le mellemrum er udfyldt. Georg vinder hvis resultatet af regnestykket er lige,
og hans mor vinder hvis det er ulige. Hvem kan leegge en strategi der sikrer
ham/hende sejren?

(Georg Mohr-Konkurrencen 2018)

Opgave 6 Georg velger tre forskellige af cifrene 1,2,...,9 og skriver dem pa
hver sit kort. Nar kortene leegges ved siden afhinanden, dannes der et trecifret
tal. Georg forteeller sin mor at summen af det storste og det neststerste tal der
kan dannes pa denne made, er 1732. Kan hun regne ud hvilke tre cifre Georg
har valgt?

(Georg Mohr-Konkurrencen 2014)

Opgave 7 En GEORG MOHR-terning er en terning pa hvis seks €7
sideflader der er trykt henholdsvis G, E, O, R, M og H. Peter har ni E/
helt ens GEORG MOHR-terninger. Kan det lade sig gore at stable o)
dem oven pa hinanden til et tarn der pa hver af de fire sider i en R
eller anden reekkefolge viser bogstaverne GEORGM O HR? ol
(Georg Mohr-Konkurrencen 2000) =
0)
=l
4]

Opgave8 Tyve terninger er farvet pa folgende
madde: Der er to rade sider modsat hinanden, to
bla sider modsat hinanden og to gronne sider
modsat hinanden. Terningerne er limet sam-
men som vist pé figuren. To sideflader der er li-
met sammen, har altid samme farve. Pa figuren
er oplyst farven pa nogle af sidefladerne.

bla rod

Hvilke muligheder er der for farven af sidefladen markeret med symbolet x?

(Georg Mohr-Konkurrencen 2016)

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgave9 Ienhatligger 1992 sedler med alle numre fra 1 til 1992. P4 tilfeeldig
maéde treekkes to sedler samtidig fra hatten; differencen mellem tallene pa de
to sedler skrives pa en ny seddel som laegges i hatten, mens de to udtrukne
sedler kastes bort. Der fortseettes pa denne made indtil der kun er en seddel
tilbage i hatten. Vis at der pa denne seddel star et lige tal.

(Georg Mohr-Konkurrencen 1992)

Opgave 10 Tallene fra 1 til 500 er skrevet pa tavlen. To spillere A og B sletter
skiftevis ét tal ad gangen, og A sletter det farste tal. Hvis summen af de to sidste
tal pa tavlen er delelig med 3, vinder B, i modsat fald vinder A. Hvilken spiller
kan leegge en strategi der sikrer denne spiller sejren?

(Georg Mohr-Konkurrencen 2008)

Opgave 11 En nydelig frugtanretning pa et stort rundt fad er kantet med
jordbeer. Der er brugt mellem 100 og 200 beer til denne kant. Et laeekkersultent
barn spiser forst et af jordbaerrene og begynder derpa at ga rundt og rundt om
fadet, idet hun spiser jordbeer pa folgende méde: Nar hun har spist et beer, la-
der hun det naeste ligge, derefter spiser hun det naste, lader det naeste ligge,
osv. Séledes fortsaetter hun indtil der kun er et eneste jordbeer tilbage. Dette
beer er det der 13 lige efter det allerforste hun spiste. Hvor mange beer 14 der
oprindelig?

(Georg Mohr-Konkurrencen 1998)

Opgave 12 Forestil dig et kvadratisk skema der bestar af n x n felter med
kantleengde 1, hvor 7 er et vilkarligt positivt helt tal. Hvad er den storst mulige
leengde af en rute du kan folge langs felternes kanter fra punktet A i nederste
venstre hjorne til punktet B i gverste hajre hjorne hvis du aldrig ma vende
tilbage til et punkt hvor du har veeret for? (Figuren viser for n =5 et eksempel
pa en tilladt rute og et eksempel pa en ikke tilladt rute).

(Georg Mohr-Konkurrencen 2009)

A Ikke tilladt rute

A Tilladt rute
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Losninger

Opgave 1 Viinddeleri to tilfeelde: Enten har Danmark scoret det forste mal,
eller ogsa har Georgien scoret det forste mal.

Antag forst at Danmark har scoret det forste mal. Da ma Danmark have sco-
ret det andet mél, da det ikke stod uafgjort undervejs. Det tredje mal ma vere
scoret af Georgien, da intet land har scoret tre gange i treek. Det fjerde mal
ma veere scoret af Danmark, da det ellers ville std uafgjort. Nu ved vi at i dette
tilfeelde har vi: DDGD?D. Da intet land har scoret tre mal i treek ma Georgien
have scoret det femte mal. (Hvis man fortsaetter ser man at dette er muligt ved
DDGDGDGDGG).

Antagnu at Georgien scorede det forste mal. Helt som for far vi GGDG?D. Da
det ikke stod uafgjort i lobet af kampen, mé& Georggien ogsa i denne situation
have scoret det femte mal. Vi kan altsd afgere hvem der scorede det femte mal,
nemlig Georgien. (Hvis man fortseetter i dette tilfeelde fas GGDGGDDGDD).

Opgave2 Antagat Georg har lagt papirerne i to bunker sa ingen af bunkerne
indeholder to tal hvis sum er et kvadrattal. Bunken som indeholder papiret
med tallet 1, kaldes A, og den anden bunke kaldes B. Da 1+ 3, 346, 6+ 10,
10+ 15, 15+ 1 er kvadrattal, geelder:

Nar 1 ligger i bunke A, mé 3 ligge i B. Nar 3 ligger i bunke B, mé 6 ligge i A.
Nar 6 ligger i bunke A, ma 10i B. Da 15 hverken kan vaere i samme bunke som
1 eller 10, kan 15 ikke ligge i nogen af de to bunker. Det er derfor umuligt for
Georg at leegge papirerne i to bunker pé den enskede méade.

Opgave3 Bemerkforstatdeterumuligtatfarvede

tre cirkler i en hjornetrekant sa alle tre streger giver

point. Da der kun er to farver til radighed, vil mindst

en af de tre streger nemlig have samme farve cirkel i

hver ende og dermed ikke give point. For hver af de

tre hjornetrekanter er der sdledes mindst en streg der

ikke giver point. I den samlede figur kan der derfor

ikke veere over 12 —3 =9 pointgivende streger.

At det faktisk er muligt at fa 9 point, ses af eksemplet til ovenfor. Det hajest

mulige antal point er altsd 9.

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgave 4 a) Vi viser mere generelt at spiller A kan vinde hvis de to biler til
at starte med ikke er placeret pa to nabofelter. Hvis de to biler ikke star pa to
nabofelter, nér spiller A skal traekke, kan spiller A flytte den bagerste bil hen pa
feltet umiddelbart bag den forreste bil. Det tvinger B til at flytte den forreste
bil (s& leenge det er muligt) og derved skabe en ny situation hvor de to biler
ikke stér pé to nabofelter, nar A skal traekke. Spiller A kan derfor i hvert treek
flytte den bagerste bil hen pé feltet bag den forreste. I hvert treek kommer en af
bilerne leengere til hojre, og pa et eller andet tidspunkt ma bilerne derfor ende
pé de to felter laengst til hojre. I denne situation er det B’s tur til at treekke, og
derfor vinder A ved at folge denne strategi.

b) Spiller B kan vinde hvis de to biler til at starte med stér pa to nabofelter: Hvis
de to biler star pa de to felter leengst til hojre, taber A med det samme. Hvis
ikke, ma spiller A i forste traek flytte den forreste bil sa der opstar en situation
hvor de to biler ikke stér pa to nabofelter. I denne situation kan B vinde ved
at folge den strategi der er beskrevet under a).

Opgave5 Nér alle mellemrummene er udfyldt, er regneudtrykket en sum af
led som alle er 1. Hvert led bestar nemlig enten af et af de oprindelige 1-taller
eller af to eller flere 1-taller ganget sammen. Hvis antallet af led er lige, bliver
summen lige, og Georg vinder.

Da der er 2017 mellemrum, og Georg begynder, bliver det ogsa Georg der
setter det sidste tegn. Georg har en vindende strategi: Han szetter vilkarlige
tegn indtil sin sidste tur. Lige inden han szetter sit sidste tegn, teeller han an-
tallet af plusser pa tavlen. Hvis det er lige, seetter han et plus, og hvis det er
ulige, setter han et gangetegn. P4 den made sikrer han at der til sidst er et uli-
ge antal plusser, hvilket betyder at der er et lige antal led, hvormed han vinder.

Opgave 6 Kald cifrene pa Georgs tre kort for A, B og C s& A> B > C. Det
storste tal der kan dannes, skrives da ABC, og det naeststorste skrives ACB
da disse to kombinationer har flest mulige hundreder. Vi har altsa

ABC
+ ACB
1732
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Da summen ender pd 2, md B+ C =2 eller B+ C = 12. Fordi B og C er to
forskellige positive cifre, kan B 4+ C = 2 udelukkes, og den eneste mulighed er
altsd B+C = 12. Nar man leegger enercifrene sammen, far man altsa 1 i mente.
Nar man leegger tiercifrene sammen og husker menten, f&rman 1+B+C =13.
Der er altsd igen 1 i mente. Nar man laegger hundredecifrene sammen, fas
derfor 1+ A+ A =17, altsd 2A =16 og dermed A=8.Da B+ C =12, 0g B er
storre end C, md B veere storre end 6. Samtidig er B mindre end A = 8. Altsa
ma B =7, ogaf B+ C =12 fas sd C =5. Georgs mor kan derfor godt regne ud
hvilke tre cifre Georg har valgt.

Opgave 7 Bemeerk forst at hvert bogstav har en bestemt "makker”, nemlig
det bogstav der stir pa den modsatte side af terningen. Vi vil vise at svaret pa
opgaven er nej. Dette gores indirekte. Antag at det kan lade sig gore at bygge et
tarn med den enskede egenskab. Hvert af bogstaverne G, O og R forekommer
da to gange pé forsiden af tdrnet. Dermed optraeder deres makkere ligeledes
hver to gange pé bagsiden af tdrnet. Altsd ma disse makkere veere bogstaverne
G, O ogR, men det kan ikke lade sig gore at parre et ulige antal to og to. Herved
har vi ndet en modstrid og dermed vist at det ikke kan lade sig sig gore at bygge
et tirn med de angivne egenskaber.

Opgave 8 Vivil vise at fladen markeret med x
ikke kan veere gron, men at bade rod og bla er
muligheder.

Kald fladen hvor to klodser er limet sammen,
for forbindelsesfladen. Da alle klodser har sam-
me farve pa to modstaende flader, ma alle for-
bindelsesfladerne i samme raekke have samme
farve. Det samme maé geelde for en sojle.

Vi vil forst vise at fladen markeret med x ikke kan veere gron. Betragt den
nederste reekke. Da der bade er en rod og en bla flade der vender fremad, méa
alle forbindelsesfladerne i reekken vere gronne. Da 2. klods i nederste reaek-
ke har en blé flade der vender fremad, og forbindelsesfladerne i reekken er
gronne, ma forbindelsesfladerne i 2. sgjle veere rode. Tilsvarende mé forbin-
delsesfladerne i 5. sojle veere bla. Forbindelsesfladerne i en vilkérlig reekke kan
nu hverken veere rode eller bld da de alle indeholder en klods fra bade 2. og

bla rgd

Georg Mohr-Konkurrencen

5. spjle. Derfor ma de alle veere gronne. Sidefladen markeret med x kan altsa
ikke veere gron, da ingen gronne flader vender fremad.

Nu viser vi at bade rad og bld er muligheder. Man kan vende klodserne s&
alle forbindelsesfladerne i reekkerne er granne, og sa hver sgjle enten kun har
blé klodser eller kun rede klodser der vender fremad. Alle disse konstruktioner
opfylder betingelserne sa leenge 2. sojle er bla, og 5. sajle er rod. Dette viser at
farven af 1. sojle, og dermed x, bade kan vere bade rod og bla.

Opgave9 [hverttraekvil antallet af sedler med ulige tal enten reduceres med
to (nemlig hvis der fjernes to ulige sedler og dermed leegges en lige) eller veere
ueendret (hvis der fjernes to lige og leegges en lige, eller hvis der fjernes en lige
og en ulige og laegges en ulige). Da antallet af sedler med ulige tal fra start af
er lige (nemlig 19% =996), vil det derfor vedblive med at veere lige. Antallet af
ulige sedler nar der kun er én seddel tilbage, er derfor nul. Den sidste seddel

beaerer dermed et lige nummer.

Opgave 10 Spiller B har en strategi sa B vinder uanset hvordan A spiller. De
500 tal kan opdeles i 250 par sa n parres med 501 —n for n = 1,2,3,...,250.
Med denne parring har hvert par summen 501, og hvert af de 500 tal indgar i
netop et par. Hver gang spiller A sletter et tal fra et par, sletter B umiddelbart
efter detandet tal i parret. Hver gang A skal treekke, har alle tal pa tavlen derfor
en makker pa tavlen, og det er altsa altid muligt for B at folge denne strategi.
Nar der kun er to tal tilbage pa tavlen, danner de derfor et par med sum 501
som er delelig med 3. Dermed vinder spiller B ved at folge denne strategi.

Opgave 11 Vi nummererer baerrene fra 0 til n (der var saledes oprindelig
n +1 beer) og noterer at baer nummer 0 spises, samt at beer nummer 1 over-
springes hver gang. I forste tur rundt om fadet ma det sidste beer blive spist
(for vived jo at det naeste, nemlig baer nummer 1, ikke bliver spist). Altsd méa n
veere et lige tal. Efter forste tur er der 5 beer tilbage.  anden runde ma det sid-
ste af de % beer blive spist (fordi det naeste, beer nummer 1, ikke bliver spist).
Altsd ma 7 veere et lige tal. Efter anden tur er halvdelen af disse tilbage, dvs. der
ers; beer tilbage. Sadan fortsaetter det. Efter den k'te tur er der 5; beer tilbage.
Efter sidste tur er 2% = 1. Altsé er n af formen 2. Samtidiger 100 < n+1 < 200,
og derfor méa det oprindelige antal baer veere n+1=27 +1=129.
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Opgave 12 Etskema der bestar af n x n felter, indeholder (n+1)? gitterpunk-
ter, og da man starter i et gitterpunkt og for hvert skridt ender i et nyt gitter-
punkt, kan en rute ikke vere leengere end (n + 1) — 1. Hvis n er lige, er det
muligt at konstruere en rute af denne leengde pa folgende made: Start i A og
gé n skridt op. G4 derefter et skridt til hejre, n skridt ned, et skridt til hejre, n
skridt op, osv. Da n er lige, skal vi gé et lige antal skridt til hejre for at nad B, og
vi ender dermed med at ga op efter vores sidste skridt til hejre, dvs. vi ender
i B efter at have veeret gennem samtlige gitterpunkter i kvadratet. Pa figuren
er vist et eksempel med n = 4. Nar n er lige, er den maksimale leengde af en
tilladt rute dermed (n + 1)>—1 = n? +2n.

A

Nar n er ulige, er det ikke muligt at konstruere en rute som géar gennem al-
le gitterpunkter: Farv gitterpunkterne gronne og gule s gitterpunkter pa en
lodret linje er skiftevis gule og gronne, og gitterpunkter pé en vandret linje og-
sé er skiftevis gule og gronne. P4 denne méde far A og B samme farve, og hvert
eneste skridt pa ruten gér mellem to gitterpunkter af forskellig farve, og der-
med vil en rute fra A til B indeholde et lige antal skridt. En rute gennem alle
gitterpunkter indeholder (n + 1)?> — 1 skridt, men (n + 1)> — 1 er ulige nér n er
ulige, og det er dermed umuligt at gd gennem alle gitterpunkter nar » er uli-
ge. Man kan til gengaeld konstruere en rute gennem alle pa naer ét gitterpunkt
pé folgende made: Starti A og ga som for n skridt op. Ga derefter et skridt til
hajre, n skridt ned, et skridt til hejre, n skridt op og sd videre, men stop efter
at have taget samlet n —1 skridt til hejre. Tag herefter endnu et skridt til hojre,
et skridt op, et skridt til venstre, et skridt op, et skridt til hajre, osv. Da n er
ulige, vil denne rute ende i B efter et sidste skridt op, og derfor er det eneste
gitterpunkt ruten ikke gér igennem, gitterpunktet umiddelbart til venstre for
B. Pa figuren er vist et eksempel med n =5. Nar n er ulige, er den maksimale
leengde af en rute dermed (n+1)>—2=n?+2n—1.
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