Studiekreds i Algebra

- som optakt til 2. runde af Georg Mohr-Konkurrencen

Georg Mohr-Konkurrencen

Veerktojskasse
* Indfer passende variable.

Opstil ligninger ud fra oplysningerne i opgaven.

Hvis der er flere ligninger, s kombiner dem for at finde lesninger.

Vurder de storrelser der indgér.

Eksempel. Indfor passende variable, og opstil ligninger.
Om et rektangel oplyses at det kan deles op i ni
kvadrater der er placeret som vist i forhold til
hinanden. Det sorte kvadrat har sideleengde 1.
Er der mere end én mulighed for rektanglets
sideleengder?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2012)

Losning. Ideen er at indfore én enkelt variabel
og derefter vaere systematisk. Kald sidelaeng-
den i det markerede kvadrat for x. Vi ved nu at
sideleengden i kvadratet lige under er netop 1
storre, sa den ma veere x +1. Derfor ma kvadra- xX+7
tet til venstre for dette have sideleengde x + 2.
S&dan fortseettes rundt (se figur). 4
Nu er rektanglets bredde summen af side- | * +3 X
leengderne af de tre nederste kvadrater, dvs. 2x+1
4x +4, men ogsé summen af sideleengderne af | X +2|x+1
de to overste kvadrater, dvs. 2x + 18. Altsa er
4x +4=x+2, hvilket giver x = 7. Dermed er rektanglets bredde 32. Rek-
tanglets hojde er summe af sideleengderne af de to kvadrater leengst til
venstre, dvs. 33.
Der er altsa kun én mulighed for rektanglets sideleengder.

x+11

Eksempel. Kombiner ligninger.
Pa et papir star et ligningssystem

x%2z%= -8,

y*2z2 =7,

men desveerre er to tegn lidt utydelige. Det vides dog at ligningssystemet
har en lgsning, og at der stdr enten + eller — pa hvert af de to spargsmals-
tegns plads. Hvad er de to tegn?

(Georg Mohr-Konkurrencen 2019)

Losning. Forst bemerker vi at x2, y? og z? er kvadrater og derfor ikke
kan veere negative. Det betyder at tegnet i den gverste ligning ikke kan
vaere +. Den overste ligning kan derfor ikke lyde x? + z2 = —8, men mé
vaere x2 —z? =—8.

Der skal mere til at bestemme tegnet i den nederste ligning. Her bliver
vinedt til at bruge den information vi allerede har om den gverste ligning
og kombinere de to ligninger. Tegnet i den nederste ligning kan heller
ikke veere +, for sa ville man nemlig ved at lzegge de to ligninger sammen
fa

(x2—2z2)+(y*>+22)=—8+7,

og dermed
X2+ y2 =—1.

Altsa igen en negativ sum af to kvadrater hvilket er umuligt.
Begge de to tegn er derfor —.
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Eksempel. Opstil ligning, og vurder de storrelser der indgar

Georg har en 4-sidet terning med tallene 2, 3, 4 og 5. Han slar 17 gange
med terningen og skriver for hvert slag resultatet pa en tavle sé der til slut
star 17 tal pé tavlen. Georg laegger meerke til at gennemsnittet af de 17 tal
er et helt tal.

Kan hvert af tallene 2, 3, 4 og 5 optreede mindst tre gange pa Georgs tavle?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2021)

Losning. Svaret er nej. Hvis hvert af tallene 2, 3, 4 og 5 optraeder mindst
tre gange, sa er summen af de 17 tal

S=3-(2+3+4+5)+a+b+c+d+e=42+a+b+c+d+e,

hvor hvert af tallene a, b, c, d og e tilherer {2,3,4,5}.
Nu vurderer vi hvad S mindst kan veere og hojst kan vere: Storrelsen
a+b+c+d+eermindst5-2=10oghejst5-5=25. Derfor er

52=42+10<S5<42+25=67.
Da gennemsnittet er et helt tal, skal 17 ga op i summen S, men det er ikke

muligtda3-17=510g4-17=68.
Dermed kan tallene 2, 3, 4 og 5 ikke optraeede mindst tre gange hver.

Georg Mohr-Konkurrencen

Opgaver

Opgave 1 En klasse pa 24 elever har deltaget i Georg Mohr-Konkurrencens
1. runde, hvor man kunne opna fra 0 til 20 point. Tre af klassens elever har
opnéet lige preecis klassens gennemsnit. Hvis alle de elever der scorede under
gennemsnittet, hver havde fiet 4 point mere, ville gennemsnittet have veeret
3 point hojere.

Hvor mange elever scorede over klassens gennemsnit?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2016)

Opgave2 En fro hopper rundt pa de hele tal pa tallinjen. Hvis den lander pa
etlige tal i, s hopper den videre til tallet —. Hvis den lander pa et ulige tal 7,
sa hopper den videre til tallet n + 5. P4 et tidspunkt lander den pa tallet 25.

Hvilke tal kan den have vaeret pa for tre hop siden?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2023)

Opgave 3 Georg og hans mor spiller et spil med menter. Til at starte med
leegger Georg et antal menter pa bordet. S& leegger hans mor dobbelt sd mange
menter. Derefter leegger Georg s& mange monter at han i alt har lagt dobbelt
sd mange monter som sin mor. S& leegger hans mor s mange at hun i alt har
lagt dobbelt s& mange som Georg. Til sidst leegger Georg 240 mgnter og har
nu i alt lagt dobbelt s4 mange som sin mor.

Hvor mange meonter lagde Georg til at starte med?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2025)

Opgave4 Omtallene a, b, c, d og e oplyses
a+b<c+d<et+a<b+c<d+e.

Hvilket af dem er mindst, og hvilket af dem er storst?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2016)

Opgave5 Hyvilke positive hele tal opfylder at summen af tallets tre sidste cif-
re lagt til tallet selv giver 2029?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2019)
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Opgave6 Tre kammerater A, B og C har tilsammen 120 kroner. Forst giver A
lige s4 mange penge til B som B har i forvejen. Derneest giver B lige sa mange
penge til C som C har i forvejen. Til sidst giver C lige s& mange penge til A
som A nu har. Efter disse transaktioner har A, B og C lige mange penge. Hvor
mange penge havde hver af de tre kammerater oprindelig?

(Georg Mohr-Konkurrencen 1993)

Opgave 7 Tallene 1,2,3,...,16 skal placeres i de 16 felter s& summen af
tallene i hver af de fire reekker og sojler er den samme.

[ |

[

Hvad er den mindst mulige sum af de fire tal i hjernefelterne?
(Georg Mohr-Konkurrencen 2023)

Opgave8 En fisker har fanget et antal fisk. De tre tungeste udger tilsammen
35% affangstens samlede vaegt. Dem saelger han. Herefter udger de tre letteste
tilsammen % af veegten af resten. Hvor mange fisk fangede han?

(Georg Mohr-Konkurrencen 1999)

Opgave 9 Et tog gennemkarer en bestemt streekning med en konstant fart.
Hvis farten seettes op med 10 kilometer i timen, kan turen geres 40 minut-
ter hurtigere. Hvis farten derimod settes ned med 10 kilometer i timen, tager
turen 1 time leengere. Hvor lang er den gennemkerte streekning?

(Georg Mohr-Konkurrencen 1994)

Opgave 10 To forskellige tal a og b opfylder at de to ligninger

x2019 x2019

+ax+2b=0 og +bx+2a=0

har en felles losning.
Bestem samtlige mulige veerdier af a + b.
(Georg Mohr-Konkurrencen 2019)

Opgave 11

Opgave 12

Georg Mohr-Konkurrencen

Los ligningssystemet

+x=3
x+y

X

x+y:

(Georg Mohr-Konkurrencen 2009)

Bestem alle reelle talseet (x, y, z) som opfylder ligningssystemet

Xy=z,
xz=y,
yz=X.

(Georg Mohr-Konkurrencen 1996)
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Losninger

Opgave 1 Kald antal elever der scorede under klassens gennemsnit, for a.
Hvis de a elever havde scoret hver 4 point hgjere, ville det ge pointsummen
med a -4, og gennemsnittet ville forages med ‘;—f. Altsd er ‘;—’f =3, og dermed
a = 18. Da tre elever scorede gennemsnittet, og a = 18 scorede under gen-
nemsnittet, mé 24 —3 — 18 = 3 elever have scoret over gennemsnittet.

Opgave2 Nar froen hopper fra et ulige tal, lander den pa et lige tal, idet n+5
er lige ndr n er ulige. Nar froen star pd et ulige tal m, er den derfor nodven-
digvis kommet fra et lige tal, nemlig 2m. Nér froen star pa et lige tal m, er den
enten kommet fra 2m eller fra m —5.

Nér froen er landet pa 25, mé den derfor veere kommet fra 50. For den kom
til 50, mé& den have veret pa enten 100 eller 45. For den landede pé& 100, ma
den have veret pd enten 200 eller 95. For den landede pé 45, ma den have
veeret pa 90.

Samlet set er der derfor folgende muligheder for freens placering for tre hop
siden: 90, 95 og 200.

Opgave3 Lad x veere antallet af monter Georg starter med at laegge. Sa leeg-
ger hans mor forste gang 2x menter, hvorefter Georg supplerer op s& han i
alt har lagt 4x menter. Derefter laegger moren monter s hun i alt har lagt 8x
menter. Til sidst har Georg alt i alt lagt 240 + 4x menter, og dette antal er lig
med det dobbelte af hvad hans mor i alt har lagt, altsd lig med 16x. Ligningen
240+4x = 16x loses: x = % = 20. Georg lagde altsd 20 menter til at starte

med.

Opgave 4 Afulighederne a+ b < b+ c ogc+d < d+ e folger henholdsvis
a<cogc<e,dvs.a<c<e.Afulighedernee+a<d+e,c+d<b+cog
a+b <e+a folger henholdsvisa <d,d <boghb <e,dvs.a<d<b<e.Af
a < ¢ < e sammenholdt med a < d < b < e fremgér at a er det mindste af de
fem tal og e det storste.

Opgave 5 Et tal der opfylder kravet, m& mindst veere 2029 —27 = 2002 (da
summen af tre cifre hejst kan vere 3 -9 = 27) og kan hajst vaere 2029. De tre
forste cifre ma sa veere enten 200, 201 eller 202. Hvis x er sidste ciffer, er tallet
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enten 2000 + x, 2010 + x eller 2020 + x, og dermed ma enten 2000 + x + x,
2010+ x + 1+ x eller 2020+ x +2+ x veere lig med 2029. Da kun det midterste
af disse tal er ulige, mé& vihave 2011+2x = 2029 og dermed x =9. Altsd er 2019
det eneste mulige tal. Og 2019 opfylder faktisk kravet, idet 2019+0+1+9 =
2029.

Opgave 6 Oprindelig har A, B og C henholdsvis a, b og ¢ kroner. Forde-
lingen (a, b, ¢) endres forst til (a — b,2b, ¢), dernzest til (a — b,2b — c¢,2c) og
sluttelig til (2(a — b),2b — c¢,2c —(a — b)). Til slut har A, B og C lige mange
penge, dvs. 40 kroner hver. Altséd er

40=2(a—Db),
40=2b—c,
40=2c—(a—D>).

Dermed er a — b = 20, og vi far

1
c:E(4O+(a—b)):30,

1
b={40+¢)=35,
a=b+20=55.

Opgave 7 Kald summen af tallene i de fire hjornefelter for S, og kald sum-
men af hver reekke/sajle for A. Nar de fire reekker/sojler leegges sammen, bli-
ver tallene i hjornefelterne medregnet to gange, nemlig bade i en raekke og i
en sojle. Altsder4A=1+2+...+16+S, dvs. 4A=136+S. Dette viser at 4 gar
opil36+S,o0gda4dgaropil36, ma4ogsagaopiS. Den mindste sum af fire
taler 1 + 2+ 3 4+ 4 =10. Den mindste sum af fire tal som er delelig med 4, ma
derfor veere 12. Tallet S er derfor mindst 12. At det faktisk kan lade sig gore at
placere tallene sa S = 12, viser dette eksempel:
Den mindst mulige sum af de fire tal i hjornefelterne er altsa 12.

Opgave 8 De tre letteste udger % af 65%, dvs. %% =25% af hele fangsten.
De mellemste fisk udger dermed 100%—(35%+25%) = 40% af fangsten. I mel-
lemgruppen mé der folgelig vaere mindst fire fisk (da de tre tungeste kun vejer
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35% tilsammen). P4 den anden side kan der heller ikke veere mere end fire
fisk i mellemgruppen: Hver mellemfisk vejer jo nemlig mindst s meget som
gennemsnittet af de tre letteste fisk, altsd mindst % -25% = 8%%, og fem mel-
lemfisk ville dermed tilsammen veje over 40%. Altsa er der preecis fire fisk i
mellemgruppen, og dermed i alt 3+4 43 =10 fisk.

Opgave 9 Kaldes farten (malt i kilometer i timen) for v, streekningen (malt i
kilometer) for s og tiden (mélt i timer) for ¢, fér vi folgende tre relationer:

s=tv,
2 2 20
s=(t—=)v+10)=tv+10t——v——,
3 3 3
s=(t+1)(v—10)=tv+v—10t—10.

Ved at erstatte s med ¢ v kan vi omskrive de to sidste ligninger til

2 20
10t ——v="

3773
—107 + v =10.

Dette ligningssystem lases: Ved at laegge de to ligninger sammen fas % v= 53—0,

altsd v =50, og derefter findes ¢ vha. den nederste ligning til £ = 4. Den gen-
nemkorte streekning er dermed 4 - 50 = 200 kilometer.

Opgave 10 Hovis tallet x er losning til begge ligninger, er x ogsé lesning til
den ligning der fremkommer ved at traeckke den sidste ligning fra den forste,
altsd

ax—bx+2b—-2a=0.

Denne ligning er ensbetydende med
(a—b)x=2(a—Db).
Da a og b er forskellige, kan vi dividere med a — b # 0, hvilket giver x = 2.
Indseattes dette i en af de oprindelige ligninger, fas 22019+ 24 +2b = 0, hvoraf
22019

a+b=—"—
2

— 2018

Tallet —22°'8 er alts& den eneste mulighed for a + b.
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Opgave 11 Ved at gange den gverste ligning med x fas

X 2
+x“=3x
x+y
X
=2.
xX+y

Nu kan vi erstatte forste led i den overste ligning med 2 og fa
2+ x%*=3x.
Det er en andengradsligning som kan omskrives til
0=x2—-3x+2=(x—2)(x—1),

dvs. ifelge nulreglen er x =1 eller x =2.

Hvis x =1, giver nederste ligning at ﬁ =2,0gdermed y = —%.
Hvis x =2, giver nederste ligning at % =2,0gdermed y =—1.
Altsa er lpsningerne (x, y) = (1,—%) og(x,y)=(2,-1).

Opgave 12 Multiplikation af de tre ligninger med hinanden giver

(xyz)P=xyz.

Heraf folger at x yz =0 eller x yz = 1. Hvis x yz =0, er mindst et af tallene lig
med 0, og det folger sa af det oprindelige ligningssystem at de alle er lig med
0.

Hvis xyz =1, er alle tre tal forskellige fra 0, og vi kan gange ligningerne
igennem med henholdsvis z, y og x, hvorved ligningssystemet bliver ensbe-
tydende med

xP=y?t=z"=1.

Sder(x,y,z)=(%1,%£1,%1), hvor det negative fortegn mé optrade et lige antal
gange pa grund af betingelsen x y z = 1. Samtlige lgsninger til ligningssyste-
met er altsa at finde blandt talsaettene (0,0,0), (1,1,1), (1,—1,—1), (—1,1,—1) og
(—1,—1,1). At alle disse faktisk er lasninger, ses ved at gore prave i det oprin-
delige ligningssystem. Hermed er den fuldsteendige lesning bestemt.
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