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Lgsningsforslag

Opgave 1. Figuren viser et glasprisme der er delvis fyldt med vaeske. Prismets overflade udggres af to
retvinklede, ligebenede trekanter, to kvadrater med sideleengde 10 cm og et rektangel. Prismet kan
ligge pa tre forskellige mader. Hvis prismet ligger som vist pa figur 1, er vaeskehgjden 5 cm.
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a) Hvad er vaeskehgjden i prismet nar det ligger som vist pa figur 27
b) Hvad er vaeskehgjden i prismet nar det ligger som vist pa figur 37

Lgsning Vi vil fogrst indse at veeskens rumfang udger % af prismets rumfang.
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Den trekant der udggr endefladen pa prismet i beliggenheden pa figur 1, kan opdeles i fire ens retvinklede,
ligebenede trekanter som vist pa figur la. Arealet af den gra del af endefladen udger dermed % af
hele endefladens areal. Da rumfanget findes ved at gange endefladens areal med leengden 10 c¢m, vil
rumfanget af veesken dermed udggre % af hele prismets rumfang.

a) Nar prismet ligger som pa figur 2, kan rumfanget findes ved at gange grundfladens areal med
prismets hgjde 10 cm. Da prismet og vaesken i denne beliggenhed har samme grundflade, ma veeskens

hgjde veere % af prismets hgjde, dvs. % -10 cm = 7,5 cm.

b) Nar prismet ligger som pa figur 3, kan vi ligesom i beliggenhed 1 udtrykke rumfanget som endefladens
areal ganget med leengden 10 cm. Et vaeskerumfang pa % af prismets rumfang opnas dermed ved et
areal pa % af endefladens areal, altsa netop arealet af de tre nederste smétrekanter vist pa figur 3a,
markeret med grat.
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Veaeskehgjden kan nu findes som hgjden h i en af de sma trekanter. Trekant ABC' er retvinklet og

ligebenet. Pythagoras’ seetning giver da h? + h? = 52, hvoraf h? = %, og dermed h = % = 52ﬁ

Vaeskehgjden i beliggenhed 3 er altsa % cm.

Opgave 2. Et positivt helt tal er et palindrom hvis det skrives ens forfra og bagfra. For eksempel er
285582 et palindrom. Et sekscifret tal ABCDEF, hvor A, B, C, D, E, F er cifre, kaldes hyggeligt hvis
AB gar op i CD, og CD gar op i EF. For eksempel er 164896 hyggeligt.

Bestem alle hyggelige palindromer.



Losning Bemerk forst at alle tal pa formen AAAAAA (dvs. tallene 111111, 222222, ..., 999999)
opfylder betingelsen: De er alle palindromer (skrives ens forfra og bagfra), og de er alle hyggelige (AA
gar op i AA, og AA gar op i AA). Vi beviser nu at der ikke findes andre hyggelige palindromer end
disse.

Lad ABCDEF vare et sekscifret palindrom. Sa er A=F, B=E og C=D. Tallet kan altsa skrives
ABCCBA. Hvis tallet ABCCBA er hyggeligt, gdr CC op i BA. Da 11 gar op i ethvert tocifret tal
bestaende af to ens cifre, gar 11 op i CC og dermed ogséa i BA. Tallet BA er sdledes et tocifret tal hvori
11 gar op, dvs. et af tallene 11, 22, ..., 99, og derfor ma A og B veere ens: BA=AA. Men si er ogsa
AB=AA, og tallet kan skrives AACCAA. Hyggelighedsbetingelsen forteeller nu dels at AA gar op i CC,
og dels at CC gar op i AA. Dermed er AA=CC. Cifrene A og C er saledes ens. Folgelig er alle seks
cifre i ABCCBA ens. De eneste mulige hyggelige palindromer er dermed tallene AAAAAA, hvor A= 1,
2,3,4,5,6,7,8,9.
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Opgave 3. Kvadratet ABC D har sidelzengde 1. Punktet F ligger pa siden CD.
Linjen gennem A og F skarer linjen gennem B og C' i punktet F.
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Lgsning

Bemeerk fgrst at trekant DAE er ensvinklet med trekant BF A. De er nemlig begge retvinklede, og
/DAFE = /BF A fordi linjerne DA og BF er parallelle. Da trekanterne er ensvinklede, er forholdet
mellem tilsvarende sider ens:

|IDE|  |AE|
|AB| — |AF|’
og dermed, da |AB| =1, er altsa
[AE]|
DE| = ———.

Pythagoras’ seetning anvendt pa trekant DAE, hvor jo |[AD| = 1, forteeller nu at

[AE|\?

Ved division med |AE|? fis heraf
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hvilket skulle bevises.

Opgave 4. Georg leger fglgende leg. Han vaelger to positive hele tal n og k. Pa et n x n-braet hvor
alle felter er hvide, maler Georg k af felterne sorte. Sa teeller han hvor mange sorte felter der er i hver
raekke, tager kvadratet af hvert af disse n tal og leegger kvadraterne sammen. Resultatet kalder han S.
Pa samme made teeller han antallet af hvide felter i hver raekke, tager kvadratet af hvert af disse n tal
og leegger kvadraterne sammen. Resultatet kalder han H. Georg vil gerne opna at S — H = 49.

Bestem samtlige veerdier af n og k for hvilke dette kan lade sig gare.

Eksempel: Hvis Georg vaelger n = 5 og k = 14, kan han for eksempel male Antal Antal
braettet som vist. Da er 1 4
S=12422 432432452 =1+4+9+9+25=48, g g
H=4+4+3+224+224+0*=16+9+4+4+0=33, 3 9
s& her er S — H = 48 — 33 = 15. 5 0




Lgsning Lad tallene n og k veaere valgt, og lad k af felterne veere malet sorte. Da n? er det samlede

antal felter, kan kun k£ med k < n? komme i betragtning. Lad s1, sa, ..., s, veere antallet af sorte felter
i hver af de n reekker. Antallet af hvide felter i hver af de n reekker er da n — s1, n — 82, ... , n. — 8.
Dermed er

S =512+ 892 + ... + 8,2
og
H=(n-s)+0n—-s)+..4+(n—s,)?
= (n2 + 512 = 2ns1) + (n? + 592 — 2nsg) + ... + (n2 + 5,2 — 2nsy,)
=n-n?+ (512 + 892 4 .+ sn2) —2n(sy + s2+ ... + Sp)
=n® 4+ S — 2nk,

idet k£ er det samlede antal sorte felter s; + s + ... + s,. Vi har da
S — H = —n3 + 2nk = n(2k —n?).
Betingelsen for at det kan lykkes at opna S — H = 49, er nu at k < n?, og at
49 = n(2k — n?).

Da 49 = 72, og 7 er et primtal, viser denne faktorisering at mulighederne er

1. n =1 og 2k —n? = 49,

2. n="T7o0g2k—n?=17, og

3. n =49 og 2k —n? = 1.

Mulighed 1. giver k = 492—“ = 25 og m4 udelukkes da k her er stgrre end n? = 1.
Mulighed 2. giver k = 7*5& = 28 og kan bruges da 28 < 7.
Mulighed 3. giver k = % = H%& = 1201 og kan ligeledes bruges da 1201 < 2401 = 492

De brugbare veerdier af n og k er derfor (n, k) = (7,28) og (n, k) = (49,1201). I hver af de to situationer
kan de k£ malede felter placeres helt frit.

Opgave 5. Lad n > 2 veaere et helt tal. Tallene 1,2,...,n er skrevet pa hjgrnerne af en n-kant i denne
reekkefglge. Et treek bestar i at vaelge to nabohjgrner og leegge 1 til hvert af deres tal.

Bestem alle n for hvilke man kan opna at alle tallene er ens efter et endeligt antal traek.

Lgsning Svar: de ulige tal. Vi viser forst at det ikke kan lade sig gore for n lige, dernaest at det kan
lade sig gore for n ulige.

Lad n veere et lige tal. Vi nummererer hjgrnerne efter de tal der er skrevet pa dem, og opdeler herefter
hjgrnerne i to grupper, A og B, bestdende af henholdsvis alle hjgrner med et ulige nummer og alle
hjgrner med et lige nummer. Da n er lige, er de to grupper lige store. Bemeerk nu at et traek vil forgge
to nabotal med 1; summen af tallene i gruppe A og summen af tallene i gruppe B vil derfor begge
forgges med 1. Men det betyder at differensen mellem de to neevnte summer ikke sendres nar et track
udfgres. Hvis alle tallene efter et vist antal treek var ens, ville denne differens pa det tidspunkt veere 0.
Men sa skulle den ogsa have veeret 0 fra start, og det er den ikke: Hvert tal i A efterfolges af et i B der
er stgrre, og summen af B-tallene er sdledes stgrre end summen af A-tallene. Man kan altsa ikke opna
at alle tallene er ens.

Lad nu n veere et ulige tal. Vi definerer fgrst et supertrack som fglgende kombination af traek: Ud fra et
givet hjorne udfgres fgrst hvert af de to treek der involverer hjgrnet; herefter opdeles de resterende
hjgrner i nabopar (hvilket kan lade sig gore da det resterende antal hjgrner, n — 3, er lige), og pa hvert
nabopar udfgres et treek. Den samlede effekt af et supertraek er dermed at der leegges 2 til et bestemt
hjgrne og 1 til alle de gvrige. Med brug af supertraek kan alle tallene nu successivt ggres ens. Fgrst
benyttes et supertreek pa det naestsidste hjgrne, hvorefter det naestsidste tal og det sidste tal er lige
store, mens forskellen mellem det tredjesidste og det neestsidste er gget til 2. Herefter benyttes to
supertraek pa det tredjesidste hjgrne, hvorefter de tre sidste tal er lige store, mens forskellen mellem
det fjerdesidste og det tredjesidste er gget til 3. Med nu tre supertrack pa det fjerdesidste hjgrne bliver
de fire sidste tal lige store. Efter samme princip fortsaettes hele vejen ned indtil alle tal er lige store.



