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2. runde

Opgave 1 Kald antal elever der scorede under klassens gennemsnit, for a. Hvis de a
elever havde scoret hver 4 point hgjere, ville det gge pointsummen med a - 4, og gennem-
snittet ville forgges med %. Altsa er ‘;—f = 3, og dermed a = 18. Da tre elever scorede
gennemsnittet, og a = 18 scorede under gennemsnittet, ma 24 — 3 — 18 = 3 elever have

scoret over gennemsnittet.

Opgave 2 Vi vil vise at fladen markeret med x ikke kan veere grgn, men at bade rgd
og bla er muligheder.

Kald fladen hvor to klodser er limet sammen, for forbindelsesfladen. Da alle klodser
har samme farve pa to modstaende flader, mé alle forbindelsesfladerne i samme raekke
have samme farve. Det samme ma geelde for en sgjle.

Vi vil forst vise at fladen markeret med x ikke kan veere grgn. Betragt den nederste
rackke. Da der bade er en rgd og en bla flade der vender fremad, ma alle forbindelsesflader-
ne i raekken veere grgnne. Da 2. klods i nederste raekke har en bla flade der vender fremad,
og forbindelsesfladerne i reekken er grgnne, ma forbindelsesfladerne i 2. sgjle veere rgde.
Tilsvarende ma forbindelsesfladerne i 5. s@jle veere bla. Forbindelsesfladerne i en vilkarlig
reekke kan nu hverken veere rgde eller bla da de alle indeholder en klods fra bade 2. og
5. sgjle. Derfor ma de alle vaere gronne. Sidefladen markeret med x kan altsa ikke veere
grgn, da ingen grgnne flader vender fremad.

Nu viser vi at bade rgd og bla er muligheder. Man kan vende klodserne sa alle forbin-
delsesfladerne i reekkerne er grgnne, og sa hver sgjle enten kun har bla klodser eller kun
rgde klodser der vender fremad. Alle disse konstruktioner opfylder betingelserne sa leenge
2. spjle er bla, og 5. sgjle er rad. Dette viser at farven af 1. sgjle, og dermed X, bade kan
veere bade rod og bla.

Opgave 3 Szt x = |AD|, y = |DC| og z = |AB| = |BC/|. Firkantens areal udregnes
som summen af arealerne af de to trekanter ABC og ACD, altsa %2’2 + %:Uy

Pythagoras’ seetning anvendt pa trekanterne ABC og AC'D giver 222 = |AC|? og 22 +y? =
|AC|? og dermed 222 = 22 4 y®. Med brug heraf bliver firkantens areal 1z* + lzy =
1(222 4 2zy) = (2% + y* + 22y) = 1(z + y)®. Alle firkanter der opfylder betingelsen
x4+ y = 1, har saledes samme areal, nemlig arealet i.



Opgave 4 Bertha kan sikre sig sejren uanset hvordan Alma spiller. Berthas vindende
strategi er at sgrge for at der hver gang hun har trukket, er et lige antal af hver af de tre
slags brikker.

Forst viser vi at det er muligt for Bertha at fglge denne strategi. Til at starte med
er der et lige antal af hver af de tre slags brikker. Hvis Alma tager to forskellige slags
brikker, sa tager Bertha de samme slags brikker som Alma. Dette er muligt da der var et
lige antal af hver inden Alma trak, og Alma kun har trukket en af hver. Hvis Alma tager
to ens brikker, tager Bertha ogsé to ens brikker (men ikke ngdvendigvis samme slags som
Alma). Dette er muligt s& leenge der er brikker tilbage, da der efter at Alma har trukket
to ens, stadig ma veere et lige antal af hver slags. Pa denne made sikrer Bertha at der er
et lige antal af hver af de tre slags brikker nar hun har trukket, og hvis hun fortsaetter
med at folge denne strategi, vil det geelde efter hvert eneste af hendes traek. Bertha kan
altsa fglge denne strategi sa leenge der er brikker tilbage nar hun skal treekke.

Nu viser vi at strategien forer til sejr. Bemeaerk at antallet af brikker til at begynde
med er et multiplum af 4. Nar Bertha skal traekke, vil der derfor altid veere mindst to
brikker tilbage, og derfor kan Bertha altid traekke. Altsa taber Alma nar Bertha folger
denne strategi.

Opgave 5 Da a, b og ¢ indgar symmetrisk i summen

a+b a+c b+ec
S = + + ,

c b a

kan vi uden tab af generalitet antage at a > b > c. Antag altsa at a, b og ¢ er positive
hele tal med a > b > ¢ som opfylder at alle de tre brgker der indgar i summen S, ogsa er
hele.

Daa>b>c>0,er2a >b+c >0, ogdaﬁerethelttal ma ¢ = 1 eller &< = 2.

Hvis ¢ =1, er a = b+ c. Altsa er ZC b+c+c =1+ 26. Da br@ken “%[c er et helt tal,

ma 20 ogsa veere et helt tal, og da b > ¢, ma b =1 eller f = 2. Dermed er b = 2c¢ eller

b= c Altsa er (a,b,c) = (30 2¢, ¢) eller (a b,c) = (2¢,¢,c).

Hvis &< = = 2, er 2a = b+ ¢. Sammenholdt med a > b > ¢ medfgrer dette at a = b = c.
Altsa er (a, b,c) = (¢, c,c).

Vi har nu vist at alle talsaet (a, b, c) der opfylder opgavens betingelser, er af formen
(a,b,c) = (3¢,2¢,c) eller (a,b,c) = (2¢,c,c) eller (a,b,c) = (¢, ¢, c), hvor ¢ er et positivt
helt tal. Omvendt viser vi nu at alle sadanne talsaet faktisk opfylder opgavens betingelser.
Hvis (a,b,c) = (3c,2¢,c), er &40 = 3cb2c — 5 ate — 3cte _ 9 bie _ 2eic — ] o9

S=5+2+1=28. Hvis(a,b,c):(2ccc) er“T“’:20—*‘3:3,“7“:20_*‘3:37

C

be — cbe — 9 0g S =3+3+1 =17 Hvis (a,b,c) = (¢,c,c), er ©2 = &¢ = 2
ate — ote —p bie _che — 9 0g S =242+2=06.

De mulige veerdier for summen S er altsa 6, 7 og 8.



