Baltic Way 1997
Kgbenhavn, d. 9. November 1997 klokken 10.00
4% time. 5 point per opgave.

1. Bestem alle funktioner f fra de reelle tal ind i de reelle tal forskellig fra nulfunk-
tionen, sa

f@)f(y) = flz—y)
for alle reelle tal z og y.
2. Der er givet en fglge a1, as,as,... af positive hele tal, i hvilken ethvert positivt
helt tal forekommer praecis en gang. Vis, at der eksisterer hele tal £ ogm, 1 < £ < m,
s& a1 + a., = 2ay.
3. Lad 2y =1 08 Tpi1 = @n + |22| + 2 for n =1,2,3,..., hvor |z] betegner det
stgrste hele tal, der ikke er stgrre end x. Bestem x1997.

4. Vis, at det aritmetiske gennemsnit a af x4, ... ,x, opfylder
2 2 _ 1 2
(01— )+ o+ (a0 — ) < 5 (= al -+ [z — a])*.

5. T en folge ug, uy, ... af positive hele tal er uq vilkarligt, og for hvert ikke negativt
helt tal n er

%un for lige u,, ,

Un41 = .
a + u, for ulige u,,

hvor a er et fast ulige, positivt helt tal. Vis, at folgen er periodisk fra et vist trin.

6. Find alle tripler (a, b, c) af ikke negative hele tal, som opfylder a > b > ¢ og
1-a®>+9-0*+9-c+7 = 1997.

7. Lad P og @ vaere polynomier med heltallige koefficienter. Antag, at de hele tal
a og a + 1997 er rgdder i P, og at Q(1998) = 2000. Vis, at ligningen Q(P(z)) =1
ikke har heltallige lgsninger.

8. Hyvis vi laegger 1996 til 1997, laegger vi forst enerne 6 og 7 sammen. Vi far 13,
skriver 3 og far 1 i mente. Nar vi fortsaetter, ser vi, at vi far tre menter i alt:

111
1996
+ 1997

3993

Eksisterer der et helt positivt tal £ sa vi ikke far nogen menter overhovedet, nar vi
leegger 1996-k til 1997-k ?

9. Verdenerne i Verdenssfaeren er nummereret 1, 2, 3, ... og forbundet saledes, at
troldmanden Gandalf for hvert helt tal n > 1 kan bevaege sig begge veje mellem to
verdener med numrene n, 2n and 3n + 1. Hvis han starter sin rejse i en vilkarlig
verden, kan Gandalf da komme til en hvilken som helst anden verden?



10. Vis, at der blandt 79 pa hinanden fglgende hele positive tal skrevet i ti-
talssystemet, findes et tal, hvor 13 gar op i summen af cifrene.

11. Pa to parallelle linier ligger forskellige punkter A;, Ay, As, ... henholdsvis
By, By, Bs, ... pa en sadan made, at |4;4;11| =1 og |B;Biy1| =2 fori=1,2,...
(se figur). Givet, at ZA; AyBy = a, find den uendelige sum

ZAlBlAQ + 4A2B2A3 + ZA3B3A4 —+ e

12. To cirkler C; og C; skeerer hinanden i P og Q. En linie 5 5, 5 g5

gennem P skaerer igen C; og Cs i henholdsvis A og B, og X
er midtpunktet af AB. Linien gennem @) og X skarer C; og W

Co igen i henholdsvis Y og Z. Vis at X er midtpunktet af

A1AsA3AsAsAg
YZ.
13. Fem forskellige punkter A, B, C', D og F ligger pa en
linie, si |AB| = |BC| = |CD| = |DE|. Punktet F' ligger F

uden for linien. Lad G vare centrum for trekant ADF “s
omskrevne cirkel og H centrum for trekant BFEF’s om- %
skrevne cirkel. Vis, at linierne GH og FC er vinkelrettee. A B C D E

14. I trekant ABC er|AC|? det aritmetiske gennemsnit af |[BC|? og |AB/?. Vis, at
cot? B > cot Acot C. (cotv = £82)

sin v

15. I en spidsvinklet trekant ABC' skeerer vinkelhalveringslinierne for henholdsvis
/A, /B og ZC den omskrevne cirkel igen i henholdsvis A;, By og (. Lad M vere
skaeringspunktet mellem AB og B;(}, og lad N veare skaeringspunktet mellem BC'
og A1 B,. Vis, at M N gar gennem AABC “s indskrevne cirkels centrum.

16. Pa et 5 x 5 skakbraet spiller to spillere fglgende spil: Den fgrste spiller placerer
en hest pa et felt. Derefter flytter spillerne skiftevis hesten (efter de normale regler
for skak), idet den anden spiller foretager forste traek. Det er ikke tilladt at flytte
hesten til et felt, der tidligere har vaeret benyttet. Spilleren, som ikke kan traekke,
taber. For hvilken af de to spillere findes der en vindende strategi?

17. Et rektangel kan inddeles i n ens kvadrater. Det samme rektangel kan ogsa
inddeles i n + 76 ens kvadrater. Find n.

18. (i) Vis, at der findes to, ikke ngdvendigvis disjunkte, uendelige maengder A og
B af ikke negative hele tal, sa hvert ikke negativt helt tal n entydigt kan skrives pa
formenn =a+bmeda € A, b€ B.

(74) Bevis, at for ethvert sadant par (A, B), indeholder enten A eller B kun multipla
af et helt tal £ > 1.

19. Ien skov bor n dyr (n > 3) i hver deres hule, og mellem hvert par af disse huler
findes netop en sti, (der ikke passerer nogen anden hule). Fgr valget af skovens konge
fgrer nogle af dyrene en valgkampagne. Hvert af de dyr, der fgrer valgkampagne,
besgger hver af de andre huler netop en gang. De benytter kun stierne til at komme
fra den ene hule til den anden, skifter aldrig fra en sti til en anden mellem hulerne og
vender tilbage til deres egen hule ved slutningen af kampagnen. Endvidere oplyses,
at ingen sti mellem to huler bliver benyttet af mere end et dyr, som fgrer kampagne.

a) Vis, at for hvert primtal n, er det stgrst mulige antal dyr, der fgrer kampagne,
n—1
5 -



b) Find det stgrst mulige antal dyr, der forer kampagne for n = 9.

20. Tolv kort ligger pa en rackke. Der er tre forskellige slags kort, nemlig kort med
begge sider hvide, begge sider sorte og med en hvid og en sort side. Til at begynde
med har ni af de tolv kort en sort side opad. Kortene 1-6 vendes, og derefter har
fire af de tolv kort en sort side opad. Nu vendes kortene 4-9 , og sa har seks kort en
sort, side opad. Til slut vendes kortene 1-3 og 10-12 , og nu har fem af kortene en
sort side opad. Hvor mange kort er der af hver slags?



